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El negro acustico, cancion sin fin,
Espejo del cosmos en un rumor sutil.
Muentras el fantasma, etérea vision,
Cubre lo invisible en su propia prision.
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RESUMEN

En este trabajo se estudié el modelo tedrico de analogia actstica para explorar la
formacion de sombras de agujeros negros en un espacio-tiempo estatico. Se empled el
algoritmo de Newman-Janis con el objetivo de extender las soluciones a espacios-tiempo
rotatorios, analizando como la rotacion afecta las propiedades geométricas de los agujeros
negros acusticos.

Para llevar a cabo esta investigaciéon, se utilizé la discusion de curvas de energia
potencial con el fin de modelar la trayectoria de particulas de prueba dentro de la sombra
proyectada por los agujeros negros rotantes. Este analisis se realizé tanto para los agujeros
negros acusticos como para una extension tedrica de agujeros negros con carga y rotacion.

Es asi, que las simulaciones y visualizaciones de las sombras fueron implementadas
mediante el uso del lenguaje de programacién Python, permitiendo comparar las carac-
teristicas de las sombras generadas en ambos tipos de agujeros negros, considerando cémo
la rotacién y la carga afectan la forma y el tamano de las mismas. Finalmente, cuando
se observa la imagen de un agujero negro lo que realmente estamos observando no es
el agujero negro en si mismo, sino las consecuencias que este genera en su contorno, es
decir, su sombra el cual representa de forma indirecta el horizonte de eventos del objeto
compacto, comprobando una vez mas la teoria de la relatividad general de Einstein donde
los resultados tienen una diferencia en la forma y el tamano que dependen de la fuente
que general la curvatura del espacio-tiempo.



ABSTRACT

In this work, the theoretical model of acoustic analogy was studied to explore the
formation of black hole shadows in a static space-time. The Newman-Janis algorithm
was employed with the aim of extending the solutions to rotating spacetimes, analyzing
how rotation affects the geometrical properties of acoustic black holes.

To carry out this investigation, the discussion of potential energy curves was used in
order to model the trajectory of test particles within the shadow cast by rotating black
holes. This analysis was performed both for acoustic black holes and for a theoretical
extension of charged and rotating black holes.

Thus, the simulations and visualizations of the shadows were implemented using the
Python programming language, allowing us to compare the characteristics of the shadows
generated in both types of black holes, considering how rotation and charge affect the
shape and size of the shadows. Finally, when observing the image of a black hole what we
are really observing is not the black hole itself, but the consequences that it generates in its
contour, that is, its shadow which indirectly represents the event horizon of the compact
object, proving once again Einstein’s theory of general relativity where the results have
a difference in shape and size that depends on the source that generalizes the curvature
of space-time.
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Capitulo 1

Introduccion

Algunas décadas después de que Einsten postulara su teoria de la relatividad general
en 1915, se desarrollé una rama de estudios en las analogias de gravedad, entre ellas, las
analogias acusticas de agujeros negros. El analogo acustico de gravedad es un modelo
tedrico, que dentro de otras amplias aplicaciones, puede simular los efectos gravitato-
rios que se producen constantemente en un agujero negro real estatico o rotatorio que
dependa de la masa, momento angular y carga. La analogia acistica emplea sistemas
hidrodindmicos y actsticos que permiten estudiar tedéricamente las consecuencias que es-
te genera [I]. Precisamente, la eleccién de este tipo de andlogo actstico ha permitido
entender fendémenos relativistas a partir de la mecanica de fluidos y la fisica acustica.
La magnitud de este problema radica en la complejidad de tener una equivalencia entre
estos dos fenémenos fisicos, tanto por la plétora de ecuaciones matemaéticas involucradas,
como por sus variables extremadamente intrincadas (no sélo en cuando a manejo, sino
también en cuanto a la resolucién analitica altamente compleja). A pesar de estos cuellos
de botella, actualmente, el desarrollo de un analogo acustico de agujero negro es una
rama de estudios muy activa, y ademas, muy prometedora para la fisica en general, ya
que abre las puertas para estudiar de manera analoga los fenémenos relativistas que se
generan como consecuencia de los agujeros negros, entre ellos, las ondas gravitacionales,
radiacién de Hawking y su sombra [2].
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1.1. Objetivo del Trabajo de Grado

= Se espera con este trabajo poder proporcionar una comprensién profunda de las
sombras proyectadas, comparando especificamente los agujeros negros actsticos con
aquellos con campo fantasma y rotacion. A través de este andlisis se espera lograr
una mejor comprension e interpretacion sobre los efectos de la rotacion y la carga
en la geometria del espacio-tiempo, asi como sobre la formacién de sombras.

Ademas, se pretende que las simulaciones y los modelos desarrollados en Python
no solo validen los resultados tedricos obtenidos, sino que también ofrezcan una
plataforma computacional para explorar como las particulas de prueba se compor-
tan en estos sistemas. Con ello, se espera identificar nuevas propiedades tedricas en
los agujeros negros rotatorios que podrian ser relevantes en estudios futuros de la
gravedad cuantica, la gravitaciéon numérica o incluso las analogias de laboratorio.

1.2. Objetivo General

» Estudiar y comparar las sombras de agujeros negros actsticos y agujeros negros
fantasma, utilizando el algoritmo de Newman-Janis para encontrar soluciones con
rotacion. Ademas, modelar las trayectorias de particulas de prueba dentro de las
sombras, con simulaciones implementadas en Python.

1.3. Objetivos Especificos

= Resolver el modelo tedrico de analogia acustica para agujeros negros estaticos y
rotatorios.

= Desarrollar un codigo en el lenguaje de programacién Python para modelar la tra-
yectoria de particulas de prueba para los casos de agujero acustico rotante y un
agujero negro rotatorio con campo fantasma.



Capitulo 2

Marco Teorico

Para este trabajo se empleara el concepto de fisica acistica a través de un fluido en
movimiento [2] [3], la teoria de campos clésica, y las ecuaciones de la relatividad general de
Einstein en vacio [4]. Para ello, usaremos la signatura (— + ++), cuya teorfa matematica
se denomina Geometria Diferencial.

2.1. Espacio-tiempo y Relatividad Especial

Los fisicos en un principio definian los conceptos de espacio y tiempo de manera
separada. El espacio estaba compuesto por tres dimensiones en un marco de referencia
absoluto que modelaban los sucesos, mientras que el tiempo se definia independiente,
absoluto e inmutable para cada observador, el cual transcurria en direccién positiva como
se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.1: Espacio y tiempo absoluto, donde q y p representan dos eventos diferentes
ocurriendo simultaneamente.

En 1905, Albert Einstein introdujo la Teor{a de la Relatividad Especial, la cual redefine
nuestro entendimiento del espacio y el tiempo. Segiin esta teoria, el espacio-tiempo es una
entidad de cuatro dimensiones que combina tres dimensiones espaciales y una dimension
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y ¥
(x.y.z' )
Tp— (x.y.2.0)
P
-
X X

Figura 2.2: Dos observadores espectando un evento simultéaneo.

temporal en una tinica estructura. Esto contrasta con la visién clasica de espacio y tiempo
como entidades separadas [4].

Supongamos tener dos observadores inerciales como en la figura [2.2], sea el observador
d en un evento O con coordenadas d(t, z,y, z) y sea otro observador ¢’ que se desplaza con
velocidad v en direccién T, pasando por el observador §: Entonces, se pueden escribir
las coordenadas de ¢’ a partir de las transformadas de Lorentz:

,  t—wz/c?

=7/ 2.1
! V1—v/c? (2.
= ot (2.2)

V1—wv/c?
La transformacion de Lorentz describe como las coordenadas espacio-temporales de un
evento cambian cuando este se observa desde diferentes sistemas inerciales. Esto incluye

cémo el tiempo y el espacio se entrelazan y se modifican para diferentes observadores

moviéndose a velocidades relativas. En la figura [2.3]se ilustra la estructura causal segin
A

Future

_ Future light cane
Spacelike related < p e

Past light cone

Past

Figura 2.3: Estructura causal del espacio-tiempo.

La luz se desplaza sobre la superficie del cono, es decir sobre 45°, las particulas con
masa se podran desplazar dentro del cono un dngulo menor a 45° y las trayectorias fuera

10
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del cono se consideran inalcanzables para cualquier particula ya que esta debe tener una
velocidad superior a la de la luz.

2.2. Relatividad General

Anos mas tarde, Einstein desarrolla una nueva teoria que extiende la Relatividad
Especial y transforma la comprension de la gravedad, antes concebida como una fuerza,
pero ahora entendida como la curvatura del espacio-tiempo. Esta teoria se fundamenta
en el principio de equivalencia, donde un observador en caida libre debido a la gravedad
no puede distinguir entre su aceleraciéon y la influencia del campo gravitatorio. Este
enfoque lleva a reconsiderar la nocion de fuerza como algo negativo, reemplazandola por
la presencia de una curvatura en el espacio-tiempo.

Este marco referencial se define como una variedad diferenciable, infinita y suave, que
localmente parece plana, compuesta por eventos que representan la posicién de objetos
en el espacio-tiempo.

Eqi(ty,x4,51,24)
L -
Ey(ty,x2,¥2.23)

Figura 2.4: Diagrama de la estructura causal espacio-tiempo.

Si E1 y E2 son eventos en el espacio-tiempo que indican la posiciéon de un objeto como
se ilustra en la figura [2.4], y el objeto se mueve de E1 a E2, se puede deducir que E1 es
el pasado de E2. Por otro lado, si el observador se desplaza de E2 a E1, entonces E1 se
puede considerar el futuro de E2 [4].

2.3. Meétrica del Espacio-tiempo

Las trayectorias en el espacio-tiempo pueden compararse de manera analoga con una
distancia euclidiana, similar al Teorema de Pitdgoras. Esta métrica describe la geometria
intrinseca del espacio-tiempo y se ajusta seguin la presencia de masa y energia en el
universo.

E; ds? E-

Figura 2.5: Distancia ds? entre los eventos E1 y E2 en un espacio-tiempo plano, suave e
infinito.
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Esta métrica se define como una herramienta para medir la distancia entre dos eventos
en una variable diferencial conocida como espacio-tiempo como se muestra en la figura
[2.5]. Cuando no hay curvatura en esta variable, la geometria del espacio-tiempo puede
describirse mediante una unica métrica, denominada métrica de Minkowsky,

ds® = —c*dt* + da® + dy® + d2* (2.3)

Este espacio-tiempo puede ser curvado por la materia, por lo que Einstein vincula esa
curvatura con el tensor energia-momento. Manteniendo el principio de invariancia, este
tensor puede transformarse a coordenadas esféricas y expresarse como

ds* = —c*dt? + dr* + r*df + r*sin*0d¢? (2.4)

Se aclara que ds? es una variedad pseudoriemanniana, por lo tanto no siempre es
positivo y existen tres posibles casos segun [4]:

» Si ds? > 0 se define como intervalo espacial.

» Si ds? < 0 se define como intervalo temporal.

» Si ds?> = 0 se define como intervalo nulo, el cual corresponde a a la trayectoria
seguida por un rayo de luz.

2.4. Variedad Diferencial

En Relatividad General, se define esta variedad diferencial como un espacio topoldgi-
co, acotado bajo propiedades; siendo este un conjunto no vacio de puntos continuos, que
ademas posee una estructura suave o diferenciable, permitiéndolo analizar geométrica-
mente, y representar posiciones y dindmicas entre un evento y otro [4].

2.4.1. Vectores

El concepto de vector se abarca como una herramienta matematica que define la di-
reccion y magnitud a variables fisicas, y pueden ser tratados bajo transformaciones de
coordenadas conservando el Principio de Isomorfismo, lo que permite describir el movi-
miento o posicién de la particula en el espaciold].

12
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Figura 2.6: Plano tangente en el punto 7 de una esfera.

Para una variedad diferencial, un vector es un elemento del plano tangencial de una
region especifica de la variedad que ayuda a describir la geometria local como se puede
ver en la figura [2.6] segun [4], y define ademds conceptos de derivacién, velocidad y
aceleracion.

2.4.2. Tensores

Es una herramienta algebraica que describe una relacién multilineal entre conjuntos
de objetos algebraicos relacionados con un espacio vectorial. También pueden mapearse
entre diferentes objetos, como vectores, escalares, e incluso otros tensores.

Figura 2.7: Representacion grafica de las componentes del tensor en una base ortogonal.

El tensor métrico se representa como un matriz 4 x 4 que contiene la forma espacio-
temporal entre un evento y otro como en la figura [2.7]; este modela la geometria de la
curvatura del espacio-tiempo generada por las ecuaciones de campo de Einstein de masa
o energia. De acuerdo con [4], el tensor métrico puede ser descrito como,

ds* = Zgagdxadxﬁ (2.5)
af
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2.5. Curvatura

En la teoria de la Relatividad General, el concepto de deformacién del espacio-tiempo
debido a la masa o energia es fundamental, ya que transforma nuestra comprension de la
gravedad y permite modelar las trayectorias de las particulas entre eventos. A partir de
esta idea, se desarrolla un tensor que encapsula toda la informacién sobre la curvatura
de esta variedad diferencial [4].

2.6. Ecuaciones de Einstein en Vacio

Esta teoria se fundamenta en las ecuaciones de campo de Einstein, que explican cémo
la presencia de masa y energia provoca una deformacion en el espacio-tiempo, afectan-
do asi las trayectorias de las particulas y la luz. Matematicamente, estas ecuaciones se
expresan de la siguiente manera:

G = 81T}, (2.6)

Aqui, GG es la constante gravitacional de Newton, que por simplificacién puede tomarse
como 1. El término 7},, es el tensor energia-momento que describe la distribucién de masa
y energia en el espacio-tiempo, mientras que G, es el tensor de Einstein que representa
la curvatura del espacio-tiempo. Este tensor se define como:

1
G,uz/ = R,LLI/ - ég;wR (27)

Donde g,, es la métrica, una funcién que describe la distancia entre dos eventos en
el espacio-tiempo. El escalar de curvatura R mide la cantidad total de curvatura en un
punto del espacio-tiempo. Por su parte, R, es el tensor de Ricci que describe como se
distribuye la curvatura en el espacio-tiempo. Este tensor se obtiene a partir del tensor de
curvatura de Riemann, que se define segun [5] como,

ory, or}
_ vp 2] ) )

2.7. Agujero Negro de Reissner-Nordstrom

Después de que Einstein postulara su teoria de la relatividad general en 1915, vinieron
soluciones a sus ecuaciones desarrolladas por diferentes matematicos y fisicos. En esta
seccidon estudiaremos la solucion de agujero de Reissner-Nordstrom, la cual depende de
los pardmetros de masa M y carga @) de acuerdo con [6].
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2.7.1. Meétrica

La solucién para este tipo de agujero negro fue desarrollada de manera independiente
por el matematico Hans Reissner en 1916 y el fisico tedérico Gunnar Nordstrom en 1918
[7] [§]. Este caso difiere de la solucién de Schwarzschild de acuerdo con [6] debido a que
presenta la existencia de un campo electrostatico provocado por la carga (). Esto implica
que ademas de las ecuaciones de campo de Einstein, se deben satisfacer las ecuaciones
de Maxwell. A esta soluciéon se le conoce como la métrica de Reissner-Nordstrom, y
es una solucién estatica con simetria esférica para las ecuaciones Einsten-Maxwell. A
continuacion se presenta en coordenadas esféricas con la siguiente notacion,

7”2 d 2
ds? = —c2dt? = — (1 _Ts + _623) Adt? + ! — + r3(dh* + sin® 0d¢*)  (2.6)
roor (1 _mey T_c;)
Donde r; es el radio de Schwarzschild del objeto, dado por r, = Q%M y Té = k(i#. En

estas ecuaciones, k es la constante de Coulomb, GG es la constante gravitatoria y c es la
velocidad de la luz. Para simplificar los calculos de aqui en adelante se hard uso de las
unidades naturales G = ¢ = k = 1, por lo que la métrica se reduce a,

+ 7%(d6* + sin® Od¢?) (2.7)

2'M 2 2
d32:—<1——+Q—2>dt2+ dr
r r (1_M_’_Q_2)

r r2

A continuacién deduciremos la métrica (2.7)) siguiendo a [9].

Partimos de la Gravedad de Einstein acoplada linealmente a electrodindmica (GR-
ED). Ahora, nos enfocamos en obtener las ecuaciones de movimiento relevantes de la
teoria de la relatividad general acoplada linealmente a la electrodindmica para una geo-

metria de espaciotiempo estatica y simétricamente esférica. La accion gravitacional para
GR-ED esta dada por:

1

Slgon Au) = 15 [ d'av=g R~ 107 2:8)

donde R denota el escalar de Ricci, £ = nF es una funcién que representa la densidad
Lagrangiana para el campo electromagnético, siendo F un cantidad conocida como in-
variante de campo electromagnético definida como F = $F,5F?, siendo F,5 = 20,,Ag
los componentes del tensor del campo electromagnético, F' = %Fagdl’a AdxP | con A, los
componentes del potencial electromagnético.

Usando la notacién L% = (%__

variacion de la ecuacién ([2.8]) son

)n, las ecuaciones de campo GR-ED obtenidas de la

Go’ =87 (T.7) ., (2.9)
Donde G,? = R,® — %55 son los componentes del tensor de Einstein. Mientras que
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A (T.°) ., = n(Fo, B — FoP) (2.10)

ED

Son los componentes del tensor de momento-energfa de la electrodindmica (Maxwell),
con tensor de campo electromagnético F},, que cumple con las ecuaciones de Maxwell
modificadas sin fuente.

V, (F*)=0=dF (2.11)

El ansatz métrico para describir un espaciotiempo de agujero de negro estatico, esféri-
camente simétrico y asintéticamente plano en coordenadas esténdar (¢,r,0, ¢), también
conocidas como coordenadas tipo Schwarzschild, esta dado por

dr?
b(r)

r

ds? = —e*®Mae? + ; + r?dQ)? (2.12)

Donde ®(r) y b(r) son funciones suaves, conocidas respectivamente como la funcién de
corrimiento al rojo (ya que esto da una medida del corrimiento gravitacional al rojo) y la
funcién de forma (ya que esto determina la configuracion topolégica del espaciotiempo).
Aqui, para simplificar la notacién, usamos dQ? = df? + sin® fd¢? como el elemento lineal
de una esfera bidimensional de radio r.

Ahora estamos interesados en describir las ecuaciones GR-ED para una geometria
estatica y simétricamente esférica de agujero negro. Para la geometria del espaciotiempo
(2.12)), los componentes no nulos del tensor de Einstein son,

Gil=3 i G =1(01-2)¥ -5 ;

(2.13)
G99 _ Geosp — (1 _ g) (<I>’2 + (I)//) + 2rfbfrb’q)/ . % + b

272 2r3
Respecto al tensor del campo electromagnético, dado que la métrica del espaciotiempo
es estatica y simétricamente esférica, los tinicos términos no nulos son los compo-
nentes eléctricos £y, y magnéticos Fy,, de tal manera que

Fop = (01,05 — 04,6%) Fur + (826% — 620%) Fo,, (2.14)

Por lo tanto, los componentes no nulos de (Taﬁ) ep obtenidos de la métrica dada en
la ecuacion ([2.12)), con el tensor del campo electromagnético en la ecuacion (2.14), estan
dados por

SW(Et)ED = 87T<TTT)ED = 2n(FtTF”’ - .F)
(2.15)
SW(TQG)ED = 87T(T¢W)ED = 277(F9$0F9@ — JT">
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Escribiendo 8, (v/—gnF*?) = 0 = d(F,zdz® A dx”), se deduce que

Frt — ’ :
r vV —9uGrr rtsin @

(2.16)

Donde ¢. vy qp son las cargas eléctricas y magnéticas del espacio-tiempo, respectiva-
mente. Por lo tanto, los componentes no nulos de F,z y el invariante F para la geometria
genérica estatica y simétricamente esférica del espacio-tiempo ecuacién ([2.12)), estdn da-
dos por

Frp = =25 o Fy, = qpsind

(2.17)
F =105 — )

Por lo tanto, las ecuaciones GR-ED en el formalismo Lagrangiano [GR — Mazwell]
para un espaciotiempo estatico y simétrico esféricamente en general son

¥ 2ng?
Cl=0= —+ M LopF—0 (2.18)
T T
2 b b 2
Cr=0=2(1-2)o -2+ L opFr_y (2.19)
r r r3 r4

y los componentes C,%, con a = {6, v}, se reducen a,

2r—b—7‘b'q),_b_’+i_ 2nq%
2r2 2r2  2r3 rt

b
C,=0= (1 — ;) (@7 + ") + +2nF =0 (2.20)

2 _ 2
Se define el sistema de ecuaciones, donde F = (qBQT—fE):

v N 2nq?  2n(qs — @)

— 2.21
T2 7’4 27’4 0 ( )

2 b b 2ng2  2n(qr — ¢2)

“l1=-2) - = 2 Bt/ 2.22

r ( 7‘) r3 + r4 * ord ( )

b o —b—rb v b 2¢5n  2n(qh — ¢2)
1—=|(@?*+"\+— @ - — 4+ 1B B/ (0 (2.23
( 7“) (27 + @) 272 2r2 - 23 rd + ord ( )

Hacemos la siguiente operacion = -(2.21)) + (2.22)) nos queda
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b b 2 b
ﬁ_ﬁ—i_;(l_;)qy:o (2.24)
1/ 2
_(ﬁ_%>+_(1_9)qy:o (2.25)
r\r r r r
Donde (b?/ - T%) = — (1 — T%),, por lo tanto queda

1 (1_9) +2(1_9>q>/:o (2.26)
T r r r

Despejando 29’ tenemos,

29’ = (-2 (2.27)

Sea Z =1-t= (InZ) = 27/, Volviendo a la ecuacion ([2.26)) tenemos,

(29) = {ln (1 — ;)}/ (2.28)

Integramos a ambos lados para encontrar la funcién,

O(r) = %ln (1 - g) +y (2.29)

Donde v = cte de integracién. Aplicamos exponencial a la ecuacién anterior

o220 _ Jn(1-2)+y _ v <1 _ é) (2.30)

r

Por lo tanto se define una nueva coordenada temporal ¢ = /et para la ecuacién de

la métrica ([2.12))

b dr?
ds? = — (1 - ﬁ) dt* + Lb + r2dQ? (2.31)
r 1 o)

Sea t = t, se reescribe la ecuacién anterior como,

r _ )

b dr?
ds? = — (1 - ﬁ) dt? + % +r2dQ? (2.32)
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Ahora reemplazos la ecuacion (2.29) en (12.23), hacemos las respectivas derivadas,
expandimos la expresiéon e integramos. Luego se organiza la expresion algebraica para
encontrar la siguiente funcién,

n(qp +q2) (2.33)

b(r) =cir + ¢y — .

Se sustituye la ecuacién (2.33) en ([2.32)) quedando de la siguiente forma,

2 2 dr2
ds?wx:— [1— <01+%_M)} dt2+[ < r 4 r2d02
1 —

2 2 2
n(gp+42)
r 1+ —cf — _32 < >}

(2.34)

2 2 dr?
n(qqu5)>dt2+ U
r <1 o -2+ n(qi:qg))

ds2,. = — (1 —cy — % + +72dQ*  (2.35)

Para que esta métrica sea fisicamente relevante se debe de imponer lo siguiente

, 2M dr?
lim dsy,, ~ dsg,, = — (1 — 7) dt* + @ + r2dQ? (2.36)
Donde:
a=0; ca=2M ; Q*=q5+¢ (2.37)
Reescribimos ([2.35)) como:
2M 2 dr?
dsipy = —|(1———+ CRAPY + i + r2dQ? (2.38)
roor (1- 2+ 22)

Para la ecuacién ([2.38]) se consideran los siguientes casos segun [10]:

» Cuando n =1 ese trata de una fuente electromagnética convencional del tipo Max-
well el cual representa la solucion de Reissner-Nordstrom.

T

oM Q? dr?
dshy = — (1 Sy Q—Q) dt? + i +r2dQ? (2.39)
roor <1 _ M Q_2>
o

» Cuando n = 0 significa que no hay ninguna fuente electromagnética presente. Por
lo tanto representara la solucién de Schwarzschild.
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2M dr?
s, = — (1 - —) di? + — 4 2d0? (2.40)
r (1—2%)
» Cuando n = —1 representa la contribucién negativa de la energia electromagnética

a la accién total, lo cual introduce un campo electromagnético fantasma o de fuente
exotica.

2M  Q? dr?
dsbpy = — 1 - "= — = |dt? 2d)? 2.41
SPRN ( . r2) +<1_M_Q_§>+r (2.41)

2.7.2. Horizonte de Eventos

Para este caso tendremos un horizonte de evento interno (Cauchy) y externo, cuando
f(r) = 0 el coeficiente g, — 0. Se evalia la condicién anterior de f(r) = 0 y se define
un r asociado a la regién de no retorno para los fotones [6]:

re=M+~/M?=Q? (2.42)

2.8. Analogia Actstica de Agujero Negro Candnico

En la actualidad no es posible estudiar directamente un agujero negro [6], por esta
razon, el analogo acustico es un modelo tedrico que pretende probar y proponer algunos
comportamientos o consecuencias que generan los agujeros negros empleando conceptos
de la fisica actstica y mecdnica de fluidos segin [2]. Esto teniendo en cuenta que dicha
analogia representa una similitud entre el comportamiento de ondas supersénicas (fonén)
en un fluido como medio, y las ondas de la luz (fotén) en un espacio-tiempo generado
por un agujero negro. De esta manera, consideramos un fluido con velocidad supersénica
donde las ondas sonoras pueden estar dispersadas, ser absorbidas o reflejadas de manera
similar a como le suceden a los fotones en el espacio-tiempo curvo. Ademads, con base en
esta analogia se sugiere que el horizonte de sucesos del agujero negro llegue a compararse
con el horizonte de sucesos acustico estudiado, donde las ondas supersoénicas llegan a ser
retenidas sobre dicha regién y se roban su energia, exponiendo asi la estrecha relacion
entre este suceso y la métrica acustica para el flujo del fluido que rodea un sumidero
puntual [11].

2.8.1. Geometria Analoga Acustica

Para la construccién del modelo se parte de la ecuacion fundamental para la dindmica
de un fluido seguin [1],
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Op+V-(pt)=0 (2.43)

Y la ecuacién de Euler,

o= oo+ (V)1 = (2.44)

Donde p es la densidad del fluido y v velocidad. Asi, se asume que el fluido tiene
viscosidad cero. Por lo tanto, las tinicas fuerzas presentes son aquellas debidas a la presion
del fluido; en otras palabras, la densidad de fuerza es,

f=—-Vp (2.45)

La ecuacion de Euler puede reducirse a una nueva version de la ecuacion de Bernoulli,

1
—Op+h+ §V2g0 =0 (2.46)

Esta reduccion surge a través de asumir que el fluido es irrotacional, por el cual se
introduce el potencial de velocidades ¢, tal que v = —V, y también se asume que el
fluido es barotrépico, lo que significa que la densidad solo esta en funcion de la velocidad,
ademas de poder definir una entalpia especifica de la forma,

_ [T _ 1
h(p) = /0 L e Vh= Yy (2.47)

Para el caso diferente del astrofisico, sucede que tanto el fondo como el campo cuan-
tizado viene del mismo ente, es decir, del propio fluido. Se asumira asi, que el fondo esta
caracterizado por (po, po, ¥o), de tal forma que debera hacer fluctuaciones de las variables
del fluido a varias ordenes de magnitud,

p = po+epr + O(e?)
p=po+epr + O(e?)
© = o+ €p; + 0(62)

(2.48)

A partir de la analogia con el sonido, se habla de como diferenciar una onda acustica
(fonén) y una réfaga de viento (fluctuaciéon del medio) de acuerdo con [12], porque ambas
podrian modelarse segun la ecuacion ; estas se diferenciaran mediante una conven-
cion: aquellas perturbaciones con frecuencias del orden de las fluctuaciones promedio del
fluido son de frecuencias bajas y se consideran como rafagas de viento, mientras que las
perturbaciones de frecuencias mas altas son consideradas como sonido. Se linealiza la
ecuacion para llegar a las siguientes ecuaciones:
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Oipo + V(potio) = 0

(2.49)
8tp1 + V(plﬁl) =0
A partir de la ecuacién (2.7), se obtienen las siguientes ecuaciones,
—Owpo + h + %(VQSOO) =0
(2.50)
—0p1 + h+ 5(VZp1) =0
De la ecuacién barotropica tenemos que,
dp ap
= —p1 = —po(0 vg - V 2.51
P1 appl 8p'00( i1 + Vo - Vo) ( )

Manipulando estas ecuaciones se llega a la expresion,

0 . op )
—0, 8_2/70(&%01 + 1 - ng)} +V {pOVgol — a_ZPOUO(atSOl + T -1 V)| =0 (2.52)

Esta ecuacion de onda describe la propagacion del potencial escalar ¢, es decir, de
la perturbacion acustica. Se simplifica la ecuacion anterior al identificar la velocidad del
sonido local definida por,

Ip _
2.
c (2.53)

Ahora construimos la matriz simétrica 4x4 identificada como nuestra métrica acustica

inversa,
1 —1 —
aB (¢ - , 0 2.54
gt 2) poc (—vé (025”—vévé> (254

Asi la ecuacién (2.52)) se puede escribir como,

1
-9

Ay Oa (V=997 05) (2.55)

Q‘

Ahora podemos encontrar la matriz acistica covariante,

Jap(t, ) = 1 ((02 —ivg) ;};6) (2.56)

PoC Yo

y asi se define el elemento de linea actstico segin [2],
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ds?® = gopdr®da’ = p_co [—c2dt? + (da’ — vidt) 6y (da? — vjdt)] (2.57)

Se aclara que la métrica acustica tiene més restricciones (3 grados de libertad: p, ¢
y ¢, y la ecuacién de continuidad los reduce a 2) en comparaciéon con la métrica de un
espacio curvo en (3+1)D, que posee 6 grados de libertad. Esto implica que la métrica
acustica solo puede reproducir, en el mejor de los casos, un subconjunto limitado de las
métricas relevantes en relatividad general.

Ademas el flujo puede formar una ergosfera, que es la regién donde la velocidad del
fluido se vuelve supersénica v > ¢, similar al caso de un agujero negro, en el cual la
esfera de fotones es la regién donde el espacio se mueve a velocidades superluminicas [5].
Se define una superficie atrapada (interior o exterior, si el flujo es entrante o saliente,
respectivamente) bajo la condicién de que la componente normal del flujo sobre esta sea
mayor o igual a la velocidad local del sonido. A la region formada por las superficies
atrapadas se le denomina regién atrapada segun[2] [3].

2.8.2. Meétrica Analoga Acustica

En este capitulo veremos las consecuencias que generan los agujeros negros acusticos
estaticos. Si empezamos por suponer incompresibilidad y simetria esférica, entonces, como
p es independiente de la posicién, la ecuacién de continuidad implica v oc 1/r2. Pero si
p es independiente de la posicién, entonces (debido a la suposicién barotrépica) también
lo es la presion, y por tanto, también la velocidad del sonido. Asi, podemos definir una
constante de normalizacién 7o = p'/* y establecer,

v = c'ur—2 (2.58)

Por tanto, la métrica actstica depende de un factor irrelevante independiente de la
posicion,
lll/Q 2
ds® = Pdt* + (dr + c—dt) + 7% (d6* + sin*0d¢?) (2.59)

r2
Hacemos un cambio de variable en la ecuacién anterior,

ul/2
2

c(1-3%)

Reemplazando la ecuacién (2.60)) en la ecuacion (2.59)), nos queda la métrica acustica

candnica segun [2],

dr = dt + dr (2.60)

ds® = —¢* <1 — ﬂ) dr* + 1L + 7% (df? + sin*0d¢?) (2.61)

rd
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Donde p = rg, este elemento de linea describe un agujero negro actstico (3 + 1)-
dimensional con horizonte de sucesos acistico.

Podemos reescribir la métrica (2.61]) de forma general como,

ds? = — f/(r)dt? + ﬁdﬂ B (r)(d6? + sin® 0dg?) (2.62)

Esta solucion ha sido ampliamente estudiada, asi como sus propiedades, entre ellas
los modos cuasinormales [13], y la dispersién del sonido [14].

2.8.3. Radio Analogo Acistico

Se define r, como el radio analogo de Schwarzschild, que representa la distancia desde
el centro de la burbuja hasta el punto donde la pared separa el fluido supersonico de-
terminando la region de no retorno. Este radio se obtiene a partir de la indeterminacion
presentada en r* = . Por el contrario, en el caso donde r* = 0, se consideraria la sin-
gularidad analoga donde el espacio-tiempo andlogo tiende a infinito y las trayectorias de
los fonones se anulan [2].

2.8.4. Horizonte de Eventos Analogo Actustico

El horizonte de eventos caracteriza la naturaleza del agujero negro analogo segiin su
hidrodindmica y dindmica de las ondas sonoras por lo tanto se de fine como la frontera de
no retorno o regién atrapada en la que los fonones no pueden escapar.También se define
el horizonte aparente acustico,el cual es una superficie en donde la componente normal
de la velocidad del fluido es supersénica [12].

2.8.5. Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Seccién Trans-
versal de Captura

En esta parte estudiaremos el comportamiento de las geodésicas en un espacio-tiempo
estdtico, empleando como guia el equivalente al problema de potencial cuadrado [I5].
Usando la métrica , se plantea una densidad Lagrangiana que representa el movi-
miento de la trayectoria y se define como,

2L = gopdX*dX" (2.63)
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Se define un parametro afin A de geodésica, por lo que se reescribe la ecuacién anterior,

dX®dX?

2L = 90850

(2.64)

Reescribimos la anterior ecuacién para la métrica ([2.61]),

dt\ > pN\-1 [ dr\? do\? do\
ds? = 2 (1-E) (& 1- £ d 2 (22 in%0 | -2 9.
s ( r4> (d)\) +< r4> (d)\) r (d>\> +Sm9(dA) (2.65)

La ecuacion de movimiento de las geodésicas se puede describir con la ecuacion de

Euler-Lagrange siguiendo a [4],
d (dLC
- = 2.
d\ (dPO‘) 0 (2.66)

Donde P representa la coordenada generalizada y se define como,

dXe

P
d\

(2.67)

Por otra parte, el movimiento de las geodésicas para los fonones estan condicionadas
para L (X% P%) = 0; reescribimos la ecuacién ([2.65)) y donde estd 7 — ¢,

(1-%)

Sea A una coordenada y A un parametro afin de geodésica. Se utilizara la siguiente
notacion:
dA

=

& (1 ﬂ) 2 4 + 1202 + r2sin®0¢% = 0 (2.68)

-4
A (2.69)

De la ecuacion ([2.65)) se pueden definir las coordenadas ciclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, son aquellas que representan las cantidades
conservadas y por ende se definen como (t, ¢),

a _

— = (2.70)
L
- L (2.71)

Solucionado las derivadas anteriores del lagrangiano obtenemos la energia y momento
angular, luego despejamos términos por conveniencia para definir;
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E

f=— 2.72
(- 8) .

. L
0= 2r2s5in26 (2.73)

Ahora reemplazamos £ y ¢ en la ecuacién (2.68),

2
—c? — ﬂ L _ ﬂ -1 .2 22 2 . 9 L 2 .
¢ (1 r4> (—202 (1 _ ﬁ)) +<1 r4> e+t +rtsin (—27’232'7129) =0 (2.74)

r4

Operamos algunos términos,

2

4r25in20

1

=) + (1 — F> Ty e g (2.75)

Analizamos el problema del plano ecuatorial debido a su simetria esférica, descubrien-
do que este no pierde su formalidad en las trayectorias; por ende, se fija 0 = 7/2, lo que
implica que df/dT = 0y sin(m/2) = 1. La ecuacién anterior queda de la siguiente forma,

EZ 7',2 LZ
— =0 2.76
(1 — %) * 472 (276)

Dividimos la ecuacion anterior por (1 — T%) y despejamos,

E? dr\? wy L2
— = |- 1-=)— 2.
4c? (d)\> * ( r4> 4r? (2.77)

Ahora podemos definir U ff #» definido como potencial efectivo

U2 = L7 (1 “) (2.78)

42 ré

Organizamos los términos de manera conveniente en la ecuacién ([2.78]),

L* pl?  L?

Wity =53~ g8 = s "~ 1)

(2.79)

Computando el potencial efectivo, encontramos todas las trayectorias de los fonones,

para lo cual su curva tendra minimos y maximos. Esto ultimo implica que en esta region
. . duU? , . . , . .

la pendiente equivale a cero —Z& = 0. Ademds, para identificar de manera tedrica si la

curva representa un minimo o un maximo, se aplicara la segunda derivada al potencial
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efectivo, y segun el signo de su resultado se definird (4) para minimo y (—) para un
maximo.

Z d[d (I1* uL? 302 21L%
o2,y = L | (L HETNL oL 2.80
dr? ( eff) dr {dr (27"2 26 )] r4 r6 ( )

De 1a ﬁ ura |2.81 se U_ede Observar un méximo ara 7 = \4/37 ue evaluando en la
ph 0
ecuacién anterior nos da,

i [ (= ¥3)] =~ 2:81)

En la discusién sobre las curvas clasicas de energia potencial se establecia una posicién
de equilibrio para una trayectoria circular con radio fijo. Ademas, dado que el fonén se
encuentra en un maximo de energia potencial efectiva, su érbita serd inestable. Si el fonon
experimenta un pequeno desplazamiento desde su posicion de reposo, una fuerza actuara
sobre él, llevandolo atin més lejos de su posicién inicial. La figura [2.8] es valida si p > 0,
recordamos que rg = p [16].

D4 [ ’20 E-’ecrf'
L]

03

01

r, 2 3 4
ph L,
P -

-0.1

Figura 2.8: Curva de energia potencial.

2.8.6. Esfera de Particulas de Prueba

Analizamos que en el espacio-tiempo de geometria puede ser factible que algunos
fonones tomen orbitas circulares, segin [I7]; esto es, para r = {4/37“0, como se mostrd en
la 2.8 La esfera de particulas de prueba se define como la ultima regién en donde los
particulas pueden quedar orbitando; por otra parte, se define el pardametro de impacto
como sigue,
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b=L/\/UMa (2.82)

que aparece a partir de la discusion de dispersion de una particula bajo la accién de
una fuerza central siguiendo a [I7] y [4]. Para hallar este pardmetro, primero encontramos
el potencial maximo,

Max 2

e

y organizamos la ecuacién (2.79) de la siguiente forma para calcular (2.82)),

2172 L? 7]
12 4 [ Maz 4
2 eff 476 (T /‘) . eff r2 (T 744) (2'84)

1 ., . ,
como r = v/3u7, reemplazamos en la ecuacién anterior para encontrar el pardmetro
de impacto,

L v/33
b — L2 2 b — WM (285)
V3u (5)

De esta manera, b corresponde exactamente al radio de la sombra del andlogo actistico
de agujero negro en el espacio-tiempo descrito por (2.61]) para un observador situado en
el infinito como se ilustra en la figura [2.9]. Ademds, se observa que el radio de la esfera
de fonones es mayor que el radio de la sombra.

La sombra de un agujero negro corresponde a la regiéon oscura que se observa en el
centro del disco de acrecion. Esta es una caracteristica clave, ya que es lo que puede verse
desde la Tierra, como se ha mostrado en las imagenes del agujero negro supermasivo
M87 [18]. El andlisis de estas sombras proporcionan evidencia de la existencia de un
objeto compacto, que se logra analizar de manera tedrica con este modelo acustico, y
que se podria comprobar de manera experimental en el laboratorio, con condensados de
Einstein-Rosen [19].

Ergosfera

Horizonte de
eventos

Figura 2.9: Si se tiene una particula de prueba C' que provenga del infinito puede ser
capturado por el radio maximo que corresponde a la regiéon esférica de particulas.
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2.9. Agujero Negro de Kerr-Newman

En la secciones 2.6 y 2.7 estudiamos las geometrias del espacio-tiempo estatico para
el agujero negro Reissner-Nordstrom, y el andlogo acustico de un agujero negro canénico,
donde se analizé en 2.7 la trayectoria de una particula de prueba en presencia de un
campo gravitacional andlogo generado por un vértice [2], simulando la trayectoria de un
foton en presencia de un campo gravitacional en un agujero negro astrofisico.

Los agujeros negros rotantes se forman por el colapso gravitacional de una estrella
masiva con rotacién, o por el colapso de una coleccién de estrellas o gas con un momento
angular total distinto de cero. Como la mayoria de las estrellas giran, se espera que la
mayor parte de los agujeros en la naturaleza sean agujeros negros en rotaciéon por la
conservacién del momento angular [20].

2.9.1. Meétrica

La métrica de Kerr-Newman es una solucién a las ecuaciones de campo en relatividad
general que describe la geometria del espacio-tiempo en la region exterior de un agujero
negro cargado, rotante, y con masa.

La solucién obtenida por Newman y colaboradores en el 1965 [21] representa una
solucion estacionaria, axialmente simétrica, asintéticamente plana y generalizada de las
ecuaciones de campo en presencia de un campo electromagnético en cuatro dimensiones.
A continuacién, se presenta la métrica en coordenadas generalizadas de Boyer-Lindquist:

sin’ @

ds* = % (dt — asin® 6dg)” + (1 +a%) do — adt)” + S=dr® + pd6>  (2.86)
2

Donde,
p=Vr+a2cos2f ; Ay=1>—2Mr+a*+ Q? (2.87)

La ecuacion 2.47 va a depender de los parametros como la rotacion a, la masa M,
el radio r, y la carga Q?; con las unidades geométricas C' = G = 1. Realizando algunos
calculos, encontramos los siguientes coeficientes,

gt = — <A2P—J5a2>
a — ’f‘2 a2
r24a2)2—a2A

9o = (—( L 2,2 2)

grr:E

(2.88)

N
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2.9.2. Horizonte de Eventos

Una caracteristica intrinseca de un agujero negro rotante representado por esta métri-
ca 2.47, es el horizonte de eventos. Cuando Ay = 0, el coeficiente es ¢"" — 00. Se evalia
la condicién anterior de Ay = 0, y se define un r asociado a la region de no retorno para
los fotones [4],

re =M=+ /M2 — a2 — Q2 (2.89)

Donde ry es la distancia de cada horizonte de eventos, siendo el valor r, la regién
para el horizonte de eventos externo, y el valor de r_ para el horizonte de eventos interno.

2.9.3. Ergosfera

Esta regién es de gran importancia para el agujero negro de Kerr-Newman, ya que
su rotacion no coincide con region de eventos del agujero negro de Reissner-Nordstrom,
por lo tanto, esta zona se extiende desde el horizonte de eventos hasta el limite estatico,
segin [21]. En esta zona las particulas de prueba no pueden permanecer estaticas, por lo
que son capturadas por la rotacion del espacio-tiempo, y ademas, dentro de esta esfera
existen estados de energia negativa que permiten que una particula extraiga energia y
escape hacia un observador en el infinito [22].

2.9.4. Limite Estacionario

Se define como aquella zona en la que un observador ubicado en el exterior del horizon-
te de eventos logra permanecer estatico en referencia a un marco inercial. Esta condicion
esta descrita en,

Ay + a?
Gut = — (ZT> =0 (2.90)

En esta regién la componente métrica temporal se anula. A continuacién, veremos la
estructura en la figura [2.10] segtn [23], que se genera a partir de lo dicho anteriormente,
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Event horizon r=r* Ring singularity

Stationary limit
surface (infinite
Event horizon r=r redshift surface) §*

Infinite redshifi Ergosphere

surface 8§~

Symmﬂlry'axis (H=0)

Figura 2.10: Estructura de Agujero Negro Rotante con dos horizontes de eventos debido

a la curvatura ([2.87))

2.10. Analogia Actistica de Agujero Negro Rotante

En esta seccion se obtuvo la métrica rotante de agujero negro actstico aplicando el
algoritmo de Newman-Janis a la ecuacion para introducir el parametro de rotacién
a. Este nuevo parametro a representa el momento angular de la fuente, lo cual nos genera
efectos andlogos al espacio-tiempo de Kerr [2].

2.10.1. Meétrica

A continuacién, se presenta la métrica en coordenadas generalizadas de Boyer-Lindquist

A in? 0
ds? = =t (dt — asin® 6dg)” + ——— [(1? + a?) do — adt]” + {-dr” + pd6”  (2:91)
p 1
Donde,
r2+a2cosf 5 Ay =1 +a®— 7’7—2 (2.92)

La ecuacién (2.91) va a depender de la rotacién a, el radio r, y la velocidad de flujo
en el vértice p; con las unidades geométricas C' = 1 (velocidad del sonido en el fluido).
Realizando algunos célculos encontramos los siguientes coeficientes,
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3 (2.93)
("2 1a?)?—a2A,
Jop = 02
2
Grr = Z_l

2.10.2. Horizonte de Eventos

Una caracteristica intrinseca de un agujero negro rotante representado por la métrica
(2.91)), es el horizonte de eventos. Cuando A; = 0 el coeficiente ¢"" — oo. Se evalia la
condicion anterior de A; = 0, y se define un 7 asociado a la regién de no retorno para las

particulas de prueba [12],
—a? | ot +4p
= + 2.94
T+ \/ 9 9 ( )

Donde r4 es la distancia de cada horizonte de eventos generado por la velocidad de
flujo del vértice.

2.10.3. Ergosfera

Esta region es de gran importancia para el agujero negro actustico rotante, ya que su
rotacién no coincide con la regién de eventos del agujero negro acustico canénico, por lo
tanto, esta zona se extiende desde el horizonte de eventos hasta el limite estatico segin
[12]. En esta zona los particulas de prueba no pueden permanecer estéticas, por lo que
son capturadas por la rotacion del espacio-tiempo, y ademas, dentro de la esfera existen
estados de energia negativa que permiten que los particulas extraigan energia y escapen
hacia un observador en el infinito [11].

2.10.4. Limite Estacionario

Se define como aquella zona en la que un observador ubicado en el exterior del ho-
rizonte de eventos logra permanecer estatico con referencia a un marco inercial. Esta
condicion esta descrita en,

Ay +a?
gt = — <—1p2 ) =0 (2.95)

En esta region la componente métrica temporal se anula.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Algoritmo de Newman-Janis empleado a las Métri-
cas de Reissner-Nordstrom y Analogia Actstica
Canodnica para encontrar Soluciones Rotantes

El Algoritmo Newman-Janis se desarrolla en 1965 al poco tiempo de presentarse la
solucién de agujero negro tipo Kerr-Newman [24].

3.1.1. Caso 1: Agujero Negro Acustico Canodnico

Se utilizé esta técnica para obtener la solucién andloga acustica de agujero negro
rotante a partir de la métrica asociada al analogo acustico candnico que se definié en
la ecuacién ([2.61]) siguiendo a [24]. A continuacién, se presenta la métrica para
aplicarle el algoritmo de Newman-Janis

dr?

ds* = —f'(r)dt* + 70

+ 1'(r) (d6* + sin*6de) (3.1)

El primer paso del algoritmo consiste en escribir la métrica anterior en las coordenadas
nulas avanzadas (Eddington-Finkelstein) (u, 7, 6, ¢) mediante la siguiente transformacion,

dr
du = dt — —— 3.2
U t —f’g’ ( )

La métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds* = —f'(r)du® — 2\/§dudr + 1'(r) (d6* + sin*0d¢) (3.3)
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El segundo paso consiste en expresar la métrica inversa ¢, utilizando una tétrada
nula Z# = (I*, n*, m*,m*) en la forma,

g = —=l"n" = I'n" + mi'm” + m"m* (3.4)

donde m* es el conjugado complejo de m*, y los vectores de la tétrada satisfacen las
siguientes relaciones,

LM =n,mn" =m,mt'=1[m'"=nm"=0 (3.5)

l,n* = —m,mt = —1 (3.6)

Los vectores de la tétrada que satisfacen las relaciones anteriores son los siguientes,

q 1
=5t nﬂzuf,(s;; 2@« : m#:Th/(ag szn@éu) (3.7)

El tercer paso es una transformacién compleja en el plano r — u dada por,

r—r' =r+aicosd ; u—u =u—iacost (3.8)

junto con la complejizacién de las funciones métricas f'(r), ¢'(r) y h'(r). Tras la
transformacién, los nuevos vectores de la tétrada pasan a ser,

G'(r,0) " G'(r,0) "
F’(T,O)(S“ 5 s (3.9)

oS ot —
=3¢t ; nt=

1
m— (g s NI L /] 1
m D) (m sing (05 — o) + o + pem 95 ) (3.10)

donde F'(r,0), G'(r,0) y H'(r,0) son, respectivamente, la forma acomplejada de f'(r),
g'(r)y I'(r). Utilizando la nueva tétrada, encontramos la nueva métrica inversa utilizando,

g = ="' —U"n" + mP” +m (3.11)

La nueva métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds? = —F'du? — 2,/ dudr + 2 sin 0 (F —JE ) dude + 2a1 /£ sin? Odrdo

+H'dO? + sin* 0 [H’+a sin 9( \/7 ﬂ dg? (3.12)
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El dltimo paso del algoritmo consiste en escribir la métrica en forma Boyer-Lindquist
donde el 1inico término no nulo es g;4) utilizando las transformaciones de coordenadas,
@

du = dt' + x(r)dr, do = d¢' + xo(r)dr. (3.13)

Insertando las transformaciones de coordenadas anteriores en la métrica (3.12)), y
fijando gy, y gr¢ @ cero, obtenemos,

gig:g; H'(r,0) + a®sin* 6

~ G'(r,0)H'(r,0) + a?sin® 0

xi(r) = (3.14)

a
G'(r,0)H'(r,0) + a%sin®§

Xa(r) = — (3.15)

Noétese que la transformacién en s6lo es posible cuando x; y x2 dependen
s6lo de r. Si los lados derechos de las ecuaciones y dependen también de
0, entonces no podemos realizar una transformacién global de coordenadas de la forma
segtn [25]. Aunque no siempre es posible encontrar una complejizaciéon adecuada
de las funciones de forma que x; y X2 sean independientes de 8, en muchos casos si lo es.
Sin embargo, esto implica una cierta arbitrariedad y un elemento de conjetura. Existen
muchas formas de complejizar, algunas son:

1 /1 1
ﬁa(ﬁﬁ):% o= (3.16)

Donde p? = r? + a%cos?0. Finalmente, una vez permitida la transformacién global de
coordenadas (3.13]), la métrica en la coordenada Boyer-Lindquist se convierte en,

ds? = —F'dt* = 2asin® 0 (\/ 5 = F') didg + gy dr® + H'd0?

G'H'’+a? sin

Tsin? 0 [H' + asin? 0 (20/ 5 — F') | do?

Organizando los términos de la ecuacién anterior, se obtiene la transformacion de la
métrica (2.62)), encontrando la métrica andloga acustica rotante en cordenadas Boyer-

Lindquist descrita en (2.91)):

(3.17)

A in?
ds* = =% (dt — asin’ 0d6)° + S0 [(2 1 0?) do — adt]” + it + pdf® (3.18)
1
Donde
Ay =r*+a*— 7% (3.19)
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3.1.2. Caso 2: Agujero Negro de Reissner-Nordstrom

Aqui se utilizard nuevamente el algoritmo de Newman-Janis para obtener la métrica de
Kerr-Newman ([2.86)) a partir de la métrica de Reissner-Nordstrom definida en la ecuacién

(2.39). Se presenta la métrica ([2.39)) de forma general siguiendo a [24],

dr?

ds® = —f(r)dt” + )

+ h(r) (d6* + sin*6dg) (3.20)

El primer paso del algoritmo consiste en escribir la métrica anterior en las coordenadas
nulas avanzadas (Eddington-Finkelstein) (u, 7, 6, ¢) mediante la siguiente transformacién,

dr

du = dt — (3.21)
ViIg
La métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,
ds* = —f(r)du® — 2 idudr + h(r) (d6* + sin*6dg) (3.22)
g

El segundo paso consiste en expresar la métrica inversa g*¥ utilizando una tétrada
nula Z# = (I*, n*, m*, m*) en la forma,

guu = M"Y — Yn* + mPmY -+ mPmt (323)

donde m* es el conjugado complejo de m*, y los vectores de la tétrada satisfacen las
siguientes relaciones,

L' =nnt=mm'=1m'=n,m'=0 (3.24)

[yt = —m,mt = —1 (3.25)

Los vectores de la tétrada que satisfacen las relaciones anteriores son los siguientes,

M=ot ; nt'= \/?55 — g&f ;o ombt = \/%_h (55 + 822052;) (3.26)

El tercer paso es una transformacién compleja en el plano r — u dada por,

r— 1 =r+aicosld ; u— u =u—iacost (3.27)
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junto con la complejizacién de las funciones métricas f(r), g(r) y h(r). Tras la trans-
formacion, los nuevos vectores de la tétrada pasan a ser,

, , G(r,0) G(r,0)
b Sp o wo_ I
O TR P LR (3.28)
1 1
N . no_ gH py b se 9
m IO, (za sind (68 — oF) + o + sz’n&éd’) (3.29)

donde F(r,0), G(r,0) y H(r,0) son, respectivamente, la forma acomplejada de f(r),
g(r) y h(r). Utilizando la nueva tétrada, encontramos la nueva métrica inversa utilizando,

g = =" —1"n* P+ m (3.30)

La nueva métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds? = —Fdu? — 2\/gdudr + 2asin? 6 <F - \/g> dudg + Qa\/g sin? @drdg

+Hdb? + sin® 0 [H 1 a?sin20 (2@ _ Fﬂ 05 (3.31)

El dltimo paso del algoritmo consiste en escribir la métrica en forma Boyer-Lindquist
(donde el tnico término no nulo es g;4) utilizando las transformaciones de coordenadas,

du = dt' + x1(r)dr, dp=d¢ + xa(r)dr. (3.32)

Insertando las transformaciones de coordenadas anteriores en la métrica (3.31) y fi-
jando gv, ¥ grg @ cero, obtenemos,

Xi(r) = — ’ (3.33)

a
G(r,0)H(r,0) + a?sin*

Xa(r) = — (3.34)

Notese que la transformacion en solo es posible cuando x; y x2 dependen
s6lo de r. Si los lados derechos de las ecuaciones y dependen también de
0, entonces no podemos realizar una transformacion global de coordenadas de la forma
segin [25]. Aunque no siempre es posible encontrar una complejizacion adecuada
de las funciones de forma que y; y X2 sean independientes de ¢, en muchos casos si lo
es. Sin embargo, esto implica una cierta arbitrariedad y un elemento de conjetura. Hay
muchas formas de complejizar. Algunas son,
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1 1/1 1 r _

donde p? = r? + a*cos?f. Finalmente, una vez permitida la transformacién global de
coordenadas ([3.32)), la métrica en la coordenada Boyer-Lindquist se convierte en,

ds? = —Fdt* = 2asin® 0 (\/5 = F) dtdg + - trsdr® + Hdb?

GH+a?sin? 0

(3.36)
+sin® 6 [H + a®sin® 0 <2\/§ — F)] d¢?

Organizando la expresion anterior queda hecha la transformacién a la métrica (2.39)),
obteniendo como resultado la métrica descrita en ([2.86]):

.2
SO 102 4 a?) dg — adi] + L-dr?+ pdf?  (3.37)
2

A
ds® = 72 (dt — asin®0dg)” +
Donde

Ay =1* = 2Mr + a® + Q? (3.38)

3.2. Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Sec-
cion Transversal de Captura para Particulas de
Prueba en Geometrias de Agujeros Negros Ro-
tantes

Para esta seccion estudiamos el comportamiento de las geodésicas nulas en el espacio-
tiempo de geometria rotante. Sin perder originalidad debido a la simetria esférica, se
analizan las trayectorias en el plano ecuatorial, es decir, cuando # = 1/2. A partir de las
métricas obtenidas en y , se define una ecuacién general de métrica rotante:

2 (2 2 2 2 22 2
ds2:—<A+a)dt2+2a[A (r +a)}dtd¢+r—dr2+(r + a?) aAd¢2 (3.39)

72 r2 A 72
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La métrica anterior dependera de la curvatura que se este trabajando:

» Siusamos A; =r? +a? — £ sera para el agujero negro actstico.

» Si usamos Ay = r? — 2Mr + a® + Q? sera para el agujero negro de Kerr-Newman.

Usamos como guia la similitud al problema del potencial cuadrado, por lo tanto, se
plantea una densidad lagrangiana que representa el movimiento de la trayectoria y se
define como,

2L = gopdX“d X" (3.40)

Se define un parametro afin A de geodésica, por lo que se reescribe la ecuacion anterior,

dX®dXx?
2L = _ 41
£= 90073 " (3:41)
Se Reescribe la ecuacion anterior para la métrica (3.39))
a? 2 2a|A—(r2+a? d
20 = - (3) () + 2 () ()
(3.42)

M)

2
45 () O

d dA

>

La ecuacion de movimiento de las geodésicas se puede describir con la ecuacion de

Euler-Lagrange siguiendo a [4],
d [ dL
_ — 4
) (dpa) 0 (3.43)

Donde P representa la coordenada generalizada y se define como,

_dxe

P
d\

(3.44)

Por otra parte el movimiento de las geodésicas para las particulas de prueba estan
condicionadas para £ (X, P*) = 0. Se reescribe la ecuacién (3.42)) como,

2L = —gut® + gistd + grei” + gopd” =0 (3.45)

Sea B una coordenada y A un parametro afin de geodésica. Se utilizara la siguiente
notacion:

dB

@ g 4
= (3.46)
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3.2.1. Caso 1: Agujero Negro Actstico

Recordamos que para este caso la curvatura es A; = r? + a? — % . Se definen las
componentes métricas de la ecuacién (3.45)),

7.2
G = — (1 - —(H,{z )>
Gt _ 72(,uér2)a
' (3.47)
7”2
I )
1”4 7.2a2 a2 T2
Joo = + ;rz (w/7%)

De la ecuacién (3.45)) se pueden definir las coordenadas ciclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, que no representan las cantidades conserva-
das y por ende se definen como (t, ¢),

@« _p (3.48)
di
“_y (3.49)
do

Se desarrollan las respectivas derivadas de las ecuaciones (3.48)) y (3.49)) se despeja la

energia y momento angular,

E:_Q(l_(l‘i_f)%é_%@g

(3.50)
@ r2) - 2 r4+r2a2+a2( /7,2) .
L= -2, ( e )6
Escribimos el sistema de ecuaciones (j3.50) como uno matricial,
2 (1 _ M) _ Zaluyr) i E .
al/r 2(r*+r2a?+a?(p/r? . - )
) (r'+ il )) b I

Se emplea la regla de Cramer para encontrar las variables f y ¢ con las siguientes
expresiones,

. detAi
t J—

= (3.52)
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. detAq‘>
" detA (3.53)
Sea A una matriz, y su determinante,
e <_1 _ M) — 2a(fr?) |2 ( _ w?(;%) _ 2alyr?)
 2a(p/r?) 2(rt4r2a2+a?(u/r?)) | €  2a(p/r?) 2(rt+r2a2+a2(p/r?))
2 ) 2 2
(3.54)

Solucionamos el determinante de A de la siguiente manera,

id [_2 (1 B (u/f)) (2(7“4+r2a22+a2(ﬂ/7°2)))}_K_M) (_M)}

(3.55)
A — 1 [w () (4% ) ¢ <u/r2>2a21 (3.56)
detA = 4 [ rla + a?(ufr)r? = (u/r) — a®(u/r?)r? — o (ufr?)? + a2<u/r2>2}
(3.57)
detA = —4 F (" + a;_ (“/7’2»} — —4(r? +a® = (u/r?)) (3.58)

Ahora se definen las matrices modificadas A; y A para desarrollar sus determinantes,

B _2a(u2/r2)
At' = I 2(r4+r2a2—:a2(u/r2)) (359)
—9(1= @) B
A, = r .
() _2a(,u2/1"2) I (3 60)

2a(p/r?) 4 2 9 2 2 2
—— Er* + Er*a® + Ea*(u/r?) + aL(u/r*)
detAt = 2(7‘4—&-7'2112-1—0,2(#/7‘2))] = 2 |i 7*2 (361)
7’2
—2(1 (”/52) E Lr* — L(p/r*) — Ea(p/r?)
detA, = T { . ] (3.62)
2
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Sustituimos los determinantes de las matrices A, A; y A; en las ecuaciones (3.52) v

B-53).

[Ert+Er?a®+ Ea®(u/r?)+aL(u/r?)] (3.63)

t=- 2T e (a %))

o Lr’—L(p/r®)—Ea(u/r?)
¢ = ST =) (3.64)

Ahora sustituimos las ecuaciones (3.63) y (3.64) en la ecuacién (3.45)),

. (1 _ (u/r2)> [_ [E'IA+Er2a2+E(,u,/'r2)a2+(,u,/'r2)aL]:|2 n 2 ;2
" 22— (/%)) R Yy

2a(u/r?) [ET4+E7‘2a2+E(,u/7‘2)a2+(,u/7‘2)aL] Lr2—L(u/r?)—Ea(u/r?)

B {_ ] [ ] (3.65)
2 2r2(r2+a2—(u/r2)) 2r2(r2+a2—(u/r?))

+r4+r2a2+a2(u/r2) |:LT’2—L(N/T2)—EG(/J,/T‘2):| 2 -0
r2 2r2(r2+a?—(u/r?)) -

Se operan algunos términos y reescribimos la ecuacién como,

_ (7’2—(;1/7"2))[Er4+E’r2a2+E(,u/r2)a2+(u/7"2)‘ll’]2 + Grr??
T (TR —(u/r) i

2a(p/r2) [Er4+Er2a2+E(u/r2)a2+(u/r2)aL] [Lr2—L(u/r2)—E(u/r2)a]
- BT (i)’ (3.66)

=0

| [PrPa e )] [Lr2—L(p/r?)~Ea(u/r)]’
4rS (12 a2 (u/r2))?

Dividimos por g¢,,, acomodamos términos de manera conveniente y reescribimos la
ecuacion anterior como,

1, 1[ E*u/r?)a*r*+ E*r?a® + E*r% — 2E(u/r*)ral + L*(u/r?)r* — L*r?
—GrrT +-—|— =0
4 4 r6
(3.67)
1, E*u/r*)a®* FE? E*  E(u/r*)al  L*(p/r*) L2
= grri? — e = - Z_0 (368
49 " 44 e 4 24 Apd Ar2 ( )
Lo (/) e s 2 L E*a®>  E°
g — P R2e2 12— 9BaL) + o - S = 2 3.69
o T T e L+ e T (3.69)
1, (u/r?) E?e* L[> E?
Zgrr’/’2 — 1 (L — aE)2 — 1 + @ = I (3’70)

Ahora se define el potencial efectivo como,
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E?a?
Ard

> p
4r2 496

U2, = (L —aE)* - (3.71)

Se puede verificar el anterior potencial efectivo haciendo que la rotacion sea a = 0, por
lo tanto se recupera el potencial para el espacio-tiempo estatico descrito en la ecuacion

2.79).

vz, = 2 (1-%) (3.72)

42 ré

A continuacién, computamos el potencial obtenido en la ecuacién (3.71)),

0 g’otencial Efectivo variando g con a = 0.5y 8 = w/2

— =10
0.4 ——— =108
pu=1.17
0.3 p=125
a p=1.33
0.2 — u=142
pu=1.5

0.1
0.0 . . | | |
1 2 3 4 5

r

Figura 3.1: Curvas de energia potencial efectiva.

3.2.2. Caso 2: Agujero Negro Fantasma

En esta seccién recordamos que la curvatura para este caso es Ay = 12 —2Mr+a?+Q?
el cual representa la soluciéon de Kerr-Newman en la métrica general obtenida en (|3.45)).

En el contexto de la teoria Einstein-Maxwell, recordamos que la densidad lagrangiana
L, que unifica la gravitacién con el electromagnetismo, se defini6 en la ecuacién ([2.8)
como:

L=R+nF,zF" (3.73)

Donde:
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= R es la curvatura escalar de Einstein, que describe la geometria del espacio-tiempo
y los efectos de la gravedad.

» [F,5 es el tensor de Faraday, que describe el campo electromagnético.

= 7 = —1 representa la contribuciéon negativa de la energia electromagnética a la
accion total, lo cual introduce un campo electromagnético fantasma o exotico .

A partir de ahora se considera el término exotico n = —1, es decir; que corresponderd
a una energia electromagnética con una contribucién negativa a la métrica con
curvatura As, desafiando las caracteristicas estdndar de la energia electromagnética con-
vencional [I0]. Ademas la curvatura A, del espacio es tal que no habra presencia
de masa por lo tanto M = 0. A continuacion se presenta la nueva curvatura denota As,

Az=1"+a*—Q* (3.74)

Este caso astrofisico hipotético se define como Agujero Negro Fantasma con densidad
de carga negativa, asociado a una fuente exética. Se definen las componentes métricas de
la solucion ([3.45)),

2
b = (1-%)

—20?2
Gig = #
(3.75)
7.2
Grr = Pra—gz
4 2.2 202
Joo = ri4r i2+a Q

De la ecuacién (3.45)) se pueden definir las coordenadas ciclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, que no representan las cantidades conserva-
das, y por ende se definen como (¢, ¢),

©*_ g (3.76)
dt
@_; (3.77)
do

Se desarrollan las respectivas derivadas de las ecuaciones (3.76)) y (3.77)) se despeja la

energia y momento angular,

E:—2<1—?—§)i—2§#'
(3.78)

2. . 2(r*+r2a2+a2Q?) -
L — _2?2(1t _I_ ( — )¢
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Escribimos el sistema de ecuaciones ([3.78]) como uno matricial,

_9(1— Q_2> _ 2Q% t E
r r = (3.79)
2, 2(r*+r2a?+a2Q? B :
_2€2 ( r2 ) Qﬁ L

Se emplea la regla de Cramer para encontrar las variables ¢ y ¢ con las siguientes
expresiones,

. detA;
b= detAt (3.80)
detA¢
" detA (3.81)
Sea A una matriz, y su determinante,
—2 <_1 - %) —2(;222& -9 ( _ ?_22) _2?22[1
A = _@ M ,detA = _2Q2a 2(r4+7"2a2+a2Q2) (382)

Solucionamos el determinante de A de la siguiente manera,

s [4(1- @) ()] (22 (2]

2 M2 4 2.2 2M)2 4 2
detA:—4[(r Q) (r +T:1 +“Q>+Q“} (3.84)
6 4,2 22,2 . AN2 _ 202,224 24
detA:—4[T e b TQT4 “ o GQHQ] (3.85)
40,2 2 M2
detA = —4 [T r t‘i Q)]:—4(r2+a2—Q2) (3.86)

Ahora se definen las matrices modificadas A; y A para desarrollar sus determinantes,

E _ 20Q°
A = I 2(r4+r2a§+a2Q2)] (3.87)
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_2( _ Q_2> B
Ay = ) (3.88)
_26;22 L
2Q%a 4 2 9 2 92 2
—2Qa Er*+ FE E L
det A, — 2(T4+T2a§2+a2Q2)] :2{ 4 B + Q' + G } 50
2t +lQ?)
—2(1—Q—§> E Lr? — LO? — BEQ?
det Ay = T = 9 { r o Lo - EQ “} (3.90)
_2Q2a L r2

Sustituimos los determinantes de las matrices A, A; y A; en las ecuaciones (3.80)) y

B31).

I:ET4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL:| (391)

t=- 2r2(r2+a?—Q?)

] Lr2—LQ%—EQ3a
¢ = QTZ(TQEGQ_QQQ) (392)

Ahora sustituimos las ecuaciones (3.91) y (3.92)) en la ecuacién (3.45)),

_ (1 _ Q_2> |:_ [Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL]} 2 4 2 7.12
2 2r2(r21a2—Q2) 2 ta2_Q2

2Q%a [Er4+Er2a2+EQ2a2+QQCLL] Lr2—LQ*-EQ%a (393)
T2 - 2r2(r24-a2-Q?2) 2r2(r24+a2-Q?2)

+T4+T2a2+a2Q2 Lr2—LQ?*—EQ%a 2 -0
r2 2r2(r?2+a?-Q?) -

Se operan algunos términos y reescribimos la ecuacion como,

(r2-Q?)[Brt+Er2a®+ EQ?a?+Q%aL
4r6(r24a2—Q2)?

]2 grrf’Z
+ 4

2Q%a [Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL] [Lr2 —LQ? 7EQ2a]
4T6(T2+a2_Q2)2 (394)

[r4+r2a2+a2Q2] [Lr2 —LQ? —EQ2a] 2

4r6(r2+a2—-Q2)? =0

Dividimos por g¢,,, acomodamos términos de manera conveniente y reescribimos la
ecuacion anterior como,
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1 ., 1[ E?Q%**r*+ E*?a® + E*% — 2EQ*al + L?Q*r* — L*r?
— G T+ = | = =0
4 4 r6
1, FE’Q** F?* FE* FEQ%L L[*Q* L? 0
—GreT — - - T — -5 —
19 477 art 4T o 42
| R ST 9 L? FE%* E?
— g7 — — |E L*—2Fal|+ — — —— = —
il s L+ T
1, Q7 o, FE?a* L[* E?
—“Yrr - L - E - Y =
9" T g b aB) = e s =
Ahora se define el potencial efectivo como,
L2 Q2 E2a2
2 _ 2
51 = gm g LB =
A continuacién computamos el potencial obtenido en la ecuacién anterior,
OEotenCial Efectivo variando Q con a = 0.5y § = 7/2
5
0.4
0.3
oS
0.21
0.1
0.0

Figura 3.2: Curvas de energia potencial efectiva.

3.3. Ecuaciones de Movimiento Geodésico

(3.95)

(3.96)
(3.97)

(3.98)

(3.99)

Vemos que en el espacio-tiempo de geometria es posible que algunas particulas
de prueba sigan orbitas circulares, ademas se ilustra en la figura que debido a la
rotacion del agujero negro se pierde la simetria esférica en sus regiones externas. A partir
de lo anterior, se estudiard el movimiento geodésico mediante la teoria de Hamilton-
Jacobi, siendo asi que se puede describir la evolucién dinamica de una particula de prueba
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interactuando con el campo gravitacional en el exterior del agujero negro. Dada la métrica
general ([3.39)), el movimiento geodésico en un espacio-tiempo con métrica g"” en su forma
contravariante es,

05 _ 1,05 05

ox 27 Qundav (3.100)

Conociendo la métrica, se propone que la funcién principal de Hamilton S sea de la
siguiente forma,

1
S = §m2)\ — Et+ Lo+ S,(r) + Sp(6) (3.101)

Esta forma de escribir S incluye la informacion de que las coordenadas t y ¢ son
ciclicas, es decir, hay una constante de movimiento asociada a cada una.

Considerando el ansatz de S se obtiene,

ds ds,\? dSp\*
27— =g"E? — 29" EL 4+ g"L* + g | —— Rl 3.102
o =Y g TP L g ) 97 (3.102)
Sustituyendo los componentes de la métrica,
9%.9". 9", 9%, " (3.103)
con lo valores,
g =~ s |2 + a2 — a*Asin?
grr — /%
¢ = /% (3.104)

y se obtiene,

m2p? = l ((7“2 +a2) E - aL)2—

X (asin?E — L)*—A (85’">2—(859)2 (3.105)

or 00

sin’ 4

La ecuacién es separable, pero antes de obtener las dos ecuaciones, usamos la siguiente
identidad,

1

sin’#

L2

sin’ @

(asin®0E — L)2 = < — a2E2) cos? + (L — aE)’ (3.106)
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Tras separar la ecuacion ([3.105)), obtenemos las siguientes dos ecuaciones;

2
A (ddsr) = %[(72 +a*)E —al]* —m*? — [K + (L — aE)?] (3.107)
r
dSOQ__22_22 20 2.2 2
w0 = K — (L?csc*0 — a*E*)cos“0 — m~a“cos™0 (3.108)

Donde la constante de separacion K es la constante de Carter,

K=A—(L—ak)? (3.109)

Ahora se definen las siguientes funciones,

R=[(r*+a*)E —aL]® = A [m*? + K + (L — aE)?] (3.110)

© = K + cos®§ [a*(E* — m?) — L? csc® 6] (3.111)

La solucion de la funcién principal de Hamilton (3.102]) es,

r / 0
S = —%m2)\ — Bt + L¢+/ i(r)dr + /90 \/O(0)do (3.112)

o
La forma integral de las ecuaciones geodésicas pueden obtenerse a partir de las de-
rivadas parciales de Jacobi respecto a las cantidades E, L, K y m, que son constantes

representativas del valor inicial de las coordenadas, con lo cual llegamos a las ecuaciones
de movimiento para la luz,

p*a = L[(r? + a?)%sin®0|E — 2MarL
P& =VR
PP =0

p*9 = x[2MarE + (X — 2Mr)csc*0 L]

(3.113)

3.3.1. Dinamica de las Particulas de Prueba

Teniendo las ecuaciones de movimiento geodésico, podemos ahora calcular las trayec-
torias de las particulas de prueba haciendo que la masa de la particula de prueba m = 0.
Es conveniente redefinir pardmetros £ = % yn= %, con estos cambios ahora R y © son,
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R= [r2+a2—a§]2—A [n+ (& —a)?] (3.114)

O =n+cos?f(a® — 2 csc?0) = n+ (a—€)? — (asinf — Ecsch)? (3.115)

Las propagaciones de las particulas de prueba que nos interesan son aquellas que se
encuentran en la orbita inestable del potencial R, por lo que la condicién que deben
cumplir las trayectorias que observaremos como el contorno de la sombra del agujero
negro es,

R—= — —
dr

0 (3.116)

Tras resolver el sistema de ecuaciones (3.114) y (3.115]) encontramos las dos formas de
la funcién de € y dos de 7 de las particulas que observamos. Solo una de las dos soluciones
es la que realmente describe como es que estas llegan al observador desde el infinito.

(a® +r?)A" — 4rA

§= A (3.117)
16A(a — A) + 8rAA — r2 A7
g = 2108 )CLQM (3.118)

Los parametros o y 8 son coordenadas sobre la boveda celeste de las particulas que
llegan al observador desde el infinito, y dependen de las cantidades conservadas M L, K
y E, las cuales estan parametrizadas en funcion de r. Al variar el parametro r, obtenemos
a(r) y B(r) que describen una region en el espacio («, ), lo cual corresponde a las érbitas
inestables de fotones o fonones,

§

sin 80

B =+/n+a2cos? Oy — £2 cot? b, (3.120)

a = —

(3.119)

Con estas funciones podemos graficar el contorno de la sombra de un agujero negro,
donde A(r) es una funcién que depende del tipo de métrica empleada para describir la
clase de agujero negro. Cada particula de prueba que perciba el observador sera un punto
en el marco referencial (o, ) [26].
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obsentz\ / B

black hole

source

Figura 3.3: Representacion de las Coordenadas Celestes.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Modelado Computacional para la Graficacién de
las Sombras

Para la construccién grafica de las sombras se empled el lenguaje de programacion
Python. A continuacion, mostramos la estructura del cédigo y sus funciones.

Importacién de Librerias: Para la modelacion de las trayectorias de las particulas
de prueba se utilizaron las siguientes librerias:

import numpy as np

import scipy as sc

from scipy import optimize

import matplotlib.cm as mplcm

import matplotlib.colors as colorsmpl
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.cm import get_cmap

plt.rcParams.update ({

"text .usetex": True,
"font.family": "DejaVu Sans",
"font.size": 20,
’figure.autolayout’: True})

Donde;

= Numpy: Libreria empleada para los célculos numéricos.

= Scipy: Libreria empleada para los calculos; también se usé la sublibreria optimize
para resolver ecuaciones no lineales (encontrar raices de funciones) con el método
de la secante.
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= Matplotlib: Libreria usada para visualizar los resultados de las funciones o y f.
Se usaron varias sublibrerias (cm, colorsmpl, pyplot) para personalizar los colores,
estilos y graficos de las sombras.

Definicién de Funciones: Una vez que se han definido las librerias necesarias, se
establecen las funciones para la graficacion:

def Delta(r, a, mu):
return r**2 + a*x*x2 - mu*x*2/r**2

def dDelta(r, a, mu):
return 2*r +2xmu/r**3

def xi(r, a, mu):

if a == 0:
return O
return ((a**2 + r*xx2) * dDelta(r, a, mu=mu) - 4*xr*xDelta(r

, a, mu=mu)) / (a *x dDelta(r, a, mu=mu))

def eta(r, a, mu):

if a == 0:
return O
return r**x2 *x (16 * Delta(r, a, mu=mu) * (a**2 - Delta(r,
a, mu=mu)) + 8*r*Delta(r, a, mu=mu)*dDelta(r, a, mu=
mu) - r*x*x2*xdDelta(r, a, mu=mu)**2) / (a*x*x2 x dDelta(r,

a, mu=mu) *x*x2)

def alpha(r, a, theta_0, mu):
return -xi(r, a, mu=mu) / np.sin(theta_0)

def beta(r, a, theta_0, mu):
return np.sqrt(eta(r, a, mu=mu) + a**2 * np.cos(theta_0)
**2 - xi(r, a, mu=mu)**2 / np.tan(theta_0) *x*2)

def betasq(r, a, theta_0, mu):
return eta(r, a, mu=mu) + a**2 * np.cos(theta_0)**x2 - xi(
r, a, mu=mu)**2 / np.tan(theta_0) **2

Donde;

= A(r,a, 1) nos proporciona el tipo de curvatura que estemos tratando, y dependerd
del radio 7, el momento angular a y la velocidad de flujo del vortice p para el sistema
acustico.
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dA(r,a, p) Calcula la derivada de la funcién delta respecto al radio .

n(a,r,pu) y &(a,r, 1) son los pardmetros utilizados que dependen de la curvatura
A(r,a, p) y su derivada dA(r, a, j).

B(r,a, 0, 1) v a(r,a, by, 1) se definen y estan relacionados con las coordenadas an-
gulares del contorno de la sombra. El parametro 6, esta relacionado con el angulo
de observacion.

B%(r, a, 0y, 1) se establece para resolver las ecuaciones y encontrar los limites de r
donde la funcién no es valida

Grafica de Variacion de Parametro: Esta funcion genera gréaficos que representa
el comportamiento de las funciones « y 5 dependiendo el parametro variable. Nos permite
analizar cémo los valores de a, i, v 8y afectan la forma de las curvas en la sombra.

def graf_var(param, vals, mu=1, theta_O=np.pi/2, a=0.5, title
="" x00=1.01, x10=2, vO=None, rO=None):
fig, ax = plt.subplots(figsize=[8,5.5], dpi=120)

cNorm = colorsmpl.Normalize(vmin=min(vals), vmax=max(vals
))
cm = plt.get_cmap(’coolwarm’)
scalarMap = mplcm.ScalarMappable (norm=cNorm, cmap=cm)
if param == "theta_0":
param = "\\theta_0"

for i in range(len(vals)):
if param == "a'":
a = vals[i]
elif param == "\\theta_0":
theta_0 vals[i]
elif param == "mu":
mu = vals[il]

rl sc.optimize.root_scalar(betasq, args=(a, theta_0
mu), method="secant", x0=x00, x1=x10)
sc.optimize.root_scalar (betasq, args=(a, theta_0

, mu), method="secant", x0=3, x1=5)

-

r2

r = np.linspace(rl.root, r2.root, 100001)
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ax.plot(alpha(r, a, theta_0, mu=mu), beta(r, a,
theta_0, mu=mu), color=scalarMap.to_rgba(vals[i]),
label=rf"${param}$ = {round(vals[i],2)}")
ax.plot(alpha(r, a, theta_0, mu=mu), -beta(r, a,
theta_0, mu=mu), color=scalarMap.to_rgba(vals[i]))

ax.set_xlim([-2.5, 6])

ax.set_aspect(’equal’, ’box’)

ax.set_xlabel(r"$\alpha$")

ax.set_ylabel (r"$\beta$")

if title != "":
ax.set_title(title)

ax.grid ()

ax.legend (loc=7)

plt.show ()

graf_var("a", np.linspace(0.15, 0.86, 7), title=r"Variacion
de $a$ con $\theta_0=\pi/2%, $\mu=1.2$", x10=1.1, vO=None,
rO=None)

Graficacion de la Sombra: Se empez6 definiendo la funcién, que depende de las
variable a, 8, . Después se normalizaron los valores para no tener problemas con la som-
bredimension del grafico.

Luego se planteo el ciclo para pasar los valores de uno de los argumentos a la funcién
para poder calcular cada unos de los valores dentro del array. Se empleo el método de la
secante para calcular numéricamente los limites de r, es decir, su optimizacion.

Tambien se le hizo un arreglo al dominio de las funciones « y 3 para la regién negativa
del gréafico. Con la ayuda de la libreria matplotlib se le asignaron las caracteristicas al
grafico como las leyendas de los ejes, su acotacion y su impresion.

Finalmente el uso de esta funcién permitié graficar las curvas de las sombras para el
agujero negro acustico y fantasma.

graf_var("a", np.linspace(0.15, 0.86, 7), gq=1.2, title=r"
Variacion de $a$ con $\theta_0=\pi/2%, $9=1.28%", x10=1.1,
vO=None, rO=None)
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4.1.1. Caso 1: Sombra de Agujero Negro Actstico

Variacion de a con 6y = w/2, p=1.2

— a=0.15
11 — a =027
a=0.39

© a=05
a = 0.62
11 — a=074
| — a = 0.86

—2 0 2 4 6

o

Figura 4.1: Sombra de Agujero Negro Acustico de curvatura A;.

Se obtuvo una ecuaciéon que modela el contorno de la sombra de un agujero negro
en rotacién, utilizando el formalismo de Hamilton-Jacobi de la mecanica clasica. Esta
ecuacién permite determinar los parametros de impacto (£, ), los cuales se expresan como
funciones radiales. Una vez definidos estos parametros, se traza la curva correspondiente
en el plano («, ), que representa el contorno o limite de la sombra proyectada por el
agujero negro acustico.

96



Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acustico y Fantasma

4.1.2. Caso 2: Hipotético Agujero Negro Astrofisico

Variaciéon de a con Oy = 7/2, Q = 1.2

2_
— a =015
11 — a =027
a = 0.39
®. 0 a=105
a = 0.62
11 — a= 074
— a =086

—2
—2 0 2 4 6

Figura 4.2: Sombra del Agujero Negro Fantasma con curvatura Ag

Se obtuvo una ecuaciéon que modela el contorno de la sombra de un agujero negro
en rotacién, utilizando el formalismo de Hamilton-Jacobi de la mecanica clasica. Esta
ecuacién permite determinar los parametros de impacto (£, ), los cuales se expresan como
funciones radiales. Una vez definidos estos parametros, se traza la curva correspondiente
en el plano («, ), que representa el contorno o limite de la sombra proyectada por el
agujero negro fantasma.
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4.1.3. Comparacion de las sombras

mgomparacién de Agy Ay con Oy =m/2, Q =1.2

7.51 — A3:a=0.15
----- Aj:a 15
5.0 _
— A3:a=0.328
251 e~ T A1:a =0.328
%W— As:a = 0505
@ 0.0 ol —
&_} ----- Ay :a = 0.503
—2.51 — A3z:a =0.682
----- A1 :a=0.682
-
>0 —— As:a=086
S Ap:a =086
—10.0 : . :
—10 -5 0 5 10 15

Figura 4.3: Comparacion de las Sombras

Se comparan dos aspectos importantes para la construccion tedrica de las dos sombras:
= Origen Fisico

Caso 1: La sombra se genera por el comportamiento de las ondas de sonido en un
fluido con rotacion. Estas ondas no pueden escapar del horizonte actstico debido a que la
velocidad del flujo es mayor que la velocidad de propagacion de las ondas. La analogia con
los agujeros negros se encuentra en la dindmica del horizonte, recreando comportamientos
equivalentes pero no se involucra la gravedad.

Caso 2: La sombra es generada por la interaccion entre la luz y el espacio-tiempo
deformado por la fuente exdtica. Aqui, la gravedad es el factor dominante generando el
horizonte de eventos y la sombra, afectando de manera tedrica la geometria.

= Tamano y Forma

Caso 1: Esta sombra es afectada por la configuracion del fluido y la velocidad de
flujo del vértice p lo cual implica que su forma se asemeja a una elipse y pierda su
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simetria esférica. Esta representacion grafica representa la regiéon donde ondas sonoras
quedan capturadas para después caer al vortice del fluido, simulando un comportamiento
geométrico comparable al de los fotones en un agujero negro gravitacional.

Caso 2: Esta sombra es afectada por el parametro de rotacion a y tiende a distorsionar
la sombra cuando aumenta, haciendo que se pierda la simetria esférica. El impacto de la
carga es un poco complejo de interpretar fisicamente, pero se observa que para este caso
astrofisico hipotético es importante considerarla, ya que sin ella no seria suficiente para
la generacion de trayectoria de fotones, haciendo la sombra atin mas exotica.
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Capitulo 5

Conclusiones

= Un sistema analogo de gravedad con simetria esférica representa un espacio-tiempo
de agujero negro estatico, o no rotatorio, cuya métrica es equivalente con las solu-
ciones exactas a las ecuaciones de campo de Einstein en vacio. Ademas esta métrica
proporciona con precision el campo gravitacional en el exterior del agujero negro

de Schwarzschild.

= Los particulas de prueba pueden encontrar una érbita estable circular, denomina-
da esfera de particulas de prueba. Esto da como resultado una sombra esférica y
simétrica para un observador desde el infinito. Ademas, se reafirma que la sombra
no es un fenémeno intrinseco del agujero negro, si no por el contrario, se trata de
una consecuencia que se genera en la zona exterior ocacionado por el campo gravi-
tacional del objeto compacto para el caso 2 o un vortice de fluido supersonico para
el caso 1, y por tal motivo, obliga a orbitar a las particulas de prueba dicha region.

= Aunque los mecanismos fisicos detras de la formacién de las sombras para el caso
1 y el caso 2 son diferentes, ambas representan ciertas similitudes. Tanto el agujero
negro acustico como el agujero negro fantasma experimentan una deformacion en
la forma de su sombra cuando rotan, perdiendo su simetria esférica y a medida que
la rotacion aumenta, se genera un leve alargamiento de la sombra en la direccién
del eje de rotacién.

= Esimportante recordar que el modelo tedrico de agujero negro acustico es un sistema
simplificado y no captura toda la complejidad de un agujero negro real astrofisico.
Debido a esto se noté como el tamano de la sombra para el caso 1 es levemente
mas pequenia que para el caso 2 mostrandonos las diferencias de escala para cada
fenémeno.
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» Comparar las sombras de un agujero negro actstico rotante y un agujero negro con
carga negativa rotante es complejo debido a las diferencias en sus origenes fisicos. Un
agujero negro acustico ofrece una analogia experimental de la sombra de un agujero
negro real, mientras que un agujero negro fantasma es una construccion tedrica sin
una interpretacién fisica clara hasta el momento. El agujero negro actstico se usa
para estudiar fenémenos cldsicos en un contexto controlado, mientras que el agujero
negro fantasma estd mas alineado con experimentos matematicos o en teorias de
gravedad compleja donde se plantea presencia de una fuente exética.

= Aunque actualmente los agujeros negros fantasma solo existen en el marco tedrico
debido a su dependencia de fuente exdtica, futuros avances en centros de deteccién
de materia oscura podrian permitir la creaciéon de pequenas cantidades de fuente
exotica en los laboratorios permitiendo abrir la puerta para la simulacion o recrea-
cion de este tipo de fendémenos.

61



Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

W. Unruh, “Experimental black hole evaporation?” Phys.Rev, 1981. [Online].
Available: https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.46.1351

M. Visser, “Acoustic black holes: horizons, ergospheres and hawking radiation,” Class
Quantu, 1998. [Online]. Available: https://doi.org/10.1088/0264-9381/15/6/024

M. Visser., “Acoustic propagation in fluids,” Class Quantum, 2005. [Online].
Available: http://arXiv.org/abs/gr-qc/9311028.

M. W. Roberth, General Relativity. University of Chicago Press, 1984.

A. E. Broderick, R. Narayan, J. Kormendy, E. S. Perlman, and S. S. D. Marcia
J. Rieke, “The event horizon of m87,” The Astrophysical Journal, 2015. [Online].
Available: http://dx.doi.org/10.1088/0004-637X /805/2/179

S. M. Carroll, Spacetime and Geomtry. Addison Wesley, 2003.

H. Reissner, “Uber die Eigengravitation des elektrischen Feldes mnach der
Einsteinschen Theorie,” Annalen der Physik, vol. 355, no. 9, pp. 106-120, jan 1916.
[Online]. Available: https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1916AnP...355..106R;

G. Nordstrom, “On the energy of the gravitation field in einstein’s theory,”
Koninklijke Nederlandsche Akademie wvan Wetenschappen Proceedings, 1918.
[Online]. Available: https://api.semanticscholar.org/CorpusID:209925023

P. Canate, “Traversable wormholes with electric and magnetic charges in general
relativity theory,” Phys. Rev. D, vol. 110, p. 084030, Oct 2024. [Online|. Available:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.110.084030

H. Quevedo, M. N. Quevedo, and A. Sanchez, “Einstein-maxwell-dilaton phantom
black holes: Thermodynamics and geometrothermodynamics,” Physical Review D,
vol. 94, no. 2, Jul. 2016. [Online]. Available: http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.
94.024057

D. Ma, E. Solano, C. Jia, and L. C. Céleri, “Analogue penrose process in rotating
acoustic black hole,” 2022. [Online]. Available: https://arxiv.org/abs/2205.01454

S. L. Carlos Barcelo and M. Visser, “Analogue gravity,” Living Reviews in
Relativity, 2005. [Online]. Available: http://dx.doi.org/10.12942 /Irr-2005-12

62


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.46.1351
https://doi.org/10.1088/0264-9381/15/6/024
http://arXiv.org/abs/gr-qc/9311028.
http://dx.doi.org/10.1088/0004-637X/805/2/179
https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1916AnP...355..106R
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:209925023
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.110.084030
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.94.024057
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.94.024057
https://arxiv.org/abs/2205.01454
http://dx.doi.org/10.12942/lrr-2005-12

Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acustico y Fantasma

[13]

[14]

Xin-Zhou and L. Xi, “Quasinormal modes and late-time tails of canonical acoustic
black holes,” International Journal of Modern Physics D, 2007. [Online|. Available:
https://doi.org/10.1142/50218271807010687

S. R. Dolan, E. S. Oliveira, Crispino, and L. C. B., “Scattering of sound waves
by a canonical acoustic hole,” Physical Review D, 2009. [Online]. Available:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.064014

F. Alonso, M., “Physics,” Addison-Wesley, 1970.

S. V. G. Ellis, Clarissa C., “The geometry of photon surfaces,” Journal
of Mathematical Physics, 2001. [Online]. Available: http://dx.doi.org/10.1063/1.
1308507

P. Canate, J. Sultana, and D. Kazanas, “Gravitational analog of the canonical

acoustic black hole in einstein—scalar-gauss—bonnet theory,” Classical and Quantum
Gravity, 2021. [Online]. Available: http://dx.doi.org/10.1088/1361-6382/abf97f

K. Akiyama, J. C. Algaba, A. Alberdi, W. Alef, R. Anantua, K. Asada,
R. Azulay, A.-K. Baczko, D. Ball, M. Balokovi¢, J. Barrett, B. A. Benson,
D. Bintley, L. Blackburn, R. Blundell, W. Boland, K. L. Bouman, G. C. Bower,
H. Boyce, M. Bremer, C. D. Brinkerink, R. Brissenden, S. Britzen, A. E.
Broderick, D. Broguiere, T. Bronzwaer, D.-Y. Byun, J. E. Carlstrom, A. Chael,
C.-k. Chan, S. Chatterjee, K. Chatterjee, M.-T. Chen, Y. hen , P. M. Chesler,
I. Cho, P. Christian, J. E. Conway, J. M. Cordes, T. M. Crawford, G. B. Crew,
A. Cruz-Osorio, Y. Cui, J. Davelaar, M. De Laurentis, R. Deane, J. Dempsey,
G. Desvignes, J. Dexter, S. S. Doeleman, R. P. Eatough, H. Falcke, J. Farah,
V. L. Fish, E. Fomalont, H. A. Ford, R. Fraga-Encinas, P. Friberg, C. M. Fromm,
A. Fuentes, P. Galison, C. F. Gammie, R. Garcia, Z. Gelles, O. Gentaz, B. Georgiev,
C. Goddi, R. Gold, J. L. Gémez, A. I. Gémez-Ruiz, M. u , M. Gurwell, K. Hada,
D. Haggard, M. H. Hecht, R. Hesper, E. Himwich, L.. C. o , P. Ho, M. Honma,
C.-W. L. Huang, L. uang , D. H. Hughes, S. TIkeda, M. Inoue, S. Issaoun, D. J. James,
B. T. Jannuzi, M. Janssen, B. Jeter, W. iang , A. Jimenez-Rosales, M. D. Johnson,
S. Jorstad, T. Jung, M. Karami, R. Karuppusamy, T. Kawashima, G. K. Keating,
M. Kettenis, D.-J. Kim, J.-Y. Kim, J. Kim, J. Kim, M. Kino, J. Y. Koay, Y. Kofuji,
P. M. Koch, S. Koyama, M. Kramer, C. Kramer, T. P. Krichbaum, C.-Y. Kuo,
T. R. Lauer, S.-S. Lee, A. Levis, Y.-R. i, Z. i, M. Lindqvist, R. Lico, G. Lindahl,
J. iu , K. Liu, E. Liuzzo, W.-P. Lo, A. P. Lobanov, L. Loinard, C. Lonsdale,
R.-S. u , N. R. MacDonald, J. ao , N. Marchili, S. Markoff, D. P. Marrone, A. P.
Marscher, 1. Marti-Vidal, S. Matsushita, L. D. Matthews, L. Medeiros, K. M.
Menten, 1. Mizuno, Y. Mizuno, J. M. Moran, K. Moriyama, M. Moscibrodzka,
C. Miiller, G. Musoke, A. M. Mejias, D. Michalik, A. Nadolski, H. Nagai, N. M.
Nagar, M. Nakamura, R. Narayan, G. Narayanan, I. Natarajan, A. Nathanail,
J. Neilsen, R. Neri, C. Ni, A. Noutsos, M. A. Nowak, H. Okino, H. Olivares,
G. N. Ortiz-Leén, T. Oyama, F. Ozel, D. C. M. Palumbo, J. Park, N. Patel,
U.-L. Pen, D. W. Pesce, V. Piétu, R. Plambeck, A. PopStefanija, O. Porth, F. M.
Potzl, B. Prather, J. A. Preciado-Lopez, D. Psaltis, H.-Y. Pu, V. Ramakrishnan,
R. Rao, M. G. Rawlings, A. W. Raymond, L. Rezzolla, A. Ricarte, B. Ripperda,
F. Roelofs, A. Rogers, E. Ros, M. Rose, A. Roshanineshat, H. Rottmann, A. L.
Roy, C. Ruszczyk, K. L. J. Rygl, S. Sanchez, D. Sanchez-Arguelles, M. Sasada,

63


https://doi.org/10.1142/S0218271807010687
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.79.064014
http://dx.doi.org/10.1063/1.1308507
http://dx.doi.org/10.1063/1.1308507
http://dx.doi.org/10.1088/1361-6382/abf97f

Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acustico y Fantasma

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[20]

T. Savolainen, F. P. Schloerb, K.-F. Schuster, L. Shao, Z. hen , D. Small, B. W.
Sohn, J. SooHoo, H. un , F. Tazaki, A. J. Tetarenko, P. Tiede, R. P. J. Tilanus,
M. Titus, K. Toma, P. Torne, T. Trent, E. Traianou, S. Trippe, I. v. Bemmel, H. J.
van Langevelde, D. R. van Rossum, J. Wagner, D. Ward-Thompson, J. Wardle,
J. Weintroub, N. Wex, R. Wharton, M. Wielgus, G. N. Wong, Q. u , D. Yoon,
A. Young, K. Young, Z. Younsi, F. uan , Y.-F. uvan , J. A. Zensus, G.-Y. Zhao, and
S.-S. Zhao, “First m87 event horizon telescope results,” The Astrophysical Journal
Letters, pp. 2-15, 2019. [Online]. Available: https://arxiv.org/pdf/1906.11243

O. Lahav, A. Itah, A. Blumkin, C. Gordon, S. Rinott, A. Zayats, and
J. Steinhauer, “Realization of a sonic black hole analog in a bose-einstein
condensate,” Physical Review Letters, vol. 105, no. 24, 2010. [Online]. Available:
http://dx.doi.org/10.1103 /PhysRevLett.105.240401

N. Tsukamoto, “Black hole shadow in an asymptotically flat, stationary,
and axisymmetric spacetime: The kerr-newman and rotating regular black
holes,” Phys. Rev. D, vol. 97, p. 064021, Mar 2018. [Online]. Available:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.97.064021

E. T. Newman, R. Couch, K. Chinnapared, A. Exton, A. Prakash, and R. Torrence,
“Metric of a rotating, charged mass.” Journal of Mathematical Physics, 1965.
[Online]. Available: https://doi.org/10.1063/1.1704351

M. Bhat, S. Dhurandhar, and Dadhich, “Energetics of the kerr-newman black hole
by the penrose process.” Astrophys. Astr, 1985.

M. Hobson, G. P. Efstathiou, and A. N. Lasenby, “General relativity: An introduction
for physicists,” Cambridge University Press, p. 325, 2006.

E. T. Newman and A. I. Janis, “Note on the Kerr spinning particle metric,” J. Math.
Phys., vol. 6, pp. 915-917, 1965.

C. Bambi and L. Modesto, “Rotating regular black holes,” Physics Letters
B, wvol. 721, mno. 4-5, p. 329-334, Apr. 2013. [Online]. Available: http:
//dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2013.03.025

S. Vazquez and E. Esteban, “Strong-field gravitational lensing by a kerr black hole,”
Il Nuovo Cimento B, vol. 119, no. 5, p. 489-519, Dec 2004. [Online]. Available:
https://doi.org/10.1393/ncb/i2004-10121-y

64


https://arxiv.org/pdf/1906.11243
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.105.240401
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.97.064021
https://doi.org/10.1063/1.1704351
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2013.03.025
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2013.03.025
https://doi.org/10.1393/ncb/i2004-10121-y

	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Objetivo del Trabajo de Grado
	Objetivo General
	Objetivos Específicos

	Marco Teórico
	Espacio-tiempo y Relatividad Especial
	Relatividad General
	Métrica del Espacio-tiempo 
	Variedad Diferencial
	Vectores
	Tensores

	Curvatura
	Ecuaciones de Einstein en Vacío
	Agujero Negro de Reissner-Nordström
	Métrica
	Horizonte de Eventos

	Analogía Acústica de Agujero Negro Canónico
	Geometría Análoga Acústica
	Métrica Análoga Acústica
	Radio Análogo Acústico
	Horizonte de Eventos Análogo Acústico
	Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Sección Transversal de Captura
	Esfera de Partículas de Prueba

	Agujero Negro de Kerr-Newman
	Métrica
	Horizonte de Eventos
	Ergosfera
	Límite Estacionario

	Analogía Acústica de Agujero Negro Rotante
	Métrica
	Horizonte de Eventos
	Ergosfera
	Límite Estacionario


	Metodología
	Algoritmo de Newman-Janis empleado a las Métricas de Reissner-Nordström y Analogía Acústica Canónica para encontrar Soluciones Rotantes
	Caso 1: Agujero Negro Acústico Canónico
	Caso 2: Agujero Negro de Reissner-Nordström

	Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Sección Transversal de Captura para Partículas de Prueba en Geometrías de Agujeros Negros Rotantes
	Caso 1: Agujero Negro Acústico
	Caso 2: Agujero Negro Fantasma

	Ecuaciones de Movimiento Geodésico
	Dinámica de las Partículas de Prueba


	Resultados
	Modelado Computacional para la Graficación de las Sombras 
	Caso 1: Sombra de Agujero Negro Acústico
	Caso 2: Hipotético Agujero Negro Astrofísico
	Comparación de las sombras


	Conclusiones

