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El negro acústico, canción sin fin,
Espejo del cosmos en un rumor sutil.
Mientras el fantasma, etérea visión,
Cubre lo invisible en su propia prisión.
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RESUMEN

En este trabajo se estudió el modelo teórico de analoǵıa acústica para explorar la
formación de sombras de agujeros negros en un espacio-tiempo estático. Se empleó el
algoritmo de Newman-Janis con el objetivo de extender las soluciones a espacios-tiempo
rotatorios, analizando cómo la rotación afecta las propiedades geométricas de los agujeros
negros acústicos.

Para llevar a cabo esta investigación, se utilizó la discusión de curvas de enerǵıa
potencial con el fin de modelar la trayectoria de part́ıculas de prueba dentro de la sombra
proyectada por los agujeros negros rotantes. Este análisis se realizó tanto para los agujeros
negros acústicos como para una extensión teórica de agujeros negros con carga y rotación.

Es aśı, que las simulaciones y visualizaciones de las sombras fueron implementadas
mediante el uso del lenguaje de programación Python, permitiendo comparar las carac-
teŕısticas de las sombras generadas en ambos tipos de agujeros negros, considerando cómo
la rotación y la carga afectan la forma y el tamaño de las mismas. Finalmente, cuando
se observa la imagen de un agujero negro lo que realmente estamos observando no es
el agujero negro en śı mismo, sino las consecuencias que este genera en su contorno, es
decir, su sombra el cual representa de forma indirecta el horizonte de eventos del objeto
compacto, comprobando una vez más la teoŕıa de la relatividad general de Einstein donde
los resultados tienen una diferencia en la forma y el tamaño que dependen de la fuente
que general la curvatura del espacio-tiempo.
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ABSTRACT

In this work, the theoretical model of acoustic analogy was studied to explore the
formation of black hole shadows in a static space-time. The Newman-Janis algorithm
was employed with the aim of extending the solutions to rotating spacetimes, analyzing
how rotation affects the geometrical properties of acoustic black holes.

To carry out this investigation, the discussion of potential energy curves was used in
order to model the trajectory of test particles within the shadow cast by rotating black
holes. This analysis was performed both for acoustic black holes and for a theoretical
extension of charged and rotating black holes.

Thus, the simulations and visualizations of the shadows were implemented using the
Python programming language, allowing us to compare the characteristics of the shadows
generated in both types of black holes, considering how rotation and charge affect the
shape and size of the shadows. Finally, when observing the image of a black hole what we
are really observing is not the black hole itself, but the consequences that it generates in its
contour, that is, its shadow which indirectly represents the event horizon of the compact
object, proving once again Einstein’s theory of general relativity where the results have
a difference in shape and size that depends on the source that generalizes the curvature
of space-time.

3



Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acústico y Fantasma
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y Analoǵıa Acústica Canónica para encontrar Soluciones Rotantes . . . . 33
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Caṕıtulo 1

Introducción

Algunas décadas después de que Einsten postulara su teoŕıa de la relatividad general
en 1915, se desarrolló una rama de estudios en las analoǵıas de gravedad, entre ellas, las
analoǵıas acústicas de agujeros negros. El análogo acústico de gravedad es un modelo
teórico, que dentro de otras amplias aplicaciones, puede simular los efectos gravitato-
rios que se producen constantemente en un agujero negro real estático o rotatorio que
dependa de la masa, momento angular y carga. La analoǵıa acústica emplea sistemas
hidrodinámicos y acústicos que permiten estudiar teóricamente las consecuencias que es-
te genera [1]. Precisamente, la elección de este tipo de análogo acústico ha permitido
entender fenómenos relativistas a partir de la mecánica de fluidos y la f́ısica acústica.
La magnitud de este problema radica en la complejidad de tener una equivalencia entre
estos dos fenómenos f́ısicos, tanto por la plétora de ecuaciones matemáticas involucradas,
como por sus variables extremadamente intrincadas (no sólo en cuando a manejo, sino
también en cuanto a la resolución anaĺıtica altamente compleja). A pesar de estos cuellos
de botella, actualmente, el desarrollo de un análogo acústico de agujero negro es una
rama de estudios muy activa, y además, muy prometedora para la f́ısica en general, ya
que abre las puertas para estudiar de manera análoga los fenómenos relativistas que se
generan como consecuencia de los agujeros negros, entre ellos, las ondas gravitacionales,
radiación de Hawking y su sombra [2].
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1.1. Objetivo del Trabajo de Grado

Se espera con este trabajo poder proporcionar una comprensión profunda de las
sombras proyectadas, comparando espećıficamente los agujeros negros acústicos con
aquellos con campo fantasma y rotación. A través de este análisis se espera lograr
una mejor comprensión e interpretación sobre los efectos de la rotación y la carga
en la geometŕıa del espacio-tiempo, aśı como sobre la formación de sombras.

Además, se pretende que las simulaciones y los modelos desarrollados en Python
no sólo validen los resultados teóricos obtenidos, sino que también ofrezcan una
plataforma computacional para explorar cómo las part́ıculas de prueba se compor-
tan en estos sistemas. Con ello, se espera identificar nuevas propiedades teóricas en
los agujeros negros rotatorios que podŕıan ser relevantes en estudios futuros de la
gravedad cuántica, la gravitación numérica o incluso las analoǵıas de laboratorio.

1.2. Objetivo General

Estudiar y comparar las sombras de agujeros negros acústicos y agujeros negros
fantasma, utilizando el algoritmo de Newman-Janis para encontrar soluciones con
rotación. Además, modelar las trayectorias de part́ıculas de prueba dentro de las
sombras, con simulaciones implementadas en Python.

1.3. Objetivos Espećıficos

Resolver el modelo teórico de analoǵıa acústica para agujeros negros estáticos y
rotatorios.

Desarrollar un código en el lenguaje de programación Python para modelar la tra-
yectoria de part́ıculas de prueba para los casos de agujero acústico rotante y un
agujero negro rotatorio con campo fantasma.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

Para este trabajo se empleará el concepto de f́ısica acústica a través de un fluido en
movimiento [2] [3], la teoŕıa de campos clásica, y las ecuaciones de la relatividad general de
Einstein en vaćıo [4]. Para ello, usaremos la signatura (−+++), cuya teoŕıa matemática
se denomina Geometŕıa Diferencial.

2.1. Espacio-tiempo y Relatividad Especial

Los f́ısicos en un principio defińıan los conceptos de espacio y tiempo de manera
separada. El espacio estaba compuesto por tres dimensiones en un marco de referencia
absoluto que modelaban los sucesos, mientras que el tiempo se defińıa independiente,
absoluto e inmutable para cada observador, el cual transcurŕıa en dirección positiva como
se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.1: Espacio y tiempo absoluto, donde q y p representan dos eventos diferentes
ocurriendo simultáneamente.

En 1905, Albert Einstein introdujo la Teoŕıa de la Relatividad Especial, la cual redefine
nuestro entendimiento del espacio y el tiempo. Según esta teoŕıa, el espacio-tiempo es una
entidad de cuatro dimensiones que combina tres dimensiones espaciales y una dimensión

9
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Figura 2.2: Dos observadores espectando un evento simultáneo.

temporal en una única estructura. Esto contrasta con la visión clásica de espacio y tiempo
como entidades separadas [4].

Supongamos tener dos observadores inerciales como en la figura [2.2], sea el observador
δ en un evento O con coordenadas δ(t, x, y, z) y sea otro observador δ′ que se desplaza con
velocidad v en dirección −→x , pasando por el observador δ: Entonces, se pueden escribir
las coordenadas de δ′ a partir de las transformadas de Lorentz:

t′ =
t− vx/c2√
1− v/c2

(2.1)

x′ =
x− vt√
1− v/c2

(2.2)

La transformación de Lorentz describe cómo las coordenadas espacio-temporales de un
evento cambian cuando este se observa desde diferentes sistemas inerciales. Esto incluye
cómo el tiempo y el espacio se entrelazan y se modifican para diferentes observadores
moviéndose a velocidades relativas. En la figura [2.3]se ilustra la estructura causal según
[4]:

Figura 2.3: Estructura causal del espacio-tiempo.

La luz se desplaza sobre la superficie del cono, es decir sobre 45◦, las part́ıculas con
masa se podrán desplazar dentro del cono un ángulo menor a 45◦ y las trayectorias fuera
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del cono se consideran inalcanzables para cualquier part́ıcula ya que esta debe tener una
velocidad superior a la de la luz.

2.2. Relatividad General

Años más tarde, Einstein desarrolla una nueva teoŕıa que extiende la Relatividad
Especial y transforma la comprensión de la gravedad, antes concebida como una fuerza,
pero ahora entendida como la curvatura del espacio-tiempo. Esta teoŕıa se fundamenta
en el principio de equivalencia, donde un observador en cáıda libre debido a la gravedad
no puede distinguir entre su aceleración y la influencia del campo gravitatorio. Este
enfoque lleva a reconsiderar la noción de fuerza como algo negativo, reemplazándola por
la presencia de una curvatura en el espacio-tiempo.

Este marco referencial se define como una variedad diferenciable, infinita y suave, que
localmente parece plana, compuesta por eventos que representan la posición de objetos
en el espacio-tiempo.

Figura 2.4: Diagrama de la estructura causal espacio-tiempo.

Si E1 y E2 son eventos en el espacio-tiempo que indican la posición de un objeto como
se ilustra en la figura [2.4], y el objeto se mueve de E1 a E2, se puede deducir que E1 es
el pasado de E2. Por otro lado, si el observador se desplaza de E2 a E1, entonces E1 se
puede considerar el futuro de E2 [4].

2.3. Métrica del Espacio-tiempo

Las trayectorias en el espacio-tiempo pueden compararse de manera análoga con una
distancia euclidiana, similar al Teorema de Pitágoras. Esta métrica describe la geometŕıa
intŕınseca del espacio-tiempo y se ajusta según la presencia de masa y enerǵıa en el
universo.

Figura 2.5: Distancia ds2 entre los eventos E1 y E2 en un espacio-tiempo plano, suave e
infinito.
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Esta métrica se define como una herramienta para medir la distancia entre dos eventos
en una variable diferencial conocida como espacio-tiempo como se muestra en la figura
[2.5]. Cuando no hay curvatura en esta variable, la geometŕıa del espacio-tiempo puede
describirse mediante una única métrica, denominada métrica de Minkowsky,

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (2.3)

Este espacio-tiempo puede ser curvado por la materia, por lo que Einstein vincula esa
curvatura con el tensor enerǵıa-momento. Manteniendo el principio de invariancia, este
tensor puede transformarse a coordenadas esféricas y expresarse como

ds2 = −c2dt2 + dr2 + r2dθ + r2sin2θdϕ2 (2.4)

Se aclara que ds2 es una variedad pseudoriemanniana, por lo tanto no siempre es
positivo y existen tres posibles casos según [4]:

Si ds2 > 0 se define como intervalo espacial.

Si ds2 < 0 se define como intervalo temporal.

Si ds2 = 0 se define como intervalo nulo, el cual corresponde a a la trayectoria
seguida por un rayo de luz.

2.4. Variedad Diferencial

En Relatividad General, se define esta variedad diferencial como un espacio topológi-
co, acotado bajo propiedades; siendo este un conjunto no vaćıo de puntos continuos, que
además posee una estructura suave o diferenciable, permitiéndolo analizar geométrica-
mente, y representar posiciones y dinámicas entre un evento y otro [4].

2.4.1. Vectores

El concepto de vector se abarca como una herramienta matemática que define la di-
rección y magnitud a variables f́ısicas, y pueden ser tratados bajo transformaciones de
coordenadas conservando el Principio de Isomorfismo, lo que permite describir el movi-
miento o posición de la part́ıcula en el espacio[4].
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Figura 2.6: Plano tangente en el punto −→p de una esfera.

Para una variedad diferencial, un vector es un elemento del plano tangencial de una
región espećıfica de la variedad que ayuda a describir la geometŕıa local como se puede
ver en la figura [2.6] según [4], y define además conceptos de derivación, velocidad y
aceleración.

2.4.2. Tensores

Es una herramienta algebraica que describe una relación multilineal entre conjuntos
de objetos algebraicos relacionados con un espacio vectorial. También pueden mapearse
entre diferentes objetos, como vectores, escalares, e incluso otros tensores.

Figura 2.7: Representación gráfica de las componentes del tensor en una base ortogonal.

El tensor métrico se representa como un matriz 4× 4 que contiene la forma espacio-
temporal entre un evento y otro como en la figura [2.7]; este modela la geometŕıa de la
curvatura del espacio-tiempo generada por las ecuaciones de campo de Einstein de masa
o enerǵıa. De acuerdo con [4], el tensor métrico puede ser descrito como,

ds2 =
∑
αβ

gαβdx
αdxβ (2.5)

13



Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acústico y Fantasma

2.5. Curvatura

En la teoŕıa de la Relatividad General, el concepto de deformación del espacio-tiempo
debido a la masa o enerǵıa es fundamental, ya que transforma nuestra comprensión de la
gravedad y permite modelar las trayectorias de las part́ıculas entre eventos. A partir de
esta idea, se desarrolla un tensor que encapsula toda la información sobre la curvatura
de esta variedad diferencial [4].

2.6. Ecuaciones de Einstein en Vaćıo

Esta teoŕıa se fundamenta en las ecuaciones de campo de Einstein, que explican cómo
la presencia de masa y enerǵıa provoca una deformación en el espacio-tiempo, afectan-
do aśı las trayectorias de las part́ıculas y la luz. Matemáticamente, estas ecuaciones se
expresan de la siguiente manera:

Gµν = 8πTµν (2.6)

Aqúı, G es la constante gravitacional de Newton, que por simplificación puede tomarse
como 1. El término Tµν es el tensor enerǵıa-momento que describe la distribución de masa
y enerǵıa en el espacio-tiempo, mientras que Gµν es el tensor de Einstein que representa
la curvatura del espacio-tiempo. Este tensor se define como:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (2.7)

Donde gµν es la métrica, una función que describe la distancia entre dos eventos en
el espacio-tiempo. El escalar de curvatura R mide la cantidad total de curvatura en un
punto del espacio-tiempo. Por su parte, Rµν es el tensor de Ricci que describe cómo se
distribuye la curvatura en el espacio-tiempo. Este tensor se obtiene a partir del tensor de
curvatura de Riemann, que se define según [5] como,

Rγ
µνβ =

∂Γγ
νµ

∂xβ
−

∂Γγ
µβ

∂xν
+ Γδ

νµΓ
γ
βδ − Γδ

µβΓ
γ
νδ (2.8)

2.7. Agujero Negro de Reissner-Nordström

Después de que Einstein postulara su teoŕıa de la relatividad general en 1915, vinieron
soluciones a sus ecuaciones desarrolladas por diferentes matemáticos y f́ısicos. En esta
sección estudiaremos la solución de agujero de Reissner-Nordström, la cual depende de
los parámetros de masa M y carga Q de acuerdo con [6].
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2.7.1. Métrica

La solución para este tipo de agujero negro fue desarrollada de manera independiente
por el matemático Hans Reissner en 1916 y el f́ısico teórico Gunnar Nordström en 1918
[7] [8]. Este caso difiere de la solución de Schwarzschild de acuerdo con [6] debido a que
presenta la existencia de un campo electrostático provocado por la carga Q. Esto implica
que además de las ecuaciones de campo de Einstein, se deben satisfacer las ecuaciones
de Maxwell. A esta solución se le conoce como la métrica de Reissner-Nordström, y
es una solución estática con simetŕıa esférica para las ecuaciones Einsten-Maxwell. A
continuación se presenta en coordenadas esféricas con la siguiente notación,

ds2 = −c2dt2 = −
(
1− rs

r
+

r2Q
r2

)
c2dt2 +

dr2(
1− rs

r
+

r2Q
r2

) + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.6)

Donde rs es el radio de Schwarzschild del objeto, dado por rs =
2GM
c2

y r2Q = kq2G
c4

. En
estas ecuaciones, k es la constante de Coulomb, G es la constante gravitatoria y c es la
velocidad de la luz. Para simplificar los cálculos de aqúı en adelante se hará uso de las
unidades naturales G = c = k = 1, por lo que la métrica se reduce a,

ds2 = −
(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r
+ Q2

r2

) + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.7)

A continuación deduciremos la métrica (2.7) siguiendo a [9].

Partimos de la Gravedad de Einstein acoplada linealmente a electrodinámica (GR-
ED). Ahora, nos enfocamos en obtener las ecuaciones de movimiento relevantes de la
teoŕıa de la relatividad general acoplada linealmente a la electrodinámica para una geo-
metŕıa de espaciotiempo estática y simétricamente esférica. La acción gravitacional para
GR-ED está dada por:

S[gab, Aa] =
1

16π

∫
d4x

√
−g [R− 4ηF ] (2.8)

donde R denota el escalar de Ricci, L = ηF es una función que representa la densidad
Lagrangiana para el campo electromagnético, siendo F un cantidad conocida como in-
variante de campo electromagnético definida como F = 1

4
FαβF

αβ, siendo Fαβ = 2∂[αAβ]

los componentes del tensor del campo electromagnético, F = 1
2
Fαβdx

α∧ dxβ , con Aα los
componentes del potencial electromagnético.

Usando la notación Ln
F =

(
dL
dF

)n
, las ecuaciones de campo GR-ED obtenidas de la

variación de la ecuación (2.8) son

Gα
β = 8π

(
Tα

β
)
ED

(2.9)

Donde Gα
β = Rα

β − R
2
δβα son los componentes del tensor de Einstein. Mientras que
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4π
(
Tα

β
)
ED

= η(FαµF
βµ −Fδβα) (2.10)

Son los componentes del tensor de momento-enerǵıa de la electrodinámica (Maxwell),
con tensor de campo electromagnético Fµν que cumple con las ecuaciones de Maxwell
modificadas sin fuente.

∇ν (F
µν) = 0 = dF (2.11)

El ansatz métrico para describir un espaciotiempo de agujero de negro estático, esféri-
camente simétrico y asintóticamente plano en coordenadas estándar (t, r, θ, ϕ), también
conocidas como coordenadas tipo Schwarzschild, está dado por

ds2 = −e2Φ(r)dt2 +
dr2

1− b(r)
r

+ r2dΩ2 (2.12)

Donde Φ(r) y b(r) son funciones suaves, conocidas respectivamente como la función de
corrimiento al rojo (ya que esto da una medida del corrimiento gravitacional al rojo) y la
función de forma (ya que esto determina la configuración topológica del espaciotiempo).
Aqúı, para simplificar la notación, usamos dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 como el elemento lineal
de una esfera bidimensional de radio r.

Ahora estamos interesados en describir las ecuaciones GR-ED para una geometŕıa
estática y simétricamente esférica de agujero negro. Para la geometŕıa del espaciotiempo
(2.12), los componentes no nulos del tensor de Einstein son,

Gt
t = b′

r2
; Gr

r = 2
r

(
1− b

r

)
Φ′ − b

r3
;

Gθ
θ = Gφ

φ =
(
1− b

r

)
(Φ′2 + Φ′′) + 2r−b−rb′

2r2
Φ′ − b′

2r2
+ b

2r3

(2.13)

Respecto al tensor del campo electromagnético, dado que la métrica del espaciotiempo
(2.12) es estática y simétricamente esférica, los únicos términos no nulos son los compo-
nentes eléctricos Ftr y magnéticos Fθφ, de tal manera que

Fαβ =
(
δtαδ

r
β − δrαδ

t
β

)
Ftr +

(
δθαδ

φ
β − δφαδ

θ
β

)
Fθφ (2.14)

Por lo tanto, los componentes no nulos de (Tα
β)ED obtenidos de la métrica dada en

la ecuación (2.12), con el tensor del campo electromagnético en la ecuación (2.14), están
dados por

8π(Tt
t)ED = 8π(Tr

r)ED = 2η(FtrF
tr −F)

8π(Tθ
θ)ED = 8π(Tφ

φ)ED = 2η(FθφF
θφ −F)

(2.15)
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Escribiendo ∂α(
√
−gηFαβ) = 0 = d(Fαβdx

α ∧ dxβ), se deduce que

F rt =
qε

r2
√
−gttgrr

, ; F θφ =
qB

r4 sin θ
(2.16)

Donde qε y qB son las cargas eléctricas y magnéticas del espacio-tiempo, respectiva-
mente. Por lo tanto, los componentes no nulos de Fαβ y el invariante F para la geometŕıa
genérica estática y simétricamente esférica del espacio-tiempo ecuación (2.12), están da-
dos por

Frt =
√
−gttgrrqε

r2
; Fθφ = qB sin θ

F = 1
2r4

(q2B − q2ε)

(2.17)

Por lo tanto, las ecuaciones GR-ED en el formalismo Lagrangiano [GR −Maxwell]
para un espaciotiempo estático y simétrico esféricamente en general son

Ct
t = 0 ⇒ b′

r2
+

2ηq2ε
r4

+ 2ηF = 0 (2.18)

Cr
r = 0 ⇒ 2

r

(
1− b

r

)
Φ′ − b

r3
+

2ηq2ε
r4

+ 2ηF = 0 (2.19)

y los componentes Ca
a, con a = {θ, φ}, se reducen a,

Ca
a = 0 ⇒

(
1− b

r

)
(Φ′2 +Φ′′) +

2r − b− rb′

2r2
Φ′ − b′

2r2
+

b

2r3
− 2ηq2B

r4
+ 2ηF = 0 (2.20)

Se define el sistema de ecuaciones, donde F =
(q2B−q2ε)

2r4
:

b′

r2
+

2ηq2ε
r4

+
2η(q2B − q2ε)

2r4
= 0 (2.21)

2

r

(
1− b

r

)
Φ′ − b

r3
+

2ηq2ε
r4

+
2η(q2B − q2ε)

2r4
= 0 (2.22)

(
1− b

r

)
(Φ′2 + Φ′′) +

2r − b− rb′

2r2
Φ′ − b′

2r2
+

b

2r3
− 2q2Bη

r4
+

2η(q2B − q2ε)

2r4
= 0 (2.23)

Hacemos la siguiente operación ⇒ -(2.21) + (2.22) nos queda
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b′

r2
− b

r3
+

2

r

(
1− b

r

)
Φ′ = 0 (2.24)

1

r

(
b′

r
− b

r2

)
+

2

r

(
1− b

r

)
Φ′ = 0 (2.25)

Donde
(
b′

r
− b

r2

)
= −

(
1− b

r2

)′
, por lo tanto queda

−1

r

(
1− b

r

)′

+
2

r

(
1− b

r

)
Φ′ = 0 (2.26)

Despejando 2Φ′ tenemos,

2Φ′ =

(
1− b

r

)′
1− b

r

(2.27)

Sea Z = 1− b
r
⇒ (lnZ)′ = Z′

Z
, Volviendo a la ecuación (2.26) tenemos,

(2Φ)′ =

[
ln

(
1− b

r

)]′
(2.28)

Integramos a ambos lados para encontrar la función,

Φ(r) =
1

2
ln

(
1− b

r

)
+ γ (2.29)

Donde γ = cte de integración. Aplicamos exponencial a la ecuación anterior

e2Φ(r) = eln(1−
b
r )+γ = eγ

(
1− b

r

)
(2.30)

Por lo tanto se define una nueva coordenada temporal t̃ =
√
eγt para la ecuación de

la métrica (2.12)

ds2 = −
(
1− b(r)

r

)
dt̃2 +

dr2

1− b(r)
r

+ r2dΩ2 (2.31)

Sea t̃ ⇒ t, se reescribe la ecuación anterior como,

ds2 = −
(
1− b(r)

r

)
dt2 +

dr2

1− b(r)
r

+ r2dΩ2 (2.32)
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Ahora reemplazos la ecuación (2.29) en (2.23), hacemos las respectivas derivadas,
expandimos la expresión e integramos. Luego se organiza la expresión algebraica para
encontrar la siguiente función,

b(r) = c1r + c2 −
η(q2B + q2ε)

r
(2.33)

Se sustituye la ecuación (2.33) en (2.32) quedando de la siguiente forma,

ds2Mx = −
[
1−

(
c1 +

c2
r
− η(q2B + q2ε)

r2

)]
dt2 +

dr2[
1−

(
c1 +

c2
r
− η(q2B+q2ε)

r2

)] + r2dΩ2

(2.34)

ds2Mx = −
(
1− c1 −

c2
r
+

η(q2B + q2ε)

r2

)
dt2 +

dr2(
1− c1 − c2

r
+

η(q2B+q2ε)

r2

) + r2dΩ2 (2.35)

Para que esta métrica sea f́ısicamente relevante se debe de imponer lo siguiente

ĺım
r→∞

ds2Mx ∼ ds2Sch = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2dΩ2 (2.36)

Donde:
c1 = 0 ; c2 = 2M ; Q2 = q2B + q2ε (2.37)

Reescribimos (2.35) como:

ds2Mx = −
(
1− 2M

r
+

Q2η

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r
+ Q2η

r2

) + r2dΩ2 (2.38)

Para la ecuación (2.38) se consideran los siguientes casos según [10]:

Cuando η = 1 ese trata de una fuente electromagnética convencional del tipo Max-
well el cual representa la solución de Reissner-Nordström.

ds2RN = −
(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r
+ Q2

r2

) + r2dΩ2 (2.39)

Cuando η = 0 significa que no hay ninguna fuente electromagnética presente. Por
lo tanto representara la solución de Schwarzschild.
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ds2Sch = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2dΩ2 (2.40)

Cuando η = −1 representa la contribución negativa de la enerǵıa electromagnética
a la acción total, lo cual introduce un campo electromagnético fantasma o de fuente
exótica.

ds2PRN = −
(
1− 2M

r
− Q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r
− Q2

r2

) + r2dΩ2 (2.41)

2.7.2. Horizonte de Eventos

Para este caso tendremos un horizonte de evento interno (Cauchy) y externo, cuando
f(r) = 0 el coeficiente grr → ∞. Se evalúa la condición anterior de f(r) = 0 y se define
un r asociado a la región de no retorno para los fotones [6]:

r± = M ±
√

M2 −Q2 (2.42)

2.8. Analoǵıa Acústica de Agujero Negro Canónico

En la actualidad no es posible estudiar directamente un agujero negro [6], por esta
razón, el análogo acústico es un modelo teórico que pretende probar y proponer algunos
comportamientos o consecuencias que generan los agujeros negros empleando conceptos
de la f́ısica acústica y mecánica de fluidos según [2]. Esto teniendo en cuenta que dicha
analoǵıa representa una similitud entre el comportamiento de ondas supersónicas (fonón)
en un fluido como medio, y las ondas de la luz (fotón) en un espacio-tiempo generado
por un agujero negro. De esta manera, consideramos un fluido con velocidad supersónica
donde las ondas sonoras pueden estar dispersadas, ser absorbidas o reflejadas de manera
similar a como le suceden a los fotones en el espacio-tiempo curvo. Además, con base en
esta analoǵıa se sugiere que el horizonte de sucesos del agujero negro llegue a compararse
con el horizonte de sucesos acústico estudiado, donde las ondas supersónicas llegan a ser
retenidas sobre dicha región y se roban su enerǵıa, exponiendo aśı la estrecha relación
entre este suceso y la métrica acústica para el flujo del fluido que rodea un sumidero
puntual [11].

2.8.1. Geometŕıa Análoga Acústica

Para la construcción del modelo se parte de la ecuación fundamental para la dinámica
de un fluido según [1],
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∂tρ+∇ · (ρv⃗) = 0 (2.43)

Y la ecuación de Euler,

ρ
dV

dt
= ρ[∂t + (v⃗ · ∇)v⃗] = f (2.44)

Donde ρ es la densidad del fluido y v velocidad. Aśı, se asume que el fluido tiene
viscosidad cero. Por lo tanto, las únicas fuerzas presentes son aquellas debidas a la presión
del fluido; en otras palabras, la densidad de fuerza es,

f = −∇p (2.45)

La ecuación de Euler puede reducirse a una nueva versión de la ecuación de Bernoulli,

−∂tφ+ h+
1

2
∇2φ = 0 (2.46)

Esta reducción surge a través de asumir que el fluido es irrotacional, por el cual se
introduce el potencial de velocidades φ, tal que v⃗ = −∇φ, y también se asume que el
fluido es barotrópico, lo que significa que la densidad solo está en función de la velocidad,
además de poder definir una entalpia espećıfica de la forma,

h(p) =

∫ p

0

dp′

ρ(p′)
⇔ ∇h =

1

ρ
∇p (2.47)

Para el caso diferente del astrof́ısico, sucede que tanto el fondo como el campo cuan-
tizado viene del mismo ente, es decir, del propio fluido. Se asumirá aśı, que el fondo esta
caracterizado por (ρ0, p0, φ0), de tal forma que deberá hacer fluctuaciones de las variables
del fluido a varias ordenes de magnitud,

ρ = ρ0 + ϵρ1 +O(ϵ2)
p = p0 + ϵp1 +O(ϵ2)
φ = φ0 + ϵφ1 +O(ϵ2)

(2.48)

A partir de la analoǵıa con el sonido, se habla de cómo diferenciar una onda acústica
(fonón) y una ráfaga de viento (fluctuación del medio) de acuerdo con [12], porque ambas
podŕıan modelarse según la ecuación (2.48); estas se diferenciarán mediante una conven-
ción: aquellas perturbaciones con frecuencias del orden de las fluctuaciones promedio del
fluido son de frecuencias bajas y se consideran como ráfagas de viento, mientras que las
perturbaciones de frecuencias más altas son consideradas como sonido. Se linealiza la
ecuación (2.43) para llegar a las siguientes ecuaciones:

21



Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acústico y Fantasma

∂tρ0 +∇(ρ0v⃗0) = 0

∂tρ1 +∇(ρ1v⃗1) = 0
(2.49)

A partir de la ecuación (2.7), se obtienen las siguientes ecuaciones,

−∂tφ0 + h+ 1
2
(∇2φ0) = 0

−∂tφ1 + h+ 1
2
(∇2φ1) = 0

(2.50)

De la ecuación barotrópica tenemos que,

ρ1 =
∂ρ

∂p
p1 =

∂ρ

∂p
ρ0(∂tφ1 + v⃗0 · ∇φ1) (2.51)

Manipulando estas ecuaciones se llega a la expresión,

−∂t

[
∂ρ

∂p
ρ0(∂tφ1 + v⃗0 · ∇φ1)

]
+∇

[
ρ0∇φ1 −

∂ρ

∂p
ρ0v⃗0(∂tφ1 + v⃗0 · φ1∇)

]
= 0 (2.52)

Esta ecuación de onda describe la propagación del potencial escalar φ1, es decir, de
la perturbación acústica. Se simplifica la ecuación anterior al identificar la velocidad del
sonido local definida por,

∂p

∂ρ
= c2 (2.53)

Ahora construimos la matriz simétrica 4x4 identificada como nuestra métrica acústica
inversa,

gαβ(t, x) =
1

ρ0c

(
−1 −vi0
−vi0 (c2δij − vi0v

j
0

)
(2.54)

Aśı la ecuación (2.52) se puede escribir como,

∆φ =
1√
−g

∂α
(√

−ggαβ∂βφ
)

(2.55)

Ahora podemos encontrar la matriz acústica covariante,

gαβ(t, x) =
1

ρ0c

(
(c2 − v20) −vi0

−vi0 δij

)
(2.56)

y aśı se define el elemento de ĺınea acústico según [2],
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ds2 = gαβdx
αdxβ =

ρ0
c

[
−c2dt2 +

(
dxi − vi0dt

)
δij
(
dxj − vj0dt

)]
(2.57)

Se aclara que la métrica acústica tiene más restricciones (3 grados de libertad: ρ, φ
y c, y la ecuación de continuidad los reduce a 2) en comparación con la métrica de un
espacio curvo en (3+1)D, que posee 6 grados de libertad. Esto implica que la métrica
acústica solo puede reproducir, en el mejor de los casos, un subconjunto limitado de las
métricas relevantes en relatividad general.

Ademas el flujo puede formar una ergosfera, que es la región donde la velocidad del
fluido se vuelve supersónica v > c, similar al caso de un agujero negro, en el cual la
esfera de fotones es la región donde el espacio se mueve a velocidades superlumı́nicas [5].
Se define una superficie atrapada (interior o exterior, si el flujo es entrante o saliente,
respectivamente) bajo la condición de que la componente normal del flujo sobre esta sea
mayor o igual a la velocidad local del sonido. A la región formada por las superficies
atrapadas se le denomina región atrapada según[2] [3].

2.8.2. Métrica Análoga Acústica

En este caṕıtulo veremos las consecuencias que generan los agujeros negros acústicos
estáticos. Si empezamos por suponer incompresibilidad y simetŕıa esférica, entonces, como
ρ es independiente de la posición, la ecuación de continuidad implica v ∝ 1/r2. Pero si
ρ es independiente de la posición, entonces (debido a la suposición barotrópica) también
lo es la presión, y por tanto, también la velocidad del sonido. Aśı, podemos definir una
constante de normalización r0 = µ1/4 y establecer,

v = c
µ1/2

r2
(2.58)

Por tanto, la métrica acústica depende de un factor irrelevante independiente de la
posición,

ds2 = c2dt2 +

(
dr ± c

µ1/2

r2
dt

)2

+ r2
(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
(2.59)

Hacemos un cambio de variable en la ecuación anterior,

dτ = dt+
µ1/2

r2

c
(
1− µ

r4

)dr (2.60)

Reemplazando la ecuación (2.60) en la ecuación (2.59), nos queda la métrica acústica
canónica según [2],

ds2 = −c2
(
1− µ

r4

)
dτ 2 +

dr2(
1− µ

r4

) + r2
(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
(2.61)
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Donde µ = r40, este elemento de ĺınea describe un agujero negro acústico (3 + 1)-
dimensional con horizonte de sucesos acústico.

Podemos reescribir la métrica (2.61) de forma general como,

ds2 = −f ′(r)dt2 +
1

g′(r)
dr2 + h′(r)(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.62)

Esta solución ha sido ampliamente estudiada, aśı como sus propiedades, entre ellas
los modos cuasinormales [13], y la dispersión del sonido [14].

2.8.3. Radio Análogo Acústico

Se define rs como el radio análogo de Schwarzschild, que representa la distancia desde
el centro de la burbuja hasta el punto donde la pared separa el fluido supersónico de-
terminando la región de no retorno. Este radio se obtiene a partir de la indeterminación
presentada en r4 = µ. Por el contrario, en el caso donde r4 = 0, se consideraŕıa la sin-
gularidad análoga donde el espacio-tiempo análogo tiende a infinito y las trayectorias de
los fonones se anulan [2].

2.8.4. Horizonte de Eventos Análogo Acústico

El horizonte de eventos caracteriza la naturaleza del agujero negro análogo según su
hidrodinámica y dinámica de las ondas sonoras por lo tanto se de fine como la frontera de
no retorno o región atrapada en la que los fonones no pueden escapar.También se define
el horizonte aparente acústico,el cual es una superficie en donde la componente normal
de la velocidad del fluido es supersónica [12].

2.8.5. Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Sección Trans-
versal de Captura

En esta parte estudiaremos el comportamiento de las geodésicas en un espacio-tiempo
estático, empleando como gúıa el equivalente al problema de potencial cuadrado [15].
Usando la métrica (2.61), se plantea una densidad Lagrangiana que representa el movi-
miento de la trayectoria y se define como,

2L = gαβdX
αdXβ (2.63)
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Se define un parámetro af́ın λ de geodésica, por lo que se reescribe la ecuación anterior,

2L = gαβ
dXα

dλ

dXβ

dλ
(2.64)

Reescribimos la anterior ecuación para la métrica (2.61),

ds2 = −c2
(
1− µ

r4

)( dt

dλ

)2

+
(
1− µ

r4

)−1
(
dr

dλ

)2

+ r2
(
dθ

dλ

)2

+ sin2θ

(
dϕ

dλ

)2

(2.65)

La ecuación de movimiento de las geodésicas se puede describir con la ecuación de
Euler-Lagrange siguiendo a [4],

d

dλ

(
dL
dPα

)
= 0 (2.66)

Donde Pα representa la coordenada generalizada y se define como,

Pα =
dXα

dλ
(2.67)

Por otra parte, el movimiento de las geodésicas para los fonones están condicionadas
para L (Xα, Pα) = 0; reescribimos la ecuación (2.65) y donde está τ → t,

−c2
(
1− µ

r4

)
ṫ2 +

ṙ2(
1− µ

r4

) + r2θ̇2 + r2sin2θϕ̇2 = 0 (2.68)

Sea A una coordenada y λ un parámetro af́ın de geodésica. Se utilizara la siguiente
notación:

dA

dλ
= Ȧ (2.69)

De la ecuación (2.65) se pueden definir las coordenadas ćıclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, son aquellas que representan las cantidades
conservadas y por ende se definen como (t, ϕ),

dL
dṫ

= E (2.70)

dL
dϕ̇

= L (2.71)

Solucionado las derivadas anteriores del lagrangiano obtenemos la enerǵıa y momento
angular, luego despejamos términos por conveniencia para definir;
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ṫ =
E

−2c2
(
1− µ

r4

) (2.72)

ϕ̇ =
L

2r2sin2θ
(2.73)

Ahora reemplazamos ṫ y ϕ̇ en la ecuación (2.68),

−c2
(
1− µ

r4

)( E

−2c2
(
1− µ

r4

))2

+
(
1− µ

r4

)−1

ṙ2+r2θ̇2+r2sin2

(
L

2r2sin2θ

)2

= 0 (2.74)

Operamos algunos términos,

− E2(
1− µ

r4

) + (1− µ

r4

)−1

ṙ2 + r2θ̇2 +
L2

4r2sin2θ
= 0 (2.75)

Analizamos el problema del plano ecuatorial debido a su simetŕıa esférica, descubrien-
do que este no pierde su formalidad en las trayectorias; por ende, se fija θ = π/2, lo que
implica que dθ/dτ = 0 y sin(π/2) = 1. La ecuación anterior queda de la siguiente forma,

− E2(
1− µ

r4

) + ṙ2(
1− µ

r4

) + L2

4r2
= 0 (2.76)

Dividimos la ecuación anterior por
(
1− µ

r4

)
y despejamos,

E2

4c2
=

(
dr

dλ

)2

+
(
1− µ

r4

) L2

4r2
(2.77)

Ahora podemos definir U2
eff , definido como potencial efectivo

U2
eff =

L2

4r2

(
1− µ

r4

)
(2.78)

Organizamos los términos de manera conveniente en la ecuación (2.78),

2U2
eff =

L2

2r2
− µL2

2r6
=

L2

2r6
(
r4 − µ

)
(2.79)

Computando el potencial efectivo, encontramos todas las trayectorias de los fonones,
para lo cual su curva tendrá mı́nimos y máximos. Esto último implica que en esta región

la pendiente equivale a cero
dU2

eff

dr
= 0. Además, para identificar de manera teórica si la

curva representa un mı́nimo o un máximo, se aplicará la segunda derivada al potencial
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efectivo, y según el signo de su resultado se definirá (+) para mı́nimo y (−) para un
máximo.

d2

dr2
(
2U2

eff

)
=

d

dr

[
d

dr

(
L2

2r2
− µL2

2r6

)]
=

3L2

r4
− 21L2µ

r6
(2.80)

De la figura 2.81 se puede observar un máximo para rph = 4
√
3r0, que evaluando en la

ecuación anterior nos da,

d2

dr2

[
2U2

eff

(
rph =

4
√
3r0

)]
= − 4L2(

4
√
3r0
)4 (2.81)

En la discusión sobre las curvas clásicas de enerǵıa potencial se establećıa una posición
de equilibrio para una trayectoria circular con radio fijo. Además, dado que el fonón se
encuentra en un máximo de enerǵıa potencial efectiva, su órbita será inestable. Si el fonón
experimenta un pequeño desplazamiento desde su posición de reposo, una fuerza actuará
sobre él, llevándolo aún más lejos de su posición inicial. La figura [2.8] es valida si µ > 0,
recordamos que r40 = µ [16].

Figura 2.8: Curva de enerǵıa potencial.

2.8.6. Esfera de Part́ıculas de Prueba

Analizamos que en el espacio-tiempo de geometŕıa (2.61) puede ser factible que algunos
fonones tomen orbitas circulares, según [17]; esto es, para r = 4

√
3r0, como se mostró en

la 2.8. La esfera de part́ıculas de prueba se define como la ultima región en donde los
part́ıculas pueden quedar orbitando; por otra parte, se define el parámetro de impacto
como sigue,
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b = L/
√

UMax
eff (2.82)

que aparece a partir de la discusión de dispersión de una part́ıcula bajo la acción de
una fuerza central siguiendo a [17] y [4]. Para hallar este parámetro, primero encontramos
el potencial máximo,

UMax
eff = 2U2

eff (2.83)

y organizamos la ecuación (2.79) de la siguiente forma para calcular (2.82),

2U2
eff =

2L2

4r6
(
r4 − µ

)
⇒ UMax

eff =
L2

r2

(
r4 − µ

r4

)
(2.84)

como r = 4
√
3µ

1
4 , reemplazamos en la ecuación anterior para encontrar el parámetro

de impacto,

b =
L√

L2√
3µ

(
2
3

) → b =
4
√
33µ√
2

(2.85)

De esta manera, b corresponde exactamente al radio de la sombra del análogo acústico
de agujero negro en el espacio-tiempo descrito por (2.61) para un observador situado en
el infinito como se ilustra en la figura [2.9]. Además, se observa que el radio de la esfera
de fonones es mayor que el radio de la sombra.

La sombra de un agujero negro corresponde a la región oscura que se observa en el
centro del disco de acreción. Esta es una caracteŕıstica clave, ya que es lo que puede verse
desde la Tierra, como se ha mostrado en las imágenes del agujero negro supermasivo
M87 [18]. El análisis de estas sombras proporcionan evidencia de la existencia de un
objeto compacto, que se logra analizar de manera teórica con este modelo acústico, y
que se podŕıa comprobar de manera experimental en el laboratorio, con condensados de
Einstein-Rosen [19].

Figura 2.9: Si se tiene una part́ıcula de prueba C que provenga del infinito puede ser
capturado por el radio máximo que corresponde a la región esférica de part́ıculas.
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2.9. Agujero Negro de Kerr-Newman

En la secciones 2.6 y 2.7 estudiamos las geometŕıas del espacio-tiempo estático para
el agujero negro Reissner-Nordström, y el análogo acústico de un agujero negro canónico,
donde se analizó en 2.7 la trayectoria de una part́ıcula de prueba en presencia de un
campo gravitacional análogo generado por un vórtice [2], simulando la trayectoria de un
fotón en presencia de un campo gravitacional en un agujero negro astrof́ısico.

Los agujeros negros rotantes se forman por el colapso gravitacional de una estrella
masiva con rotación, o por el colapso de una colección de estrellas o gas con un momento
angular total distinto de cero. Como la mayoŕıa de las estrellas giran, se espera que la
mayor parte de los agujeros en la naturaleza sean agujeros negros en rotación por la
conservación del momento angular [20].

2.9.1. Métrica

La métrica de Kerr-Newman es una solución a las ecuaciones de campo en relatividad
general que describe la geometŕıa del espacio-tiempo en la región exterior de un agujero
negro cargado, rotante, y con masa.

La solución obtenida por Newman y colaboradores en el 1965 [21] representa una
solución estacionaria, axialmente simétrica, asintóticamente plana y generalizada de las
ecuaciones de campo en presencia de un campo electromagnético en cuatro dimensiones.
A continuación, se presenta la métrica en coordenadas generalizadas de Boyer-Lindquist:

ds2 =
∆2

ρ

(
dt− a sin2 θdϕ

)2
+

sin2 θ

ρ

[(
r2 + a2

)
dϕ− adt

]2
+

ρ

∆2

dr2 + ρdθ2 (2.86)

Donde,
ρ =

√
r2 + a2 cos2 θ ; ∆2 = r2 − 2Mr + a2 +Q2 (2.87)

La ecuación 2.47 va a depender de los parámetros como la rotación a, la masa M ,
el radio r, y la carga Q2; con las unidades geométricas C = G = 1. Realizando algunos
cálculos, encontramos los siguientes coeficientes,

gtt = −
(

∆2+a2

ρ2

)
gtϕ =

(
2a[∆2−(r2+a2)]

ρ2

)
gϕϕ =

(
(r2+a2)2−a2∆2

ρ2

)
grr =

ρ2

∆2

(2.88)
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2.9.2. Horizonte de Eventos

Una caracteŕıstica intŕınseca de un agujero negro rotante representado por esta métri-
ca 2.47, es el horizonte de eventos. Cuando ∆2 = 0, el coeficiente es grr → ∞. Se evalúa
la condición anterior de ∆2 = 0, y se define un r asociado a la región de no retorno para
los fotones [4],

r± = M ±
√

M2 − a2 −Q2 (2.89)

Donde r± es la distancia de cada horizonte de eventos, siendo el valor r+ la región
para el horizonte de eventos externo, y el valor de r− para el horizonte de eventos interno.

2.9.3. Ergosfera

Esta región es de gran importancia para el agujero negro de Kerr-Newman, ya que
su rotación no coincide con región de eventos del agujero negro de Reissner-Nordström,
por lo tanto, esta zona se extiende desde el horizonte de eventos hasta el limite estático,
según [21]. En esta zona las part́ıculas de prueba no pueden permanecer estáticas, por lo
que son capturadas por la rotación del espacio-tiempo, y además, dentro de esta esfera
existen estados de enerǵıa negativa que permiten que una part́ıcula extraiga enerǵıa y
escape hacia un observador en el infinito [22].

2.9.4. Ĺımite Estacionario

Se define como aquella zona en la que un observador ubicado en el exterior del horizon-
te de eventos logra permanecer estático en referencia a un marco inercial. Esta condición
esta descrita en,

gtt = −
(
∆2 + a2

ρ2

)
= 0 (2.90)

En esta región la componente métrica temporal se anula. A continuación, veremos la
estructura en la figura [2.10] según [23], que se genera a partir de lo dicho anteriormente,
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Figura 2.10: Estructura de Agujero Negro Rotante con dos horizontes de eventos debido
a la curvatura (2.87)

.

2.10. Analoǵıa Acústica de Agujero Negro Rotante

En esta sección se obtuvo la métrica rotante de agujero negro acústico aplicando el
algoritmo de Newman-Janis a la ecuación (2.61) para introducir el parámetro de rotación
a. Este nuevo parámetro a representa el momento angular de la fuente, lo cual nos genera
efectos análogos al espacio-tiempo de Kerr [2].

2.10.1. Métrica

A continuación, se presenta la métrica en coordenadas generalizadas de Boyer-Lindquist

ds2 =
∆1

ρ

(
dt− a sin2 θdϕ

)2
+

sin2 θ

ρ

[(
r2 + a2

)
dϕ− adt

]2
+

ρ

∆1

dr2 + ρdθ2 (2.91)

Donde,

ρ =
√
r2 + a2 cos2 θ ; ∆1 = r2 + a2 − µ

r2
(2.92)

La ecuación (2.91) va a depender de la rotación a, el radio r, y la velocidad de flujo
en el vórtice µ; con las unidades geométricas C = 1 (velocidad del sonido en el fluido).
Realizando algunos cálculos encontramos los siguientes coeficientes,
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gtt = −
(

∆1+a2

ρ2

)
gtϕ =

(
2a[∆1−(r2+a2)]

ρ2

)
gϕϕ =

(
(r2+a2)2−a2∆1

ρ2

)
grr =

ρ2

∆1

(2.93)

2.10.2. Horizonte de Eventos

Una caracteŕıstica intŕınseca de un agujero negro rotante representado por la métrica
(2.91), es el horizonte de eventos. Cuando ∆1 = 0 el coeficiente grr → ∞. Se evalúa la
condición anterior de ∆1 = 0, y se define un r asociado a la región de no retorno para las
part́ıculas de prueba [12],

r± =

√
−a2

2
±
√

a4 + 4µ

2
(2.94)

Donde r± es la distancia de cada horizonte de eventos generado por la velocidad de
flujo del vórtice.

2.10.3. Ergosfera

Esta región es de gran importancia para el agujero negro acústico rotante, ya que su
rotación no coincide con la región de eventos del agujero negro acustico canónico, por lo
tanto, esta zona se extiende desde el horizonte de eventos hasta el limite estático según
[12]. En esta zona los part́ıculas de prueba no pueden permanecer estáticas, por lo que
son capturadas por la rotación del espacio-tiempo, y además, dentro de la esfera existen
estados de enerǵıa negativa que permiten que los part́ıculas extraigan enerǵıa y escapen
hacia un observador en el infinito [11].

2.10.4. Ĺımite Estacionario

Se define como aquella zona en la que un observador ubicado en el exterior del ho-
rizonte de eventos logra permanecer estático con referencia a un marco inercial. Esta
condición esta descrita en,

gtt = −
(
∆1 + a2

ρ2

)
= 0 (2.95)

En esta región la componente métrica temporal se anula.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Algoritmo de Newman-Janis empleado a las Métri-

cas de Reissner-Nordström y Analoǵıa Acústica

Canónica para encontrar Soluciones Rotantes

El Algoritmo Newman-Janis se desarrolla en 1965 al poco tiempo de presentarse la
solución de agujero negro tipo Kerr-Newman [24].

3.1.1. Caso 1: Agujero Negro Acústico Canónico

Se utilizó esta técnica para obtener la solución análoga acústica de agujero negro
rotante a partir de la métrica asociada al análogo acustico canónico que se definió en
la ecuación (2.61) siguiendo a [24]. A continuación, se presenta la métrica (2.62) para
aplicarle el algoritmo de Newman-Janis

ds2 = −f ′(r)dt2 +
dr2

g′(r)
+ h′(r)

(
dθ2 + sin2θdϕ

)
(3.1)

El primer paso del algoritmo consiste en escribir la métrica anterior en las coordenadas
nulas avanzadas (Eddington-Finkelstein) (u, r, θ, ϕ) mediante la siguiente transformación,

du = dt− dr√
f ′g′

(3.2)

La métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds2 = −f ′(r)du2 − 2

√
f ′

g′
dudr + h′(r)

(
dθ2 + sin2θdϕ

)
(3.3)
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El segundo paso consiste en expresar la métrica inversa guν , utilizando una tétrada
nula Zµ

α = (lµ, nµ,mµ, m̄µ) en la forma,

guν = −lµnν − lνnµ +mµm̄ν +mνm̄µ (3.4)

donde m̄µ es el conjugado complejo de mµ, y los vectores de la tétrada satisfacen las
siguientes relaciones,

lµl
µ = nµn

µ = mµm
µ = lµm

µ = nµm
µ = 0 (3.5)

lµn
µ = −mµm̄

µ = −1 (3.6)

Los vectores de la tétrada que satisfacen las relaciones anteriores son los siguientes,

lµ = δµr ; nµ =

√
g′

f ′ δ
µ
u − g′

2
δµr ; mµ =

1√
2h′

(
δµθ +

i

sinθ
δµϕ

)
(3.7)

El tercer paso es una transformación compleja en el plano r − u dada por,

r → r′ = r + aicosθ ; u → u′ = u− iacosθ (3.8)

junto con la complejización de las funciones métricas f ′(r), g′(r) y h′(r). Tras la
transformación, los nuevos vectores de la tétrada pasan a ser,

l′µ = δµr ; n′µ =

√
G′(r, θ)

F ′(r, θ)
δµu − G′(r, θ)

2
δµr (3.9)

m′µ =
1√

2H ′(r, θ)

(
ia sinθ (δµu − δµr ) + δµθ +

i

sinθ
δµϕ

)
(3.10)

donde F ′(r, θ), G′(r, θ) y H ′(r, θ) son, respectivamente, la forma acomplejada de f ′(r),
g′(r) y h′(r). Utilizando la nueva tétrada, encontramos la nueva métrica inversa utilizando,

guν = −l′µn′ν − l′νn′µ +m′µm̄′ν +m′νm̄′µ (3.11)

La nueva métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds2 = −F ′du2 − 2
√

F ′

G′dudr + 2a sin2 θ
(
F ′ −

√
F ′

G′

)
dudϕ+ 2a

√
F ′

G′ sin
2 θdrdϕ

+H ′dθ2 + sin2 θ
[
H ′ + a2 sin2 θ

(
2
√

F ′

G′ − F ′
)]

dϕ2
(3.12)
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El último paso del algoritmo consiste en escribir la métrica en forma Boyer-Lindquist
(donde el único término no nulo es gtϕ) utilizando las transformaciones de coordenadas,

du = dt′ + χ1(r)dr, dϕ = dϕ′ + χ2(r)dr. (3.13)

Insertando las transformaciones de coordenadas anteriores en la métrica (3.12), y
fijando gt′r y grϕ′ a cero, obtenemos,

χ1(r) = −

√
G′(r,θ)
F ′(r,θ)

H ′(r, θ) + a2 sin2 θ

G′(r, θ)H ′(r, θ) + a2 sin2 θ
(3.14)

χ2(r) = − a

G′(r, θ)H ′(r, θ) + a2 sin2 θ
(3.15)

Nótese que la transformación en (3.13) sólo es posible cuando χ1 y χ2 dependen
sólo de r. Si los lados derechos de las ecuaciones (3.14) y (3.15) dependen también de
θ, entonces no podemos realizar una transformación global de coordenadas de la forma
(3.13) según [25]. Aunque no siempre es posible encontrar una complejización adecuada
de las funciones de forma que χ1 y χ2 sean independientes de θ, en muchos casos śı lo es.
Sin embargo, esto implica una cierta arbitrariedad y un elemento de conjetura. Existen
muchas formas de complejizar, algunas son:

1

r
→ 1

2

(
1

r

′
+

1

r̄′

)
=

r

ρ2
, r2 → r′r̄′ = ρ2 (3.16)

Donde ρ2 = r2 + a2cos2θ. Finalmente, una vez permitida la transformación global de
coordenadas (3.13), la métrica en la coordenada Boyer-Lindquist se convierte en,

ds2 = −F ′dt2 − 2a sin2 θ
(√

F ′

G′ − F ′
)
dtdϕ+ H′

G′H′+a2 sin2 θ
dr2 +H ′dθ2

+sin2 θ
[
H ′ + a2 sin2 θ

(
2
√

F ′

G′ − F ′
)]

dϕ2

(3.17)

Organizando los términos de la ecuación anterior, se obtiene la transformación de la
métrica (2.62), encontrando la métrica análoga acústica rotante en cordenadas Boyer-
Lindquist descrita en (2.91):

ds2 =
∆1

ρ

(
dt− a sin2 θdϕ

)2
+

sin2 θ

ρ

[(
r2 + a2

)
dϕ− adt

]2
+

ρ

∆1

dr2 + ρdθ2 (3.18)

Donde
∆1 = r2 + a2 − µ

r2
(3.19)
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3.1.2. Caso 2: Agujero Negro de Reissner-Nordström

Aqúı se utilizará nuevamente el algoritmo de Newman-Janis para obtener la métrica de
Kerr-Newman (2.86) a partir de la métrica de Reissner-Nordström definida en la ecuación
(2.39). Se presenta la métrica (2.39) de forma general siguiendo a [24],

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

g(r)
+ h(r)

(
dθ2 + sin2θdϕ

)
(3.20)

El primer paso del algoritmo consiste en escribir la métrica anterior en las coordenadas
nulas avanzadas (Eddington-Finkelstein) (u, r, θ, ϕ) mediante la siguiente transformación,

du = dt− dr√
fg

(3.21)

La métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds2 = −f(r)du2 − 2

√
f

g
dudr + h(r)

(
dθ2 + sin2θdϕ

)
(3.22)

El segundo paso consiste en expresar la métrica inversa guν utilizando una tétrada
nula Zµ

α = (lµ, nµ,mµ, m̄µ) en la forma,

guν = −lµnν − lνnµ +mµm̄ν +mνm̄µ (3.23)

donde m̄µ es el conjugado complejo de mµ, y los vectores de la tétrada satisfacen las
siguientes relaciones,

lµl
µ = nµn

µ = mµm
µ = lµm

µ = nµm
µ = 0 (3.24)

lµn
µ = −mµm̄

µ = −1 (3.25)

Los vectores de la tétrada que satisfacen las relaciones anteriores son los siguientes,

lµ = δµr ; nµ =

√
g

f
δµu − g

2
δµr ; mµ =

1√
2h

(
δµθ +

i

sinθ
δµϕ

)
(3.26)

El tercer paso es una transformación compleja en el plano r − u dada por,

r → r′ = r + aicosθ ; u → u′ = u− iacosθ (3.27)
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junto con la complejización de las funciones métricas f(r), g(r) y h(r). Tras la trans-
formación, los nuevos vectores de la tétrada pasan a ser,

l′µ = δµr ; n′µ =

√
G(r, θ)

F (r, θ)
δµu − G(r, θ)

2
δµr (3.28)

m′µ =
1√

2H(r, θ)

(
ia sinθ (δµu − δµr ) + δµθ +

i

sinθ
δµϕ

)
(3.29)

donde F (r, θ), G(r, θ) y H(r, θ) son, respectivamente, la forma acomplejada de f(r),
g(r) y h(r). Utilizando la nueva tétrada, encontramos la nueva métrica inversa utilizando,

guν = −l′µn′ν − l′νn′µ +m′µm̄′ν +m′νm̄′µ (3.30)

La nueva métrica en las coordenadas nulas de avance pasa a ser,

ds2 = −Fdu2 − 2
√

F
G
dudr + 2a sin2 θ

(
F −

√
F
G

)
dudϕ+ 2a

√
F
G
sin2 θdrdϕ

+Hdθ2 + sin2 θ
[
H + a2 sin2 θ

(
2
√

F
G
− F

)]
dϕ2

(3.31)

El último paso del algoritmo consiste en escribir la métrica en forma Boyer-Lindquist
(donde el único término no nulo es gtϕ) utilizando las transformaciones de coordenadas,

du = dt′ + χ1(r)dr, dϕ = dϕ′ + χ2(r)dr. (3.32)

Insertando las transformaciones de coordenadas anteriores en la métrica (3.31) y fi-
jando gt′r y grϕ′ a cero, obtenemos,

χ1(r) = −

√
G(r,θ)
F (r,θ)

H(r, θ) + a2 sin2 θ

G(r, θ)H(r, θ) + a2 sin2 θ
(3.33)

χ2(r) = − a

G(r, θ)H(r, θ) + a2 sin2 θ
(3.34)

Nótese que la transformación en (3.32) sólo es posible cuando χ1 y χ2 dependen
sólo de r. Si los lados derechos de las ecuaciones (3.33) y (3.34) dependen también de
θ, entonces no podemos realizar una transformación global de coordenadas de la forma
(3.32) según [25]. Aunque no siempre es posible encontrar una complejización adecuada
de las funciones de forma que χ1 y χ2 sean independientes de θ, en muchos casos śı lo
es. Sin embargo, esto implica una cierta arbitrariedad y un elemento de conjetura. Hay
muchas formas de complejizar. Algunas son,
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1

r
→ 1

2

(
1

r

′
+

1

r̄′

)
=

r

ρ2
, r2 → r′r̄′ = ρ2 (3.35)

donde ρ2 = r2 + a2cos2θ. Finalmente, una vez permitida la transformación global de
coordenadas (3.32), la métrica en la coordenada Boyer-Lindquist se convierte en,

ds2 = −Fdt2 − 2a sin2 θ
(√

F
G
− F

)
dtdϕ+ H

GH+a2 sin2 θ
dr2 +Hdθ2

+sin2 θ
[
H + a2 sin2 θ

(
2
√

F
G
− F

)]
dϕ2

(3.36)

Organizando la expresión anterior queda hecha la transformación a la métrica (2.39),
obteniendo como resultado la métrica descrita en (2.86):

ds2 =
∆2

ρ

(
dt− a sin2 θdϕ

)2
+

sin2 θ

ρ

[(
r2 + a2

)
dϕ− adt

]2
+

ρ

∆2

dr2 + ρdθ2 (3.37)

Donde

∆2 = r2 − 2Mr + a2 +Q2 (3.38)

3.2. Comportamiento de las Geodésicas Nulas y Sec-

ción Transversal de Captura para Part́ıculas de

Prueba en Geometŕıas de Agujeros Negros Ro-

tantes

Para esta sección estudiamos el comportamiento de las geodésicas nulas en el espacio-
tiempo de geometŕıa rotante. Sin perder originalidad debido a la simetŕıa esférica, se
analizan las trayectorias en el plano ecuatorial, es decir, cuando θ = 1/2. A partir de las
métricas obtenidas en (3.18) y (3.37), se define una ecuación general de métrica rotante:

ds2 = −
(
∆+ a2

r2

)
dt2 +

2a [∆− (r2 + a2)]

r2
dtdϕ+

r2

∆
dr2 +

(r2 + a2)
2 − a2∆

r2
dϕ2 (3.39)
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La métrica anterior dependera de la curvatura que se este trabajando:

Si usamos ∆1 = r2 + a2 − µ
r2

sera para el agujero negro acústico.

Si usamos ∆2 = r2 − 2Mr + a2 +Q2 sera para el agujero negro de Kerr-Newman.

Usamos como gúıa la similitud al problema del potencial cuadrado, por lo tanto, se
plantea una densidad lagrangiana que representa el movimiento de la trayectoria y se
define como,

2L = gαβdX
αdXβ (3.40)

Se define un parámetro af́ın λ de geodésica, por lo que se reescribe la ecuación anterior,

2L = gαβ
dXα

dλ

dXβ

dλ
(3.41)

Se Reescribe la ecuación anterior para la métrica (3.39)

2L = −
(

∆+a2

r2

) (
dt
dλ

)2
+

2a[∆−(r2+a2)]
r2

(
dt
dλ

) (
dϕ
dλ

)
+ r2

∆

(
dr
dλ

)2
+

(r2+a2)
2
−a2∆

r2

(
dϕ
dλ

)2 (3.42)

La ecuación de movimiento de las geodésicas se puede describir con la ecuación de
Euler-Lagrange siguiendo a [4],

d

dλ

(
dL
dPα

)
= 0 (3.43)

Donde Pα representa la coordenada generalizada y se define como,

Pα =
dXα

dλ
(3.44)

Por otra parte el movimiento de las geodésicas para las part́ıculas de prueba están
condicionadas para L (Xα, Pα) = 0. Se reescribe la ecuación (3.42) como,

2L = −gttṫ
2 + gtϕṫϕ̇+ grrṙ

2 + gϕϕϕ̇
2 = 0 (3.45)

Sea B una coordenada y λ un parámetro af́ın de geodésica. Se utilizara la siguiente
notación:

dB

dλ
= Ḃ (3.46)
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3.2.1. Caso 1: Agujero Negro Acústico

Recordamos que para este caso la curvatura es ∆1 = r2 + a2 − µ
r2
. Se definen las

componentes métricas de la ecuación (3.45),

gtt = −
(
1− (µ/r2)

r2

)
gtϕ = −2(µ/r2)a

r2

grr = r2

r2+a2−(µ/r2)

gϕϕ = r4+r2a2+a2(µ/r2)
r2

(3.47)

De la ecuación (3.45) se pueden definir las coordenadas ćıclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, que no representan las cantidades conserva-
das y por ende se definen como (t, ϕ),

dL
dṫ

= E (3.48)

dL
dϕ̇

= L (3.49)

Se desarrollan las respectivas derivadas de las ecuaciones (3.48) y (3.49) se despeja la
enerǵıa y momento angular,

E = −2
(
1− (µ/r2)

r2

)
ṫ− 2a(µ/r2)

r2
ϕ̇

L = −2a(µ/r2)
r2

ṫ+
2(r4+r2a2+a2(µ/r2))

r2
ϕ̇

(3.50)

Escribimos el sistema de ecuaciones (3.50) como uno matricial,

−2
(
1− (µ/r2)

r2

)
−2a(µ/r2)

r2

−2a(µ/r2)
r2

2(r4+r2a2+a2(µ/r2))
r2

 .

 ṫ
ϕ̇

 =

E
L

 (3.51)

Se emplea la regla de Cramer para encontrar las variables ṫ y ϕ̇ con las siguientes
expresiones,

ṫ =
detAṫ

detA
(3.52)
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ϕ̇ =
detAϕ̇

detA
(3.53)

Sea A una matriz, y su determinante,

A =

−2
(
−1− (µ/r2)

r2

)
−2a(µ/r2)

r2

−2a(µ/r2)
r2

2(r4+r2a2+a2(µ/r2))
r2

 ; detA =

∣∣∣∣∣∣−2
(
1− (µ/r2)

r2

)
−2a(µ/r2)

r2

−2a(µ/r2)
r2

2(r4+r2a2+a2(µ/r2))
r2

∣∣∣∣∣∣
(3.54)

Solucionamos el determinante de A de la siguiente manera,

detA =

[
−2

(
1− (µ/r2)

r2

)(
2 (r4 + r2a2 + a2(µ/r2))

r2

)]
−
[(

−2a(µ/r2)

r2

)(
−2a(µ/r2)

r2

)]
(3.55)

detA = −4

[
(r2 − (µ/r2)) (r4 + r2a2 + a2(µ/r2)) + (µ/r2)2a2

r4

]
(3.56)

detA = −4

[
r6 + r4a2 + a2(µ/r2)r2 − r4(µ/r2)− a2(µ/r2)r2 − a2(µ/r2)2 + a2(µ/r2)2

r4

]
(3.57)

detA = −4

[
r4 (r2 + a2 − (µ/r2))

r4

]
= −4

(
r2 + a2 − (µ/r2)

)
(3.58)

Ahora se definen las matrices modificadas Aṫ y Aϕ̇ para desarrollar sus determinantes,

Aṫ =

[
E −2a(µ/r2)

r2

L
2(r4+r2a2+a2(µ/r2))

r2

]
(3.59)

Aϕ̇ =

[
−2
(
1− (µ/r2)

r2

)
E

−2a(µ/r2)
r2

L

]
(3.60)

detAṫ =

[
E −2a(µ/r2)

r2

L
2(r4+r2a2+a2(µ/r2))

r2

]
= 2

[
Er4 + Er2a2 + Ea2(µ/r2) + aL(µ/r2)

r2

]
(3.61)

detAϕ̇ =

[
−2
(
1− (µ/r2)

r2

)
E

−2a(µ/r2)
r2

L

]
= −2

[
Lr2 − L(µ/r2)− Ea(µ/r2)

r2

]
(3.62)
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Sustituimos los determinantes de las matrices A, Aṫ y Aϕ̇ en las ecuaciones (3.52) y
(3.53),

ṫ = − [Er4+Er2a2+Ea2(µ/r2)+aL(µ/r2)]
2r2(r2+a2−(µ/r2))

(3.63)

ϕ̇ = Lr2−L(µ/r2)−Ea(µ/r2)
2r2(r2+a2−(µ/r2))

(3.64)

Ahora sustituimos las ecuaciones (3.63) y (3.64) en la ecuación (3.45),

−
(
1− (µ/r2)

r2

)[
− [Er4+Er2a2+E(µ/r2)a2+(µ/r2)aL]

2r2(r2+a2−(µ/r2))

]2
+ r2

r2+a2−(µ/r2)
ṙ2

−2a(µ/r2)
r2

[
− [Er4+Er2a2+E(µ/r2)a2+(µ/r2)aL]

2r2(r2+a2−(µ/r2))

] [
Lr2−L(µ/r2)−Ea(µ/r2)

2r2(r2+a2−(µ/r2))

]
+ r4+r2a2+a2(µ/r2)

r2

[
Lr2−L(µ/r2)−Ea(µ/r2)

2r2(r2+a2−(µ/r2))

]2
= 0

(3.65)

Se operan algunos términos y reescribimos la ecuación como,

−(r2−(µ/r2))[Er4+Er2a2+E(µ/r2)a2+(µ/r2)aL]
2

4r6(r2+a2−(µ/r2))2
+ grr ṙ2

4

+
2a(µ/r2)[Er4+Er2a2+E(µ/r2)a2+(µ/r2)aL][Lr2−L(µ/r2)−E(µ/r2)a]

4r6(r2+a2−(µ/r2))2

+
[r4+r2a2+a2(µ/r2)][Lr2−L(µ/r2)−Ea(µ/r2)]

2

4r6(r2+a2−(µ/r2))2
= 0

(3.66)

Dividimos por grr, acomodamos términos de manera conveniente y reescribimos la
ecuación anterior como,

1

4
grrṙ

2+
1

4

[
−E2(µ/r2)a2r2 + E2r2a2 + E2r6 − 2E(µ/r2)r2aL+ L2(µ/r2)r2 − L2r2

r6

]
= 0

(3.67)
1

4
grrṙ

2 − E2(µ/r2)a2

4r4
− E2a2

4r4
− E2

4
+

E(µ/r2)aL

2r4
− L2(µ/r2)

4r4
+

L2

4r2
= 0 (3.68)

1

4
grrṙ

2 − (µ/r2)

4r4
[
E2a2 + L2 − 2EaL

]
+

L2

4r2
− E2a2

4r4
=

E2

4
(3.69)

1

4
grrṙ

2 − (µ/r2)

4r4
(L− aE)2 − E2a2

4r4
+

L2

4r2
=

E2

4
(3.70)

Ahora se define el potencial efectivo como,

42



Estudio Comparativo de las Sombras en Agujeros Negros Acústico y Fantasma

U2
eff =

L2

4r2
− µ

4r6
(L− aE)2 − E2a2

4r4
(3.71)

Se puede verificar el anterior potencial efectivo haciendo que la rotación sea a = 0, por
lo tanto se recupera el potencial para el espacio-tiempo estático descrito en la ecuación
(2.78),

U2
eff =

L2

4r2

(
1− µ

r4

)
(3.72)

A continuación, computamos el potencial obtenido en la ecuación (3.71),

Figura 3.1: Curvas de enerǵıa potencial efectiva.

3.2.2. Caso 2: Agujero Negro Fantasma

En esta sección recordamos que la curvatura para este caso es ∆2 = r2−2Mr+a2+Q2

el cual representa la solución de Kerr-Newman en la métrica general obtenida en (3.45).

En el contexto de la teoŕıa Einstein-Maxwell, recordamos que la densidad lagrangiana
L, que unifica la gravitación con el electromagnetismo, se definió en la ecuación (2.8)
como:

L = R + ηFαβF
αβ (3.73)

Donde:
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R es la curvatura escalar de Einstein, que describe la geometŕıa del espacio-tiempo
y los efectos de la gravedad.

Fαβ es el tensor de Faraday, que describe el campo electromagnético.

η = −1 representa la contribución negativa de la enerǵıa electromagnética a la
acción total, lo cual introduce un campo electromagnético fantasma o exótico .

A partir de ahora se considera el término exótico η = −1, es decir; que corresponderá
a una enerǵıa electromagnética con una contribución negativa a la métrica (2.86) con
curvatura ∆2, desafiando las caracteŕısticas estándar de la enerǵıa electromagnética con-
vencional [10]. Además la curvatura ∆2 del espacio (2.86) es tal que no habrá presencia
de masa por lo tanto M = 0. A continuación se presenta la nueva curvatura denota ∆3,

∆3 = r2 + a2 −Q2 (3.74)

Este caso astrof́ısico hipotético se define como Agujero Negro Fantasma con densidad
de carga negativa, asociado a una fuente exótica. Se definen las componentes métricas de
la solución (3.45),

gtt = −
(
−1− Q2

r2

)
gtϕ = −2Q2a

r2

grr = r2

r2+a2−Q2

gϕϕ = r4+r2a2+a2Q2

r2

(3.75)

De la ecuación (3.45) se pueden definir las coordenadas ćıclicas como aquellas que no
tienen dependencia del lagrangiano, es decir, que no representan las cantidades conserva-
das, y por ende se definen como (t, ϕ),

dL
dṫ

= E (3.76)

dL
dϕ̇

= L (3.77)

Se desarrollan las respectivas derivadas de las ecuaciones (3.76) y (3.77) se despeja la
enerǵıa y momento angular,

E = −2
(
1− Q2

r2

)
ṫ− 2Q2a

r2
ϕ̇

L = −2Q2a
r2

ṫ+
2(r4+r2a2+a2Q2)

r2
ϕ̇

(3.78)
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Escribimos el sistema de ecuaciones (3.78) como uno matricial,

−2
(
1− Q2

r2

)
−2Q2a

r2

−2Q2a
r2

2(r4+r2a2+a2Q2)
r2

 .

 ṫ
ϕ̇

 =

E
L

 (3.79)

Se emplea la regla de Cramer para encontrar las variables ṫ y ϕ̇ con las siguientes
expresiones,

ṫ =
detAṫ

detA
(3.80)

ϕ̇ =
detAϕ̇

detA
(3.81)

Sea A una matriz, y su determinante,

A =

−2
(
−1− Q2

r2

)
−2Q2a

r2

−2Q2a
r2

2(r4+r2a2+a2Q2)
r2

 ; detA =

∣∣∣∣∣∣−2
(
1− Q2

r2

)
−2Q2a

r2

−2Q2a
r2

2(r4+r2a2+a2Q2)
r2

∣∣∣∣∣∣ (3.82)

Solucionamos el determinante de A de la siguiente manera,

detA =

[
−2

(
1− Q2

r2

)(
2 (r4 + r2a2 + a2Q2)

r2

)]
−
[(

−2Q2a

r2

)(
−2Q2a

r2

)]
(3.83)

detA = −4

[
(r2 −Q2) (r4 + r2a2 + a2Q2) +Q4a2

r4

]
(3.84)

detA = −4

[
r6 + r4a2 + a2Q2r2 − r4Q2 − a2Q2r2 − a2Q4 + a2Q4

r4

]
(3.85)

detA = −4

[
r4 (r2 + a2 −Q2)

r4

]
= −4

(
r2 + a2 −Q2

)
(3.86)

Ahora se definen las matrices modificadas Aṫ y Aϕ̇ para desarrollar sus determinantes,

Aṫ =

[
E −2aQ2

r2

L
2(r4+r2a2+a2Q2)

r2

]
(3.87)
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Aϕ̇ =

[
−2
(
1− Q2

r2

)
E

−2aQ2

r2
L

]
(3.88)

detAṫ =

[
E −2Q2a

r2

L
2(r4+r2a2+a2Q2)

r2

]
= 2

[
Er4 + Er2a2 + EQ2a2 +Q2aL

r2

]
(3.89)

detAϕ̇ =

[
−2
(
1− Q2

r2

)
E

−2Q2a
r2

L

]
= −2

[
Lr2 − LQ2 − EQ2a

r2

]
(3.90)

Sustituimos los determinantes de las matrices A, Aṫ y Aϕ̇ en las ecuaciones (3.80) y
(3.81),

ṫ = − [Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL]
2r2(r2+a2−Q2)

(3.91)

ϕ̇ = Lr2−LQ2−EQ2a
2r2(r2+a2−Q2)

(3.92)

Ahora sustituimos las ecuaciones (3.91) y (3.92) en la ecuación (3.45),

−
(
1− Q2

r2

)[
− [Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL]

2r2(r2+a2−Q2)

]2
+ r2

r2+a2−Q2 ṙ
2

−2Q2a
r2

[
− [Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL]

2r2(r2+a2−Q2)

] [
Lr2−LQ2−EQ2a
2r2(r2+a2−Q2)

]
+ r4+r2a2+a2Q2

r2

[
Lr2−LQ2−EQ2a
2r2(r2+a2−Q2)

]2
= 0

(3.93)

Se operan algunos términos y reescribimos la ecuación como,

−(r2−Q2)[Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL]
2

4r6(r2+a2−Q2)2
+ grr ṙ2

4

+
2Q2a[Er4+Er2a2+EQ2a2+Q2aL][Lr2−LQ2−EQ2a]

4r6(r2+a2−Q2)2

+
[r4+r2a2+a2Q2][Lr2−LQ2−EQ2a]

2

4r6(r2+a2−Q2)2
= 0

(3.94)

Dividimos por grr, acomodamos términos de manera conveniente y reescribimos la
ecuación anterior como,
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1

4
grrṙ

2 +
1

4

[
−E2Q2a2r2 + E2r2a2 + E2r6 − 2EQ2r2aL+ L2Q2r2 − L2r2

r6

]
= 0 (3.95)

1

4
grrṙ

2 − E2Q2a2

4r4
− E2a2

4r4
− E2

4
+

EQ2aL

2r4
− L2Q2

4r4
+

L2

4r2
= 0 (3.96)

1

4
grrṙ

2 − Q2

4r4
[
E2a2 + L2 − 2EaL

]
+

L2

4r2
− E2a2

4r4
=

E2

4
(3.97)

1

4
grrṙ

2 − Q2

4r4
(L− aE)2 − E2a2

4r4
+

L2

4r2
=

E2

4
(3.98)

Ahora se define el potencial efectivo como,

U2
eff =

L2

4r2
− Q2

4r4
(L− aE)2 − E2a2

4r4
(3.99)

A continuación computamos el potencial obtenido en la ecuación anterior,

Figura 3.2: Curvas de enerǵıa potencial efectiva.

3.3. Ecuaciones de Movimiento Geodésico

Vemos que en el espacio-tiempo de geometŕıa (3.39) es posible que algunas part́ıculas
de prueba sigan orbitas circulares, además se ilustra en la figura 2.10 que debido a la
rotación del agujero negro se pierde la simetŕıa esférica en sus regiones externas. A partir
de lo anterior, se estudiará el movimiento geodésico mediante la teoŕıa de Hamilton-
Jacobi, siendo aśı que se puede describir la evolución dinámica de una part́ıcula de prueba
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interactuando con el campo gravitacional en el exterior del agujero negro. Dada la métrica
general (3.39), el movimiento geodésico en un espacio-tiempo con métrica gµν en su forma
contravariante es,

∂S

∂λ
=

1

2
gµν

∂S

∂xµ

∂S

∂xν
(3.100)

Conociendo la métrica, se propone que la función principal de Hamilton S sea de la
siguiente forma,

S =
1

2
m2λ− Et+ Lϕ+ Sr(r) + Sθ(θ) (3.101)

Esta forma de escribir S incluye la información de que las coordenadas t y ϕ son
ćıclicas, es decir, hay una constante de movimiento asociada a cada una.

Considerando el ansatz de S se obtiene,

2
∂S

∂λ
= g00E2 − 2g0ϕEL+ gϕϕL2 + grr

(
dSr

dr

)2

+ gθθ
(
dSθ

dθ

)2

(3.102)

Sustituyendo los componentes de la métrica,

g00, grr, gθθ, gϕϕ, gtϕ (3.103)

con lo valores,

gtt = − 1
ρ2∆

[
(r2 + a2)

2 − a2∆sin2 θ
]

grr = ∆
ρ2

gθθ = 1
ρ2

gtϕ = a
ρ2∆

(∆− r2 − a2)

gϕϕ = ∆−a2 sin2 θ
ρ2∆sin2 θ

(3.104)

y se obtiene,

m2ρ2 =
1

∆

((
r2 + a2

)
E − aL

)2− 1

sin2 θ

(
a sin2 θE − L

)2−∆

(
∂Sr

∂r

)2

−
(
∂Sθ

∂θ

)2

(3.105)

La ecuación es separable, pero antes de obtener las dos ecuaciones, usamos la siguiente
identidad,

1

sin2 θ

(
a sin2 θE − L

)2
=

(
L2

sin2 θ
− a2E2

)
cos2 θ + (L− aE)2 (3.106)
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Tras separar la ecuación (3.105), obtenemos las siguientes dos ecuaciones;

∆

(
dSr

dr

)2

=
1

∆
[(r2 + a2)E − aL]2 −m2r2 − [K + (L− aE)2] (3.107)

(
dSθ

dθ

)2

= K − (L2csc2θ − a2E2)cos2θ −m2a2cos2θ (3.108)

Donde la constante de separación K es la constante de Cárter,

K = ∆− (L− aE)2 (3.109)

Ahora se definen las siguientes funciones,

R =
[
(r2 + a2)E − aL

]2 −∆
[
m2r2 +K + (L− aE)2

]
(3.110)

Θ = K + cos2 θ
[
a2(E2 −m2)− L2 csc2 θ

]
(3.111)

La solución de la función principal de Hamilton (3.102) es,

S = −1

2
m2λ− Et+ Lϕ+

∫ r

r0

√
R(r)

∆
dr +

∫ θ

θ0

√
Θ(θ)dθ (3.112)

La forma integral de las ecuaciones geodésicas pueden obtenerse a partir de las de-
rivadas parciales de Jacobi respecto a las cantidades E, L, K y m, que son constantes
representativas del valor inicial de las coordenadas, con lo cual llegamos a las ecuaciones
de movimiento para la luz,

ρ2 dt
dλ

= 1
∆
[(r2 + a2)2sin2θ]E − 2MarL

ρ2 dr
dλ

=
√
R

ρ2 dθ
dλ

=
√
θ

ρ2 dΦ
dλ

= 1
∆
[2MarE + (Σ− 2Mr)csc2θL]

(3.113)

3.3.1. Dinámica de las Part́ıculas de Prueba

Teniendo las ecuaciones de movimiento geodésico, podemos ahora calcular las trayec-
torias de las part́ıculas de prueba haciendo que la masa de la part́ıcula de prueba m = 0.
Es conveniente redefinir parámetros ξ = L

E
y η = K

E2 , con estos cambios ahora R y Θ son,
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R =
[
r2 + a2 − aξ

]2 −∆
[
η + (ξ − a)2

]
(3.114)

Θ = η + cos2 θ(a2 − ξ2 csc2 θ) = η + (a− ξ)2 − (a sin θ − ξ csc θ)2 (3.115)

Las propagaciones de las part́ıculas de prueba que nos interesan son aquellas que se
encuentran en la órbita inestable del potencial R, por lo que la condición que deben
cumplir las trayectorias que observaremos como el contorno de la sombra del agujero
negro es,

R =
dR

dr
= 0 (3.116)

Tras resolver el sistema de ecuaciones (3.114) y (3.115) encontramos las dos formas de
la función de ξ y dos de η de las part́ıculas que observamos. Solo una de las dos soluciones
es la que realmente describe cómo es que estas llegan al observador desde el infinito.

ξ =
(a2 + r2)∆′ − 4r∆

a∆′ (3.117)

η = r2
16∆(a−∆) + 8r∆∆′ − r2∆′2

a2∆′2 (3.118)

Los parámetros α y β son coordenadas sobre la bóveda celeste de las part́ıculas que
llegan al observador desde el infinito, y dependen de las cantidades conservadas M L, K
y E, las cuales están parametrizadas en función de r. Al variar el parámetro r, obtenemos
α(r) y β(r) que describen una región en el espacio (α, β), lo cual corresponde a las órbitas
inestables de fotones o fonones,

α = − ξ

sin θ0
(3.119)

β = ±
√

η + a2 cos2 θ0 − ξ2 cot2 θ0 (3.120)

Con estas funciones podemos graficar el contorno de la sombra de un agujero negro,
donde ∆(r) es una función que depende del tipo de métrica empleada para describir la
clase de agujero negro. Cada part́ıcula de prueba que perciba el observador será un punto
en el marco referencial (α, β) [26].
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Figura 3.3: Representación de las Coordenadas Celestes.
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Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Modelado Computacional para la Graficación de

las Sombras

Para la construcción gráfica de las sombras se empleó el lenguaje de programación
Python. A continuación, mostramos la estructura del código y sus funciones.

Importación de Libreŕıas: Para la modelación de las trayectorias de las part́ıculas
de prueba se utilizaron las siguientes libreŕıas:

# Black Hole "Acustic"

# Definicion de las librerias usadas

import numpy as np

import scipy as sc

from scipy import optimize

import matplotlib.cm as mplcm

import matplotlib.colors as colorsmpl

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.cm import get_cmap

# Configuracion de los parametros de Matplotlib

plt.rcParams.update ({

"text.usetex": True ,

"font.family": "DejaVu Sans",

"font.size": 20,

’figure.autolayout ’: True})

Donde;

Numpy: Libreŕıa empleada para los cálculos numéricos.

Scipy: Libreŕıa empleada para los cálculos; también se usó la sublibreŕıa optimize
para resolver ecuaciones no lineales (encontrar ráıces de funciones) con el método
de la secante.
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Matplotlib: Libreŕıa usada para visualizar los resultados de las funciones α y β.
Se usaron varias sublibreŕıas (cm, colorsmpl, pyplot) para personalizar los colores,
estilos y gráficos de las sombras.

Definición de Funciones: Una vez que se han definido las libreŕıas necesarias, se
establecen las funciones para la graficación:

# Definicion de funciones \Delta_1

def Delta(r, a, mu):

return r**2 + a**2 - mu**2/r**2

# Derivada de la funcion \Delta_1

def dDelta(r, a, mu):

return 2*r +2*mu/r**3

# Definicion de otras funciones

def xi(r, a, mu):

if a == 0:

return 0

return ((a**2 + r**2) * dDelta(r, a, mu=mu) - 4*r*Delta(r

, a, mu=mu)) / (a * dDelta(r, a, mu=mu))

def eta(r, a, mu):

if a == 0:

return 0

return r**2 * (16 * Delta(r, a, mu=mu) * (a**2 - Delta(r,

a, mu=mu)) + 8*r*Delta(r, a, mu=mu)*dDelta(r, a, mu=

mu) - r**2* dDelta(r, a, mu=mu)**2) / (a**2 * dDelta(r,

a, mu=mu)**2)

def alpha(r, a, theta_0 , mu):

return -xi(r, a, mu=mu) / np.sin(theta_0)

def beta(r, a, theta_0 , mu):

return np.sqrt(eta(r, a, mu=mu) + a**2 * np.cos(theta_0)

**2 - xi(r, a, mu=mu)**2 / np.tan(theta_0)**2)

# Definicion de la funcion beta^2

def betasq(r, a, theta_0 , mu):

return eta(r, a, mu=mu) + a**2 * np.cos(theta_0)**2 - xi(

r, a, mu=mu)**2 / np.tan(theta_0)**2

Donde;

∆(r, a, µ) nos proporciona el tipo de curvatura que estemos tratando, y dependerá
del radio r, el momento angular a y la velocidad de flujo del vórtice µ para el sistema
acustico.
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d∆(r, a, µ) Calcula la derivada de la función delta respecto al radio r.

η(a, r, µ) y ξ(a, r, µ) son los parámetros utilizados que dependen de la curvatura
∆(r, a, µ) y su derivada d∆(r, a, µ).

β(r, a, θ0, µ) y α(r, a, θ0, µ) se definen y están relacionados con las coordenadas an-
gulares del contorno de la sombra. El parámetro θ0 esta relacionado con el ángulo
de observación.

β2(r, a, θ0, µ) se establece para resolver las ecuaciones y encontrar los ĺımites de r
donde la función no es válida.

Gráfica de Variación de Parámetro: Esta función genera gráficos que representa
el comportamiento de las funciones α y β dependiendo el parámetro variable. Nos permite
analizar cómo los valores de a, µ, y θ0 afectan la forma de las curvas en la sombra.

# Funcion para graficar parametros

def graf_var(param , vals , mu=1, theta_0=np.pi/2, a=0.5, title

="", x00 =1.01 , x10=2, v0=None , r0=None):

fig , ax = plt.subplots(figsize =[8,5.5], dpi =120)

cNorm = colorsmpl.Normalize(vmin=min(vals), vmax=max(vals

))

cm = plt.get_cmap(’coolwarm ’)

scalarMap = mplcm.ScalarMappable(norm=cNorm , cmap=cm)

if param == "theta_0":

param = "\\ theta_0"

for i in range(len(vals)):

if param == "a":

a = vals[i]

elif param == "\\ theta_0":

theta_0 = vals[i]

elif param == "mu":

mu = vals[i]

# Calculo numerico de los limites del parametro r

r1 = sc.optimize.root_scalar(betasq , args=(a, theta_0

, mu), method="secant", x0=x00 , x1=x10)

r2 = sc.optimize.root_scalar(betasq , args=(a, theta_0

, mu), method="secant", x0=3, x1=5)

# Arreglo de r (dominio de las funciones alpha y beta

)

r = np.linspace(r1.root , r2.root , 100001)
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ax.plot(alpha(r, a, theta_0 , mu=mu), beta(r, a,

theta_0 , mu=mu), color=scalarMap.to_rgba(vals[i]),

label=rf"${param}$ = {round(vals[i],2)}")

ax.plot(alpha(r, a, theta_0 , mu=mu), -beta(r, a,

theta_0 , mu=mu), color=scalarMap.to_rgba(vals[i]))

# Rama negativa

ax.set_xlim ([-2.5, 6])

ax.set_aspect(’equal’, ’box’)

ax.set_xlabel(r"$\alpha$")
ax.set_ylabel(r"$\beta$")
if title != "":

ax.set_title(title)

ax.grid()

ax.legend(loc=7)

plt.show()

# ’Sombra ’ variando a

graf_var("a", np.linspace (0.15, 0.86, 7), title=r"Variacion

de $a$ con $\theta_0 =\pi/2$, $\mu=1.2$", x10=1.1, v0=None ,

r0=None)

Graficación de la Sombra: Se empezó definiendo la función, que depende de las
variable a, θ, µ. Después se normalizaron los valores para no tener problemas con la som-
bredimension del gráfico.

Luego se planteo el ciclo para pasar los valores de uno de los argumentos a la función
para poder calcular cada unos de los valores dentro del array. Se empleo el método de la
secante para calcular numéricamente los limites de r, es decir, su optimización.

Tambien se le hizo un arreglo al dominio de las funciones α y β para la región negativa
del gráfico. Con la ayuda de la libreŕıa matplotlib se le asignaron las caracteŕısticas al
gráfico como las leyendas de los ejes, su acotación y su impresión.

Finalmente el uso de esta función permitió graficar las curvas de las sombras para el
agujero negro acústico y fantasma.

graf_var("a", np.linspace (0.15, 0.86, 7), q=1.2, title=r"

Variacion de $a$ con $\theta_0 =\pi/2$, $q=1.2$", x10=1.1,

v0=None , r0=None)
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4.1.1. Caso 1: Sombra de Agujero Negro Acústico

Figura 4.1: Sombra de Agujero Negro Acústico de curvatura ∆1.

Se obtuvo una ecuación que modela el contorno de la sombra de un agujero negro
en rotación, utilizando el formalismo de Hamilton-Jacobi de la mecánica clásica. Esta
ecuación permite determinar los parámetros de impacto (ξ, η), los cuales se expresan como
funciones radiales. Una vez definidos estos parámetros, se traza la curva correspondiente
en el plano (α, β), que representa el contorno o ĺımite de la sombra proyectada por el
agujero negro acústico.
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4.1.2. Caso 2: Hipotético Agujero Negro Astrof́ısico

Figura 4.2: Sombra del Agujero Negro Fantasma con curvatura ∆3

Se obtuvo una ecuación que modela el contorno de la sombra de un agujero negro
en rotación, utilizando el formalismo de Hamilton-Jacobi de la mecánica clásica. Esta
ecuación permite determinar los parámetros de impacto (ξ, η), los cuales se expresan como
funciones radiales. Una vez definidos estos parámetros, se traza la curva correspondiente
en el plano (α, β), que representa el contorno o ĺımite de la sombra proyectada por el
agujero negro fantasma.
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4.1.3. Comparación de las sombras

Figura 4.3: Comparación de las Sombras

Se comparan dos aspectos importantes para la construcción teórica de las dos sombras:

Origen F́ısico

Caso 1: La sombra se genera por el comportamiento de las ondas de sonido en un
fluido con rotación. Estas ondas no pueden escapar del horizonte acústico debido a que la
velocidad del flujo es mayor que la velocidad de propagación de las ondas. La analoǵıa con
los agujeros negros se encuentra en la dinámica del horizonte, recreando comportamientos
equivalentes pero no se involucra la gravedad.

Caso 2: La sombra es generada por la interacción entre la luz y el espacio-tiempo
deformado por la fuente exótica. Aqúı, la gravedad es el factor dominante generando el
horizonte de eventos y la sombra, afectando de manera teórica la geometŕıa.

Tamaño y Forma

Caso 1: Esta sombra es afectada por la configuración del fluido y la velocidad de
flujo del vórtice µ lo cual implica que su forma se asemeja a una elipse y pierda su
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simetŕıa esférica. Esta representación gráfica representa la región donde ondas sonoras
quedan capturadas para después caer al vórtice del fluido, simulando un comportamiento
geométrico comparable al de los fotones en un agujero negro gravitacional.

Caso 2: Esta sombra es afectada por el parámetro de rotación a y tiende a distorsionar
la sombra cuando aumenta, haciendo que se pierda la simetŕıa esférica. El impacto de la
carga es un poco complejo de interpretar f́ısicamente, pero se observa que para este caso
astrof́ısico hipotético es importante considerarla, ya que sin ella no seŕıa suficiente para
la generación de trayectoria de fotones, haciendo la sombra aún más exótica.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Un sistema análogo de gravedad con simetŕıa esférica representa un espacio-tiempo
de agujero negro estático, o no rotatorio, cuya métrica es equivalente con las solu-
ciones exactas a las ecuaciones de campo de Einstein en vaćıo. Además esta métrica
proporciona con precisión el campo gravitacional en el exterior del agujero negro
de Schwarzschild.

Los part́ıculas de prueba pueden encontrar una órbita estable circular, denomina-
da esfera de part́ıculas de prueba. Esto da como resultado una sombra esférica y
simétrica para un observador desde el infinito. Además, se reafirma que la sombra
no es un fenómeno intŕınseco del agujero negro, si no por el contrario, se trata de
una consecuencia que se genera en la zona exterior ocacionado por el campo gravi-
tacional del objeto compacto para el caso 2 o un vórtice de fluido supersónico para
el caso 1, y por tal motivo, obliga a orbitar a las part́ıculas de prueba dicha región.

Aunque los mecanismos f́ısicos detrás de la formación de las sombras para el caso
1 y el caso 2 son diferentes, ambas representan ciertas similitudes. Tanto el agujero
negro acústico como el agujero negro fantasma experimentan una deformación en
la forma de su sombra cuando rotan, perdiendo su simetŕıa esférica y a medida que
la rotación aumenta, se genera un leve alargamiento de la sombra en la dirección
del eje de rotación.

Es importante recordar que el modelo teórico de agujero negro acústico es un sistema
simplificado y no captura toda la complejidad de un agujero negro real astrof́ısico.
Debido a esto se notó como el tamaño de la sombra para el caso 1 es levemente
mas pequeña que para el caso 2 mostrándonos las diferencias de escala para cada
fenómeno.
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Comparar las sombras de un agujero negro acústico rotante y un agujero negro con
carga negativa rotante es complejo debido a las diferencias en sus oŕıgenes f́ısicos. Un
agujero negro acústico ofrece una analoǵıa experimental de la sombra de un agujero
negro real, mientras que un agujero negro fantasma es una construcción teórica sin
una interpretación f́ısica clara hasta el momento. El agujero negro acústico se usa
para estudiar fenómenos clásicos en un contexto controlado, mientras que el agujero
negro fantasma está más alineado con experimentos matemáticos o en teoŕıas de
gravedad compleja donde se plantea presencia de una fuente exótica.

Aunque actualmente los agujeros negros fantasma solo existen en el marco teórico
debido a su dependencia de fuente exótica, futuros avances en centros de detección
de materia oscura podŕıan permitir la creación de pequeñas cantidades de fuente
exótica en los laboratorios permitiendo abrir la puerta para la simulación o recrea-
ción de este tipo de fenómenos.
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G. N. Ortiz-León, T. Oyama, F. Özel, D. C. M. Palumbo, J. Park, N. Patel,
U.-L. Pen, D. W. Pesce, V. Piétu, R. Plambeck, A. PopStefanija, O. Porth, F. M.
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