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1. Objetivos

1.1. Objetivo general

Aplicar el teorema de Noether por medio de ejemplos en las teorias del electromagnetismo y la mecéanica
clasica.

1.2. Objetivos especificos

Derivar el primer teorema de Noether a partir del problema variacional de Noether.

Explicar por medio de las simetrias en la accién de un sistema fisico bajo transformaciones especificas
cOmo esta invariancia se corresponde con una ley de conservacion asociada a dicha simetria.

Aplicar el primer teorema de Noether para encontrar una determinada ley de conservacion en las teorias
del electromagnetismo y la mecanica clasica.

2. Resumen

En este trabajo se plantean las simetrias que posee una teoria fisica bajo determinadas transformaciones en
sus coordenadas (dependientes y/o independientes) como el punto de partida para llevar a cabo el estudio
de las cantidades que se conservan en dicha teoria. Se presentard este enfoque por medio de la aplicacion de
los teoremas de Noether a dos teorias fisicas. Gran parte del razonamiento que se presenta en este trabajo
estd basado en el articulo de 1918 de la fisica y matematica alemana Emmy Noether titulado “Invariante
variationsprobleme” (Problemas de variacional invariante) en el que se combinan la teoria de grupos de Lie
con los métodos del calculo de variaciones.

3. Introduccion

Los teoremas de Noether, establecen una conexién fundamental entre las simetrias de un sistema fisico y sus
respectivas leyes de conservacién. Este teorema ha tenido un impacto profundo en areas como la mecédnica
cléasica, la teoria cudntica de campos, la mecanica de fluidos, entre otras, ofreciendo una visiéon unificadora
de como las simetrias subyacen en las leyes fundamentales de la naturaleza. Asimismo, en este trabajo se
incorpora la influencia de Sophus Lie, quien desarroll la teoria de los grupos de Lie para estudiar simetrias
continuas. Lie establecié las bases para el uso de simetrias en la resolucion de ecuaciones diferenciales median-
te la introduccién de transformaciones que simplifican su forma. Esta teoria proporcioné una herramienta
clave para entender cémo las simetrias se relacionan con la conservaciéon de cantidades fisicas, y senté las
bases matemaéaticas que Emmy Noether utiliz6 para demostrar los teoremas que llevan su nombre.



4. Marco tedrico

4.1. Calculo de variaciones

En fisica, la solucién de un problema generalmente implica resolver un sistema de ecuaciones diferenciales,
que, si bien varian segun el problema y el modelo mateméatico en cuestion, pueden obtenerse a partir de
un principio variacional al que se le puede aplicar de manera sistemdtica un procedimiento que en ultima
instancia desemboque en una ley de conservacién que brinde informacién que ayude a conocer las relaciones
que cumple el sistema de ecuaciones diferenciales (Pitter). En este orden de ideas, antes de examinar el
principio variacional que conduce a las ecuaciones del movimiento ! es importante definir algunos elementos
de la teorfa del calculo de variaciones (también llamado calculo variacional).

De acuerdo con Van Brunt (2004), el célculo de variaciones puede ser considerado como una rama de la
optimizacién puesto que se ocupa de encontrar puntos criticos. Por lo que de manera analoga al caso de
variables finitas en el que para una funcién f que depende de n variables (y!,...,y") definidas en un
dominio 2 C R", se busca el punto (o los puntos) (y*!,...,y*")para el cual f(y*!,...,y*") tiene un punto
critico. En el cdlculo de variaciones también se busca un punto critico pese a que, en lugar de funciones, las
cantidades que se estudian son funcionales, que son una correspondencia J : Y — R que asigna un ntmero
real para cada elemento del espacio de funciones Y. De manera general, los funcionales se pueden escribir
como integrales definidas, por ejemplo; J = ff F(z,y(z),y(x))dx es un funcional definido en el espacio de
todas las funciones f : I — R con primera derivada continua en el intervalo I = [a,b], denotado como
C4]a, b]. El espacio de funciones a considerar serd un subconjunto de Y que se ird reduciendo a medida que el
integrando F' considere mds variables dependientes (e independientes), las derivadas sean de orden superior
o las funciones deben cumplir ciertas condiciones de frontera dadas y(a) = y. v y(b) = ys, por lo que es
importante indicar cudl es el espacio de funciones S C Y que se considerara en cada problema. Por otro lado,
para determinar la distancia entre dos elementos de Y se introduce la norma || - || para una funcién con n
derivadas continuas en I = [a, b] dada por

n

_ 1)
ylln ‘ Oargggbly ()]
P

Donde y¥ (z) = % y y% () denota la funcién f(z). Asi mismo, es natural hablar de continuidad una vez
que se ha dado la norma ya que se espera que un pequefio cambio en la funcién y(x) denotado por §(z)
provoque una pequefla modificacién en el valor del funcional J[y], esto es, un funcional J[y] es continto
en la funcién y si para cualquier € > 0, existe un ¢ tal que |J[§] — J [y]| < € siempre que ||y — §|l. < &
(Gelfand & Fomin, 2000), por lo que de ahora en adelante se considerardn solamente funcionales continuos.
Estas definiciones de distancia y continuidad para funcionales seran fundamentales a la hora de considerar
el intervalo de radio € en el que se encuentra la solucién de las ecuaciones del movimiento y(x) puesto que

dados dos elementos del espacio de funciones Y, y(z) y (), la relacién ||§ — y||» < & implica

[9(2) —y(@)| <&, 57 (@) =y (@) < e

Especificamente, cualquier funcién §(x) puede ser vista como una perturbacién y(x) + en(z) + O(e?) 2 de la
solucién y(z) para algun n(z) € Ycon ||n]|, < 1 y una constante € > 0.

El hecho de que la relacién ||y — g, < € se deba cumplir para todo §(x) sugiere que la perturbacién se puede
hacer arbitrariamente pequena.

A continuacion, se presenta lo que se entiende por un punto critico de un funcional, la definicién que se
va a manejar acd es la de Gelfand y Fomin (2000). Sea J : ¥ — R un funcional definido en un espacio de

1Se habla de ecuaciones de movimiento a pesar de que las variables del sistema de ecuaciones diferenciales no representen
necesariamente un desplazamiento.
20(e?) representa los términos de orden mayor o igual a 2 con respecto a ¢ en la perturbacién g.



funciones (Y, || - ||) y sea S C Y. El funcional J tiene un punto critico (mdximo o minimo) local en S en la
funcién y € S si existe un € > 0 tal que J(§) — J(y) no cambia de signo (negativo si es un méximo y positivo
si es un minimo) para todo g € S tal que ||§ — y||» < €.

Otra definicién importante es la de la variacién de un funcional; considere la diferencia

Para un punto critico y € S con una perturbacién §(z) = y(x) +en(z) + O(g?), si el valor absoluto de ¢ es lo
suficientemente pequefio, todas las funciones §j(z) pertenecen a el intervalo arbitrariamente pequeiio en el que
se encuentra un punto critico y(z) (Courant & Hilbert, 1989) y se pueden despreciar los términos de orden
superior tal que §(z) = y(x)+en(z). AJ[y] es en general un funcional no lineal en la cantidad €. No obstante,
esta se puede descomponer en su parte lineal Afe] = £6.J y no lineal O[¢?] tal que AJ[y] = e6J + Ole?]. Se
escoge que el funcional §J sea la variacién (o el primer variacional) de J. Nétese que cuando € — 0 el signo
de AJ[y] estd dado por 6.J debido a que O[e?] es de orden mayor con respecto a ¢ y cae de manera mas
rapida cuando este tiende a cero.

Como ya se dijo anteriormente, el espacio de funciones S C Y que comprende cada problema debe hacerse

explicito con el fin de que todas las expresiones que se explicaron anteriormente estén bien definidas. De
.. . . (n) . . . i

manera genérica, considere un funcional J : R? x R?””" — R con p variables independientes 2% = (z!, ..., zP),

q variables dependientes 3/ = (y*, ...,y‘_l) y que tome las derivadas de las variables dependientes hasta un
orden n, esto se denota dgy’ = S 3, en donde qPny = q(p+") (Olver, 1993) es la dimensién del

Oxk1...0xks n
espacio que contiene todas las posibles derivadas de ¢’ hasta un orden n y K = (ki, ..., ks) es la tupla de s
nimeros enteros para 1 < k; < p con 0 < s < n (s = 0 denota la componente 3/ sin derivar ), el orden de
la tupla resulta intrascendente siempre que cada componente 3y’ sea continuo en todas sus derivadas Oxy’
(Olver, 1993). Como es de esperarse, existe un paralelismo entre el cdlculo de variables finitas y el cdlculo
de variaciones cuando se tiene un punto critico; en el primero, la condicién necesaria para tener un punto
extremo es que el valor del gradiente se haga cero en ese punto. De manera similar, en el cdlculo de varia-
ciones se va a tener que la condicién necesaria para que el funcional J tenga un punto critico en y(z) es que

la variacion 6.J[y] sea cero. Para demostrar esto, se toma el funcional genérico J[y/] = [, g, F(2*, Oxy?)dPa

cuando presente un valor critico en la funcién 3’ y se sigue un razonamiento similar al usado por Olver
(1993) al considerar la funcién ®(e) dada por

B(e) = J[y + e (2')]

Para cualquier funcién arbitraria n : £ — R? que tiene componentes nj(xi) con soporte compacto en el
dominio 2. Esta funcién representa una perturbaciéon del valor del funcional, que por hipdtesis posee un
punto critico cuando € = 0. La funcién 77 (%) tiene soporte compacto con el fin de que se preserven las
condiciones de frontera (de la forma y7(z%)|,i—o0 = ¢/) que se imponen en el problema. Ahora que se ha
establecido una conexién entre el punto critico de un funcional y una funcién de una sola variable, se puede
utilizar la ya mencionada condicién necesaria para la existencia de un punto critico, es decir, que su primera
derivada sea cero

dd
de |,
Aplicando la definicién de derivada ordinaria
dd(e) ~ lim D(e+¢e)—D(e) — lim &(e) — D(0)
de ceg €0 5 ceg €0 €

3Para una exposicién completa de la funcién prolongacién véase Olver (1993).



Es importante resaltar que ®(¢) es una funcién que no depende de las variables x* = (z!,...,2P) ni de
vyl = (y*,...,y?) ya que solo se estd teniendo en cuenta la funcién y? que tiene un punto critico cuando se
evalia en el funcional J. ) o .
oy T A @] = Tl

e—0 3

do(c) ’
de

e=0
El numerador del lado derecho de la ecuacién puede expresarse en términos de la variacién de J dado que
e = 0. Ademas, en virtud de las propiedades de los limites; el limite de la suma es igual a la suma de los
limites

dd(e)

j 2
dJ[yle +lfm Ole?]
de

= lim ———
P e—0 g e—0 £

El primer limite tiende a §.J[y’] a medida que ¢ tiende a cero. Por otro lado, el segundo limite tiende a cero
puesto que O[e?] no tiene una dependencia lineal en ¢ sino que posee un orden mayor a uno en la cantidad
€, esto provoca que el numerador decaiga mucho més rapido que el denominador y este limite sea cero.

e=0

De acé se concluye que si 4/ = (y*,...,y?) es un punto critico del funcional .J[y’] entonces la variacién 6.J[y’]
(evaluada en y’) es cero y se dice que el funcional J es estacionario en ese punto. En este orden de ideas,
a partir del funcional continuo J : RP x R?P™ — R dado por la integral T = [qepe F (@', 0cy?)dPx se
busca una expresién para la variacién 6.J en su punto critico y?. -

do(e) | _ dJly’ +en’(a')]
de  |._y de =0
Reemplazando J[y? + en’ (z%)]:
dd(e) d / S
-4 F(gt J 3\)dP
de o de o Ja (x ’ aK(y + En )) Z

Suponiendo que F' es una funcién continua en cada una de sus variables, se puede intercambiar el orden de
la derivada y la integral

[F(2', 0y’ +en’))] dPa (1)
e=0

d : - . d
_ F(x* J INAP x = —
d€ —o /Q (m 9 8K(y + En )) T ‘/Q d€

A continuacion se calcula la variaciéon 6J de dos formas; primero se calcula la derivada ordinaria para F
evaluando en ¢ = 0

dPx

59 [ F0 o) =Pl )
Q 3

Usando la definicién de la variacion para F'y despreciando los términos de orden superior se obtiene

5J:/6F dPx
Q



Lo que expresa la variacién de J en funcién de la variacién del integrando F(z¢, Ocy?).

Para calcular la variacién de J de la segunda manera se deriva en (1) el integrando con respecto a € utilizando
la regla de la cadena (nétese que x no depende de ). Posteriormente se evalia en € = 0

oF

W’ (2%)  dPx

En donde se ha introducido la notacién dxy’ = y,ﬂ (recuerde que K no es un numero sino una tupla) y se usa
el convenio de Einstein para indicar la sumatoria en una expresion que tenga indices repetidos, este convenio
4 se va a usar en la mayoria de las ecuaciones de este trabajo salvo en ocasiones en las que se considere que
hacer explicita la sumatoria ayude a entender de manera mas clara la expresién. Para deshacerse de todas
las derivadas de 7’ (x?) se integra por partes n veces. De acuerdo con Bluman et al. (2009) la férmula para
esta integral es

5 = /ak WP, ndpx+/ Z{ ~Dy) (3F> J’(a:i)] o @)

K

Donde
oF
WHIF; ) =’ [j A (F0k) - (FOka) 5
Yk, Wpeskerk s

oF oF
+77]91 7 ( akz) (_akn—l)j7+ +nk1 kn— 1]
ayklki ks kk. ko Wi kyokon s ks
. oOF

R R G

n-1
8 Yerko.. ke 1k

La notacién (— D) representa (—1)° Dy = (—=0k,)(—0Ok,) -+ - (—0k, ). Se debe tener en cuenta que 0, depende
de z* tanto de manera explicita como de manera implicita a través de 7.

Noétese que el lado derecho de la ecuacién (1) se puede dividir en dos contribuciones; el primer termino es la
integral de la divergencia de W*:[F; 7], que por el teorema de la divergencia se puede escribir como la integral
de superficie de W*i[F; 5] evaluada en la frontera 02, por este motivo a esta contribucién se le conoce como
la contribucién de la frontera, mientras que el segundo término contiene las variaciones del funcional (con
respecto a sus variables dependientes) en su punto critico a lo largo de todo el interior de su dominio, razén
por la que a esta contribucién se le llama contribucién interna. Teniendo en cuenta que la contribucion de la
frontera evaltia el valor de W*:[F] en 9§ y que el valor de 1’(2) y sus derivadas en la frontera 92 es cero
ya que 7 tiene soporte compacto, este término se hace anula, resultando

o= [ 2|2 (5)

La ecuacién (1) considera variaciones de las variables dependientes tanto en su interior como en su frontera.
Lo que se hizo al no tomar variaciones en la frontera (al definir a 7/ (x*) como una funcién con soporte

i (2")dPw (4)

4También se utiliza el convenio de los indices arriba para denotar una cantidad que se transforma de manera contravariante
y los indices abajo para una cantidad que se transforma de manera covariante.



compacto) si bien parece que pueda limitar los resultados con respecto al caso més general, muestra que
para cualquier perturbacién 7/ (z?) la contribucién interna de la variacién §J se debe anular en un punto
critico. Asi mismo, debido a que la variacién §J es la suma de las contribuciones internas y de la frontera, la
contribucién de la frontera también debe hacerse cero para cualquier 77 (z¢) (tenga soporte compacto o no),
lo que se conoce como las condiciones de frontera naturales (Van Brunt, 2004).

A continuacién, se hace uso del lema fundamental del cdlculo de variaciones segin el cual (Giaquinta &
Hildebrandt, 2013): Sea f : © — R una funcién continua definida en algin conjunto abierto {2 de R™ para la
que se cumple que

/ f@)n(@)dmz =0
Q

para toda 7n(x) € Cx(12), entonces f(x) = 0 Vo € . Este lema se puede utilizar de manera directa en la
ecuacién (3) para cada término de la sumatoria que corre en el indice j resultando en

La expresion

0
E;= —-D —
1= 2D (52)
se conoce como el componente j del operador Euler, no obstante, en su articulo Noether se refiere a este
como expresiones o términos de Lagrange. Al margen de esto, se acaba de mostrar que, si el funcional J
se evalia en un punto critico F', todos sus componentes E; se hacen cero y a la colecciéon de todas estas
ecuaciones (E; =0 para j =1, ..., ¢) se le llama las ecuaciones de Euler- Lagrange.

En las aplicaciones que se van a presentar en este trabajo las derivadas de las variables dependientes no van
a tener un orden mayor an = 1 (0 < s < 1) por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange van a tomar la

forma
0 0
Oy | — |+ == ]=0 5
. (aya) (a7 )

o0 9 (90 \_,
oyi 0xk \ 9Ok, y7) )

En donde el valor de k; varia entre las p variables independientes y el valor de j varia entre las g variables
dependientes.

4.2. Coordenadas generalizadas

Considere un sistema tal que su evolucién en el tiempo se puede representar en términos de N funciones *(t)
(parai=1,2,...,N), en donde para cada i, y*(t) es un componente del vector posicién de una particula del
sistema para un tiempo ¢. El conjunto de componentes {y*}¥ , se dice dependiente si existen relaciones de
la, forma, ®

FWs ) =0 (6)

5Las relaciones de la forma (5) se conocen como ligaduras holénomas y son el unico tipo de ligadura que se va a considerar
que posee un conjunto {yl}ﬁil dependiente. Para més detalles sobre su significado y los tipos de ligaduras véase Golstein (1997).




Para algiin conjunto {y*,v*,..., 47}, en donde {y*,v*,..., 7} C {y'},. Si el conjunto no es dependiente,
se dice que es independiente. Este tipo de relaciones indican una redundancia en el conjunto {y*}¥ , puesto
que dados 3°,...,y7 se tiene determinado el valor de y*, de manera que esta coordenada no proporciona
nueva informacién del sistema y puede escribirse en términos de otras por medio de la ecuacién (6) por lo que
se puede prescindir de ella. Por lo tanto, un sistema con N coordenadas y m ecuaciones de la forma (6) se
puede representar por medio de un conjunto de coordenadas {y‘}? ; con n = N —m, que no necesariamente
se pueden asociar a las componentes del vector posicién de una particula, en donde es costumbre denotarlo
{¢'}_, para indicar que es un conjunto de coordenadas independiente e invertible, donde se entiende por
invertible que existen relaciones y* = y*({¢'}",) para k = 1,..., N. Asf mismo, a las coordenadas {q*(t)}
se les llama coordenadas generalizadas y a n los grados de libertad del sistema.

Como ya se mencioné en la seccién anterior, solo se van a considerar funcionales en donde las derivadas de las
coordenadas generalizadas son de primer orden, el conjunto de las derivadas de las coordenadas generalizadas
se define como la derivada de cada coordenada generalizada ¢*(t) con respecto a la variable independiente y

se denota como {gi(t) ?_, (Doughty, 1990), es decir

4.3. Principio de Hamilton

El principio variacional del cual se derivan las ecuaciones de movimiento es el principio de Hamilton segun
el cual el movimiento de un sistema de particulas descrito por n coordenadas generalizadas desde una
configuracién inicial dada {q’(to)}?"_; hasta una configuracién final {¢*(t¢)}"; en un intervalo de tiempo
[to, tf] es tal que el funcional

tr
St = [ Lt i
to
Para i = 1,...,n es estacionario (Van Brunt, 2004).
Al funcional S se le conoce como la accién. Ademds, si S es estacionario, se cumplen las ecuaciones de
Euler-Lagrange (Doughty, 1990)
oL d OL

oqi E(aq'i

) =0

Noétese que el nimero de ecuaciones se corresponde con el nimero de coordenadas generalizadas y que el
orden de las ecuaciones diferenciales es uno més que el orden de las variables dependientes; las coordenadas
generalizadas ¢* solo tienen primera derivada por lo que el orden de las ecuaciones de movimiento es dos.

En el caso cinemdtico, se tiene que para L = T — V (donde T es la energia cinética de las coordenadas
generalizadas y V' la energia potencial) el principio de Hamilton es consistente con la segunda ley de Newton,
por este motivo, se estard refiriendo a las ecuaciones de Euler-Lagrange como las ecuaciones de movimiento
y viceversa.

Un aspecto que destacar del principio de Hamilton es que se limita tinicamente a la primera variaciéon de
la accién S para describir las ecuaciones de movimiento del sistema, es decir, para la diferencia AS =
£6S + 2625 + ..., no importa qué valor tenga §2S (negativo para un maximo o positivo para un minimo)
o cualquier otra variacién de orden superior, la evolucién fisica del sistema estd determinada por 4.5 = 0, lo
que refleja el caracter lineal de este principio.



4.4. Teoria de campos clasicos

En general, la funcién lagrangiana L(t, ¢, ¢%) es distinta dependiendo del problema fisico en cuestién, por
lo que no se considerard una expresiéon de esta a priori. Por otro lado, si bien un sistema fisico discreto se
puede describir en términos de la funcién lagrangiana donde el tiempo es la Unica variable independiente,
esta descripcidén resulta insuficiente cuando el estudio del sistema requiere considerar no solo el tiempo como
variable independiente, sino también las coordenadas espaciales (Edvardsson, 2016). De manera que se escribe
x# (u = 0,1,2,3) para denotar las coordenadas espaciotemporales (con x° representando la coordenada
temporal) y ®¢(x*) parai = 1,...,n para los campos que describen las propiedades del sistema, en donde se
ha asumido que el conjunto de n campos es independiente en el sentido explicado anteriormente. Puesto que
el sistema fisico puede tener un nimero arbitrario de grados de libertad, es oportuno describirlo en términos
de la densidad lagrangiana L£(z#, ®?, 6M<I>i) tal que L = fR Ld3x para alguna regién del espacio R C R3. De
esta forma, la accién es la integral de la densidad lagrangiana sobre una regién R del espaciotiempo

S[@Y] = /R L(zH, &% 0,0")d s (7)

A partir de esta accién se puede hacer un procedimiento similar al de la secciéon 4.1. para encontrar las
ecuaciones de campo por via del principio de Hamilton, de acé se obtiene

oL 0 oL
s~ 5 (o,7) =" ¥

4.5. Simetrias e invariancias

La cuestion principal de la investigacién de Noether no son las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange
sino las simetrias de estas, pese a que en su articulo nunca se menciona la palabra “simetria”’. En particular,
se buscan cierto tipo de simetrias que manifiesten informacién relevante del sistema fisico en cuestién. En
un sentido matemadtico, las simetrias en este contexto son mapas (o funciones) que convierten las soluciones
de las ecuaciones de movimiento en otras soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales (Brown,
H. & Holland, P., 2004). Esta definicién de simetria resulta demasiado general para el problema que nos
atane puesto que puede darse el caso en el que existan simetrias £ — L que cumplan con las ecuaciones
de campo, pero cuya variacién 639 no sea estacionaria (JS’ #0), lo que contradice el principio de Hamilton,
que es anterior a las ecuaciones de campo. ¢ Por este motivo, Noether indaga cuéles son las relaciones que
se deben satisfacer cuando se tiene un determinado tipo de transformaciones en las variables dependientes e
independientes que dejan la accién S invariante (Branding K. & Brown H., 2003). En ocasiones se refiere a
este problema como el problema variacional de Noether y a las transformaciones que dejan invariante a la
accion como simetrias de Noether. Por lo tanto, el conjunto de todas las transformaciones que actian sobre
las coordenadas (z#, ®°, @LCI)i) convirtiéndolas en otras coordenadas (z#, <i>i, 8;@)1'), son simetrias de Noether
si

/z:(a:“,cbi,auqﬂ)d%:/c(gz#,éi,aﬂ@)d%
R R

6Nétese que en la seccién 4.1. se derivé la condicién necesaria para la existencia de un punto critico en el funcional S,
es decir, que las ecuaciones de Euler-Lagrange se satisfagan para L(z#,®%,0,®%) (véase la ecuacién (7)). No obstante, esta
condicién no es suficiente para la existencia de un punto critico §S = 0, en otras palabras, todo funcional estacionario S cumple
las ecuaciones de campo (8), pero no todas las soluciones £(z*, d?, 8H<I>i) de las ecuaciones de campo cumplen con el principio
de Hamilton 65 = 0.



4.6. Grupos de Lie

Para describir las transformaciones infinitesimales mencionadas en la seccién anterior de una manera precisa
se empieza por la definicién de grupo. Un grupo G es un conjunto de elementos con una operacién binaria
(o) que cumple las siguientes propiedades (Marlow & Feil, 2014):

s Sean g, h, k elementos cualesquiera de G
(goh)ok=go(hok)
= Existe un elemento € en G tal que
goe=¢cog=g

= Para todo elemento g de G existe un elemento g~—! tal que

Los grupos que se van a manejar son grupos de Lie, que como es bien sabido, son un tipo de grupos
continuos, de manera que tienen la estructura topoldgica de una variedad y la estructura algebraica de los
grupos (Gilmore, 2012). Ahora, para definir una variedad se utiliza el concepto de espacio topoldgico que se
da en la topologia de un conjunto de puntos segin el cual un espacio topolégico (T, &) es un conjunto de
puntos en el que se sitiia una topologia &2. La topologia £ en el conjunto T' es una coleccién de subconjuntos
(también conocidos como conjuntos abiertos) Si, Se, - - - tal que (Munkres, 2013):

s El conjunto vacio @ y T pertenecen a &.
» La unién | J; S; de cualquier subcoleccién (finita o infinita) de elementos de & pertenece a &.
» La interseccién de elementos (), S; de cualquier subcoleccién finita de &7 pertenece a .

Un espacio topolégico es un espacio de Hausdorff si ademds de cumplir estos tres axiomas se tiene que para
cada par de puntos p € T'y g € T, p # g, existen los conjuntos abiertos S, € Z y 5, € & tal que p € S,
g€ S,y SpNS,; =0. Dada la definicién anterior, una variedad M suave de dimensién m (Arvanitoyeorgos,
2003) es un espacio topoldgico de Hausdorfl (T, &?) con una colecciéon de pares (S;,¢;) donde S; es un
subconjunto abierto de Ty ¢; : S; — R™ tal que:

1. Cada ¢, es un homomorfismo de S; a un subconjunto abierto V; C R™.
2. U; S =T.

3. Para cada 7 y j la composicién ¢; o qu_l 2 9;(S;NS;) — ¢:(S; NS;) es suave, en el sentido de que este
mapa es continuo e infinitamente diferenciable.

4. La familia {(S;, ¢;)} es méxima con respecto a las condiciones 2 y 3.

Sumado a esto, los axiomas establecidos para un grupo y para una variedad se combinan para definir un
grupo continuo al imponer que la operacién del grupo (o) y la inversa (i) para cada elemento sean mapas
continuos. Sean ¢ y 7 elementos de un grupo continuo, la Figura 1 ilustra estas dos propiedades.



(a) ()

Figura 1: (a) La continuidad en la operacién del grupo. La composicién de un elemento o’ cerca a o con otro
elemento 7/ cerca a 7 produce un elemento o’ o 7 en las proximidades de o o T.
(b) La continuidad para la inversa de cualquier elemento en G. La inversa de un elemento p en una vecindad

del elemento 7 es un elemento p~! cercano a 77 1.

El hecho de que dos elementos del grupo o y 7 se operen para formar un elemento o o7 que pertenece también
al grupo y que este tenga la estructura de una variedad suave implica (segin el axioma 1 de las variedades)
que los elementos o, 7 y o o T representan cada uno un punto pi, p2 y p3 (respectivamente) en la variedad
M que se puede describir en términos de algin conjunto de coordenadas en R™. Por lo que la operacion
binaria se puede ver como un mapa que toma dos elementos del grupo p; y p con coordenadas locales
(o) = (¢M(o),..., (™ (), o (1) = (¢H(7),...,¢™(7)) y produce otro elemento o o7 = p3 con coordenadas
P (ps) = (¢C*(p3),-..,¢(™(ps)) 7, de manera que la continuidad en la operacién del grupo o : G x G — G y en
la inversa i : G — G para los elementos de un grupo continuo se puede entender por medio de la continuidad
de una funcién en R™.

En ocasiones resulta 1til escribir cualquier elemento g de un grupo G en funcién de un conjunto especifico
de elementos {g1,...,9s}. Para el tipo de consideraciones que se hardn més adelante conviene que el grupo
(continuo) G sea conexo, 6sea, que dos puntos arbitrarios en la variedad M puedan ser unidos por una linea
en la que todos los puntos de esa linea pertenezcan a la variedad ® (Gilmore, 2012). Si bien no todos los
grupos continuos son conexos, se puede restringir el grupo a una parte de él que si lo sea. Evidentemente,
esta parte conexa del grupo debe tener a la identidad € en ella puesto que debe ser en si misma un grupo.
Considere un elemento 5 que pertenece a este grupo conexo G y que por lo tanto se puede unir a la identidad
través de una linea en la que cada punto de esta es un elemento del grupo, el conjunto de todos los puntos
es {ap,a1,...,00} en donde ap = € y an, = (. Siguiendo el anélisis presentado por Gilmore (2012), al
considerar el producto 8 = agoaj o- - o ay,, que puede escribirse como

B=(Boay!)o---o(asoaz") o (azoar’)o(moc o

dos observaciones importantes surgen a partir de esta ecuacién: la primera es que para todo j € Z™T los
elementos o y a1 pertenecen a un conjunto abierto comin a ambos elementos (ver Figura 2) y lo segundo
a destacar es que debido a la continuidad de la funcién inversa para cualquier elemento a;11 (con inversa
ozj;ll) la operacién o1 oozj_1 es un elemento que pertenece a un conjunto abierto que contiene a la identidad
puesto que %111 y ozj_l son muy cercanos entre si. El resultado de esto es que cualquier 8 en G es el producto
de una cantidad de elementos aledanos a la identidad e.

7El motivo por el que se usa la variable ¢ en lugar de x para escribir las coordenadas locales de un punto en la variedad
M es para que mas adelante no se confundan con el espacio de las variables independientes z#. Cada uno de los puntos en la
variedad es un elemento del grupo, no las variables (z#, ®?, 8#<I>i) sobre las que estos actiian estos.

8Notese que esta definicién excluye a los grupos de simetrias discretas como las reflexiones.
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Figura 2: Grupo conexo.Un elemento 3 se puede escribir como el producto de una determinada cantidad de
elementos en una vecindad de la identidad e.

A partir de lo anterior, un grupo de Lie se define como la componente conexa de un grupo continuo (Gilmore,
2012).

De acuerdo con Olver (1993) los grupos de Lie suelen aparecer como grupos de transformaciones que actian
en una variedad .# . Para los fines de este trabajo un grupo de transformaciones es un grupo cuyos elementos
son transformaciones ¥ : G x R®* — R* ? que actiian en la variedad .# = R* y obedecen los postulados para
los grupos continuos. Por ejemplo, el grupo SO(2) es el grupo de rotaciones en R? que para un elemento
dado tiene una representacién en funcién del parametro 6§ dada por

cos(d) —sen(6)
sen(f)  cos(0)

que lo convierte en un grupo de Lie de transformaciones que actiia en .# = R? y que depende de un
parametro. De esta guisa, siempre que se hable de un grupo de Lie en las siguientes, secciones se referira a
un grupo de transformaciones en donde la transformacién mas general ¥(z#, ®¢,0,®%; ¢*) = (zk, Pt Bﬂ@)
depende de m parametros (¥ (k = 1,...,m) linealmente independientes en el sentido de que no se puede
representar los m pardmetros como funciones de un nimero menor de pardmetros (Noether, 1918), a este
grupo de transformaciones Noether lo llama grupo continuo finito.

En muchos casos, es adecuado que la transformacion identidad ¥, se corresponda con la eleccion de todos los
pardmetros (¥ = 0, esto se puede conseguir en cualquier caso definiendo un nuevo conjunto de parametros.
Por ejemplo, si la transformacién que corresponde a la identidad ¥, ocurre cuando los pzjrémetros toman
los valores (¥ = a* para una constante a* # 0, se pueden definir '° los nuevos pardmetros (¥ = (¥ — a* para
los que se cumple que la identidad del grupo de transformaciones se da cuando (¥ = 0 para k=1,...,m. A
partir de ahora se asumira que se tiene esta parametrizacion.

INétese que acd se estd considerando el caso en el que un grupo de transformaciones actiia sobre las coordenadas

5
) ) n L, .
(z, ®*,0,P"), por lo que R® = R* xR (1) =R* x R como se enuncié en la seccién 4.1.
10En concordancia con el primer axioma de las variedades, el homeomorfismo ¢, que define R™ se escoge de manera arbitraria.
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Figura 3: Grupo de transformaciones G' con un grupo local & en las proximidades de la transformacién
identidad W.. Si el funcional 45 de un sistema fisico es invariante bajo la accién de G, también es invariante
bajo la accién de &.

Por otra parte, considerando la linealidad del principio de Hamilton anteriormente mencionada en la seccién
4.3, se busca sacar el mayor provecho a esta cualidad. En primer lugar, la transformacién més general que
puede tener un elemento del grupo G (que deja la accién S del sistema invariante) es

Y T T

i(zk) = P(aH) 4 0D + 52P7 +- -

En donde se asume que las variaciones dz* y §®' tienen una dependencia lineal con respecto a los pardmetros
¢k 1. En particular, para el grupo local & en el que la transformacién més general que tiene un elemento
esta dada por

Tt = ot + St

Qi (zk) = d(z*) + 0P

la accién S del sistema también permanece invariante bajo este tipo de transformaciones infinitesimales de
este grupo (Figura 3).

4.7. Campos vectoriales invariantes

Sea C una curva conexa en la variedad M parametrizada por la funcién A : I — M donde I C R tal que
(¢ o N)(t) = (CH(t),...,{™(t)), para cada punto p = A(t) € C la curva tiene un vector tangente dado por

e(t) = (Xkl(t), s Xe (t)) que se puede expandir en términos de una base que consiste en las combinaciones
lineales de los operadores 9/9¢* (Chandrasekhar, 1998)

) 9 Cm
Vi, = A,f(t)a—gl Tt (t)ag—m

La coleccién de todos los vectores tangentes a todas las posibles curvas que pasen por el punto p € M generan
un espacio vectorial de dimensién m en ese punto llamado espacio tangente de M en p que se denota como

1 Esta suposicién no limita la generalidad de los teoremas como lo demuestra Noether en la tercera y cuarta seccién de su
articulo.
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TM]|,. Un campo vectorial V' en M asigna un vector tangente V|, € TM|, a cada punto p € M (Olver,
1993). En coordenadas locales un campo vectorial tiene la forma

0 0
V=AY ) — + . (¢ M) ——
Y (¢ € )841 "¢ € )c‘)Cm
Sea ¥, cualquier elemento fijo en &, considere la composicién de las transformaciones dada por L,(¥) =
U, o ¥ donde V¥ es otro elemento de &. Esta composicién se conoce como el mapa de traslaciones por
la izquierda (Arvanitoyeorgos, 2003) L, : & — & y puesto que tiene una inversa dada por (L,)~! es un
difeomorfismo. Un campo vectorial V' en & es invariante bajo la accién del mapa de traslaciones por la

izquierda si se cumple que el diferencial dL, : TM|y — TM |y, ov es
dL,(V]y) =V, ow

Esto quiere decir que el vector tangente V|g que la traslacién por la izquierda envia a Vg, oy es un vector
tangente que pertenece al mismo campo vectorial V.

Cualquier campo vectorial invariante por la izquierda se encuentra determinado de manera univoca por su
vector tangente evaluado en la identidad ¥, ya que Vg, = dL,|y,. Asi mismo, cualquier vector tangente a
® evaluado en la identidad determina un campo vectorial invariante por la izquierda en & (Olver, 1993).

Por lo tanto, se define el algebra de Lie g como el espacio vectorial de todos los campos vectoriales invariantes
por la izquierda Vj y se puede referir al algebra de Lie g de & como el espacio tangente a & evaluado en la
transformacién identidad W.. La dimension del algebra de Lie es igual a la dimensién del grupo & y también
al numero de campos vectoriales invariantes por la izquierda Vj, para k = 1,...,m, uno por cada parametro
¢k

g~ T8y,
Gracias a las suposiciones de localidad de la seccién anterior, se pueden usar los campos vectoriales invariantes
Vi en el dlgebra de Lie para describir las transformaciones ¥ que pertenecen a & (De Azcarraga, J. &
Izquierdo, J., 2011). Concretamente, para cada campo vectorial invariante Vj por la izquierda en & hay
un campo vectorial inducido Vi en R?, el espacio en el que se encuentran las variables independientes y
dependientes, suponiendo que estas tienen como maximo derivadas de primer orden, este campo vectorial
inducido Vj, estd definido en las coordenadas (z#, ®¢, 9, ®?).
Si se se denota la acciéon de & sobre las variables independientes y dependientes como

U(a”, @7, 9,0 ") = (2 (a", 9%5¢F), 0" (a, 85 ¢F), ), (", @75 ¢M))
entonces por cada pardmetro (¥ hay un campo vectorial V,, (Struckmeier, J. & Riedel, C., 2002) '2

ES 0, 00 9 +aﬂ;; 9
OCF | g Oar  OCF |y 0BT OCE |y 0(0,7)

Vi

que produce una transformacién infinitesimal ¥y en la direccién del pardmetro ¢* cuando este se mueve
en las cercanias de la identidad V. a lo largo de Vj. Es claro que la variaciéon §£ que se tiene cuando
se produce la transformaciéon més general ¥ se puede entender como la superposicién ), Vi de todos los
campos vectoriales Vi, (k = 1,...,m) cuando se evalia la funcién L(z*, ®%,,P%).

121a cantidad Q(z#, ®%; () no depende de 8M¢'i ya que, como lo demuestran Struckmeier, J. y Riedel, C., viene dada por

e, 3 CF) = (2% | ox o) — §200,(25 |e_o)-
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Por otra parte, para aplicar los teoremas de Noether se necesitan conocer las variaciones infinitesimales o de
)

primer orden '3 §z# v §®? que se producen cuando todos los pardmetros se mueven de manera infinitesimal en

la direccién de sus k campos vectoriales V. La variacién dx* se calcula a continuacién segun los presentado

por De Azcdrraga, J. e Izquierdo, J. (2011):

Szt = gt — ot = Z¥ (", @' ¢F) — 24 (2", @7 0)

Ck

¢k=0

" oz (ar, 0)
o =D
k=1

Notese que esto es consistente con la suposiciéon de que dz* es lineal en los parametros (i. Para la variacién
de 5P o .
00" = o' (z#) — D (aM)
501 = &' (M) — D (at) = D (@) + [D(a) — D (a")] — D (a")
6B = §o®' (zH) + [B (&) — D

En donde se ha introducido la variacién §o®¢(z#) = & (z+) — ®i(z*) que mantiene z* fijo. La diferencia

7 . .z . . . B
entre paréntesis de la ecuacién anterior se expande hasta el primer orden en su serie de Taylor como g%éﬁ*,

que a su vez puede también expresar en términos de la variable ®° (sin transformar) gracias a que al tratarse

. . . . . @ bt .
de transformaciones infinitesimales, la cantidad % — % es de orden no lineal.

%

; ; 0P
i oD (g p
D" = §o @' (a') + axu(Sx (9)

Ya que 6@ y dx# son lineales en los pardmetros (i, se concluye que do®?(x#) también lo es.

5. Procedimiento

A continuacién, se enuncian el primer y segundo teorema de Noether tal como se encuentran en el articulo
(Noether, 1918) (salvando algunos aspectos en la notacién):

1. Silaintegral S es invariante con respecto a un grupo continuo finito & que depende de manera analitica
en m parametros, entonces existen m relaciones linealmente independientes de las ecuaciones de Euler-
Lagrange que se convierten en divergencias, de manera conversa, se seguird la invariancia de S con
respecto a ®. El teorema es valido incluso en el caso limite de una cantidad infinita (contable 14) de
parametros.

2. Si la integral S es invariante con respecto a un grupo continuo infinito & que depende de m funciones
arbitrarias y sus derivadas hasta un orden n, entonces hay m relaciones entre las ecuaciones de Euler-
Lagrange y sus derivadas hasta un orden ¢, en este caso la proposicién inversa también se cumple.

13Debido a que se estd considerando el grupo local &, el signo de igualdad se usa siempre que dos cantidades sean iguales
Unicamente en los términos de orden lineal.
14Un conjunto A es infinitamente contable si existe un mapa de A a los nimeros naturales.
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Si bien la estructura de ambas proposiciones es bicondicional. La proposicién que se va a derivar en esta
seccion es la que afirma que si la integral S es invariante con respecto a un grupo continuo finito &, entonces
existen m relaciones linealmente independientes de las ecuaciones de Euler-Lagrange que se convierten en
divergencias. Se presenta especial atencién a esta proposicién (cuando m es un ndmero finito) y no a su
inversa porque es la més préactica de comprobar a la hora de aplicar este teorema a una determinada teoria.
Con respecto al segundo teorema, este no se va a utilizar para ninguna de las aplicaciones en este trabajo
debido a que implica relaciones de la forma

m

) [(aiAEi) - %(bﬂEi) +oot (—1)‘1%@3&) =0
A=1

en donde a diferencia del primer teorema, no se presentan divergencias. Para un punto critico esta ecuacién
es trivial y en la préctica, poco ttil.

En la seccién 4.1. se calculé la variacion de un funcional cuando se consideran variaciones tinicamente en la
variables dependientes y sus derivadas. En ese caso, el resultado fue, por un lado, una contribucién interna
de las que surgian las ecuaciones de Euler-Lagrange y por el otro, un término que contenia las contribuciones
de frontera en la forma de una divergencia. En esta ocasion, se va a calcular la variaciéon de la accién S
considerando variaciones de las variables dependientes (y sus derivadas) e independientes al mismo tiempo,
lo que significa que esta vez no se tendra un dominio 2 C RP fijo, sino que se va a considerar una familia de
dominios que cambian junto con los pardmetros ¢*.

No se puede pasar por alto que la variacién que se va a calcular a continuacién (si bien es similar en la
forma) tiene un significado completamente diferente a la de la seccién 4.1. ya que en el primer caso se busca,
entre todas las funciones ®¢ = ®%(z#) + en(z*) que pertenecen a un intervalo de radio £ > 0, aquella que
sea un punto critico. Mientras que este caso, no importa qué transformacion infinitesimal se induzca en las
variables, todas son puntos criticos.

Se procede a demostrar la primera proposicién del primer teorema de Noether. Sea £(x#, Ox ®*) un funcional
que depende de p variables independientes z* y de ¢ variables dependientes ®° y sus derivadas 0, ®* hasta
un orden n y sea & el grupo de transformaciones infinitesimales en el que el mapa (z#, 9 ®*) — (24, akti)i)
deja la variacién §.5 = 0. Considere la variacion

55:/5(#70}%@)61%—/,c(:c“,achi)dpx
Q Q

Para poder hacer la diferencia de ambas integrales se deben convertir las variables independientes a un sistema

de coordenadas comun a ambas, por ejemplo Z# = Z#(z*). Esto se consigue por medio del determinante de
a(zt,...,&P) 7

. . - o(&!,...,.87)
: S DAH — oo D bt
la matriz Jacobiana FICD) puesto que se cumple que dPzH = a(ggl,“.,mp)d TH.

A, ..., iP)

_ A9 Gl _ u i P
08 /Q{E(:l: L0 ® )8(351,...,901’) Lzt 0 ®")| dPx

Debido a que los componentes de la matriz Jacabiana son giz = 64 + 0, (6z"), donde 6% es la funcién delta
de Kronecker. El tnico término lineal en el determinante de esta matriz es 1 4+ 0,,(dz#) (Gelfand & Fomin,

2000). Por lo que hasta un orden lineal el Jacobiano es H =14 0,(0z").

55:/[c(:zu,akéi)[uau(w)]—ﬁ(xu,achi) &z

15



Distribuyendo

58 = / [ﬁ(f“73k‘i’i) — L(a", 0 D) + L(&", 0599, (0a)| d'x

La cantidad £9,(6z") = 0,,(Léz") — 0, LIz" es igual en los términos de orden lineal a d,,(Ldz*).

58 = / 6L + 0, (L6xM)] d*x

En el lado izquierdo, se tiene que la variacién 5 = 0. Mientas que en el lado derecho la integral f 0LdPx

es igual a la que se calculd en la seccién 4.1. para ®¢ = &% + £§,®* con algtin nimero ¢ > 0 por lo que se
reemplaza la ecuacién (2) y queda:

o= [ B B+

Organizando los términos
0= / [0, (WH[L; 60®"] + LExH) + E; 50 |dPx

Ahora, debido a que esta relacién en las integrales de ambos lados se satisface para cualquier dominio
arbitrario, se debe cumplir que

0 = 0, (WH[L; 50| + LIzH) + E;60P"

Esto se reescribe como

Eibg® = —8,(WH[L; 5o®"] + Lox) (10)

Como se demostré anteriormente en la ecuacién (9) la variacién §,® = &(z#) — &(z*) (al igual que dzH)
es lineal en los parametros (¥, por lo que sus también lo son (las derivadas y la variacién d; conmutan). Por
este motivo, al hacer una répida inspeccién a la ecuacién (3) se comprueba que WH[L; §o®¢] es lineal en los
parametros. En base a esto, se puede escribir ambos lados de la ecuacién como

E;50®" = 0, B"

donde 6’ = ok y BH = j,‘jg"f son combinaciones lineales de los m parametros. Entonces, en virtud de la
independencia lineal de los pardmetros ¢* existen m ecuaciones

— g ik
oapE; = (o
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por cada cada componente del operador Euler, que se convierten en divergencias cuando la accién S es
invariante, tal como afirma el teorema.

Es importante resaltar que cuando se satisfacen las ecuaciones la divergencia 9,5} se vuelve cero simplemente
tomando combinaciones lineales de los componentes del operador Euler, de manera que existen combinacio-
nes de estos que producen leyes de conservacién, por ejemplo, como es bien sabido, el movimiento de un

sistema masa-resorte viene dado por F; = m& + wz = 0, que si se multiplica por & (y se hacen unas pocas

manipulaciones algebraicas) producen la ecuacién #E; = < (

dt
la energia para este sistema.

.2 2 .z
T+ k%) = 0, que expresa la conservacién de

El primer teorema de Noether puede aplicarse en una teoria fisica por medio de leyes de conservacion locales
(Bluman et al., 2009) cuando se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange debido a que en ese caso la
divergencia 0,7, = 0. Integrando esta divergencia en una regién del espacio R se obtiene

/fhjz‘dsw:/ 80j2d3$+/5ngd3x:()
R R R

para v = 1,2, 3. Usando el teorema de la divergencia para la segunda integral queda

0 ) oy
a/Rygd?’x—k/snyjde

donde 7n,, es la base del vector normal unitario de una superficie cerrada S. Si se toma que el dominio de la
integral es todo el espacio y se asume que en el infinito los campos se hacen cero (Edvardsson, 2016)

9 073, _
E/R]kdx—()

/ odbe = Q
R

Para alguna constante Q). En la préctica, se puede comprobar facilmente cuando la accién S de un sistema
es invariante bajo transformaciones infinitesimales simplemente al reemplazar de manera explicita para las
coordenadas L(zH, 0 ®') — L(x# + da, g P + §P?). Una vez que se sabe que el sistema es invariante bajo
una cierta simetria infinitesimal, una determinada ley de conservacion es practicamente inmediata a partir
de la ecuacién (10).

En otras palabras,
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6. Resultados

En esta secciéon se presentan dos aplicaciones del primer teorema de Noether en base a lo expuesto anterior-
mente.

6.1. Mecanica clasica

Considere un sistema en el que la acciéon S es invariante bajo las transformaciones

b TG A

donde se asume que £ tiene orden uno en las derivadas de ®* 15, esto es, E(w“,q)i,aﬂfbi). Estas trans-
formaciones representan una invariancia bajo traslaciones temporales y espaciales, dejando la coordenada
generalizada ®* fija. Evidentemente, las variaciones infinitesimales segiin la ecuacién (9) son 16

; 0P
St = ot =0k gt = ——(¢F
S 0 5o °
Si se reemplaza en la ecuacién (10) y se usa (en este caso) Unicamente el primer término de (3) para escribir
WH[L; 5o®], se llega a

oL o
Y
Ou | Léx (0, da* =0

Cada variacién dentro de la divergencia se expande en combinaciones lineales de los pardmetros, donde se
escribe el pardmetro ¢* como (¥ = nk”Cﬂ siendo n** el tensor métrico de Minkowsky y ¢ el covector del
vector (¥.

oL o'

ik — T pke =
Oud” =% | gia oy aak ~ 1 L =0
La cantidad )
ik _ oL @ N
0(0,®?) Ox*

se define como el tensor energia-momento, que bajo las condiciones de frontera discutidas anteriormente,
producen una ley de conservacion dada por

Pt = / P
R

Para algiin P* constante. Por lo que si la accién S es invariante bajo traslaciones infinitesimales del tiempo
(n = 0), se conserva la energia y si la accién S es invariante bajo traslaciones infinitesimales espaciales
(1 =1,2,3), entonces se conserva el momento lineal.

15Esta suposicién es razonable ya que las ecuaciones de movimiento o las ecuaciones de Newton tienen orden dos.

16Un caso particular para el que se cumpliria esta transformacién serfa cuando £ no depende de manera explicita en z*. Sin
embargo, se estd considerando el caso en el que L si depende de manera explicita en # pero que al evaluar esta transformacién
la accién S es invariante.
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6.2. Electromagnetismo clasico

Como aplicacion para el electromagnetismo clasico se halla la ley de conservacién asociada a la invariancia
de la accién S bajo transformaciones infinitesimales del potencial 04, = J,A para una funcién A(z*) con
soporte compacto (Mieling, 2017). La densidad lagrangiana en el electromagnetismo clésico es

1
degm

L=—

FMWF,, — A,J"

donde F,, = 0,A, — 0, A, es el tensor electromagnético en su forma covariante. La accién S es

1
S=- FM Fu + Ay J" | d
/"R Lleoﬁ po T A } ’

Considere la recalibracién §4,, = AH —A,, = 0, para una funcién A(z#) con soporte compacto. La variacion
de S es

55:—/ 5L d%:—/ (0, M) " d*z
R R

Este integrando se puede escribir como

(0, A)J* = O, (AT™) — A(D,J")

Luego,
68 = — / (AT d*z + / A0, J")d
R R

La primer integral se puede resolver por el teorema de la divergencia, de la siguiente manera

/ O (ATH)d*x = / AJH7,dS
R

donde 7, es la base del vector unitario normal a una superficie cerrada S de radio r — co. Aplicado el lema
fundamental del calculo de variaciones esta integral es cero para cualquier A con soporte compacto. Por lo
que la variacién §.5 queda

08 = / A8, J")d x
R
Por otro lado, segin la ecuacién (2) la variacién 4.5 es
0 (oL oL 0 oL
7 _ A 4 A e AI/ 4
AR G R | R o Cr e
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Debido a que se satisfacen las ecuaciones de campo la primera integral es cero. Para la segunda integral se
utiliza nuevamente el teorema de la divergencia para una superficie de radio r — oo y queda

0 oL oL
— ([ ——= A, |d*z= | ——=—(8,A)A =
/Raxu (a<a#Ay>5 ”)“ /Ra@Au)(a JAud§ =0

Puesto que A tiene soporte compacto. Comparando las expresiones obtenidas para 4.5 se llega a que
58 = / A0, J")d 'z =0
R

Usando el lema fundamental del calculo de variaciones una vez mas se concluye que
OuJ" =0

Por lo tanto, la accién S es invariante con respecto a la recalibracién 64, = 9, A y la ecuacién de continuidad
asociada es d,J* = 0 en todo el espaciotiempo R

/ Do J°d3x = é/ plz")d3z =0
r—00 ot T—00

Lo que significa que la carga
Q= / p(at)d’x
=00

se conserva en el volumen de una esfera de radio r — oo.

7. Conclusiones

Los teoremas de Noether, especificamente su primer teorema, ha demostrado ser una herramienta poderosa
para la comprensién de las relaciones entre simetrias y leyes de conservacion en sistemas fisicos. A través
de su aplicacion, se ha mostrado como las simetrias infinitesimales de un sistema permiten derivar leyes
fundamentales que simplifican tanto la descripcion como la solucién de las ecuaciones de movimiento de
dicho sistema. Esta conexién proporciona una forma sistemética de analizar sistemas fisicos que, de otra
manera, podrian parecer inabordables.

En particular, los ejemplos tratados en mecéanica cldsica han mostrado como el andlisis de simetrias puede
simplificar notablemente la resolucion de problemas fisicos, proporcionando un método claro y eficiente para
obtener cantidades que se conservan. El uso de simetrias, derivado inicialmente de los desarrollos de Sophus
Lie sobre la teoria de grupos de transformaciones, muestra cémo estos conceptos abstractos se convierten en
herramientas précticas para resolver ecuaciones diferenciales y comprender la dindmica de sistemas fisicos.
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