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PRESENTACION

El presente Trabajo de Grado, denominado Construcciones Neusis en Geometria hace un
aporte para rescatar el uso de la regla y el compds en la ensenanza de la Geometria.

El trabajo consta de tres capitulos asi:

= Capitulo 1. Construcciones Elementales: En el se hace una presentacion de la teméatica
en general, incluye una reseiia breve de los tres problemas clésicos de la Matemaética
Griega. Se presentan ademas las construcciones mas elementales que son posibles con la
regla y el compéas como son: punto medio y mediatriz de un segmento, perpendiculares
y paralelas a una recta dada; suma, resta, multiplicacién y divisiéon de segmentos y la
raiz cuadrada.

» Capitulo 2. Numeros Algebraicos, Trascendentes y Construibles: En este capitulo
se presentan los conceptos correspondientes, sus propiedades més elementales y los
resultados relacionados con ellos que permiten establecer la imposibilidad de resolver
solo con el uso de la regla y el compés los tres problemas relacionados.

= Capitulo 3. Construcciones Neusis: En este capitulo se presentan las distintas formas,
algunas de las cuales fueron inventadas por los mismos matemadticos griegos, para
resolver los tres problemas clasicos ya reseniados.

El trabajo incluye en su parte final, algunas conclusiones que se obtuvieron durante su
elaboracién.



OBJETIVOS

Objetivo General

= Recrear las orientaciones e instrucciones elementales necesarias y suficientes para realizar
las construcciones elaboradas por los matematicos griegos para resolver el problema de
la duplicacién del cubo y la triseccion del dngulo. Adicionalmente se presenta una de
las aproximaciones propuestas por Arquimedes para el nimero 7.

Objetivos Especificos

= Hacer una presentacion general de la problemadtica de las construcciones con regla y
compas incluyendo una breve resena de los tres problemas clasicos de la Matematica
griega.

= Presentar la forma de llevar a cabo algunas construcciones elementales con regla y
compas: perpendiculares, paralelas, mediatrices, bisectrices, suma, resta, multiplicacién
y divisién de segmentos y raiz cuadrada, entre otras.

= Presentar los conceptos de ntimero algebraico, nimero construible, niimero trascendente
y algunos resultados relacionados con ellos.

» Reproducir las construcciones hechas por los matemaéticos griegos para resolver los
problemas de duplicar el cubo y trisectar un angulo las cuales se conocen con el nombre
de Construcciones Neusis.



JUSTIFICACION

La realizacién de éste trabajo de grado se justifica por las siguientes razones:

1.

Las construcciones con regla y compés hacen parte de las matematicas clasicas griegas,
temas de los cuales se ocuparon Arquimedes, Euclides, Hipécrates, Aristarco y Pappus
entre otros.

Las mencionadas construcciones dieron origen a los llamados tres problemas clasicos
griegos, los cuales fueron resueltos muchos siglos después con la aparicién de nuevas
herramientas, métodos y procedimientos desarrollados en la rama de la matematica que
hoy se conoce como Algebra Moderna.

El trabajo requiere para su realizacién el desarrollo de la destreza manual, de la
utilizacién habil de instrumentos de trazo como la regla, el compas, la escuadra y el
transportador indispensables para el profesor de Matemadticas.

El trabajo hace un aparte importante en la comprension de algunos temas que requieren
grados de abstraccion significativos, como son los conceptos de nimero cosntruible,
extension de un cuerpo, nimero algebraico y ntimero trascendente entre otros.

Historicamente es de suma importancia, resaltar el hecho de que fueron los mismos
mateméaticos griegos quienes plantearon formas alternativas para resolver los tres
problemas resenados, ante la imposibilidad de hacerlo en la forma planteada
inicialmente.



cAPiTULO 1

CONSTRUCCIONES ELEMENTALES

1.1. Los Tres problemas Clasicos de la Matematica Griega

Las construcciones con regla y compas fueron una actividad privilegiada de los matematicos
griegos, razén por la cual han hecho presencia en el desarrollo de las matemaéticas durante los
siglos posteriores.

El uso de la regla y el compas estaban sujetas a restricciones muy severas, las cuales limitaban
considerablemente las construcciones que podian hacerse. Las restricciones son las siguientes:

1) La regla usada por los griegos, solo podia emplearse para trazar el segmento de recta que
determina dos puntos. La regla no tenia marcas, luego no podia usarse para medir; la regla
no podia deslizarse en el plano para trazar paralelas ni tampoco podia rotarse.

2) El compés solo se podia usar para trazar circunferencias (o arcos de circunferencia) con
centro en un punto y cualquier radio. Tampoco podia usarse el compés para medir segmentos,
ni para dividir segmentos, circunferencias o arcos en partes iguales.

Las anteriores restricciones dieron origen a tres problemas de construccion con regla y compés
los cuales se conocen como Problemas Clasicos de la Matemética Griega. Ellos Son:

a) Duplicacién del Cubo: Se conoce con el nombre de problema Deliano, por su relacién con
la antigua ciudad griega de Delfos, situada al pie del monte Parnaso, en donde se encontraba
el més importante de los oraculos griegos puesto bajo el patrocinio de Apolo, divinidad griega,
dios del dia, de la poesia, de la musica y de las artes.

El problema consiste, en construir con regla y compas la arista de un cubo que tenga el
doble del volumen de un cubo dado.

b) Triseccién del angulo: Dado un dngulo cualquiera se trata de dividirlo en tres dngulos

10



1.1. LOS TRES PROBLEMAS CLASICOS DE LA MATEMATICA GRIEGA 11

iguales usando sélo la regla y el compas.

¢) Cuadratura del circulo: Dado cualquier circulo, se trata de construir con regla y compés
un cuadrado que tenga la misma area que el circulo.

L T 8/3
Figura 1.1

Los tres problemas cldsicos griegos fueron motivo de controversia, debate y discusién entre
la comunidad matemaética por mas de dos mil anos. La respuesta durante ese tiempo fue que
ninguno de los tres se puede resolver por medio de construcciones con regla y compas en el
sentido de la matematica griega.

La solucion definitiva a éstos problemas debi6 esperar avances significativos de la matematica
en las ramas de la Teoria de Grupos, de Anillos, de Cuerpos y la elaboracién de una teoria
consistente sobre niimeros construibles, algebréicos y trascendentes; éstas ramas forman parte
de lo que hoy se conoce con el nombre de Algebra Moderna.

Es de anotar que aunque los tres problemas no pueden resolverse con regla y compds, los
mismos matematicos griegos desarrollaron otras técnicas que les permitieron hallar soluciones
para cada uno de ellos. Consisten fundamentalmente en darle a la regla y al compés otros
usos como medir, alinear puntos, deslizar un segmento o en la elaboracién de instrumentos
disenados con propésitos especificos. Estas construcciones se conocen en la literatura sobre
este tema como Construcciones Neusis; y, Arquimedes fué uno de los primeros en usarlas.

En el presente trabajo, usaremos la regla y el compéas en la forma establecida por los griegos
para las construcciones mas elementales: Punto medio, mediatriz, perpendiculares, paralelas
y bisectriz de un angulo. Para otras construcciones como suma, resta, producto, cociente y
raiz cuadrada usaremos también el compés para transportar segmentos.



12 1.2. PUNTO MEDIO Y MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO

1.2. Punto medio y Mediatriz de un segmento

Dado un segmento AB su punto medio y su mediatriz se construyen de la siguiente forma:

i) Con centro en A y en B y un
radio que sea mayor que la mitad
del segmento, se trazan arcos para
determinar los puntos C'y D.

i1) Trazar con la regla la recta C'D.

! Y b El punto M donde esta recta corta
al segmento AB es el punto medio y
la recta determinada por C'y D es

, la mediatriz. Es de anotar que todos
4D los puntos de la mediatriz equidistan
de Ay B
Figura 1.2

1.3. Perpendicular a una recta por un punto exterior a ella

Dada una recta r y un punto A, fuera de ella, la perpendicular a r por el punto A se construye
asi:
i) Con centro en A y un radio s
conveniente se traza un arco que
determine en r, los puntos P y Q. °

i) Con centro en Py @, con un radio
conveniente, se trazan arcos (con la
misma abertura) para determinar el
punto B.

La recta s determinada por A y B P QT
es la recta perpendicular deseada. T

Una ligera modificacén n B
de esta construccién, permite trazar g
la perpendicular a 7, sobre un punto
A, que esté en r. Figura 1.3

1.4. Paralela a una recta por un punto dado.

Dada una recta [ y un punto A fuera de ella, la recta paralela a [ y que pasa por A se construye
asi:



1.5. BISECTRIZ DE UN ANGULO. 13

m
4
i) Escogemos un punto P, distinto de
S A Ay que no esté en .
IR \‘ i1) Construimos
la recta m perpendicular a [ y que
) 1 pase por P
= > ii1) Luego construimos una recta s,
perpendicular a m y que pase por
2 A. La recta s es paralela a [.
Figura 1.4

1.5. Bisectriz de un angulo.

Dado un angulo NAM, su bisectriz se construye de la siguiente forma:

i) Con centro en el vértice A y cualquier
radio se traza un arco para determinar los
puntos B y C sobre los lados AN y AM
del dngulo dado.

i4) Con centro en los puntos B y C se
trazan arcos con la misma abertura para
determinar el punto FE.

i7i) La recta determinada por A y FE es la
bisectriz del dngulo.

Figura 1.5

1.6. Construccién de un angulo igual a uno dado.

Dado un angulo AOB, la construccion de un angulo igual al dado se hace asi:

i) Se traza un recta s y sobre ella se ubica un punto O’

1) Con centro en O y cualquier radio, se traza un arco para determinar los puntos Py Q
sobre los lados del angulo dado.

i7i) Se transporta sobre s el segmento OP, para obtener O’P’ y con ese radio se traza un
arco con centro en O’



14 1.7. CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO IGUAL A UNO DADO

iv) Sobre el arco trazado en iii) se transporta el segmento PQ, a partir de P’, para obtener
el punto Q'

v) Se traza el segmento O'Q)’. El dngulo Q'O’P’ es igual al angulo dado.

Figura 1.6

1.7. Construccion de un triangulo igual a uno dado
Dado un tridngulo ABC', la construccién de un tridngulo igual al dado se hace asi:

i) Se traza una recta r y sobre ella se transporta el segmento AB, para obtener el segmento
A'B’

i1) Se traza un arco con centro en A’ y de radio el segmento AC
i7i) Se traza un arco con centro en B’ y radio el segmento BC

iv) El punto de interseccién C’ de los arcos anteriores es vértice del tridngulo buscado.

El tridngulo A’B’C’ es igual al tridngulo dado.

Figura 1.7
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1.8. Construccion de un poligono igual a uno dado.

Dado un poligono ABCDE, la construccién de un poligono igual se hace asi:

i) Se escoge un vértice, digamos A, del poligono dado y se trazan diagonales a los otros
vértices.

i1) Se traza una recta [, sobre ella se transporta el lado AB del poligono dado para obtener
el lado A’B’

i1i) Sobre el segmento A’B’ se construye (con base en 1,7) el tridngulo A’B’'C’ igual al
tridngulo ABC, luego sobre A’C’ se construye el tridngulo A’C’ D’ igual de ACD , y asi
sucesivamente.

El poligono A’B'C'D’E’ es igual al poligono dado.

Figura 1.8

1.9. Construcciéon de la suma y la resta de dos segmentos

Dados los segmentos AB y CD, de longitudes a y b respectivamente la suma se construye as:

A B

C D

i) Sobre una recta s, transportamos el segmento AB

i1) Sobre la misma recta s y a continuacién de AB, transportamos el segmento C'D.

a+b

iii) El segmento AD, de longitud a + b es la suma de los segmentos.

La resta se construye de la siguiente manera:



1.10. LA MULTIPLICACION Y LA DIVISION MEDIANTE CONSTRUCCIONES CON
16 REGLA Y COMPAS

i) Sobre una recta s transporte el segmento mayor C'D

ii) Sobre el segmento C'D, sobreponga el segmento AB, haciendo coincidir C' con A.

—a

b—a—

iii) El Segmento BD es b —a

1.10. La Multiplicacion y la Division mediante construcciones
con regla y compas
Para las construcciones hechas hasta el momento no se ha necesitado establecer una unidad de

medida. Para las construcciones siguientes, es necesario de antemano establecer una unidad
de medida, para tal efecto cualquier segmento puede escogerse como unidad de medida.

Dados dos segmentos AB y CD, de longitudes a y b respectivamente y una unidad de medida,
representada en el segmento FU el producto se construye asi:

Figura 1.10.1

i) Trazamos dos rectas [ y m partiendo de un punto comin, digamos O
i1) Transportar sobre [ el segmento AB de longitud a, de tal manera que A coincida con O.

i7i) Transportar sobre m el segmento C'D de longitud b, de tal manera que C' coincida con

0.

iv) Transportar sobre m el segmento unitario EU, de tal manera que el punto E coincida
con O.
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v) Trazar la recta UB.

vi) Trazar por D la paralela a UB, para encontrar el punto F' en la recta [.
vii) El segmento AF es el producto de los dos segmentos dados.

. . . a a—+x
En efecto: por semejanza de triangulos se tiene que: 1= %

Osea AF es el producto de dos segmentos. Obsérvese que el segmento unitario puede
transportarse sobre la recta [, obteniéndose el mismo resultado.

. Luego: a + = = ab.

Para construir la division de dos segmentos se procede igual que para la multiplicacién hasta

la instruccién iv).

Figura 1.10.2

Seguidamente,
i) Trace el segmento BD.

ii) Trazar por U, la paralela a BD para determinar sobre [ el punto P. El segmento AP es
el cociente entre AB y CD.

1 a
En efecto: por semejanza de tridngulos se tiene que: — = —. Luego = = 7 Nétese que
)

b
para construir —, debe transportarse la unidad sobre la recta .
a

1.11. Construcciéon de la raiz cuadrada de un segmento.

Dado un segmento AB de longitud a, su raiz cuadrada se construye de la siguiente forma:

) Q

i) Sobre una recta s, transportar el segmento AB y a continuacién el segmento unitario
ouvU.

i1) Encontrar el punto medio M del segmento AU.
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A M ip 1 U s
Figura 1.11

i7i) Con centro en M, trazar un semicirculo de radio AM.

iv) Construir la perpendicular a s por el punto B para determinar el punto C sobre el
semicirculo.

v) Trazar el segmento BC. Este segmento es la rafz cuadrada de AB.

En efecto: los tridngulos ABC' y CBU son semejantes, luego sus lados correspondientes

. BC BU oz 1, 9
son proporcionales, o sea: — = ——. Es decir, = = — 6 sea x
a =z

= = a, asi que x = +/a.
B BC d va



CAPITULO 2

NUMEROS ALGEBRAICOS,TRASCENDENTES Y
CONSTRUIBLES

2.1. Numeros Algebraicos y Trascendentes.

Un nimero algebraico es cualquier nimero x, real o complejo que satisface la ecuacién
p(z) =0, donde p (z) un polinomio con coeficientes enteros digamos

p(w):a0+a1x—|—a2x2+...+an:ﬁn

Donde ag, a1, as,...,an € Z, an # 0, n > 1. El ndmero z = /2 es algebraico, pues es raiz del
polinomio 22 — 2; el ntiimero & = /2 es algebraico porque es raiz de x> — 2.

Todo numero racional es algebraico, pues si * = a/b con a,b € Z,b # 0, x es raiz de
p(z) = bx — a. El concepto de nimero algebraico, es por esta razén, una extensién del
concepto de niimero racional.

Puede probarse que el conjunto de los niimeros algebraicos es numerable. Como el conjunto
de ntimeros reales es no-numerable, existen nimeros reales que no son algebraicos, se conocen
con el nombre de nimeros Trascendentes.

El término Trascendente, fue introducido por Leonhard Euler, para indicar que estos
numeros trascienden al poder de los métodos algebraicos. Numeros como 7 y e son
trascendentes.

2.2. Numeros Construibles y Cuerpos de Numeros.

Cada construccién con regla y compéas es una sucesién de operaciones de las enumeradas a
continuacién:

a) Unir dos puntos con una recta.
b) Hallar el puno de interseccién de dos rectas.

¢) Trazar una circunferencia con centro y radio dados.

19
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d) Hallar el puno de interseccién de dos circunferencias o de una recta con una
circunferencia.

Dado un segmento inicial, tomandolo como unidad, a partir de él pueden construirse otros
segmentos digamos r y s. A partir de r y s pueden construirse r + s, r — s, - s y r/s. Dicho
de otra manera, a partir de un segmento inicial, por procesos de suma, resta, multiplicacién
y divisién puede construirse el conjunto QQ de nimeros racionales.

En general, se llama Cuerpo de Nimeros a todo conjunto que sea cerrado (clausurativo)
con respecto a las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisiéon. Q Es un cuerpo de
numeros.

La sola utilizacién de la regla no permite abandonar o salir de los confines de Q. Como
sabemos, 2 € Q, V2 & Q, pero v/2 puede construirse con regla y compas. Si a Q se le agrega
v/2 obtenemos un conjunto més amplio que Q, cuyos elementos son de la forma a+bv/2 con a, b
nuimeros racionales no simultdneamente nulos. Este nuevo conjunto lo notamos Q[ﬂ], y, €s un
conjunto de numeros, o sea cerrado para las cuatro operaciones de suma, resta, multiplicacién
y divisién.

En efecto: si
r=a+bVv2
y=c+dv2

r+y= (a+bV2)+ (c+dV2)
= (a=c)+ (ad+ bc)V2

m-y:(a+b\/§>'<c+d\f2>

= (ac + 2bd) - (ad + bc) V2
siy#0

T a+bv/2  a+bV2 c—dV2
Yy o c+dvV2 c+dvV2 c—dv2
_ (a+bv2)-(c—d)V2  (ac—2bd) + (bc — ad)V/2
N 2 —2d2 N 2 —2d2
(ac — 2bd) bec — ad
= . 2
2 —2d2 + 2 —2d2 V2

Obsérvese que c? — 2d? # 0, pues si ¢2 — 2d? = 0, entonces 2d? = ¢?; 2 = c?/d?; V2 = ‘2 , lo

cual contradice la irracionalidad de /2.

Es claro que todos los niimeros de Q[v/2] son construibles con regla y compés, sin embargo al
igual que antes, la sola utilizacién de la regla no permite salir de Q[v/2].

Note que 1++/2 € Q[v/2] pero V1 + v2 € Q[v2]. En efecto, si /1 + V2 = a+bv/2, entonces
2 92 2_1
1+ﬂ:a2+2b2+2ﬂab,oseaa2+2b2—1:(1—2ab)\/§é\@:%locual
—2a
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contradice la irracionalidad de v/2, pues a,b € Q y 1 — 2ab # 0.
En efecto: si

2ab =1
y
a?+20° —1=0
luego,
1\2
2
20— ) —1=0
a® + (2a>
1
2
——1=0
a +2a2
2a* =242 +1=0
Asi que:

s 2+4/4-4(2)(1) 244

a = =

2 2

Lo cual no es posible pues a € Q.

Es claro que v/1 4+ v/2 puede construirse con regla y compés. El conjunto de niimeros Q[v/2]

puede ampliarse agregandole el nimero \/1 + /2 para obtener otro conjunto de nimeros de

la forma z + yv/1 4 /2, donde 2 e y son nimeros de Q[v/2] o sea de la forma x = a + b/2,
y:c—i—d\@con a,be Q.

Es rutinario probar que los nimeros del nuevo conjunto son construibles y que forman un
cuerpo de nimeros.

De manera mas general, supongamos que podemos construir los elementos de un cuerpo Fj.
Sea k € Fy, tal que Vk ¢ Fy. Podemos ampliar el cuerpo Fy a otro cuerpo F, adjuntédndole a
Fy el numero \/%, o sea haciendo F; = F()[\/];]. Tomamos ahora un elemento w € Fj tal que
Vw ¢ F1. Ampliamos Fj a otro cuerpo Fs, adjuntdndole a Fj el niimero /w, o sea haciendo
F, = F1[y/w]. Los elementos de F, son de la forma « + Sy/w donde «, 3 € F} o sea de la
forma z + yv'k, donde z,y € Fy.

El proceso podria continuar indefinidamente. Los cuerpos Fi, Fb, F3,... asi obtenidos se
denominan extensiones de Fjy por adjunciéon de raices cuadradas.

2.3. Definicion de Numero Construible.

Definicion 2.3.1. Un numero se dice construible con regla y compds si es elemento de
alguna extension de los nimeros racionales Q por adjuncion de raices cuadradas.

El nimero de extensiones carece de importancia, solo refleja el grado de complejidad de la
construccion con regla y compads.

Los ejemplos siguientes ilustran el procedimiento:

Ejemplo 2.3.2. Determinar si los siguientes numeros son o no construibles, en caso
afirmativo determinar la extension en la cual estdn.
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a) r=2+3V3
b) v =2+ V1++2

) r=2+\1+vV1++5
En efecto,

a) Claramente 2 + 3v/3 € Q[/3] o sea que x estd en Q[\/3] y es construible.

b) Se sabe que 1+ /2 € Fy = Q[V2], luego \/1+ 2 € F1[Vk] donde k = 1+ /2, en
consecuencia 2-+v/1 4+ /2 € Fi[VE]. = estd en la sequnda extension de Q: en la primera
se adjuntd /2 y en la sequnda \/ 14 /2. El miimero es construible.

c) x estd en la tercera extension de Q. La primera extension es: Fy = Q[\/g], la seqgunda
extension: Fy = Fi[Vk]; k = 14+ /5. Finalmente, la tercera extension: Fy = Fy[\/w];

w=1+ V145, x € F3, luego = es construible.

Existe una relacién de mucho interés entre los niimeros construibles y los algebraicos: Todo
numero construible es algebraico. En efecto, los nimeros racionales son raices de polinomios

r ’ 7/ 7 . .
de grado 1 : — es la raiz de sx — r = 0; los ntimeros del cuerpo F} son raices de polinomios

s
cuadraticos, los nimeros del cuerpo F5 son polinomios de cuarto grado etc.

Hallar el polinomio del cual es raiz un determinado niimero construible es un procedimiento
de tipo algebraico. Los ejemplos siguientes ilustran el método.

Ejemplos 2.3.3. Hallar los polinomios de los cuales son raices los siguientes miumeros
construibles:

a) x=v2+3
b) =243

1
5+/3

c) r=
En efecto,

a) T = \V2+V3, 22 =2+ /3, 22 — 2 = V3. Luego, 3 = (22 — 2)%2 = 2% — 42 + 4; EI

polinomio es: p(x) = z* — 422 + 1

b) r=vV2+V3;x—vV2=1+3;3= (xfﬂ)Q = 22 — 222 + 2. Luego: 22z = 2% — 1,
entonces, 4-2-2% = (x2 —1)2, luego: 822 = 2* — 222 +1 ¢ 2* — 1022 4+1 = 0, el polinomio
es: p(z) = a* — 1022 + 1

) 1 1 5—+/3 5—+/3 5—
c) xr = = . = —
5+v3  Ve+v3 V5-3 253 V22
5—1/3,222% = 5—/3; /3 = 52222, entonces: 3 = (5—22x2)% = 2522022 +484x.
El polinomio es: p(x) = 484x* — 22022 + 22

&

, luego: 22z =
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2.4. Un diagrama alternativo para los Numeros Reales

N: Naturales

Z: Enteros

Q: Racionales

C: Construibles
A: Algebraicos
T Trascendentes

Figura 2.4

2.5. Raices Racionales de un Polinomio.
Definicion 2.5.1. Dado un polinomio
p(z)=ap+ a1z + asz? + ...+ apz™, an # 0

con coeficientes enteros, un nimero r (real o complejo) se llama una raiz de p (x) en caso de
que p(r) =0.

Teorema 2.5.2. Si el nimero racional r = §, con b # 0, es raiz del