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INTRODUCCION

El presente Trabajo de Grado hace un estudio acerca de algunos temas centrales del Algebra Lineal
como: los espacios vectoriales, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad triangular, los
determinantesy la regla de Cramer.

El primer capitulo, Generalidades, hace referencia, en su primera parte, a la estructura de Espacio
Vectorial, se establecen sus propiedades fundamentales y se presentan algunos ejemplos. La
segunda parte del capitulo se ocupa de los espacios vectoriales con producto interno y normados.

El segundo capitulo hace un estudio de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, una de las mas
importantes del Algebra Lineal. De ésta desigualdad se presenta una prueba de tipo general y en
algunos espacios vectoriales concretos se presentan pruebas particulares propias de cada uno. El
capfitulo incluye algunas aplicaciones de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

El tercer capitulo, Determinantes y regla de Cramer, es una invitacion a la reflexion tedrica y
metodoloégica. En éste capitulo se presenta una definicién general de determinante, se presentan,
se demuestran y se ilustran las propiedades de los determinantes las cuales permiten establecer y
justificar con rigor la Regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Revisar los cimientos tedéricos sobre los cuales se apoya la desigualdad Triangular y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicadas a los espacios vectoriales.

= Realizar un conveniente y detallado estudio acerca de los determinantesy su aplicacién para
la solucién de algunos sistemas de ecuaciones lineales a través de la Regla de Cramer

Objetivos Especificos
= Introducir definiciones y resultados bdsicos sobre importantes desigualdades como la
desigualdad Triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en los espacios vectoriales.
= Presentar algunas aplicaciones de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

= Demostrar la desigualdad Triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en los espacios
vectoriales R, Cla, b], y My, (K).

= Exponer un método efectivo para calcular determinantes usando sus propiedades.

= Introducir la Regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

11
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JUSTIFICACION

La Matemadtica constituye una forma de aproximaciéon a la realidad; brinda elementos de
importancia para el desarrollo de la capacidad de argumentacién racional, la abstraccion reflexiva
y el aumento de las habilidades necesarias para resolver problemas de amplia aplicaciéon y
transferencia a otros campos del saber.

Esta es una invitacion a la reflexion teérica y metodolégica en torno a los principios de un area
del conocimiento que ha venido configurdndose sobre la base de la determinacién de su propia
problematica, asi como de los medios y formas de acercarse a ella para estudiarla y plantear
acciones comprometidas con el mejoramiento de la calidad de los procesos de aprendizaje de
conocimientos matematicos.

Hay que tener claro que mdas que aprender o memorizar una serie de algoritmos para la solucién
de determinados problemas, se tiene que ir mas all4, logrando comprender y argumentar el por
qué funciona cierto algoritmo, indagar en qué consiste dicho método, ver la esencia, el trasfondo
de este conocimiento, poder hacer una demostracion, ya que estas ocupan una posicion central
en la actividad matemadtica, pues constituyen el método de validacion de las afirmaciones de esta
ciencia, en contraposicion, por ejemplo de lo que ocurre en la Fisica o en otras ciencias, en las que
el método de verificacion de las afirmaciones consiste en su contrastacién con la realidad.

Se trata pues de salir del efecto de rigidez mental que produce el tratar de repetir sistemdaticamente
los métodos empleados en la resolucién de problemas, lo cual puede ocasionar una cierta
disminucién en la capacidad de razonamiento “en el vacio” de la persona, una limitacién a la
libertad de pensamiento.

Esperamos que esta revision, motive a quien generosamente lea este trabajo a profundizar en el

tema, puesto que la gran variedad de problemas interesantes ligados a esta teoria es de gran interés
y belleza.

13
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CAPITULO 1

GENERALIDADES

1.1. Espacios Vectoriales

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo. Un espacio vectorial sobre K o un espacio vectorial con escalares
en K o un K-espacio vectorial es una tripla (V,+,-) donde V es un conjunto cuyos elementos se

“ oy

llaman vectores y “+ son dos operaciones.
+: VxV—-V; Adicién vectorial
(X, ) = x+y
-1 KxV —1V; Producto por escalares
(a,x) - a-x
de tal manera que se cumplen los siguientes axiomas llamados leyes vectoriales:
Al. x+y=y+x; Vx,yeV
A2. x+(y+2)=(x+y)+2z; Vx,),zeV
A3. Existe en V un elemento tinico notado 0, llamado vector nulo, talque x + 0=x; VxeV
A4. ParacadaxeV existe ye V talquex+y=0
As. a-(x+y)=a-x+a-y; VYaeK y Vx,yeV
A6. (a+P)-x=a-x+P-x; Va,feK y VxeV
A7. a-(p-x)=(a-B)-x=p-(a-x); Va,feK y VxeV
A8. 1-x=x; VxeV
Usualmente K es el cuerpo de los ntimeros reales o de los niimeros complejos.

15
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1.2. Propiedades de los Espacios Vectoriales

A partir de los axiomas de espacio vectorial se deducen las propiedades bdsicas de los espacios
vectoriales las cuales se enuncian y se prueban en el siguiente,

Teorema 1.2.1. Paratodo x,y €V ypara todo a, € K se tiene:

Pl. 0-x=0, VxeV

P2. a-0=0, YackK

P3. (—a)-x=—(a-x)=a-(-x); VxeV y Vaek
P4. Sia-x=0 entonces a=0 6 x=0

P5. Sia-x=a-y, a#0, entonces x=y

P6. Sia-x=p-x, x#0, entonces a=,

P7. x+x=2-x y x+x+..+x=n-x
Demostracion:

P1. 0-x =(0+0):x =0-x +0-x, luego 0-x = 0

P2. a-0=0a(0+0)=a0 + a0, luego a0 = 0

P3. Puestoque a-x + (—a):x = (a+(—a))-x = 0-x = 0 entonces (—-a)-x = —(ax).
Andlogamente @ -x + a@-(—x) = a@-(x+(-x)) = a-0 = 0 yportanto a-(—x) = —(a-x)

P4. En efecto, si a # 0, a tiene un inverso ¢~ 1. Entonces x = 1x = (@ la)x=a Yax)=a 10=0
P5. x=1x=(@'a)x=alax)=al@y =@ ay=1y=y

P6. 0= ax—ax=ax—Px=(a—P)x,como x # 0,entoncesa—f = 0, osea, a = f.

P7. x+x=1-x+1-x=(1+1)-x=2-x

Con un razonamiento inductivo se pruebaque x +x+...+x=n-x

1.3. Ejemplos de Espacios Vectoriales

A continuacién presentamos a modo de ejemplos algunos espacios vectoriales reales o complejos

1.3.1. Ejemplo 1. R”

Sea V =R" ={(x1, x2,..., X5) : X; €R}, K=R. Para x = (x1,..., X), ¥ = (J1,.., ¥n) Y @ € R se definen:

X+y=X1+Y1,euXn+yn)
a-x=(axy,..,ax,)

Se verifican los axiomas de espacio vectorial. El vector nulo es 0 = (0,...,0) y si x = (x1,..., X5), el
vector y = (—x, ..., —Xp) estal que x+ y = 0. Asi que R" es un espacio vectorial sobre R. De la misma
manera se prueba que K" es un K-espacio vectorial.
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1.3.2. Ejemplo 2. Funciones
SeaV ={f:[a, bl —R: f continua}, K=R. Las funciones (f+ g) y (a- f) se definen por:
(f+8x)=fx)+gx); xeR
(@ fix)=a-f(x); xeR, aeR

V esun espacio vectorial sobre R, la funcién nula es el vector nulo yla funcién — f es tal que f+(—f)
es el vector nulo. En lo que sigue de este trabajo, éste espacio lo notaremos Cla, b]

1.3.3. Ejemplo 3. Matrices

Otro ejemplo importante de K-espacio vectorial es el conjunto de matrices de m filas por n
columnas, cuyas componentes son elementos de K con la suma y producto por escalares usuales:

Adicioén:
ayir ... Qin l’)H bln 6l11+l’)11 a1n+b1n
A¥B = | 1o Ll o ] =
aml .- Qmn bpa ... bmn am1+bmi ... Amn+bmn

Producto por escalares:

al ain adal adin

ami ... Gmn Adp ... Ay

El vector nulo es la matriz nula, que es aquella cuyos elementos son todos iguales a cero, esto es,
una matriz A de componentes a;; = 0 para todo i y para todo j; y el opuesto de una matriz A de
componentes a;; es la matriz B de componentes b;; = —a; j. Este espacio lo notaremos M, (K)

1.4. Espacios vectoriales con producto interno

Definicién 1.4.1. Un espacio vectorial real V tiene un producto interno si a cada par de elementos x
e y de V corresponde un niimero real tinico {x, y) que satisface los siguientes axiomas cualesquiera
sean x,y,z de 'V y para todos los escalares reales a

Al. Simetria: (x,y)=(y,x); Vx,yeV
A2. Linealidad: (x,y+z)=(x,y)+(x,2); Vx,y,zeV
A3. Homogeneidad: a(x,y)={(ax,y); Vx,yeV y VaeR

A4. Positividad: {(x,x) >0; six#0
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Un espacio vectorial con un producto interno se llama Espacio Real Euclideo.
En un espacio vectorial complejo, un producto interno (u, v) es un nimero complejo que satisface
los mismos axiomas que los del producto interno real, excepto el de la simetria que se reemplaza

por la relacién:

(u,v) = (v, uw)

Siendo <(v,u) el complejo conjugado de (v,u). En el axioma de homogeneidad (A3.), el
multiplicador escalar a puede ser cualquier nimero complejo.

De aqui se concluye que:

(u,av)y = {av,u) = al{v,u)y = a {(v,u) = a (u,v)

Un espacio vectorial complejo con un producto interno se llama Espacio Euclideo Complejo

1.5. Ejemplos de Espacios Vectoriales con producto interno

1.5.1. Ejemplo 1. R"

Dados x,y € R", si x = (x1,X2,..., Xn) € ¥ = (J1,¥2,.--, Xp), su producto escalar real usual se define
con la igualdad:

n
(x,y)=) xiyi
i=1

(X, ) = (X1, X2, o0y X)) 5 (Y1, Y2500y X))
(X, ) = X171+ XY +...+ XpVn

Veamos que se cumplen los cuatro axiomas de producto interior:

Al. Simetria: (x,y) =(y,x)

n n
(x,y) = ‘leiJ/i = _ZIJ/iJ’i = %X
i= i=

A2. Linealidad: (x,y+ z) = (x, y) + (X, 2

n n n n
(y+2y=Y xi(yi+z) =X (Xiyi + Xizi) = ¥ XiVi+ Y Xizi = (X, ))+(x,2)
i=1 i i=1 i=1

i=1
A3. Homogeneidad: a(x,y)={(ax,y)

n n
alx,y)=«a .Zl Xiyi= .Zl axiyi ={ax,y)
1= 1=

A4. Positividad: (x,x) >0 si x# 0



1.5. EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO 19

n
(x,x) =Y x3 >0
i=1

Luego, R” es un espacio vectorial con producto interno.

1.5.2. Ejemplo 2. Funciones

En el espacio vectorial real C[a, b] definimos un producto interno de dos funciones f y g con la
férmula:

b
8 =f F(ngndi
a

Verifiquemos que cumplen los cuatro axiomas del producto interior:

Al. Simetria: (f,g) =(g, )

b b
<f,g>=f f(r)g(z)dt=f g f(Ddt = (g,f)
a a

A2. Linealidad: (f,g+h)=(f,g) +{f, h)

b b
<f,g+h>=f f(r)(g+h)(r)dr=f F(Dg(0) + FORD) dt
a a

b b
=f f(t)g(t)dt+f FOR@ dt = (fr8) +(f, )

A3. Homogeneidad: a(f,g) =(af, g

b b
alf, g =af fg) dt:f af()g)dt =(af,g
a a

A4. Positividad: (f,f) > Opara f #0

b
LD =f (f(O12dt >0

1.5.3. Ejemplo 3. Matrices

En el espacio vectorial real M,;,,(R) podemos introducir de manera natural un producto interno
similar al de R". En efecto, dadas las matrices
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definimos el producto interno de A con B por la igualdad:
(A,B)= ) aijbij = ai1bi1 + ai2biz + ... + Gmnbmn
ij
Veamos que se verifican las condiciones de la definicién 2:

Al. Simetria: (A,B)=(B,A)

(A,B)= Y aijbij = Lbijaij = (B,A)
i,j ij

A2. Linealidad: (A,B+C)=(A,B)+(A,C)
(AB+C)= X aij(b+0c)ij = Xaij (bij+cij) =2l(aijbij) + (aijcij)]
ij ij ij

ZZai]’bi]’+Zai]’Ci]’ = (A, B) +(A,C)
1 1

A3. Homogeneidad: a(A,B) =(aA,B)

a{A,B) = aZaijbij =Zaai]-bi]- ={(aA, B)
ij ij

A4. Positividad: (A,A) > OparaA# 0

(A4 =Ya, >0
ij Y

1.6. Espacios Vectoriales Normados

Definicién 1.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre K, una norma en V es una funcion de V hacia
R, tal que a cada vector v de V se le asigna un ntimero real denotado por || v || y que cumple las
siguientes condiciones:

Pl. |v|=0; siysolosiv=20
P2. |v||>0siv#0

P3. [avi=lallvl;aeK
Pa. [v+ull=lvil +llul

De los resultados presentados en el pardgrafo 4 se deduce que en todo espacio vectorial con
producto interno es posible introducir una norma (la norma inducida por el producto interno)
definiendo:

lvll = (v, v)!/2

A continuacion presentamos varios ejemplos de espacios vectoriales normados. En todos los casos,
la prueba de la desigualdad triangular se omite ya que serd presentada en el capitulo siguiente.
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1.7. Ejemplos de Espacios Vectoriales normados

1.7.1. Ejemplo 1. R"” como espacio vectorial sobre R es normado.

Para
x = (x1,%2,...,x,) ER"

definimos

1/2
n
= y = .
x|l = ¢x, x) 12 (lez)
i=1

Comprobemos que R” es un espacio vectorial normado, para esto, veamos que cumple las
propiedades de la norma.

P1. ||x|]|=0 siysolosix=0:

Silx[=0, {(x,x)=0y x=0

Six=0, (x,x)=0 vy |x|=0
P2.|lx] >0: Six# 0, existe x; € R, x; #0, paraalgiin i(1 < i < n), asi que xl? >0, (x,x)>0y x| >0
P3. lax|l = [allx|

ax=(axy,axs,..,axy,)

. 1/2 w172 n 172
lax| = (Z azx?) = (a2 > x?) = IaI(Z xf) = |alllx|
i=1

i=1 i=1

1.7.2. Ejemplo 2. Cla,b] como espacio vectorial sobre R es normado.

e (fabfz(t)dr)

Comprobemos que el espacio vectorial de todas las funciones reales continuas en un intervalo
[a, b] es un espacio vectorial normado.

Definimos:
1/2

PL.|fll=0siysolosi f=0

I 1l = 0 significa que,

b 1/2
U fz(t)dt) =0
a

b
f f2(dt=0
a

y de aqui tenemos que,
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asique f2(t)=0, locualllevaaque f(¢)=0, esdecir f=0.

Por otra parte, si f = 0, entonces f(t) = 0 paratodo ¢ € [a, b], asi que:

b 1/2
U fz(t)dt) =0
a

lo que conlleva a afirmar que || f|| =0
P2.Sif#0 entonces [f(5)]>>0 y [[fl>0

P3. lafll=lallfl

1/2

b 1/2 b
=(a2f [f(t)]zdt) =|a|(f [f(t)]zdt) = el f]
a a

1/2

lafl = Uab[azfz(t)]dr)

1.7.3. Ejemplo 3. M,,,(K) esun espacio normado.
Para una matriz A, definimos:
1/2
2
Al = (Zaij)
]

Veamos que el espacio vectorial de matrices de tamafio m x n es un espacio vectorial normado.
P1. ||Al=0 siysolosi A=0

Si ||All =0, entonces Y, a?j =0 dedonde a;; =0 porlotanto A=0

i,j
Si A=0, (AJA)=0 vy |Al=0

P2.SiA;£0,existeaij€lR, a;j#0, paraalgini,j(1<si<my 1< j<n), asique al?j>0 y Al >0

P3. la Al = |alllAll

1/2 1/2 1/2
laAll = (Z aza,?j) = (azza,?j) = IaI(Z a,?j) = lalll Al
i,j i i,j



CAPITULO 2

DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ Y DESIGUALDAD TRIANGULAR

Para algunos reconocidos autores como Gilbert Strang, la desigualdad de Cauchy-Schwarz es
la més importante del Algebra Lineal y de la Matemadtica en general. Para espacios vectoriales
como R?, su demostracién puede hacerse usando argumentos geométricos relacionados con las
proyecciones y el dngulo formado por dos vectores. En espacios vectoriales mds generales éstas
herramientas ya no se pueden usar. En el presente capitulo se presenta la desigualdad de Cauchy-
Schwarz en espacios vectoriales con producto interno y una prueba de tipo general.

2.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Teorema2.1.1. SeaV un espacio vectorial con producto interno. Si Ay B son vectores de V, se verifica
que: (A, BY? < (A, AY(B,B); Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Demostracion:

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es trivial si A 6 B es el vector nulo. Por tanto, podemos suponer
que Ay B son vectores no nulos.

Sea C el vector C = xA— yB donde x = (B,B) = IBI? e ¥ =(A,B).Si C # 0, la propiedad A4 del
producto interno implica que (C,C) >0

Luego: (C,C)=(xA-yB,xA-yB)
=(xA,xA) —(yB,xA) —{(xA,yB)+{yB,yB)
= | xAll* - 2(xA- yB) + | yB|?
= x?|| All* - 2xy(A, By + y*| B|*
= |BII*| Al* - 2 BI*(A, B)* + (A, B)*|| B||*
=IBII*(IBI* All* - (A,B)*) >0

Asi que: I BI?I AlI* > (A, B)?

23
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Cuando C = 0, se obtiene | B|?||All?> - (A, B)> =0
Luego, en todos los casos (A, B)? < || A|?||B||?

O sea: [(A,B)| < | AllllBll y en consecuencia (A, B) < [ Alll| Bl

2.2, Casos particulares

2.2.1. LaDesigualdad de Cauchy-Schwarz en R"
Teorema 2.2.1. Si A = (ay, ap, as,..., a,) y B = (b1, bs, bs,..., by,) entonces (A, B)? < (A, AY(B, B)

Esta desigualdad expresada en términos de las componentes es:
n 2 n n
k=1 k=1 k=1

Demostracion:

Formamos el polinomio de segundo grado:

n
p(x) =Y (axx+by)?
k=1

Por otra parte p(x) =0 vy,

n n n n
P =} (4" + 2abix-+by) = ( )3 ai)xz + ( ) Zakbk)x+ P
=1 -1 1 )

p(x) es un polinomio de la forma

Ax*+Bx+C=0

Esta pardbola abre hacia arriba y esta sobre el eje x 6 lo intersecta en un solo punto. Por tanto, debe
tenerse que B> —4AC <0.

O sea,

Luego:




2.2. CASOS PARTICULARES 25

que es la desigualdad de Cauchy-Schwarz expresando cada uno de sus miembros en funcién de
sus componentes.

2.2.2. LaDesigualdad de Cauchy-Schwarz en C[a, b]

Teorema 2.2.2. Sean f, g € Cla, b, entonces

(L8 ={f,./g &

b
donde (f,g) = f fgdte
a
o b 2 b b
explicitamente (f f(t)g(t)dt) S(f fz(t)dt) ([ g2(t)dt)
Demostracion:

Si la funciéon f o la funcién g es la funcién nula, la demostracién es trivial, ya que si f(¢) = 0,
entonces:

2 2

2 b b
(f.0) = (fa [f(t)g(t)]dt) :(fa [O-g(t)]dt) 0

y (fabfz(t)dt) (fabgz(t)dt) =0 Uabgz(t)dr) =0

Luego, ((f,g>)2 =0= (fabfz(t)dt) (fabgz(t)dt)

Sean entonces f,ge Cla,b] f#0 vy g#0

Consideremos el vector h = g— 2;; ?i f
Entonces:
f & (f & > < f & > <<f»g> > (f,8)°
O = h,h = - . N - . = , — , ———* — . , . ,
= (h) <g anl g gnl) @88yl ) N 8 e pr D
(£, (f, 8 (f.&*
= ) -2 . ) = , —
&8 G 8 + ) (8 8 G
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Luego: (f,f)-(g,8) —([,8)* =0

Asique: (f,f)-(g.8 = (f 87

2.2.3. LaDesigualdad de Cauchy-Schwarz en M,,,,,(K)

Teorema 2.2.3. Sean A, B € My,;,(K), entonces (A, B)? < (A, AY(B, B)

Explicitamente:
ayn  ap ... ap by1 bz ... b
azy adz ... Q2p b1 by ... by
Si A= ; B=
aAml aAm2 ... Amn bml bmg bmn
entonces:
2
2 2
(Z“ijbij) = (Zaij) (Zbij)
l,] lr] l’]
Demostracion:

Cada matriz A de tamafio m x n puede considerarse como un elemento A’ de R”*", escribiendo
cada fila a continuacién de la anterior. Asi si:

ap a2 ... dain bii bz ... by
ay adz ... ap b1 by ... by
A= 5 B =
am1 Am2 ... Qmn bmi bmz ... bmn
entonces:
!
A = (an, ai, ..., Qip, 21, 22, ooy A2y ooy Al Am2y ooy Amn)

B/ = (bll» b12) ooy bln» b21» b22) ooy b2n; ooy bml» me» ceey bmn)

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en los espacios del tipo R”, obtenemos:

2 2 2 2 2 2 2
(@b +apbiz+...+apbip+ ...+ Appbmp)” < (a7, +ay, + ...+ ay,,)- (b, + by, + ...+ by,,)

(A, B)? < (A, AY(B, B)
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2.3. Otros resultados

2.3.1. Ortogonalidad

Definicién 2.3.1. Representando la ortogonalidad con el simbolo L. Sea V un espacio con producto
interno, x,yeV, A, BcV.

i) xLysiysélosi(x,y)=0
ii) x L Asiys6losi(x,a)=0, Yac A

iii) ALBsiysolosi{(a,b)=0 Vae A,beB

2.3.2. Bases

Definicién 2.3.2. Sea V un espacio vectorial. Una base de V es un conjunto de vectores linealmente
independientes que generan el espacio V.

2.3.3. Base Ortogonal de R"

Definicién 2.3.3. Sean x1, x2,..., Xp, p-vectores deR". Decimos que:

{x1, X2,..., X} es una base ortogonal de R” si:

i) {x1,Xp,...,xp} es base de R"
ii) (x;,xj) = 0 paratodoi# j

2.3.4. Proyeccion

Definicién 2.3.4. El producto escalar de dos vectores en R? tiene una interpretacion geométrica
interesante. La figura 1 muestra dos vectores geométricos no nulos A y B que forman un dngulo
0, tal que 0 < 0 < 7. La figura 2 muestra el mismo vector A y dos vectores perpendiculares cuya suma
es A. Uno de ellos, tB, es el producto de B por un escalar que llamamos la proyeccién de A sobre B y
la notamos Prg A. En este ejemplo, t es positivo ya que0 <6 < 7.

A A=tB+C

o, .
Figura 1 Figura 2

Podemos utilizar los productos internos para expresar ¢ en funciéon de Ay B.
Sea: A=tB+C
Entonces: (A,B)=(tB+C,B)

=(tB,B) +(C,B)
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=t{(B,B)+0
porque C L B, asi que: (A,B) = t(B,B)
de donde M = M
’ (B, B) I BII?
por lo tanto:
ProA (A,B)
r = =
? IBII2

2.4. Aplicaciones de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz

2.4.1. Método de Ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

Este método consiste en obtener una base ortogonal a partir de una base (dada) de R". El
procedimiento consiste en lo siguiente:

Dada la base {x1, x2, ..., X,} de R", la base ortogonal {y, y, ..., ¥} Se consigue asi:
Toémese y; = x1

V2 = X2 —Pryl-xg

Y1 X2
TERE

X2

Y3 = X3—Pry-x3—Pry,- X3

_Yirxs o Y2 X3

= X3 N )2
Iy 1% 2112
Yn = Xn—PryXp—Pry,-Xn—...— Pry,_ Xy
Yi-Xn Y2 Xn Yn-1"Xn
= Xp— 5 Y1~ V2T 5 Vn-1
Iyl Ily2ll lyn-1ll

Ejemplo 1. Dada la base de R?, {x1, %2} = {(1,-1), (2,3)}, obtener una base ortogonal para R?

Es facil verificar que {x;, x»} es una base para R? ; como (xj,x,) = —1, la base no es ortogonal.

Aplicando el metodo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, tenemos:

yi=x =(@1,-1)

Y2 = X2 —Pryl-xg

X1° X2
=X2—T——')1
ly111?
(X1, X2)
= X2~ Y1

<J’1»J’1>
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-1
=23)- 51,1

55 )
los vectores y; = (1,-1), y» = 23 son una base ortogonal de R“, como puede comprobarse

directamente.

2.4.2. Comparacion entre la Media Geométrica y Media Aritmética

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es tutil para mostrar la relacion existente entre la media
aritmética y la media geométrica.

Para esto, tomemos dos ntimeros positivos x e y, elijamos los vectores B = (vx,,/¥) y A=

VI, VX).

Desarrollando el producto interno entre los vectores
(A,By =) arbi= VyVi+Vx/y=2yxy

Luego, hallando la norma de cada vector y luego el producto entre ellas

IAl = V(A Ay =1/} a2 =/x+y
IBl=yx+y

IANBI = (/x+y)* = |x+yl
Sustituyendo los resultados obtenidos en la desigualdad de Cauchy-Schwarz

KA, B)| < | AlIBII

2Vxysx+y

xX+y

VXy < —

Concluimos por medio de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que la media geométrica es menor o
igual que la media aritmética.
2.5. Desigualdad Triangular

2.5.1. LaDesigualdad Triangular en R"

Teorema 2.5.1. Si x e y son dos vectores deR" entonces:
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lx+yll < lxll+ 1yl

Demostracion:

Os||x+y||2 =(X+y,x+y) = (X)), ) X, 1)+, x)
=[xl + 1%+ 2(x, y)
< X1+ 1ylI* + 2Kx, y)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que [{x, y)| < lIx|l Iyl , asi que 2|{x, y)| < 2|lx|l | ¥l
entonces:

0 < lx+yll* < IxlI* + Iyl + 2lxl Iyl = Uxl+lylh?

Luego:
lx+yl < llxil+ 1yl

2.5.2. LaDesigualdad Triangular en el espacio C|[a, b]

Teorema 2.5.2. Si f, g son dos funciones reales continuas en un intervalo [a, b] entonces:

If+gll<Ilfl+Ilgl

Demostracion:
0<If+gl*=(f+gf+8
=N +{8+(&hH+(&gy
= IfI* + 2(f, ) + gl
< IfI> + 2Kf, @1 + ligl?
< IfI7 + 21 flgh + lgl?
= (1l + 1gH?
Luego:

If+gl < IfIl +lgl

2.5.3. LaDesigualdad Triangular en M,,,(R)

Teorema 2.5.3. Si A, B son dos matrices de tamaiio m x n con elementos reales, entonces:

A+ Bl <Al +IBI

Demostracion:

0 < |[A+B|? = (A+B,A+B) = (A, Ay + (B,A) + (A,B) + (B,B)
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Luego:

= | AlI? + IIBI? + 2(A,B)
< |AlI? + IIBI? + 2[(A, B)|

< |AlI? + IBI? + 2|l Al B

A+ Bl < I[lAll + Bl
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CAPITULO 3

DETERMINANTES Y REGLA DE CRAMER

3.1. Determinantes de orden 1y 2
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

{ anx+appxe = by
ax1 X1+ Az Xxo = by

con dos incognitas, x; y X2

Para hallar el valor de x; multipliquemos la primera ecuacion por ay» y la segunda por —ajs, y al
sumar obtenemos:

(ar1ag — azaiz)x1 = (brax2 — byaiz)

Si (a11a22 — a1 a;12) # 0 entonces

byazy — braq»

aydzz —dz1aj

Despejando a x; en la misma forma obtenemos:

_ bai1—bran

=
apndpz — a1 a2
Observamos que a;; y ap» estdn sobre una diagonal de la matriz
an a2
A= (

ay  app

mientras que dp; y a;» estdn sobre la otra diagonal.

Definiendo el determinante de la matriz A como:

33
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a a .
det (A) = L a1 az; —appay; (determinante de orden 2)
azy  dzz
Esto significa que:
P biazs — brarz o = byai, — bran
1= —————— 2 = ——
|Al |A|

Si A = (ay;) el determinante (de orden 1) de A es |A| = ag;

3.2. Determinantes de orden n >3

Definicién 3.2.1. Si A es una matriz cuadrada, el menor de a;j, notado M;; es una matriz de
tamaiio (n—1) x (n—1) obtenida de A, eliminando la filai y la columna j.

Ejemplo 2. Sea

4 1 0
A=12 3 -1
0 -2 1
3 -1 1 0 1 0
entonces, M = (_2 1), My = (_2 1), M3, = (3 _1), ..., efc.

Definicion 3.2.2. Si A es una matriz cuadrada, el cofactor de a; j, notado A;j se define por:
Aij= (=D Myl

Ejemplo 3. Sea

1 -1 3
A=12 5 0
0 -3 -2
Entonces,
5 0
An = DYWHMyl = Myl = = -10
-3 =2
2 0
A= (D" M| = M| = ’0 _2’ =-(4 =14
2 5
A;z = (D' M3 = [Mys] = ‘0 _3‘= -6 ...,etc

Definicién 3.2.3. Sea A una matriz cuadrada de tamafio n x n e i un numero fijo 1 <i < n). El
determinante de A desarrollado por la fila i, se define por:
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n
Al =) aijAij
j=1

n . .
|Al= ) (=D a;;1M;|
Jj=1

En particular, si i = 1 se obtiene:

n .
1A= Y (=D ay ;1M
j=1

que es el desarrollo del determinante de A por la primera fila.

Ejemplo 4. Sea
ann a2 a3

A= |ax axp az
aszy dads2 dass

tomando i = 1, se tiene que
3 Lo
[Al= X (=D " ayj M|
j=1
= =D"lay IMnl + D' arp M| + (D3 a3 [Mis]

ay  azp
3
asy asz

a)  azs
2
asy ass

a2 azs

= an
asy ass

= ay1 (axpas3 — apzazy) — ayo (az1dss — azzasy) + a3 (a1 azz — dzzazy)
= (ar1ap2a33 + ai2az3a31 + a13az1azp) — (a11Gx3a32 + A12021 A33 + A13022431)

En particular si,

1 -1 2
A=12 3 0
3 -2 4
entonces:
1 -1 2
Al =2 3 0 =11-3-4+C-1D)-0-3+2-2-(-2)]-[1-0-(-2)+(-1)-2-4+2-3-3]
3 -2 4
= [12-8] - [(8+ 18] = 4-[10] = -6

Ejemplo 5. Calcular|A| para la matriz

— D =
(=2 NSRS
o
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Tomando i =1, se tiene que:

4 .
1A= Y (=D ay ;1M
j=1

Al = (-D"an Ml + D'2ap M| + (D" aiz IMis] + (D' |My

21 -1 1 1 -1 1 2 -1 1 21
=1-12 1 -1-(3 1 -1-3 2 0| -2-13 21

01 1 1 1 1 1 0 1 1 01

Célculos directos, usando el ejemplo anterior, conducen a que:

2 1 -1 1 1 -1 1 2 -1 1 21

21 0 =-2, 31 0f=-4, 3 2 0 =-2, 3 2 1] = -4

01 1 1 1 1 1 0 1 1 01

Luego, Al =1-(-2) = 1-(-4) - 1-(-2) —2-(-4) = 12

Observaciones: El determinante de una matriz no depende de la escogencia de la fila, es decir,
el desarrollo de |A| por la fila i es exactamente igual al desarrollo de |A| por la fila j. Se obtiene
una férmula semejante para |A| si en lugar de fijar una fila, escogemos como fija una columna
cualquiera, esto es:

n . .
|Al= ) (=D a; ;1M
i=1

y en particular si j = 1, entonces

n .
1A= (=D a; | M|
i=1

que es el desarrollo de |A| por la primera columna.
3.3. Propiedades de los Determinantes

3.3.1. Propiedad 1

Si cada uno de los elementos de una fila o columna de un determinante, es igual a cero, el valor del
determinante es cero

Demostracion:

Se desarrolla el determinante por la fila o columna que tenga todos sus elementos iguales a cero

3.3.2. Propiedad 2

El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su transpuesta. Esto es:

1Al = A'|
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Demostracion:

i. Para determinantes de orden uno, la propiedad es evidente.

ii. Supongamos la propiedad verdadera para determinantes de orden n — 1 (Hipétesis de
induccién).

iii. Probemos la propiedad para determinantes de orden n, desarrollando |A| por la primera fila,
y |A'| por la primera columna:

|Al = a1l An1l — a1zl Aral + . + (1) Apyl

! ! ! 1+ !
|A | = a1l Al = arpl Alyal + o+ (=1 AT

Por hipétesis de induccion, se tiene:
|[Anl=1A"11 ;5 1Al =141 5 .. 5 Al =141,
ya que cada uno de estos determinantes es de orden n — 1. Por siguiente:
|Al = |A']

Corolario: Toda propiedad de un determinante enunciada en términos de filas, origina una nueva
propiedad enunciada en términos de columnas

3.3.3. Propiedad 3

Si dos filas o columnas de un determinante son intercambiadas, el signo del determinante queda
cambiado.

Tlustracion:
a b c g h i
d e fIl = —-|d e f
g h i a b c
Demostracion:

Sea |A| el determinante original y |B| el determinante obtenido de |A|, intercambiando dos filas,

probaremos que
|B| = —|Al

i. Para determinantes de orden dos, se tiene:

ay  ap
Al = = anax—aa
azy a2
az a2
Bl = = anap—anay = —|Al
an  aa

ii. Supongamos la propiedad verdadera para determinantes de orden n — 1 (Hipétesis de
induccién).
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iii. Demostremos la propiedad para determinantes de orden n, suponiendo que |B| es obtenido
de |A| intercambiando la fila i yla fila j. Sea k # i y k # j. Desarrollando por la k-esima fila
obtenemos:

_ B B B
|B| = aklckl + akZCkZ +..+ akann
. B _ _ A B _ A B _ A
Como: Ckl_ Ckl’ Ckz_ Ckz' . Ckn_ Ckn
Por la hip6tesis de induccién, tenemos:
_ A A A _
|B| = —alekl—akZCkz—...—akann = —|A|

Luego la propiedad es vélida para todo n = 2

3.3.4. Propiedad 4

Si un determinante tiene dos filas o columnas iguales, el determinante vale cero.

Tlustracion:
a b c
d e f| =0
a b c
Demostracion:

Supongamos que |A| tiene iguales las filas i y j y sea |B| el determinante obtenido de |A],
intercambiando las filas i y j. Naturalmente

|B| = Al

Sin embargo, por la propiedad anterior |B|] = -|A| entonces |A|] = -]A|, luego [A] = O

3.3.5. Propiedad5

Si cada uno de los elementos de una fila o columna de un determinante se multiplica por un mismo
escalar a, el valor del determinante queda multiplicado por el escalar a.

Tlustracion:

a b ¢ a b c
ad ae af| = ald e f
g h i g h i

Demostracion:



3.3. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

39

Sea |A| el determinante original y |B|, el determinante obtenido de |A|, al multiplicar todos los
elementos de la fila i por @, probaremos que

|IBl = alAl

Desarrollando |B| por la i-ésima fila, tenemos:

3.3.6. Propiedad 6

A A A
Bl = aaj1Cj +aa;2Ciy+...+aa;,Cj,

A A A
= a(ajpCiy+apCy+...+a;ipC;,)

= alAl

Si cada uno de los elementos de una fila o columna de un determinante se expresa como la suma de
dos o0 mds terminos, el determinante puede expresarse como la suma de dos 0 mds determinates.

al aio
ar1 azo
ail":a,il aiZ":a,iz
anl ano
Demostracion:

ain any a2 ... dip any di2 ... dip
azpn azy dzz ... d2p azy dzp ... d2p

. / = . . . + . /. /.
aintain ajy djz ... Qip aip aijp .. QAin
Ann ap1 Aap2 ... Qpn ap1 Aanp2 ... OQpp

Desarrollando el determinante de la izquierda de la igualdad por la i-ésima fila, se obtiene:

an az
azy azo
!/ !
aijlt+ai aptai
anl an2

(ain Ci1 + a;pCip +

ain
azn

! !
;| =(ain +a'i1)Ci + (a2 + a'i2)Cip +
ain+ain

Ann

+ ainCin) + (@nCii + dipCix +

...+ (@ajp+din)Cin =

+ dinCip) =
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ayn a2 ... din al ayp ... Qadip
ay dze .. d2p a az ... ap
+ /. / /
ajy a2 Ain aiji; aiz ain
ap1 A4p2 ... Qpn an1 Qp2 ... OQpp

3.3.7. Propiedad 7

La suma de los productos de los elementos de una fila (0 columna) de un determinante por los
correspondientes cofactores de otra fila (o columna), es cero

Demostracion:
Sean
an a2 . .. Aip ayn a2 . .. aip
ary dy2 . .. A2p ary dy2 . .. A2p
apy Az . .. aip | — filai aj aj2 ... aj, | — filai
|Al = e e |B| =
aj ajz ... ajp | — filaj aj aj ... ajp | —filaj
anpl Ap2 . . . Aup an a2 ... dip

Desarrollando |B| por la i-ésima fila y, como se nota que |B| = 0, pues tiene dos filas iguales, se
consigue:

B B B
|B| = ajlcl.l + ajZCl.z R aanl.n =0
B _ (A. ;B _ (A A
pero, C;} = C;; C;, = Ci, ..., Cj
y, portanto, a;;C{j + aj2Ci, + ... + aj,Cii =0

que es precisamente lo que queria probarse.

Al reunir la definicién 3 y la propiedad 7 tenemos:

3.3.8. Propiedad 8

La suma de los productos de los elementos de una fila (o columna) por los correspondientes
cofactores de esa fila, da el determinante; pero la suma de los elementos de una fila (0 columna)
por los correspondientes cofactores de otra fila (o columna) da cero.
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3.3.9. Propiedad 9

El valor de un determinante no cambia si a los elementos de cualquier fila o columna se le suman
k veces los correspondientes elementos de cualquier otra fila o columna. Es decir, si:

ayn a2 .. .Aip all a2 e ain

ary dzo . . .Aop any aro e aorp

aj1 ajz . . .Qin ap +kajy apt+kaj . .. aintkaj, | — filai
Al=| . . .... | yIBl =

aj1 ajz . . .Qin aj aj e Ajn — fila j

anl anz .. .ann anl anz e e ann

entonces |A| = |B|

Demostracion:

Desarrollamos |B| por la i-ésima fila:

IBl = (ain + kaj) C5 + (aip + kajp) C5, + ... + (ain + kaj,) C,

B _ A B _ (A B _ (A
como, Cl.1 = Cl.l,Cl.2 = Ci2’ .,Cl.n = (!

n

tenemos, por la propiedad 8:

IBl = (an + kaj) CA + (aip + kajp) C5 + + (ain + kajy) C} =
(ajiCl + aj2Ch + . . . + ajnCl) + k(ajCj + ajxCh + . . . + ajuCh) = 1Al + 0
Por consiguiente, |B| = |A|

3.3.10. Propiedad 10

Sean Ay B matrices cuadradas del mismo tamaro, entonces

|AB| = |Al |B|

Obsérvese que

|AB| = |A] |B] = |B| |A] = |BA| ;esto es |AB| = |BA|

3.4. Algunas matrices especiales

Matriz Regular: Una matriz cuadrada A, es regular si A es inversible. A es regular siy solo si |A| # 0.
Si A no es inversible, A se llama singular. A es singular si y solo si |[A] =0



42 3.4. ALGUNAS MATRICES ESPECIALES

Matriz Triangular: Una matriz cuadrada A cuyos elementos a;; =0 para i > j (0 i < j) se denomina
matriz triangular superior (o matriz triangular inferior)

Por ejemplo:

1 -2

A =10 2 1/|; es una matriz triangular superior
0O 0 -3
1 0 O

B = |2 -4 0 ; es una matriz triangular inferior
3 7 5

Matriz Adjunta: Sea A una matriz cuadrada. Se llama Adjunto del elemento a;; al menor
complementario representado por IM;‘}.I, el cual resulta de suprimir en la matriz A la fila i y

la columna j, multiplicado por el factor (-1)*/. La matriz Adjunta es aquella en la cual cada
elemento se sustituye por su Adjunto. Se nota A*. En simbolos:

A = (0t M)

2 01
Por ejemplo, si A= 3 0 0| ,laadjuntade Anotadapor A* es:
5 1 1
ML =M M 0 -3 3
A* = | =M Mgl —IMgl = |1 -3 -2
IMAL —IM4| Mg 0 3 0

Matriz Traspuesta: La matriz traspuesta de una matriz A de orden m x n es la matriz A de orden
n x m que se obtiene permutando filas por columnas. Por ejemplo, si:

1
3 4 g 1 3 5
A= | o, | latraspuestade Aes AT = [2 4 -2 1
— 1
3 1 4 0 6

Matriz Inversa: Sean A y B dos matrices cuadradas de forma que AB = BA = I, en estas
condiciones, la matriz B se llama inversa de A y se escribe B = AL Reciprocamente, la matriz
Aeslainversa de By se puede escribir A= B~!. Por ejemplo:

1 2 3 6 -2 -3 1 00
1 3 3 -1 1 O =01 0f =I
1 2 4 -1 0 1 0 0 1

Cada una de las matrices del producto es Inversa una de la otra.
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3.5. Calculo efectivo de los Determinantes

Con el uso de las propiedades de los determinantes, pueden calcularse en forma rdpida y
segura determinantes de cualquier orden; dada la matriz A, el método consiste basicamente en
transformar la matriz A en una matriz triangular teniendo en cuenta los efectos que se producen
en los determinantes en cada uno de los pasos que se realicen en este proceso.

Ejemplo 6. Calcular el determinante de la matriz

1 2 -3 4
3 4 -7 6
A_56—75
-8 -9 1 2
1 2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
|A|_34—76_0—22—6__201—13_
|5 6 -7 5 ~ |0 -4 8 -—15| — 0 -4 8 -15|
-8 -9 1 2 0 7 -23 34 0 7 -23 34
1 2 -3 4 1 2 -3 4
01 -1 3 01 -1 3
= 7210 4 -3 2000 4 -g T CP4=-8
0 0 —-16 13 00 0 1

3.6. Calculo de Inversas

Una condicién necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada A tenga inversa es que no sea
singular, es decir que su determinante sea no nulo, |A| #0

Se puede calcular la matriz inversa por diversos métodos, entre ellos estd el cdlculo de la matriz
inversa por determinantes; que se calcula a través de la férmula

1
A_lz—-A*T
IAI( )

Ejemplo 7. Calcular la inversa de la siguiente matriz:

1 2 -1
A=10 3 2
1 0 4

Procedemos asi:
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i. Calculamos el determinante de A, en el caso que el determinante sea nulo, la matriz no tendra
inversa

_‘3 2

5 5’ = (15+4) = 19

S W N

ii. Hallamos la matriz adjunta que es aquella en la que cada elemento se sustituye por su adjunto

3 2 |10 2 0 3
0 4 1 4 1 0
12 2 -3
N AN T B
N ! 1 4 |1 |
0 0 7 -2 3
3 -1 1 -1 1 2
3 2 0 2 0 3
iii. Calculamos la traspuesta de la matriz adjunta
12 -8 7
AaH" =2 5 -2
-3 2 3

iv. La matriz inversa es igual al inverso multiplicativo del valor de su determinante multiplicado
por la matriz traspuesta de la adjunta

2 -8 7
19 19 19
. L2 -8 7
-1 _ T _ _ 2 5 =2
A—m-(A)—E-ZS—Z—EEE
-3 2 3
3 2 3
19 19 19

3.7. Reglade Cramer
Consideremos el sistema

anxyt+apxt+..+aipxXpn= l’)l
ap1 X1+ QX+ ...+ AopXn = bz

an1X1+ appXo+ ...+ appXn = by
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Llamemos A a la matriz de los coeficientes [a;;] y a;; al adjunto del elemento a;; en A.
Multiplicando la primera ecuacion del sistema por a1, la segunda por a2, ..., la ultima por a,;; y
sumando miembro a miembro se obtiene:

n n n

n
Y anainxi + Y apanXe + .. + Y aip@inX, = Y biam
i=1 i=1 i=1 i=1

que se reduce a:

l’)] a2 ... dip

b, a» .. a [Aq]
Al . x = | 2 7?2 2n = |Ayl , de donde x; = —

Al

b, ap .. ann

Ya que, por la propiedad 10,
n n n

Y apainx; + Y aianxs + .. + Y aip@inX, =0
i-1 i-1 i=1

Multiplicando ahora las ecuaciones del sistema por a2, @22, ..., @52, respectivamente, y sumando

al bl .. a13 dipn

an1 bz .. a2 ay |A2|
Al . xp = 3 "' = |As| , de donde x, = ——

1Al

am by ... ap3 apn

Finalmente, multplicando las ecuaciones del sistema por a1,, @25, ..., ¥nn, Y Sumando miembro a
miembro

ay .. adyp-1 b
a1 ... a2 p-1 bz |An|
Al . x, = " = |As| , de donde x, =
|A|
anl .. Apn-1 by
. . . [Ajl
Como puede observarse cada variable x; es el cociente de dos determinantes, x; = 7| ; Ajesla

matriz obtenida de A cambiando los elementos de la columna i por los términos independientes.

Ejemplo 8. Usando la regla de Cramer resolveremos el siguiente sistema de ecuaciones:

—2x1 + 3xp — x3 = =5
=3x1 + Xp — 2x3 = —12
X1 + 2xp — 3x3 = -1
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Lo primero que haremos es formar la matriz de cofactores, esto es:

-2 3 -1
A= |-31 -2
1 2 -3
Calculamos ahora, el determinante de A
-2 3 -1
Al = [-3 1 -2 = [(6+6-6)—-(-1+8+27)] = -28
1 2 -3
Luego hallamos el valor de x;,x2 v x3
-5 3 -1
-12 1 -2
Al _ -1 2 -3 [05+424+6)-(1+20+108)] _ -84 _
! Al —28 N —28 28
-2 -5 -1
-3 =12 -2
. 4ol _ 11 -1 =31 [(-72-3+10)-(12-4-45)] _ -28 _
T —28 - —28 T 28
-2 3 =5
-3 1 -12
o = | As| B 1 2 -1 B [2+30-36)—(—5+48+9)] B -56 _ 9
T4 —28 - —28 T 28

Por tanto la solucién al sistema de ecuacioneses x; =3, xp =1y x3 =2



cAPITULO 4

CONCLUSIONES

La elaboracidén del presente trabajo de grado permite concluir lo siguiente:

1. Los conceptos de los cuales se ocupa el Algebra Lineal elemental pueden generalizarse a
espacios vectoriales de tipo més general.

2. La Desigualdad de Cauchy-Schwarz, aunque en principio soporta demostraciones de tipo
geométrico, en el caso general es una consecuencia de las propiedades del producto interno.

3. La Desigualdad Triangular es una consecuencia, en todos los casos, de la Desigualdad de
Cauchy-Schwarz.

4. Los espacios vectoriales, donde es posible definir un producto interno son privilegiados,
pues en ellos se puede introducir el concepto de norma y son validas la Desigualdad de
Cauchy-Schwarz y la Desigualdad Triangular.

5. En los espacios donde es vélida la Desigualdad de Cauchy-Schwarz es posible introducir el
concepto de dngulo entre dos vectores y generalizar el concepto de Ortogonalidad.

6. La Regla de Cramer tiene su soporte en las propiedades de los determinantes.
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