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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado se esquematiza de manera general en cuatro partes: En primer lugar,
se presenta una vision histérica de la evolucion y consolidacién de las ideas que dan origen a la
teoria de la medida. En un segundo momento, aparecen algunas nociones teéricas fundamentales
en el desarrollo de la teoria abstracta de la medida. Seguidamente, se dan ciertas definiciones y
resultados acerca de funciones medibles y se muestran importantes aspectos sobre la integracion
de este tipo de funciones. Por tltimo, se aplican las nociones necesarias de teoria de la medida, en
el estudio preliminar sobre marcos continuos en espacios de Hilbert.
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OBJETIVOS

Objetivo General

Presentar algunas nociones tedricas e histéricas sobre la teoria de la medida que posibilitan el
estudio de marcos continuos en espacios de Hilbert.

Objetivos Especificos

+ Mostrar una resefia histérica sobre el desarrollo del concepto de medida.

+ Enunciar definiciones y resultados basicos sobre teoria de conjuntos, andlisis funcional y teoria
de operadores relacionados con los conceptos de medida y marcos continuos.

+ Exponer una visién abstracta de teoria de la medida e integracion.

¢ Aplicar algunos conceptos y resultados de teoria de la medida a marcos continuos.

11
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JUSTIFICACION

Hay momentos de la historia que se engalanan con el nacimiento de personajes capaces de brindar
a la humanidad desde su quehacer cotidiano otras formas de pensamiento, implicando ello otras
perspectivas de observar las realidades.

Dentro del &mbito del conocimiento matemaético es maravilloso cuando surge una nueva manera
de abordar un problema, pues generalmente cuando ocurre esto, no s6lo es posible agilizar la
solucién del problema en particular, sino que se abren multiples posibilidades de estudio tomando
como referencia los nuevos conceptos que se desarrollan paralelamente, quedando dispuestos
los senderos para ir en busca de fructiferos horizontes dentro del campo especifico en el cual se
presentan dichos resultados; o también al interior de otras disciplinas.

Es precisamente estos procesos los que se llevan a cabo en la segunda mitad del siglo XIX dentro
de la teoria de integracion, pues debido a la presentacion de funciones no Riemann-integrables,
se gestan una serie de esfuerzos por superar este obstaculo, hasta llegar a 1902, que es el afio
en que Henri Lebesgue presenta en su tesis doctoral, Longitud, drea e integral una novedosa
perspectiva para abordar el concepto de integral, que en definitiva termina por reducir la teoria
de la integracion a la teoria de la medida.

De esta manera se ha considerado importante estudiar teoria de integracién via teoria de la
medida, pues, ello brinda un panorama mds amplio sobre las propiedades de las funciones
integrables, proyectdindose de manera natural aplicaciones a marcos continuos en espacios de
Hilbert.

13
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RESENA HISTORICA

Las ciencias matemadticas en sus primeras etapas forjan sus elementos a partir del abordaje de
situaciones sociales que “impiden” la vida en comunidad, aproximdndose a la solucién de cada
una de ellas a través de métodos particulares, los cuales dejan observar en su trasfondo los
procesos de contary medir, cohesionadores medulares de una amplia coleccién de conocimientos
surgidos de la experiencia, que poco a poco aparecen en el seno de antiguas civilizaciones, quiza
en aquellas que permiten a ciertas clases sociales tener resueltas las condiciones 6ptimas de
existencia. Posteriormente, al inquieto espiritu humano se le hace necesario dar algunos criterios
de organizaci6én paralos ya establecidos resultados “matemadticos”, lo que paulatinamente dan a las
disciplinas matematicas el caracter de abstractas y alejadas de la realidad tangible, sin embargo, se
transforman en potentes herramientas que permiten la comprehension fenomenolégica de gran
parte del universo.

En este sentido, las dindmicas que motivan el desarrollo de la matemaética estdn en la linea
definida por la busqueda de métodos mds generales que encierran en sus nociones bdsicas
posibilidades amplias de solucién a muiiltiples problemas. Pero como se ha dicho, primero
fueron las particularidades. Véase en Her6doto (—484,—425), un hecho anecdético, que supone
el nacimiento de la geometria, se trata de un rey egipcio de nombre Sesostris:

“Este rey dividi6 la tierra entre todos los egipcios de manera de darle a cada uno un cuadréngulo
de igual tamafio y de obtener de ellos sus ingresos, imponiéndoles una contribucién para
recaudar anualmente. Pero todos a aquellos a quienes el rio hubiera quitado alguna parte, debian
ir a notificarle lo sucedido; él enviaba entonces a inspectores que midieran en cudnto habia
disminuido el terreno, con el fin de que el propietario pagara sobre lo que le habia quedado,
proporcionalmente respecto al impuesto total. Fue asi, me parece, como se originé la geometria,
la cual pas6 desde alli a Grecia.”!

Precisamente en el momento histérico que enuncia Her6doto del paso a Grecia de la geometria, es
que aparece la alta figura de Thales de Mileto (—640,—546), marcando una ruptura trascendental
acerca del estudio de la matemadtica, pues se estd en los albores de un criterio organizativo
fundamental en su evolucién: la demostracién, alcanzandose de este modo un ambiente propicio
de consistencia l4gica para los conocimientos geométricos que Thales y otros griegos logran
recoger en sus viajes. Ademds Thales ataca con buenos frutos, problemas como la determinacién
dela altura de las pirdmides egipcias y la distancia que separa a un barco de la costa, con ingeniosos

1CAMPOS. Alberto. Historia de la matematica. Pag. 74.
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métodos de medicién indirecta, transformando de esta manera en problemas matemaéticos
problemas fisicos.

Inicia entonces en la civilizaciéon griega la visién de la matemadtica como un cimulo organico
de conocimientos irrefutables concebidos bajo una teoria, concepto rector en su consolidacion
posterior como ciencia demostrativa y universal. Todo esto en consecuencia con la bisqueda
incesante y consistente de una explicacion racional del principio original del universo, proceso
que encuentra en el concepto de infinito una amplia gama de controversias. Siendo Zenén de
Elea (-490,—425) quien llama la atencién acerca de las formas en que se interpreta (en su época)
el espacio-tiempo en términos de su construccién: finita o infinitamente divisibles (discreto-
continuo) presentando una serie de cuatro paradojas que refutan ambas perspectivas, negando
la posibilidad del movimiento.

Al interior de estos debates, los conceptos de medir y contar toman cada vez mayor protagonismo
en el escenario matemaético, pues junto a las paradojas planteadas por Zenén, aparecen las
magnitudes inconmensurables que causan gran desconcierto sobre todo en los denominados
pitagdricos, puesto que en sus trabajos prima el precepto filoséfico de la armonia, que se ve
tambalear ante tal hito asi como también las bases de su teoria matematica de la medida, la
cual implica la comparacién directa de una unidad de medida, correspondiente a los niimeros
de contar (los naturales), con la magnitud a medir. Este proceso supone que para cualesquier
magnitud siempre existe una unidad que la mide exactamente, es decir, es posible establecer para
magnitudes Ay B dos “ntimeros” my n tal que mA = nB. Claro est4, la validez de esta relacién so6lo
se da silas magnitudes son discretas, pero casualmente es el pitagérico Hipaso de Metaponto quien
demuestra la inconmensurabilidad de la diagonal y el lado de un cuadrado, lo que muestra que
longitudes, dreas, volimenes, tiempo, son cantidades continuas, derrumbédndose la concepcién
atomista del universo pitagérico.

La salida a estas situaciones empieza a fraguarse con Eudoxo de Cnido (-408,—-355), quien da
un tratamiento al concepto de infinito bajo la concepcién de eludir las magnitudes infinitamente
pequeiias, usando para ello el llamado Axioma de Arquimedesy plantear la teoria de proporciones
que recoge Euclides (—330,-275) en el Libro V de su monumental obra Los Elementos, cuya
definicion cinco sobre razones iguales: “se dice que la primera de cuatro cantidades tiene la misma
razén respecto de la segunda como tiene la tercera respecto a la cuarta, cuando, siempre que
consideremos equimultiplos de la primera y la tercera, y cualquier otro equimultiplo de la segunda
y la cuarta, el multiplo de la primera es mayor, igual o menor que el miltiplo de la segunda,
cuando el multiplo de la tercera es mayor, igual o menor que el miiltiplo de la cuarta’?, es de
vital importancia para replantear algunas pruebas y razonamientos geométricos, considerando las
magnitudes inconmensurables.

De otra parte, se encuentra en el llamado mérodo de exhausién, una herramienta demostrativa
poderosa usada con gran magistralidad por Arquimedes (—287,—212) enla verificacion matemadtica
de resultados sobre cuadraturas de figuras no rectilineas, evitando para tal prueba el concepto de
cantidades infinitamente pequefias y asi el paso al limite.

De esta manera se esclarece el panorama para que sea consistente una teoria matematica de la
medida. Pues los inconvenientes que presuponen las paradojas de Zen6n y el descubrimiento de
las magnitudes inconmensurables, son superados en gran medida con herramientas conocidas
desde tiempos de Eudoxo, a saber: la definicién de razones equivalentes y el método exhaustivo.

2CASTRO Chadid, Ivan y PEREZ Alcazar, Jestis Hernando. Un paseo finito por lo infinito. El infinito en matematicas.
E.PU.J. Bogot4, 2007.
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Pero en esta época quedan problemas abiertos, como los tres cldsicos problemas griegos.

Uno de esos clédsicos problemas que los griegos dejan sin respuesta definitiva es la cuadratura del
circulo, y en consecuencia el problema de las cuadraturas en su forma general.

Los matemadticos renacentistas, aprovechando las nuevas teorias matemadticas: el dlgebra y
la geometria analitica, se abalanzan sobre este problema, obteniendo algunos resultados
importantes a costas del abandono de la preocupacién teérica impregnada en toda la obra
matemadtica de los griegos. Como se deja a un lado tanto precepto filoséfico, a ésta generacion
de matematicos le apasionan los hechos practicos.

Asi, el tratamiento que dan al calculo de dreas y volimenes hombres como Johannes Kepler (1571,
1630), Galileo Galilei (1564, 1642) y Bonaventura Cavallieri (1578, 1647), se basa en uno de los
principios del Método de Arquimedes: “cada figura, segin el caso, se puede descomponer en
infinitas figuras del mismo tipo y de orden inferior. Por ejemplo, un circulo es la unién de todas sus
cuerdas paralelas a una cuerda dada”® dando el nombre de indivisible a cada una de las infinitas
partes en las cuales se puede descomponer convenientemente una figura dada y asi el drea de
dicha figura es la suma infinita de estos indivisibles. En este sentido Cavallieri establece un método
para el célculo de 4reas y volimenes sintetizado en un teorema que lleva su nombre: “Si dos s6lidos
tienen igual altura, y si las secciones hechas por planos paralelos a las bases y a distancias iguales
desde ellas, tienen siempre una razén dada, entonces, los voliimenes de los sélidos estan también

a esta razon”.*

an+

En cuanto al problema de cuadraturas, Cavallieri establece que Fll es la cuadratura de la regién
limitada por la curva de la forma x" y las rectas x = 0 y x = a, haciendo uso para ello de sus
indivisibles. Y es precisamente la naturaleza indefinida de estos indivisibles el taléon de Aquiles
de la teoria geométrica para la medida de areas y volimenes de Cavallieri, pues como se dijo,
poco interesaba el rigor compardndolo con los resultados practicos de las teorias. Sin embargo
haciendo uso del método de los indivisibles John Wallis (1616, 1703) contintia por la senda trazada
por Cavallieri.

Al mismo resultado que presenta Cavallieri en cuanto al problema de la cuadratura de la regién
limitada por la curva y = x" y las rectas x = 0 y x = a, llegan también por métodos distintos y de
manera independiente Gilles Personne de Roberval (1602, 1675), Pierre de Fermat (1601, 1665) e
Isaac Newton (1642, 1727).

Es precisamente este ultimo, que junto a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646, 1716), alcanzan el
desarrollo del cdlculo infinitesimal. Newton aborda el problema de la cuadratura del circulo a
través de la extension del binomio (a + x)” para exponentes racionales, teniendo en cuenta los
desarrollos hechos por sus antecesores. Su originalidad radica en asumir el problema general de las
cuadraturas en el sentido de hallar la ecuacién que corresponda a la cuadratura de otra ecuacion,
es decir, convierte un problema geométrico en otro puramente algebraico.

Por su parte, Leibniz basdndose especialmente en el principio de indivisibles de Cavallieri
establece la relacion inversa entre el problema del cdlculo de cuadratura y el trazado de tangentes.
En cuanto a la notacién, Leibniz avanza notablemente en introducir simbolos que agilizan y
esclarecen las relaciones intrinsecas que se tejen entre los problemas mencionados. Por un
lado el signo “[”, que proviene de la primea letra de la palabra suma, representa la suma de
los infinitos indivisibles, siendo asi una operacién generadora de dimensiones superiores, la

3CASTRO Chadid, Ivan y PEREZ Alcézar, Jestis Hernando. Un paseo finito por lo infinito. El infinito en matematicas.
E.PU.J. Bogot4, 2007.
*1bid.
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sumacion. También adopta el simbolo “d” tomado de la primera letra de la palabra diferenciacién,
como operacion inversa a la sumacién. Asi, puede trabajar con estos signos en términos de
operadores.

Pues bien, los importantes avances que se han realizado en torno a la elaboracién de una teoria
matemadtica de la medida, han estado sujetos a fundamentos vulnerables desde el punto de vista
del rigor, pues dichos avances estdn sustentados en buena parte por métodos heuristicos; y es de
aclarar que la construccion de una teoria de la medida no se asume de una manera consciente, sino
que espontdneamente se hacen necesarios conceptos que iluminen el derrotero de las dindmicas
propias de la matematica.

Es con Leonhard Euler (1707, 1783) que se inicia la blisqueda de un concepto apropiado de funcion
al colocarlo como eje central en el estudio del célculo. Explorando algunas de las propiedades
fundamentales de una funcién como la de ser o no continua®. En consecuencia el abordaje
de ciertos problemas por parte de los matemdticos contempordneos a Euler desatan fuertes
discusiones a raiz de las diversas interpretaciones del concepto de funcion.

Es el llamado problema de la cuerda vibrante, que consiste en encontrar las soluciones de
una ecuacioén diferencial en derivadas parciales -la ecuaciéon de ondas-, el causante de una
acalorada discusion en cuanto a la naturaleza de las funciones presentes en su solucién. Entre los
matemadticos que se intrincaron en este hecho junto con Euler se destacan Jean le Rond d’Alembert
(1717, 1783), Daniel Bernoulli (1700, 1782) y Joseph Louis Lagrange (1736, 1813).

En esta misma linea se encuentra Jean Baptiste Joseph Fourier (1768, 1830) en cuanto al andlisis
que desarrolla en sus investigaciones sobre la conduccién del calor, pues en este punto y gracias a
los buenos resultados practicos que de alli se derivan, sostiene que en la solucién de la ecuaciéon
de difusion del calor, la cual es una ecuacién en derivadas parciales

*T(x,1) (20T 1)
0x2 or '

X€|[-m, ],

la funcién de condicién inicial, T(0, x) = f(x), puede escribirse como una serie de senos y cosenos

(serie de Fourier)
o0

flx) = (apcosnx+ bysennx).
n=0

En donde los coeficientes a, y by, se calculan mediante las integrales
a (™ a (™
anz—f fx)cos(nt)dt vy bnz—f fx)sen(nt)dt, Yn=0.
T J-n TJ-n

Fourier observa que cada a, y b, pueden concebirse como el drea bajo las curvas y = % f(x) cos(nx)
yy= % f(x)sen(nx) para x entre —n y 7, considerando que tal drea tiene sentido atn para
funciones suficientemente arbitrarias. La pregunta natural es qué tan “arbitraria” debe ser una
funcién para que atin siga teniendo sentido hablar del drea bajo su curva.

Es por estas motivaciones que Augustin Louis Cauchy (1789, 1857) es el primer matemaético que
define modernamente la integral basada en el concepto de limite, lo que supone un retorno a la
nocién de integral de la antigiiedad y primera parte del siglo XVII. Asi, la integral definida, que
durante mucho tiempo quedé en un lugar secundario, vuelve con Cauchy a desempefiar un papel
primordial, dando respuesta a las iquietudes dejadas por Fourier, de manera parcial, pues Cauchy

5Téngase en cuenta que estas primeras aproximaciones a la elaboracién de una teoria consistente de funciones se
encuentra alejada de los conceptos actuales.
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demuestra que las funciones continuas son integrables y ademds que funciones con un nimero
finito de discontinuidades también lo son. Pero, ;Se puede generalizar atin més el conjunto de
funcién integrable?.

Siguiendo la linea de Cauchy, Gustav Lejeune Dirichlet (1805, 1859) proporciona un concepto de
funcién muy cercano al concepto que se maneja actualmente, lo cual le permite plantearse la
generalizacion de la condicién de integrabilidad dada por Cauchy a funciones con un ntimero
infinito de discontinuidades. En 1829 da un ejemplo de una funcién f(x) que no es integrable
segun Cauchy, definida: igual a 1 si x es racional y a 0 si x es irracional (funcion caracteristica
de los racionales). Sin embargo Dirichlet piensa que es posible una extension de la definicién de
integral. Y es al brillante matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826, 1866) a quien le
corresponde la generalizacion de dicha definicién.

Para Riemann, una funcién f, definida y acotada en un intervalo [a, b], es integrable, si para
cada particion P = {xy,X1,...,Xp:a=X9g<x1<:--<X,=>b}, la suma S = Z;’:lf(t,-)(xi - Xi_1)
converge a un limite determinado, para cada t; € [x;—1,%;] ¥ cuando ||P|| = max{x; — xo,
Xp — X1,...,Xp — Xp—1}, tiende a cero. Ese limite constituye, por definicion, f f f(x)dx. Riemann
presenta dos formas equivalentes a la definicién de integral para determinar cudndo una funcién
es integrable y construye un ejemplo de una funcién con alto grado de discontinuidades que es
integrable Riemann. Asi la definicién dada por Riemann de una funcién integrable no depende
necesariamente de la continuidad de la funcién.

Pero, la teoria de integracién de Riemann presenta algunos problemas en cuanto que las
operaciones de integracion y diferenciacion no son inversas una de la otra, es decir, en general no
se cumple el teorema fundamental del cdlculo. Un ejemplo de una funcién f: (0,1) — R, derivable
en todo punto, con derivada acotada pero no integrable en el sentido de Riemann es dado por Vito
Volterra (1860, 1940) en 1881, en la construccion de dicho ejemplo, Volterra parte de la funcién g
que toma los valores g(0) =0y g(x) = x?sin (%) fuera del origen; y por otra parte la integrabilidad
en el sentido de Riemann no se conserva cuando se requiere tomar el limite de la integral de una
sucesion infinita de funciones y cuando se toma la integral del limite de dicha sucesién.

Estos eminentes logros se deben al espiritu critico forjado en el siglo XIX pensando en fundamentar
el andlisis matemadtico sobre robustas bases impregnadas del mds arduo rigor. Es asi que a pesar
de que en los tres primeros cuartos de este siglo no se cuenta con una definicién y caracterizacién
claras de lo que son los nimeros reales, los desarrollos en la direcciéon de encontrar una definicién
lo més general posible de integrabilidad son sorprendentes y parecen haber alcanzado su punto
mads alto con la teoria riemanniana de la integracién. Sin embargo, falta contar con los desarrollos
tedricos del ultimo cuarto del siglo XIX, pues se debate con furor la naciente teoria de conjuntos
impulsada por Georg Cantor (1845, 1918) en cuanto su aceptacién como el sustento tedrico
de la vasta ciencia matematica, presentando dificultades debido a la falta de claridad sobre la
composicion del continuo lineal, cuya naturaleza cae en subjetividades de indole ideolégicas. Es
asi que ciertos matematicos con pocos escripulos filoséficos deciden estar al “margen” de estas
voraginosas discusiones, retomando senderos poco transitados.

Es asi que en 1902, un ingenioso matemadtico: Henri-Léon Lebesgue (1875, 1941) presenta en su
tesis doctoral Integral, Longitud y Area una novedosa perspectiva para abordar el concepto de
integral, que en definitiva termina por reducir la teoria de la integracion a la teorfa de la medida.
Este proceso tiene sus antecedentes mas cercanos en las investigaciones sobre conjuntos infinitos
de Cantor y en la nocién de conjunto medible que se empieza a elaborar a partir de trabajos como
los de Giuseppe Peano (1858, 1932), Camille Jordan (1838, 1922), Emile Félix Edouard Justin Borel
(1871, 1956) y René Louis Baire (1874, 1932). Lebesgue es consciente de que si bien el horizonte
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final debe ser el de dar una definicién analitica de la integral, no escatima esfuerzos en fundar las
bases conceptuales de su integral en la medida de objetos geométricos, como él mismo lo plantea
en la introduccién de su tesis doctoral, se puede “definir la integral de una funcion continua como
el drea de un dominio plano, y de hecho este método tiene la ventaja de llevarnos a definir la integral
de una funcion discontinua acotada como la medida de un cierto conjunto de puntos”.

A diferencia tanto de Cauchy como Riemann que empiezan estableciendo una particiéon en
el intervalo en que se busca integrar la funcién, Lebesgue invierte este proceso, realizando la
particién sobre el codominio y define la integral no como una suma de rectangulos, sino como
la suma de la medida de una familia de conjuntos. Posteriormente Lebesgue muestra que su
definicién cumple con las propiedades bésicas de la integral de Riemann y ademés “supera” las
dificultades que se tenian con esta integral, logrando asi que sean integrables funciones mucho
mads generales como la funcién caracteristica de los racionales definida por Dirichlet. Sin embargo,
a pesar de los resultados profundos que encierra la propuesta de Lebesgue, la integracion y la
diferenciacién no son operaciones inversas una de la otra.

Epico es el esfuerzo realizado por més de veinticinco siglos por los mas grandes espiritus dedicados
al desarrollo de la ciencia matematica, que ha llegado a la consolidacién de una teoria abstracta de
la medida que generaliza la medida de objetos geométricos. Quedando despejado el camino para
que nuevos esfuerzos se apoyen en esta genial teoria de la medida y se alcancen potentes logros
tedricos que sustentan las dindmicas propias del mundo tecnologizado en el cual se vive. Estando
en esta direccion la definicion de marcos continuos sobre espacios de Hilbert.



CAPITULO 1

CLASES DE CONJUNTOS

1.1. Preliminares

En este trabajo Q es llamado conjunto referencial. La notacién w € Q significa que w es un
elemento de Q y w ¢ Q significa que w no es un elemento de Q. El conjunto de todos los objetos
que tienen una propiedad P se indica por {w : P(w)}. Dados Ay B dos conjuntos, si todo elemento
de B es también elemento de A, entonces se dice que B es un subconjunto de Ay se nota B < A. Si
A es un subconjunto de B pero existe algtin w € B tal que w ¢ A, se dice que A es un subconjunto
propio de Byse escribe Ac B.Si Ac By B < A, sedice que Ay B son iguales, lo cual se nota A = B.

El conjunto vacio denotado por ¢ es el conjunto de los objetos w tales que w ¢ ¢ para todo w. Se
llama clase, familia o coleccién de conjuntos a un conjunto de conjuntos. El conjunto de partes
de Q es la clase de todos los subcojuntos de Q, notado por Z(Q).

A continuacién se definen algunas operaciones entre conjuntos.
Dado I un conjunto de indices y, para cada i € I se tiene A; € Q. La unién de la familia {A;};c; es

el conjunto de los objetos w tales que w € A; para algun i, el cual se denota por

| JAi ={w: existei € I, parael cual w € A;}.
iel
o0
Si el conjunto de indices es enumerable, en este caso, la unién de la familia {A;};c; se escribe U A;.
i=1
n
Sil=1{1,2,...,n},launién de la familia {A;};c; se denota por .U Aj.

i=1
La unién de los conjuntos A, B € Q se indica por AU B.

Si {Aj}ie; € Q es una familia de conjuntos, el conjunto de todos los elementos que pertenecen a
todos los A; se denomina la interseccién de la familia {A;} <}, y es simbolizado por

[1A;i={w:w e A; paratodo i € I}

iel

Como en el caso de la unién de conjuntos, de acuerdo sea I enumerable, finito 6 conste de dos
elementos, se usan las notaciones:

o0 n
N4, (14 o6 AnB.
i=1 i=1

21
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Los conjuntos Ay B son disjuntos cuando AN B = ¢b. Una familia {A;};c; es disjunta, si parai,je I
setiene que A;NAj=¢parai# j.

El complemento de A en Q es el conjunto A° ={w: w ¢ A}.

La diferencia de los conjuntos A, B < Q es el conjunto de los objetos w talesque w € Ay w ¢ B, el
cual se nota por A\ B, y por definicién de interseccién y complemento se tiene que A\ B = An B¢,
Noétese que A€ = Q\ A. Si ademds B c A, entonces A\ B se denomina diferencia propia. Ahora, al
conjunto (A\ B)u(B\ A), designado por AAB, se llama diferencia simétrica entre Ay B. Obsérvese
que (A\B)Nn(B\ A) =¢.

Si{A;}ie; y {Bi'}irep son familias de conjuntos en Q se verifican las siguientes propiedades:

Ua|NfUs: = U @NBy (1.1.1)
iel i'el (i,i"elIxI
N4 |U[NBr|= [ AUB» (1.1.2)
iel i'el (i,i"elIxI
Q\JAi=NQ\4) v Q\NA=UJQ\A4) (1.1.3)
iel iel iel iel

Equivalentemente, las identidades en (1.1.3) se pueden expresar como:

Cc c

=Jun¢

iel

A

iel

=[A)° vy

iel

b

iel

Si M y N son conjuntos, una regla f que asocia a cada elemento de M un Unico elemento
N se denomina una funcién de M en N, este hecho se nota f : M — N. El conjunto
fA) ={y=f(x): xe Ay A< M} es la imagen directa de A mediante f. La imagen inversa de
un conjunto B € Y es el conjunto f‘l(B) ={x€ M: f(x) € B}. Una funcién f: M — N es inyectiva
si x # x' implica f(x) # f(x'); f es sobreyectiva si f(M) = N;y f es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.

Dada una funcién f: M — Ny Ac M, se dice que la restriccién de f a Aeslafuncién f|4: A— N
dada por (f IA) (x) = f(x), cuando x € A. Si se tiene una funcién g: A — N y existe una funcién f
con dominio B<c My A c B, se dice que f es una extensién de g siempre que f(x) = g(x), cuando
x € Aoloque eslomismo, g = f | 4.

En particular, cuando se hace Q = R, se estudian las propiedades fundamentales de este conjunto.
Ahora, se tratan algunas de las caracteriticas de los subconjuntos de R.

Tomado S c R, S # ¢. Se dice que S es acotado superiormente en R si existe un niimero real ¢ tal
que x < t para todo x € S; t es una cota superior de S. Se dice que S es acotado inferiormente en
R si existe un ntimero real ¢ tal que x = ¢ para todo x € S; f es una cota inferior de S.

Se dice que S es acotado en R si S es a la vez acotado superior e inferiormente.

Un niimero real fy se llama el supremo de S si 7 es una cota superior de S tal que ningtin ¢ < ty es
una cota superior de S. El supremo de S se nota por sup S. Un ntmero real t; se llama el infimo de
S, si ty es una cota inferior de S tal que ningtin ¢ > ¢, es una cota inferior de S. Este hecho se nota
infS = 1.
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Definicién 1.1.1. DadosScRyr € S, sedice quer es punto interior de S, cuando existe un intervalo
(a,b) talquer € (a,b) cS.

El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama el interior de S, y se denota por S .

Definicién 1.1.2. Un conjunto S € R tal que S = S, es llamado un conjunto abierto de R, o
simplemente un abierto deR.

Un conjunto S < R se llama cerrado si su complemento S es abierto.

Se presentan algunas propiedades de los abiertos y cerrados de R:

(i) Si{X;};es es unafamilia finita de conjuntos abiertos, ﬂ X; es un conjunto abierto.
iel
(ii) Si{X;}iesr es una familia de conjuntos abiertos, U X; es un conjunto abierto.
iel
(iii) Si{Xj}ies es unafamilia de conjuntos cerrados, ﬂ X; es un conjunto cerrado.
iel
(iv) Si{X;}ies es una familia finita de conjuntos cerrados, U X; es un conjunto cerrado.
iel
Una sucesiéon es una funciéon cuyo dominio es el conjunto N. Ademads si el conjunto I es
enumerable, entonces se dice que la familia {A;};c; es una sucesiéon que se puede denotar ast:

{Ai}2, o (A, parai=12,...

Si {x,}}, es una sucesion de nimeros reales y x € R, se dice que xj es el limite de la sucesion
{xn}5~,, 0 que la sucesion {x,}9> | converge hacia xo, si para todo € > 0 dado, es posible encontrar
ne € N tal que si n > n, entonces |x;, — xg| < €. Lo cual se denota:

lim x, = xo
n—oo

Dada una sucesion (x5), n=1,2,..., es posible encontrar una nueva sucesién tomando elementos
de x, sin alterar su orden. Es decir, dados n(1),n(2),...,n(k),..., nimeros naturales tales que
n(l)<n@)<---<n(k)<---, entonces la nueva sucesion

B= {xn(l),xn(z),...,xn(k),...}
es una sub-sucesion de (x;,).

Dada una sucesion {x,}, el méximo limite de todas sus sub-sucesiones se llama limite superior de
la sucesién {x,} y se nota:

limsup {x,} o lim {xn}.
n—oo0 n—oo

Dado por:
limsup {x,} = inf{sup {xk}}
n—oo m \k=n
Dada una sucesién {x;}, el minimo limite de todas sus sub-sucesiones se llama limite inferior de
la sucesién {x,} y se nota:

liminf{x,} o lim {x,}.
n—00 n—oo

Dado por:

liminf{x,} = sup { inf {xk}}
n—oo n k=n
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Definicién 1.1.3. Una coleccion T de subconjuntos de un conjunto Q se dice que es una topologia
en Q si posee las siguientes propiedades:

(i) ¢eTy QeT.

n
(ii) Si A; €T parai=1,...,nentonces (| A; €T.
n=1

(iii) Si A; es una coleccion arbitraria de elementos de T entonces | A; €T.
iel

Si T es una topologia en Q, se dice que (Q,T) es un espacio topolégico, y los elementos de T se
denominan conjuntos abiertos en (.

Siendo Q y Q' espacios topolégicos, y una funcion f : Q — Q'. Se dice que f es continua si f~'(A) es
un conjunto abierto en Q para todo conjunto abierto A en Q).

Definicién 1.1.4. Se denotan los conjuntos R U {—oo, 00}, RU {oo} y RU {—o0} por [—0o,0], (—o0, 0]
¥y [—00,00) respectivamente, y se llaman conjuntos de niimeros reales extendidos.
En el conjunto de los niimeros reales extendidos se dan la siguientes reglas aritméticas:

(i) (£o00) + (£00) = +oo0.
(ii) a+ (+oo) =+00, a€R.

a
(iii) —— =0, aeR.
(£o0)

+o0, siace€ (0,00]
(iv) (oo)-a=a-(+xo0) =10, sia=0

Foo, Ssia€[—o00,0).

too +oo
(v) ——, ——, co—o0 no se definen.
too 0

1.2. Clases de Conjuntos

En esta seccidn se definen ciertas clases de conjuntos, algunas de las propiedades e interrelaciones
mads sobresalientes entre ellas. Y se fija la notacién con la cual se identifica cada clase de conjuntos.

Se considera Q un conjunto no vacio siempre que no se especifique lo contrario.

Definicién 1.2.1. Dado % un subconjunto de &?(Q). Se dice que % es un anillo de conjuntos (o un
anillo) en Q si satisface las siguientes propiedades:

(i) SiA,Be %, entonces AUB€e A
(ii) SiA,BEZ, entonces A\Be Z.

Si Z es un anillo en Q y ademds Q € %, se dice que % es una dlgebra de conjuntos (o una dlgebra)
en ().

Observaciones 1.2.2.

(i) SiZ esun anillo en Q entonces ¢ € Z.
En efecto, para A € Z, entonces (A\ A) e Zy A\ A= ¢ en consecuencia ¢ € Z.
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(ii) Si </ esuna dlgebra de conjuntos en Q, & es cerrada bajo la operacién de complemento.
En efecto,si Ae .o/, A°=(Q\A) e «.

(iii) Lainterseccién de una familia de anillos en Q es un anillo en Q. Asi, si se tiene una clase no
vacia ¢ de subconjuntos de Q entonces la interseccion de todos los anillos que contienen a
% se llama anillo generado por %'. El anillo generado por % se denota por R(%).

(iv) Laobservacién anterior es cierta si en lugar de un anillo en (, se tiene una 4lgebra en Q. La
algebra generada por % se denota por A(%).

Proposicién 1.2.3. Si % un anillo de conjuntos en Q, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Z es un anillo de conjuntos en Q
(ii) Z es cerrada con relacion a union finita y diferencia propia;
(iii) Z es cerrada con relacién a diferencia simétrica e interseccion finita;
(iv) Z es cerrada con relacion a union finita disjunta, diferencia propia e interseccion finita.

Prueba. (i) — (ii) Supdnganse A,B € #, AUB € % pues % es un anillo. Como
Bc(AuB)y A\B=(AUB)\B, se tiene que Z es cerrado por diferencia propia.

(ii) — (iii) Considérense A, B € %, como B c (AUB)y A c (AU B) entonces por hip6tesis se tiene
que (AUB)\B, (AUB)\ A € Z. De esta manera AAB = ((AUB)\B)U((AUB)\ A) = (A\B)U(B\A) e Z.
Y de otra parte ((AUB)\ B) c A, de modo que AnB = (A\ (AU B)\ B)) € Z. Por lo anterior se tiene
que Z es cerrado por diferencia simétrica e interseccion finita.

(iii) — (iv) Tomando A, B € Z, por hipétesis Z es cerrado por interseccién finita. Como AnB€ €
Z y ademds An B¢ c A, de este modo se tiene que

A\(ANBY) =An(An B¢
=ANn(A°UB)
=(ANA9YU(ANB))
=¢pU(ANB)
=(AnB)e Z,

lo cual muestra que Z es cerrado por diferencia propia.

Puesto que (AN (AAB)), (BN (AAB)) € Z y ademds (An (AAB)) N (BN (AAB)) = ¢, se deduce que
(AN(AAB))U(BN(AAB)) = (AAB)N(AUB) = (AAB) € Z, asi Z es cerrado por unién finita disjunta.

(iv) — (i) Tomando A,B € %, se tiene que ANBc A, AnBc B, (A\(AnB))N(B\(ANB)) = ¢,
(AN(ANB)N(ANB)=¢y(B\(ANB))Nn (AN B) = ¢, de este modo

AUB=((A\(ANB)U(B\(ANB)U(ANB)) e #.
De otrolado A\B=(An(A\ (AN B))) € Z. Por lo tanto & es un anillo. |

Ejemplo 1.2.4. Si Q = Z(Q) entonces Z = {gb} es un anillo de conjuntos.
En efecto, ya que por la definicién del conjunto &% se tiene que ¢ € %, y de esta manera
PuUP=¢deX, ademds ¢p NP = € Z. En consecuencia Z es un anillo en Q
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Ejemplo 1.2.5. % = & (Q) es una dlgebra de conjuntos en Q.
Tomando A, B € %, entonces ACQyB<Q,porlotanto AUB< Q,y, AAB<Q,dedonde AUB €%
y A\B e Z.Ademds Q € Zy asi Z es una algebra.

Ahora se definen en Q dos clases de conjuntos mds débiles que un anillo o una algebra, en el
sentido, que se restringe la posibilidad de encontrar operaciones de cierre entre los elementos de
estas clases de conjuntos.

Definicién 1.2.6. Dado S un subconjunto de &(Q). Se dice que S es un semi-anillo de conjuntos
(o un semi-anillo) en () si satisface las siguientes propiedades:

(i) SiA,BeS entonces ANBES

(ii) Si A, B €S existe una coleccién de conjuntos {C,-}l’.l:1 c conC;n Ci=¢ parai# j, tal que

n
A\B= U C;.
i=1

1=

Si'S es un semi-anilloyQ € S, S es llamada una semi-dlgebra de conjuntos (o una semi-dlgebra)
en ().

Observacién 1.2.7. Si S es un semi-anillo de conjuntos en Q) entonces ¢ € S. En efecto, puesto que
Q es un conjunto no vacio se deduce que S es no vacio.
Considérese A € S, entonces existe una familia {C;}> ; = An A° de elementos de . con C;NC; = ¢

oo
parai # jy enconsecuencia ¢ = An A€ = U1 C;.
n=

Un ejemplo importante de semi-anillo es:

Ejemplo 1.2.8. SiQ =R, S ={(a,b]: a,beR, a< b} es un semi-anillo en Q.

En efecto, si (a,b],(c,d] €S y a<b < c = d, entonces (a,b]n (c,d] = ¢. Por la observacién
127 ¢€S.Sia<c=<b=<d, entonces (a,bln(c,d]l =(c,bl €S;ysia<c<d= b, entonces
(a,bln(c,d] = (c,d] €S. Por lo tanto (a,b] N (c,d] € S.

De otra parte sisetoma a<c<d < b, existe (¢;,d;]]cSconi=1,2,...,ntal que
a=cp,<cp1<--<cg=c<d=dy<di<---<dp=b,

asi, C; = {(cj,ci-11}., =S con C;nCj = ¢ parai # j, D; = {(d;j,di-1]}j_; €S con D;nD;j = ¢
n

para i # j yademds C;n D; = ¢ paratodo i = 1,2,...,n, entonces (a, b]\ (c,d] = U (C; uD;). En
o1

1
consecuencia S es un semi-anillo.

Noétese que S no es una semi-algebra, pues Q ¢ S. Sin embargo si Q = (—oo,00] se tieneque w € Sy
asi S es una semi-élgebra en Q.

La aplicacién inmediata de la siguiente clase de conjuntos es que a partir de sus elementos es
posible generar un semi-anillo.

Definicién 1.2.9. Una clase no vacia £ de conjuntos en Q que cumple:
(i) pe 2,
(ii) SiA,Be . Z, entonces AUB,ANBe.Z,

se denomina reticulo de conjuntos en Q).
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Proposiciéon 1.2.10. Dado £ un reticulo de conjuntosen Q. Si P ={B\ A: A,B € % con A c B},
entonces P es un semi-anilloy £ c P.

Prueba. Como ¢ € P, ¥ c P. Considérense D; = B;\ A;, A; € B;, A;,B; € £, i =1,2. Entonces,

DinDy,=(B1\A1)N(By\ Ay)
=(B1N Ai) N(B2 N Ag)
=B N By N (A] N AS)
=B NByN(A;UAy°
=B1NBy\ AU As.

Por hipétesis BN B, € £y Ay U Ay € Z. En consecuencia Dy N D, € P.

Si D, c D4, se hace C = (Bj N By) \ (A; N Ap). Entonces, Dy = B, \ Ay = Bo N Ag cBin Af ya que
D, c D, y, por lo tanto

D, c (B1nA]) N By =(B1 N By) N A @
=(B1NBy)N(BiNByN A€
=(B;NBy)\ (B; N By Aj) Dy =B;\ A,
=(B1NB)\ (B2nA) R D=B»\A,
=C,

Figural.l
y C:BlﬁBzﬂA§CBlﬂAi‘:D1.ASi,DzCCCDl y C € P; ademas,

C\ D, =(B; ﬂBzmAf) \(B2\ A2)
=(B1 N By N AS)\ (By N AS)
=(B1NnBaN A]) N (B2 N A9
=B1NByNA{N(B5 U A)
=BiNB,NA{N A,
=(B1NB)\AjNAy,€P.

Asimismo,

D1\ C=(B;\ A\ (BiNnB2NAY)
=(B1NA)N(BiNByNAJ)°
=B N AN (BN Aj)°
=BinA{n (B35 UA)
=BiNnA{NB;
=B; N (A;UBy)°
=B;\ (A, UBy) € P.

De este modo (D;\C)N (C\Dy) = ¢ y asi Dy \ D, = (D;\C) U (C\Dy). Por lo tanto P es un
semi-anillo. |

Proposicién 1.2.11.

(i) Unsemi-anillo S cerrado por la operacion de union de sus miembros es un anillo.



28

1.2. CLASES DE CONJUNTOS

(ii)

El anillo generado por un semi-anillo S de conjuntos en Q se da por la coleccion de todas las
uniones finitas de elementos disjuntos de S.

Prueba. (i) Considérense A,B € S. Por hipétesis AuUB € S. Ahora AnBe€SyAnBc A

(i)

Por lo tanto, por la definicion de semi-anillo existe una cadena completa de conjuntos
{Co,Cy,...,CplcStalque AnNB = CO cCic---cCy=Acon (C;\C;_1)eS,i=12,---,n
Por hipétesis, A\B=A\(ANB) = U (Ci\Cij_1) € Sy, por lo tanto, S es un anillo.

i=1

n
Considérese % = { UAj Ai€S, i=12,...,n AinAj=¢parai# j, ne N}. Entonces Z es
i=1
n
cerrado por uniones disjuntas. Se afirma que & es un semi-anillo. En efecto, si A= U A4;,
i=1

n
B=UBj,AinAy=¢parai#i',{A}! cS,BjnBy=¢paraj#j, {Bj}?zl c S, entonces
i=1

n m
AnB=U U (AinBj),v {(Ai mB])}, 12,..n €s una familia de miembros disjuntos de S.

i=1j=1 j=1,2,...,m
Por lo tanto (AN B) € #. Ahora, considérense A, B € S con A c B. Entonces por la definicién

1.2.6, B\ A es una unién finita de miembros disjuntos de Sy, por lo tanto, B\Ae Z.Si A€ S
yBe % con A c B, existe una familia finita {B; }” cStalque BinBj =¢ parai # j con

B= U B;. Luego, B\ A= U (Bi\ A) € Z, puesto que B;\ A= (B; \ (B;n A)) € Z y ademés #
es cerrado por unién ﬁnlta de miembros disjuntos de Z.

m
Por ultimo, si A,B € % con A c B, considérese A = U A;, donde {Ai}?il cSyAnAj=¢

i=1
para i # j. Entonces

I
s
&

D

S
D}

~
I
—

I}
IDE

(B\A) eZ,

~
I
—

por el hecho de que Z es cerrado por interseccion finita de sus miembros y (B\ A;) € # para
todoi=1,2,...,m. Porlo tanto se puede tomar A= Cy < C; = Bcon Cy,C, e Zy (C1\Cy) € Z
y B\ A=C;\Cy. En consecuencia & es un semi-anillo.

Ahora dados A, B € %, se tiene que AUB = AU (B\ A) = AU (B\ (AN B)), que es una unién
disjunta de miembros de %, luego, AU B € Z. Ahora, por (i), Z es un anillo.

Si %) es un anillo arbitrario que contiene a S, entonces Z < %, y por lo tanto, Z = R(S). R

Se presentan dos clases de conjuntos que tienen la particularidad de lograr operaciones de
cierre introduciendo una cantidad numerable de sus elementos, lo cual los hace conceptos mads
especiales que los de anillo y dlgebra.
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Definicién 1.2.12. Un subconjunto . de &7(Q) es un o -anillo de conjuntos (o un o -anillo) en Q
si satisface las siguientes condiciones:

(i) SiA,Be.¥ entonces A\Be.7.

oo
(i) Si{AnlS, esunasucesionen.”, entonces |J A, €.7.
n=1
Si se tiene un o -anillo . en Q y ademds Q € ., se dice que . es una o -dlgebra de conjuntos (o
una o -dlgebra) en Q.

Si o/ es unao-dlgebraen(Q, (Q, <) se llama un espacio medible, y a los elementos de </ se les llama
conjuntos medibles.

Observaciones 1.2.13.

(i) Todo o-anillo es cerrado por intersecciones enumerables. En efecto, si se consideran . un

o0
o-anillo de conjuntos en Q) donde {Ai}‘l?il c¥ysi A= J A; entonces A€.¥. Asi,
i=1

0o c
A% NA
1

i=

o]

=A\ A

3

~
I
—

(]
=A\[AN | A¢
i=1

I
=
s

(AnAS)

~
I
—

€Y,

I
=
s

(AVAy)

~
I
—

o0

luego N A;j €.

i=1

(ii) La interseccion de una familia de o-anillos en Q es un o-anillo en Q. Asi, si se tiene una
clase no vacia % de subconjuntos de Q entonces la interseccién de todos los o-anillos que
contienen a ¢ se llama o-anillo generado por €.

El o-anillo generado por % se denota por . (%).

(iii) La observacion 1.2.13 parte (ii) es cierta si en lugar de un o-anillo en Q, se tiene una
o-algebra.

La o -dlgebra generada por ¢ se denota por <7 (%).

Ejemplo 1.2.14. Si (Q,T) es un espacio topolégico, la o-édlgebra generada por los abiertos del
espacio topoldgico se denomina o -algebra de Borel, y se denota o(T)= Z(Q). Sus elementos se
llaman conjuntos de Borel, o simplemente borelianos.

De esta manera, se puede decir que (Q, %(Q)) es un espacio medible.

En particular, (R, Z(R)) es un espacio medible, donde los abiertos en R son borelianos.

Ejemplo 1.2.15. Tomando Q =Ny A ={0,2,4,6,...,2n} con n € N. La coleccién . = #(A) es un
o-anillo.
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Observacion 1.2.16. Una sucesion {4} | de conjuntos en Q no decreciente (respectivamente no

creciente) se denota por A, 1 (respectivamente A, |). Y se escribe A, 1 A (respectivamente A, | A)
o0

A, = A).
=1

o0
si A, 1 (respectivamente A, |),y U A, = A (respectivamente
n=1 n=

Definicién 1.2.17. Si .# < & (Q), se dice que .# es una clase mondtona si cumple las siguientes
condiciones:

o0
(i) Si{An})_, es unasucesion no decreciente de elementos de M , entonces U A, € .M.
n=1

oo
(ii) Si{An};_, es unasucesion no creciente de elementos de M, entonces (| A, € M.

n=1

Observaciones 1.2.18.

(i) Todo o-anillo es una clase mondtona. En efecto, considérese un o-anillo . de conjuntos en
Q, .7 es una clase mondtona ya que es cerrado por unién e interseccién numerables de sus
miembros por la definicién 1.2.12 y por la observacién 1.2.13.

(ii) Andlogamente a la observacion 1.2.13 (ii) si en lugar de un o-anillo se tiene una clase
mondtona. La clase moné6tona generada por % se denota por .Z (%)

Teorema 1.2.19. Si una clase monétona # es un anillo, entonces .# es un o -anillo.

Prueba. Supo6ngase que .7 es un anillo que a la vez es una clase mondtona. Si {A;}?, < ./,
n o0 o0

entonces B, = U A; € 4 y B, 1 U A;. Como .Z es una clase mondtona, entonces |J A; € ..
i=1 i=1 i=1

Por lo tanto, .# es un ¢-anillo. [ ]

Teorema 1.2.20 (La clase mondtona generada por un anillo). Si % es un anillo de conjuntos en Q,
entonces M (X) = ./ (#). En consecuencia, si # es una clase monétona que contiene a un anillo
X, entonces M contiene a.” (%).

Prueba. Para cada B c ), considérese C (B) = {A cQ:(A\B,B\A,AUB)c .# (%)}.
De este modo A€ C(B) siysolosi Be C(A).

AFIRMACION:
% < C (B) paracadaBe Z%. (1.2.1)

En efecto, si A, B € #, entonces por ser % un anillo, {A\B,B\ A, AUB}c Z < .# (#).Asi, A€ C(B)
lo cual implica que Z < C (B).

AFIRMACION:
C (B) esuna clase moné6tonasi C(B) es no vacia. (1.2.2)

Considérese {A,}°° . una sucesién monétona en C (B). Entonces se tiene que
n=i

(lim An)\B

n—oo

U (An\B) e # (%);

n=

B\(lim An)zB\(fj An)
n=1

(U a)vs
n=1

(

1

n—oo
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=) (B\Ap) € 4 (R),Y,

(lim A,,) UB:(OCJ An)UB= U (A,UB) € .4 (%).Si Ay 1.
n=1 n=1

n—oo

Si A, |, entonces se tiene que

8
=
3

o™

(ﬁm An)\B

n—oo

8
BS
3

—_—
S
Il
—
~——— ~——

S
1l
—

I
38
N
N

D)
=

S
Il
—

I
8

(An\B) € M (R);

S
Il
—

B\(lim An):B\(

n—oo

Y
b S
=

I
)

i_ )8

—

I
s
)

—_—
ﬁ S
—

Il
s
s
N
o

(BNAY)

3

(B\Ap) e M (%).
1

n

Ademas (r}im A,,)UB: ( 0 A,,)UB= 0 (A,UB) € .Z (%).
—o0 n=1 n=1

De esta manera C (B) es una clase monétona.

AFIRMACION:
M (X)) es un anillo. (1.2.3)

En efecto, considérense A€ .# (#)y B € Z%. Entonces por (1.2.1), Z < C(B), y segtin (1.2.2) se tiene
que 4 (#) c .4 (C(B)) = C(B), y por lo tanto, A € C (B), lo cual implica que A € C (A). Como A es
arbitrario en %, se tiene que Z < C (A) y por (1.2.2) se deduce que .Z (Z) < C (A).

Si A, B e . # (%), entonces B € C(A) yluego, {A\ B,B\ A, Au B} c .# (%),lo cualimplica que .# (%)
es un anillo.

Por (1.2.3) y por ser .# (%) una clase mondtona, .# (%) es un g-anillo y asi, . (%) c . (%).

Como . (#) es una clase monoétona, se tiene .# (%) c . (%). En consecuencia, se concluye que

M(K) =S (X).
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Por dltimo, si .# es una clase monétona que contiene a un anillo %, entonces

M) =S (R)c M. ]

Proposicién 1.2.21. Si & es una clase no vacia de conjuntos en Q, y A es un subconjunto de Q,
entonces
L (E)NA=S(ENA) =S ({F:F=EnA, Ec&}).

Prueba. Considérese % la clase de todos los conjuntos de la forma BuU (C\ A) donde B€ . (& N A)
yCe. .7 (&).
% es un o-anillo. En efecto, si {B; NC\AIR, < % donde B; € S (EnA)y C; € ¥ (8) para

i =1,2,... Entonces oLj (B;U(Ci\A) = oLj B;U ((OLCJ) Ci) \A) € €, puesto que oLj Bie L (ENAY
i=1 i=1 i=1 i=1

U Cie. (&)
i=1

Considérese F; = B;U (C;\A) e ¢, i=1,2.Yaque B; < A, Bi{NA° = A°y BiNA=B;, i =1,2. Asi,
Fi\F, =(B;U(Cy\ A)\ (BoU (Cy\ A))
=(Byu(C1nA%))n(B2u(Can A9))°
=(Biu(CinA9))n(B5n(C5UA))
=B1NB;NC;UBINB;NAUCINANBSNCsUCINA°NBsNA
=B1NB;NC;UB,NB;UC; NC;NAC
=(BinB5)uU(CinC5)n AC
=(B1\B)U((C1\C)\A) eF.
Como (B;j\By) € Z(&€NA)y (C1\Cy) € ¥ (&). Por lo tanto € es un g-anillo.
Paratodo E € & se tiene que E= (EN A)U(E\ A) yasi, E € €. Por lo tanto, & < %'y, en consecuencia
L&) S (€) =€ . Ademis,
S(EYNAcENA={BU(C\A)NA: BeS(EnA), Ce. S (&)}
={B: Be S (&n A)}
=7 (ENA).
Pero .7 (&)Nn Aesun g-anilloyasi, (&N A) c L (E)NA.
En consecuencia, se tiene que .7 (&) N A =.7(& N A). |

Definicién 1.2.22. Un anillo Z de conjuntos en Q) es hereditario si & (A) c %, para todo A € %.
El o -anillo hereditario H(¢) generado por una clase de conjuntos no vacia ¢ es el mds pequerio
o -anillo hereditario que contieneaé .

Proposicién 1.2.23. Siendo € una clase no vacia de conjuntos en Q. Entonces, H(%) es la coleccion
de todos los conjuntos que se pueden cubrir por la unién numerable de miembros de € .

o0
Prueba. Considérese .¥ = {A: Ac U A;, Aje¥C,ic N}. Entonces .¥ es un o-anillo hereditario
i=1

que contiene a ¢. Luego, H(%) c ..
o0
Por otra parte, si A € ., entonces existe una sucesion {Ai}‘;.":’1 c% talque Ac U A;. Como H(%)
i=1
oo
es un g-anillo hereditario, luego U A; y A pertenecen a H(%).
i=1

1=

Es decir, . = H(®). |



CAPITULO 2

MEDIDA'Y CONJUNTOS MEDIBLES

2.1. Medidas

Definicién 2.1.1. Dado (Q, <) un espacio medible. Una funcion u : &/ — [0,00] es una medida si
satisface:

(@) u@) =0

o0

(ii) p eso-aditiva o numerablemente aditiva, es decir, para cada sucesion {A;} o1 de elementos

de of talesque AinAj=¢ parai#jy OLCJ) A; € &, severifica
i=1

o0

ﬂ(l:LJlAi

=) u(Ap.
i=1

Una medida p es llamada finita si para todo A € o/ se tiene u(A) < oo y o-finita si existe

{AnloL, € con Ac EJO An y u(Ay) <oo, para todo n € N.
n=1
Si (Q, &) es un espacio medible y u una medida en <7, (Q, </, 1) se denomina espacio de medida.

Proposicién 2.1.2. DadosQ, un anillo%Z de conjuntos en Q y una medida 1 : % — [0,00]. Para cada
A,B € % se cumple:

(i) uB)=uBNA)+uBnAY
(ii) p es sustractiva, es decir, si Ac B entonces ((B) = u(A) + u(B\ A)
(iii) SiAc B yu(A) = oo, entonces y(B) = oo
(iv) U es mondtona creciente, es decir, si Ac B entonces p(A) < u(B)
(v) p(AuB)+uBnNA) =pu(A) +u(B)

(vi) u(AUB) < u(A)+ p(B)

33
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Prueba. (i) Como B=(BNnA)U(BNA®) y(BnA)N (BN A°) =¢ se tiene que

A B |2
puB)=p(BnAUBNAY)

=uw(BN A)+ u(Bn A°).
B AnB

H Bnac

Figura 2.1
(ii) Como Ac Bsetieneque B=AU(A°NB)y An(A°nB) = ¢, luego

Q
p(B) = (AU (A°NB))
= (A) + u(B\ A). A
A°NnB

Figura 2.2

(iii) Porlaparte (ii) se tiene que pu(B) = u(A) + u(B\ A) =oco+ k, luego p(B) = co.

(iv) Por (ii) se tiene u(B) = u(A) + u(B\ A), luego u(B) — u(A) = u(B\ A) = 0, y por lo tanto
(A < u(B).

(v) Como AUB=(ANBYU(ANB)U(A°NB)Yy(ANB)N(ANB)N(A° N B) = ¢, se tiene que

o)
((AUB) = u((ANB°)U(ANB)U(A°N B)) 4 B
= WANBY) + u(ANB) + w(A°NB). (2.1.1) Hans*
Ahora por (i) y (2.1.1) se tiene SAns
EHa°nB

(A + 1(B) = w(ANB) + (AN B®) + (AN B) + u(A° N B)
=u(AnB)+u(AuB). Figura 2.3

(vi) Por (v) se tiene que p(A) + u(B) = u(An B)+ u(Au B) = u(AuU B), en consecuencia
U(AUB) < u(A) + u(B). |

Definicién 2.1.3. Dados ¢ una clase no vacia de conjuntos en Q0 y una funcion de conjuntos
A: € — [0,00]. Se dice que A es finitamente aditiva en ¢ si para cada familia finita {A,, Az, ..., Ap}
de elementos de ¢ disjuntos entre si dos a dos y cuya union pertenece a’¢’ entonces

n n
AMUAi | =D AA.
i=1 i=1

Proposicién 2.1.4. Sea % un anillo de conjuntos en Q. Si i es una medida en % entonces i es
finitamente aditivaen %.
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Prueba. Considérese {Ai};’: c#con AijnAj=¢parai# j.sisehace Apy1 = Apiz =+ = ¢,
o0 n
entonces {A;}72, cZ con AjnAj=¢parai# jy U A; = ( U A,-) € Z%. Por la definicion 2.1.1 se
i=1 i=1
tiene que
n o0 o0 n
plUAi|=p|UAi| =3 pAn =) uA,
i=1 i=1 i=1 i=1
es decir y es finitamente aditiva en Z. |

Proposicién 2.1.5. Dado % un anillo de conjuntos en Q. Si para algtin A € % se tiene que [1(A) < oo
y siu es o-aditiva en % entonces u(¢p) = 0. Asi, u es una medida en %.

Prueba. Si A€ % con u(A) < oo, entonces haciendo A; = A, A, = A3 =--- = ¢, se tiene que

p(A) =u(U A
i=1

:/,t(AU UAi

=2

=(A) +u(U A
i=2

o0

=p(A) + ) p(A).
i=2

o0

Como p(A) es finita, se obtiene ) u(A;) =0. Asi, r}im nu(¢) =0, lo cual muestra que p(¢) =0.Y de
i=2 —0o0

este modo se tiene que u es una medida en Z. ]

Observacion 2.1.6. Nétese que u: % — [0,00) es una medida en un anillo & de conjuntos en Q si
y solo si u es numerablemente aditiva en Z%.

Ejemplo 2.1.7. Considérese Q2 =N. La funcién u : #(N) — [0,00] dada por:

#A, si A esfinito,
p(A) = . .
0o, Si A esinfinito,

se llama medida de conteo.

Proposicién 2.1.8. Si Z es un anillo de conjuntos en Q y u : % — [0,00] es una medida en %,
entonces | es completamente (o numerablemente) sub-aditiva, es decir, si dada una sucesion

{Ai}‘l?g1 cZy GlAi EX, entoncesu(oleAi) < OZO H(A;).
i= i= i=1

o0
Prueba. Si {A;}?, < Z con U A; € #Z, entonces si se hace By = Aj, By = A\ Ay,...,
i=1

n-1 00 o]
B, = An\(U Ai),..., se tiene B;NBj = ¢ parai # j, B; € # paratodo i e Ny U A; = U B;.
i=1 i=1 i=1

= i=
Como u es numerablemente aditiva y moné6tona, se deduce que

U

[ @]
U4
i=1

=u(U Bi)zzu(Bi)sZu(Ai). |
i=1 i=1 i=1
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Lema 2.1.9. Si Z es un anillo de conjuntosen Q y u: % — [0,00] es una medida en %, entonces i
es continua por abajo, es decir, dada una sucesion {A,}5;, no decreciente de elementos de X, con

o0
U A, € Z, entonces
n=1

o0
p (,91 An) = lim p(Ap).

Prueba. Sisehace By = Aj, By = A2\ Ay,...,B, = Ay \Ay_1,..., setiene que B, € Z paratodo n e N,
oo o0

B,nBp=¢paran#my U A, = U Bj. Como i es una medida en Z, por la proposicién 2.1.4 u
n=1 n=1

es finitamente aditiva en &%, luego

n=1 n=1
o0
=Y wu(Byp)
n=1
n
= fim, 2 H(B)
n
=t | U Be
= lim u(Ay). |
n—oo

Lema 2.1.10. Si Z es un anillo de conjuntosen Q y u: % — [0,00] es una medida en %, entonces
u es condicionalmente continua por arriba, es decir, dada una sucesion {A}}, no creciente de

oo
miembros de Z con i (Ap,) < oo para algin ng, y con (| A, € %, entonces se tiene que
n=1

o0
p (,Dl An) = lim p(Ap).

o0

Prueba. Considérese una sucesion {A,}77,

no creciente de miembros de Z con (A, ) < co para

o0 o0 o0
alglin ng, ycon (N A, €Z.Si Ag = () Ap, entonces Ag= [\ Aj.
n=1 n=1 n=ny

o0
Tomando B, = A, \ Ag, n€N. Entonces B, | y (| B, =¢. Sisetoma C, = By 4p-1\Bpy+n, REN,
n=1
se tiene que {C}5, € Zy C,NCy = ¢p para n # m.
o0
Como Bj, | entonces C, c By, paratodo n €N, yasi U C, < By,. Sila contenencia es estricta,
n=1

o0
entonces existe xo € By, tal que xp ¢ U Cj,. Es decir, xo ¢ Cy para todo k € N, entonces xp ¢
n=1

o0
Bjy+k—-1\ Bpy+k y asi, Xo € By, + para todo k € N. En consecuencia, xo € [ By +k = ¢, lo cual es
k=1

una contradiccion.

Por lo tanto
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I
18

/J (Bn()+n—l \Bno+n)

S
Il
—

I
[18

(,U (Bn0+n—1) —H (Bn0+n))

S
Il
—

k=1
= r}i_l:go (/,t (Bno) —H (Bno"'n))
=4 (Bn,) = lim 11 (Bp)

Puesto que (B, ) < oo, se deduce que nlim 1 (By) = 0. Es decir,
—00

0= lim (1(A\ Ag)) = lim (u(An) - pt(Ao),

ya que p es sustractiva y u (Ag) < p(Ap,) < 0o. Asi, i(Ag) = ,}EIQO“(A”) y,u( oﬁl An) = ’}@;oy(An). [ |
n=

Teorema 2.1.11. Dados . un o-anillo de conjuntos en Q, £ es un reticulo de conjuntos en Q
tal que £ < ./, u y v medidas en . de tal manera que u(A) = v(A) para todo A € £. Si para
[e.°]

E € (), existe una sucesion {En}>, < £ tal que E < J E, y u(Ey) < oo para todo n € N,
n=1
entonces U(E) = v(E) para todo E € . (L).

Prueba. Por la proposicion 1.2.10, S = {A\B: A, B €% con B c A} es un semi-anillo que contiene
a .Z. Por lo tanto a partir de la proposicién 1.2.11 se deduce que

n
R(S) = {UE,-: EinEj=¢parai#j, E;eSparai=1,2,...,n; nel\l}.
i=1

Primero se asume que p 'y v son medidas finitas en .. Por hipétesis, para A\BeScon A,Be £y
B c A, se tiene que
H(A\B) = u(A) — u(B) =v(A) —v(B) =v(A\B).

Por lo tanto, ¢ Irs)=V |r(s), por la construccion de R(S).

Considérese .# ={E€ . : u(E) =v(E)}. Entonces R(S) ¢ ..

Se afirma que .# es una clase monétona. En efecto, como R(S) ¢ .#, .# no esvacia. Si E, 1 Ey
{En}‘,’f’:1 c ., entonces por el lema 2.1.9, se deduce que

w(E) = r}ir&u(En) = ,}iigov(En) =v(E)

yasi, E€. /.

SiE, | Ey {En}‘,’f:1 c ./, entonces por el lema 2.1.10, se tiene que y(E) = v(E) y asi, E € .# . De este
modo, .# es una clase mondtona.

Como .7 esuna clase mondtona que contiene a R(S) por el teorema 1.2.20, .# = . (R(S)) = Z(S).
Es decir, u(E) = v(E) paratodo E € . (S) = ¥ (ZL).

Ahora, considérese u una medida no necesariamente finita, pero que cumple la hip6tesis del
teorema.
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Si E € .7 (%), por hipétesis, existe una sucesion {A,}5 | <. con u(A,) < oo, para todo n € N, tal
oo

que Ec U A,
n=1

Considérense u, y v, las medidas finitas en . definidas por u,, (F) = u(FNBy) y v, (F) = v(FN By)
n
paratodo F €., donde B, = U Ag.
k=1

Para A € .Z se tiene que pn(A) = p(ANBy) =v(ANBy) =vu(A)yvaque (ANB) e Zypleg=vle.
Como u,y v, son medidas finitas en ., en consecuencia, se obtiene

(&)

E=JA,nE) =

n=1 n=1

n
(AnNE)
k=1

o0
= JBunE.

n=1

Como B, NE 1, porellema 2.1.9 se tiene que
w(E) = lim p(B,NE)

n—oo

= lim u,(E)
n—oo

= lim v, (E)
n—oo

= lim v, (B, NE)
n—oo

=v(E), paratodo E€ .Y (). |

2.2. Medidas Exteriores y Extension de Medidas

Definicién 2.2.1. Dado H un o-anillo hereditario de conjuntos en Q). Una medida exterior es una
funcién de conjuntos

u*: H—[0,00]
que satisface las siguientes condiciones:
(@) p () =0
(ii) Si A< B entonces u*(A) < u*(B)

(iii) p* es completamente sub-aditiva, es decir, para toda sucesion{A;}32, € & (Q) se cumple que

/J*

o0
U A
i=1

<) W (A)
i=1

Definicién 2.2.2. Sean H un o -anillo hereditario de conjuntosen Q y u* una medida exterior en H.
Un conjunto A€ H se llama p* -medible si para cada C € H se tiene que

L (C)=p*(CnA)+u*(CnA9.
La coleccion de todos los conjuntos p* -medibles se denota por My .

Observacién 2.2.3. Como u* es sub-aditivaen H, A€ H es u*-medible si y solo si, paracada A€ H
se tiene que p* (C) = u*(CN A) +u*(Cn A9).

Lema 2.2.4. La coleccion de todos los conjuntos u* -medibles M+ es un anillo de conjuntos en Q.
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Prueba. Considérense A,B € M+ y C € H.Usando C, Cn A,y Cn A¢, respectivamente, en lugar de
C en la definiciéon 2.2.2 se tiene las siguientes identidades:

1 (C) =™ (C N A) +p* (Cn AS) @2.2.1)
p (CNA) =u*(CNANB)+p* (CNANBS) 2.2.2)
1 (CNAS) =p* (Cn A°NB) +1* (C N A°n BE). 2.2.3)

Usando las identidades (2.2.2) y (2.2.3) en (2.2.1) se obtiene:
PO =p"(CNANB)+u* (CNANBY)+u* (CNA°NB)+u* (CNnA°nB°). (2.2.4)
Al reemplazar C por CNn (AU B) en (2.2.4), se deduce que

L (CNAUB) =u*(CN(AUB)NANB)+u* ((CN(AUB))NANB°)

+u* ((CN(AUB)NA°NB)+u*((CN(AUB))N A°N B°)
p (CN(AUB) =u*(CNANB) +u* (CNANBS) + 1" (CN A° N B) + p* ()
p*(CN(AUB) =u*(CNANB) + u* (CNANBS) + 1* (Cn A° N B). 2.2.5)

Utilizando (2.2.5) en (2.2.4) se tiene que

w(C) =" (CN(AUB))+u" (CNA°NB°
=" (CN(AUB)+u*(CN(AUB)9,
lo cual implica que (AU B) € M.
De igual manera, reemplazando C por Cn (A\ B)° = Cn(A°UB) en (2.2.4) se tiene que
u*(Cﬂ (A°UB)) =p*((Cﬁ (A°UB)NANB) +,u*((Cr1 (A°UB))N AN B
+u" (CNA°UB)NANB)+u* (CN(A°UB))NA°NBY)

1 (CN(ASUB)) =u* (CNANB) +p*(¢) + 1" (CN AN B) + u* (C N A° N BY)
1 (CN(ASUB)) =u* (CNANB) +u* (CNA°NB) +p*(CNn A° N B°). (2.2.6)

Ahora, empleando (2.2.6) en (2.2.4) se tiene que

p(C) =" (CNn(A°UB)) +u* (CNn AN B°)

=u*(CN(A\B))+u"(Cn(A\B))

=" (CN(A\B) +pu* (CN(A\B)S),
lo que implica (A\ B) € My~.
En consecuencia, M~ es un anillo de conjuntos en Q. |
Lema 2.2.5. M- es uno-anillo de conjuntosenQ y pi* |u,. es numerablemente aditiva en M.
Prueba. Considérese {A;};2, < M+, donde A;nAj=¢parai#j.
Reemplazando Ay B por A; y Ay, respectivamente en (2.2.5) se obtiene

p(CN(ATUAY)) =" (CNAINA)+pu" (CNATNAS)+p* (CNATNAp)
=p* (P + " (CNAD+p"(CNAr)
=p*(Cn Ay +p*(Cn Ap).
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Cn

nNCs

Luego por induccién finita, se tiene que u*

n
A,-)) =Y u*(CnA;), para C € H y para todo
i=1

i=1 i=

n
ne€N. Como M+ es un anillo por el lema 2.2.4, i!1 Aj € M+, paratodo n € N. Ademds, ya que u* es
monatona se deduce que

Cc
*

n
w*(C) =u* (Cm(UAi +u{Cn

i=1

Cn

n
Y (CnA)+pt
i=1

M=

=) ' (CnAp+u*|Cn

1

para todo n € N. Luego,

c

prO =) p(CnA)+u* (Cm
i=1

o0
U 4
i=1

c

+u*|ICn Ail |,

[T

i=1

T3

[e.0]

puesto que p* es numerablemente sub-aditiva. En consecuencia, se tiene que (U Ai) € My:.
i=1

Ademas, se tiene que

c

pC) =) p (CnAp+p*|Cn

i=1

, paratodo Ce H. (2.2.7)

o0
U 4
i=1

Ahora, considérese {Bi}‘i’g1 una sucesion en M«.

n-1
Como M+ es un anillo, los conjuntos A; = By, A, = B,\ U A;, n>1 pertenecen a M- para todo
i=1

[e.°]
L_J B,,.

o0
ny {A,-}‘;.":’1 es una sucesion de miembros de M+, disjuntos dos a dos, tal que U A, =
1 n=1

n=

o0 o0 o0

Como ( U A,-) € My~ se tiene que U B, € M- yasi, U A, € My~. Es decir, My~ es un o-anillo de
i=1 n=1 n=1

conjuntos en .

o0
Por ltimo, tomando C = U A; en (2.2.7), donde {Ai}‘l?‘il es una sucesion en M- con A;NA;j = ¢
i=1

[e.°]
para i # j, se tiene que u* ( oLj Ai) = Y u* (Ay), lo cual prueba que u* | M+ es numerablemente
i=1 i=1

aditiva. [ ]

Teniendo en cuenta la definicion 2.2.2, los lemas 2.2.4 y 2.2.5 se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6. Siu* : H— [0,00] es una medida exterior en el o -anillo hereditario H de conjuntos
en Q, entonces My, la coleccion de todos los conjuntos u* -medibles en H, es un o-anillo contenido
en H,yu* | My~ es una medida en M,;~.

Definicién 2.2.7. Dados Q, un anillo % de conjuntos en Q y u una medida en %. Se dice que p es
completa en %, si para cada A € Z y para {1(A) = 0 entonces todos los subconjuntos de A pertenecen
ax.
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Teorema 2.2.8 (u* como medida completa en M:). Si u* es una medida exterior en el o -anillo
hereditario H de conjuntos en ), entonces u* |v,. es una medida completa en My-. Ademds, para
A€ H con pu*(A) =0 se tiene que A € My . Es decir, si u* (A) =0, A es u* -medible.

Prueba. Por el teorema 2.2.6, basta probar que u* es completa en M.

Considérese A € H con u*(A) = 0. Para B € H, se tiene que u*(B) = u*(B\ A) = u*(B\A)+u* (BN A),
pues u* es mondtona y no negativa. Luego A € M.

Si Ae My con ©*(A) =0, entonces p*(B) = 0 para todo B < A puesto que H es hereditario por lo
tanto, B € M. Es decir, u* |p,. es completa en M. ]

Teorema 2.2.9 (Medida exterior inducida). Supdngase que ¢ es una clase no vacia de conjuntos
Yy que ¢ € €. Si A : € — [0,00] es una funcion de conjuntos tal que A(p) = 0, entonces
A*: H(%) — [0,00] definida por

i=1 i=1

A" (B) :inf{Z/l(Ai): Aie€,Bc|JA; i= 1,2,...}

es una medida exterior en H(%). A* se llama la medida exterior inducida por .

Prueba. Por la proposicién 1.2.23, dado E < H(%), la colecciéon de todos los nimeros reales
extendidos no negativos

{ZMA,-): Aie€, Bc|J A, i=1,2,...}

i=1 i=1

no es vacia, y asi 1*(B) esta bien definida, con su rango en [0, c0].

Puesto que 1* (¢p) < A(¢) =0, se tiene que 1*(¢p) = 0.

o0 o0
Considérense B,D € H(¥) con Bc D.Si Dc U D;, D;j € ¢ paratodo i €N, asi B< U D; y, por lo
i=1 i=1
tanto,

A*(B) :inf{z AD;): D;€%, Bc U D;, paratodoi € N}
i=1 i=1

o0 o0
Sinf{ZA(Di) :Dj €%, Dc | JD;, paratodoi€ N}
i=1 i=1
=1"(D),
es decir, A* es mondétona.
o0 o0 (e, 0)
Tomando {B;}2, © H(%).Si Y. A*(B;) = oo, entonces 1* ( U Bi) < Y A*(B;).Porlo tanto, se asume
i=1 i=1 i=1
o0
que Y, A*(B;) <oo. Como A*(B;) < co paratodo i € N, dado € > 0, por la definicién de A* (B;), existe

i=1
una sucesion {B; f}?il de miembros de ¢ para (B;) tal que

* 3 & .
ATBi)+ 5 >];A(B,-,~), i=12,...
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Luego, UlBlC U Bij, {Bij};
i= i,j=1

i,j=1 cgy

=
@
&
IA
18
18
~
=

~
I
—

~
Il
—
.
1l
—

(B)+—

~
Il
—

IA
18
o /_\

s
e

*(B) +

~
I

—
I

—

A*(B)) +€.

“[0)-;

Es decir, A* es numerablemente sub-aditiva en H(%).

e

~
I
—

Como ¢ es arbitrario, se tiene que

A*(Bj).

M8

1

En consecuencia, 1* es una medida exterior en H(%). [ |

Teorema 2.2.10. Si % es un anillo de conjuntos en Q y u una medida en %, entonces u* : H(%) —
[0,00] definida por

w(A) :inf{z,u(Ai): Ac UAi, A €EX, iEN}

i=1 i=1

es una medida exteriory u* |y, = p. Ademds, % < My, y, en consecuencia, .’ (%) < My-. Por ultimo,
U* .7 esuna medidaen.” (%) y extiende a [1.

Prueba. Ya que (¢p) =0y u: % — [0,00], por el teorema 2.2.9, u* es una medida exterior en H(%).
Se prueba que u* |5= u:

[e.°]
Si A € # entonces u*(A) < u(A). Reciprocamente, Si A < U Ay, {Anl5., < %, donde A € Z,
n=1

oo
entonces A = ( U An) N A. Como u es mondtona y numerablemente sub-aditiva, se tiene que

| o

(AnN A))

C8

p(A) = (

f
n=1

Y u(AnA)

o0
o0

I
83

IN

n=1

< KA.

n=1
Luego, u(A) < u*(A) y por lo tanto u* | = p.
Ahora se prueba que # < M.
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Considérense B € H(Z), A€ Z y u*(A) < co. Dado € > 0, por la definicién de u*, existe un
cubrimiento secuencial {A,}72, < Z de B, tal que

E B +e> ) plAn) =) u((ApnA)U(A,\ A)
1

n=1 n=

18

(H(AnNA)+p(Ap\ A)
1

2§

o0

=) uApnA)+ Y p(A,\ A

n=1 n=1
>u* (BNA)+u* (B\A),
puesto que u es aditiva en &%. Como ¢ es arbitrario, se deduce que u*(B) = u* (BN A) + u* (B\ A).
Cuando p*(A) = oo la desigualdad se cumple. Ahora, A € My,-. Luego X c M.
Puesto que M- es un o-anillo, se tiene que L (X) c M,+. Ademas, | M, €s una medida, en
consecuencia u* |.» (4 es una medida en .7 (%) y extiende a p. |
Lema 2.2.11. Si Z es un anillo de conjuntos en Q y u es una medida o -finita en %, asi lo son u*
en HZ), u* en My y u* en (%), donde u* es la medida exterior en H(%) inducida por y con
oo
respecto a % . Especificamente, dado A € H(%), existe una sucesion{A,}5. , c #Z talque Ac U A,y
n=1

H(Ap) <oo para todon e N.

Prueba. Considérese A € H(%). Por la construccién de H(Z), existe un cubrimiento secuencial
{An}5,., de A por miembros de #. Como u es o-finita en &%, para cada A, existe una

oo
sucesion {A}72, € # tal que A, ¢ U Apx y cada p(Apg) < oo, para n,k = 1,2,... Luego, si
k=1
oo
{Gm}S_, = {Auk}$,_,, entonces {Gp}S_ « #, A< U Gp y u(Gp) < oo para m = 1,2,... Asi,
T m=1

o0
A= U GunAy{GupnAlS_| < H(Z). Como p* es una medida exterior en H(Z%), se tiene que
m=1

o0 o0
,u*(GmmA):inf{Z,u(Gm):Gm&%’,GmmAcUGm,mEN}<oo |

m=1 m=1

Teorema 2.2.12 (Teorema de extensién). Siu es una medida o -finita en un anillo de conjuntos %,
existe una extension tinica i de y al o -anillo . generado por %, como una medida en . y ademds,
U es o -finita.

Prueba. dérese u* la medida exterior en H(Z) inducida por u con respecto a # definida por

(o] [e.°]

p*(B)=inf{ Y p(A): Bc|JAi, Aie %, ieNy.

i=1 i=1
Entonces, . (#) < M+, pues My es un o-anillo que contiene a #Z y pu* |= p (por el teorema
2.2.10). Luego u* es una extensiéon de u al o-anillo . (%), como una medida en . (%). Se denota
K |7 ) por .
Para probar la unicida de g, supéngase inicialmente que u es finita en . (%). Si u; es otra extension
de p a.¥(#) como una medida, considérese .# = {E €. ulE) = pl(E)}. Por hipoétesis #Z < A .
AFIRMACION: .# es una clase monétona.

En efecto, considérese {E,}}., c.# tal que E,, 1 E. Siendo py p1 medidas en . (%), son continuas
por abajo en . (%) y, por lo tanto, u(E) = nlim W(Ey) = r}im u1(Ey). Asi, E€ A .
—00 —00
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Como pu es finita en . (%), u; es finita en .# y luego, por el lema 2.1.10, se tiene que E € .# si
Eyn | EY{En}S., 4 . Asi, ./ esuna clase mondtonay contiene a %. Luego por el teorema 1.2.20,
S (#) c M v, en consecuencia .# = . (%). Esto es, i = ) en ./ (%).

Ahora, considérese el caso general. Como p es o-finita en %, por el lema 2.2.11, g = p* | » (%) es
o-finita en .¥ (%’) Ademads por dicho lema, dado A € .¥ (%), existe una sucesién {A)S2, X

tal que A c U An ¥ (A, <oo) para cada n € N. Como & es un anillo, se puede asumir que

ApnAp =0, para n # m. Por la proposicion 1.2.21, .S (Z) N A; = S (#n A;), Z N A; es un anillo
contenido en % y asi, 1 lna,= 1 |l#na, = W l%na, - Puesto que p(A;) < oo, las restricciones de
y 1 a . (Zn A;) son finitas. Luego se obtiene que g = u; en . (Z N A;) = (%) N A;. Es decir,
HANA)=u (AnA;),parai=1,2,..., en consecuencia,

ﬁ(A)=ﬁ(Aﬂ

n(l

H(ANA;))

oo
04
i=1

38

(ANnA;)

1

N

1

[\”48

H1 (AN A;)
1

=t (U (AN A)

i=1

o0
U 4

i=1

=M1 (A N
=1 (A).

Asi, i = uy en S (%). |



CAPITULO 3

INTEGRACION

3.1. Funciones Medibles

Definicién 3.1.1. Dados (Q, o) y (', /') espacios medibles, una funcion f : Q — Q' se denomina
medible, si para todo A' € o' se tiene que f~1(A') € o7, es decir, f (') c . .

Proposicién 3.1.2. Si (QY,.</") es un espacio medible y una funcién f : Q — Q', entonces f~1 (/") es
una o -dlgebra en Q.

Prueba. Como </’ es una o-dlgebra entonces <7’ no es vacia, luego existe C € &/’ tal que
f‘l(C) = A, de maneraque A€ f‘l(,szf’). Y ademas

AC — (f—l(c))c — f_l(CC),

y C¢ € o/'. En consecuencia A € f~1(a/").

Ahora, tomando A; € f‘l(%’) para i = 1,2,..., existen C; € /' para i = 1,2,..., tales que
Aj=f1(Cy) parai=1,2,...,yasi,

Cil,

Jar=Ure =f_1(
i=1 i=1

s

(e.9) o0
y como 7' es una o-4dlgebra, entonces |J C; € &7’. Porlo tanto | A; € f~1(«/").
i=1 i=1
En conclusion, f ~1(@7') esuna o-4lgebra. [ |

Proposicion 3.1.3. Dados (Q,<7), Q' un conjunto no vacio y f : Q — Q', entonces la coleccién
d'={A'cQ": f1(A)e o} esunaoc-dlgebraen (.

Prueba. Como </ es una o-dlgebra en Q, entonces ./ no es vacia, luego existe B < Q' tal que
f~1(B) = A, donde A€ <. De estamanera B € </’. Se tiene que

AC — (f—l(B))C — f_l(BC),
como A° € o7, pues <7 es una o-algebra entonces f~!(B°) € o7 yasi B¢ € &7,

45
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Si existe una familia {B;}°, < Q' tal que f~! (B;) = A; donde A; € <7. Se tiene que

=1~

)

1

A= 'By=f" (U B;
i=1 i=1

(N

oo o0
y como .2/ es una o-élgebra, entonces | A; € <7, de modo que f! ( U Bi) € o/, y por lo tanto
i=1 i=1

oo

B;j € o7'. Se concluye que, 7' es una o-algebra en Q. |
i=1
Teorema 3.1.4. Dados (Q1,T1) y (Q2,T2) espacios topolégicos y g : Q1 — Qo una funcién
continua.

(i) Si (Q,T) es un espacio topologico, f : Q — Q, una funcion continuay h = go f, entonces
h:Q — Q, es continua.

(ii) Si (Q, <) es un espacio medible, f : Q — Q, una funcion medible y h = go f, entonces
h:Q — Q, es medible.

Prueba. (i) Suponiendo A un abierto en Q,, entonces por definiciéon 1.1.3 se tiene que g_1 (A)
es abierto en ;. De esta manera se obtiene

A= (g7 @).

Como f es continua, entonces h~1(A) es abierto en Q, lo cual prueba que h = go f es
continua.

(ii) Como g‘l(A) es un abierto en Q; por (i), entonces por la porposiciéon 3.1.3 g_l(A) es
un conjunto medible y por ser f una funcién medible, entonces h™1(A) = f~1(g71(A)) es
medible. En consecuencia h = go f es medible. |

Teorema 3.1.5. Dados (Q,/) un espacio medible, (,T) un espacio topoldgico, u,v : Q@ — R
funciones medibles, una aplicacion continua ® : R?> — Qq, y

h(w) = ®(u(w), v(w)) paraw € Q.
Entonces h: Q — Q; es medible.
Prueba. Considérese una funciéon f:Q — R? definida por f(w) = (u(w), v(w)). De este modo
h(w) =@ (u (), v (w))
=0 (f ()
:q) o] f,

asi, por el teorema 3.1.4 (ii) se debe mostrar que f es medible para que h también lo sea.
Si R es un rectangulo abierto en el plano, con lados paralelos a los ejes, entonces R es el producto
cartesiano de dos segmentos I; € I,y

IR =ut)nv (D),

que es medible, por la hipétesis sobre u y v. Cada subconjunto abierto A del plano es una unién
numerable de rectdngulos R;, y como

fl=r1 (U(Ri) =Ur 'y,
i=1 i=1

yasi f~1(A) es medible. En consecuencia f es medible. Por lo tanto & es medible. ]
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Proposicién 3.1.6. Dados (Q,.«7), R la recta real extendiday f : Q — R. Si para todo a € R se cumple
que f‘1 ((a,00]) € 7, entonces [ es medible.

Prueba. Considérese ¢ ={IcR: f~1(I) € &/}. Tomando a € Ry una sucesion creciente {a;};c; tal
que a; < ay a; — a cuando i — co.

oo oo

Por hipétesis (a;,00] € € para toda i, y ademads se cumple que [—-oo,a) = U [-o0, a;] = U (a;,00]¢,
i=1 i=1

y dado que ¥ es o-dlgebra por la proposicién 3.1.3 se tiene que [—oo, a) € €.

Como cualquier conjunto abierto en la recta real extendida se puede escribir como la unién
enumerable de segmentos (a,00], ¥ contiene a cualquier abierto, en consecuencia f es
medible. u

Definicién 3.1.7. Dados (Q, <), f,g:Q — R funcionesy c € R. Se dan las siguientes funciones:
(i) (f+¢))=f(w)+c, paratodow € Q.
(i) (cf) )= cf (W), para todow € Q.
(iii) (f+8) (@) = f W)+ g (w), para todo w € Q.

(iv) (fg) (W) =f(w) g (W), paratodowe Q. Sig=f,senotaaff por f>.

Teorema 3.1.8. Dados (Q), o) un espacio medible, f,g:Q — R funciones medibles y c € R. Entonces
las siguientes funciones son medibles:

(i) (f+c):Q—R.
(i) (cf):Q—R.
(ii)) (f+g):Q—R.
(iv) f2:Q-R.
W (fg):Q—R
Prueba. (i) Tomando a € R, para f + c se tiene que:
(f+c)_1((a,oo]):{w€Q: (f+¢)(w) > a}
={weQ: f(w) +c>a}
={weQ: f(w)>a-c}
=f ((a-c,00)).

Luego, como f es medible, entonces ( f+ c)_l ((a,00]) es un conjunto medible en Q) para todo
a € R. Por lo tanto f + ¢ es medible.

(ii) Paraprobar que cf es medible, se estudian los casos ¢ =0, c >0y c <0.

a) Sic =0, entonces cf es una funcion idénticamente nula, es decir, para todo w € Q se
tiene que
cf (w)=0.

De esta manera, si a € R, entonces
(cf) " ((a,00) =Q, 510> a.

Si 0 < a, entonces (Cf)_l ((a,00]) = ¢. De esta forma, cf es medible, pues ¢ y Q son
conjuntos medibles.
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(iii)

b) Sic>0y aeRsetiene:

(cf)_l((a,oo]) ={weQ: (cf) W) > a}
={weQ: ¢f (w) > a}

={wea: f) > %}
= ((Ge]).

ycomo f esmedible, (c f )_1 ((a,00]) es un conjunto medible. Por lo tanto ¢ f es medible.

¢) Sic<0yacRse tiene:

(cf) " (ta,00) ={w e Q: (cf) @) > a}
={weQ: cf (W) >a}

={w€Q: flw)< %}
= ([ )

Como f es medible, entonces (cf )_1 ((a,o0]) es un conjunto medible. Por lo tanto cf es
medible.

En consecuencia, por a), b), y ¢), se tiene que cf es una funcién medible.

Como el conjunto de los niimeros racionales es enumerable, entonces se puede encontrar
una sucesion biyectiva {r,} : N— Q. Donde

Q={r,: neN}.

Afirmacion. Dados a € Ry w € Q, entonces f (w) + g (w) > a si, y solo si, existe un racional ry
talque f (W) >rgpyro>a—gw).

En efecto, de una parte se tiene que f (w) + g(w) > a de donde f (w) > a— g(w). Como
f(w),a- g(w) € R, entonces existe ry € Q tal que rp € (a—g(w) ,f(w)). En consecuencia
f(w)>ry>a—-gw),loqueesequivalente a tener, f (w) >rogyro>a—gw).

De otro lado, como existe rg € Q tal que f (w) > ryy 19 > a— g (w), por transitividad se deduce
que f(w) >a-gw),yasi, f (W) + g(w) >a.

Ahora para f + g se tiene que:

(f+8)" (a,00) ={weQ: (f+g) ) > a}
={weQ: f(w)+gWw) >a}
={weQ: f(w>ry y ro>a-gw)}
={weQ: f(w>r}n{weQ: rp>a-gWw)}
={weQ: f(w)>r}n{weQ: gw)>a-ry}
=f~" ((ro,00)) N g~ ((a—ro,00]).
Como [y g son funciones medibles y la interseccién de dos conjuntos medibles es también

medibe, entonces ( f +g)_l((a,oo]) es medible. En consecuencia f + g es una funcién
medible.
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(iv) Considérese a € R.

a) Si a<0, entonces: (fz)_1 (a,00)) ={weQ: (f?) (w) > a} = {w €eQ: (f (a)))2 > a} = ¢,

Luego como ¢ es un conjunto medible, entonces ( fz)_l((a,oo]) es un conjunto
medible. Asi, f 2 es medible.

b) Sia=0, entonces v/ay —y/a son numeros reales. En este caso:

(r2) " ((@,00n ={w e Q: (f2) ) > a}
={w€Q: (f(w))2>a}
={weQ: |f(w)]|>Va}
={weQ: flw>va o -f(w)>Va}
={weQ: flw>va o fw<-Va}
={weQ: f(w>Valu{weQ: f(w) <-Va}
= ()" (Vaoo])u(f) ™ ([~eo, ~Va)).

Como f es una funcién medible, se tiene que (f 2)_1 ((a,o0]) es un conjunto medible,
para todo a € R. Luego f? es medible.

Es consecuencia de a) y b), que f? es una funcién medible.

(v) Observése que:

fg=1(fg)=§(fg)=i(4fg)
:i(0+2fg+0+2fg)
= (- ) +2rg+ (g~ &) +2f8)
== (Ut 2fg+g) - (2~ 208 + )
= ((r+8r-(r-2).

Como f 'y g son medibles, entonces se deduce de (i) (iii) y (iv) que las funciones ( f+ g)2
y(f- g)2 son medibles. En consecuencia f g es una funcién medible. |
Definicién 3.1.9. Dada {An}°° | una sucesién de conjuntos en Q). El infimo y el supremo de {A,}5;

estdn dados por 1nf Ak = ﬂ Ag y supAg = U Ay respectivamente.
k=n k=>n k=n

El limite inferior de {A,}5,_, se nota hmlnf A, y esta dado por hmlnf A, = sup{ inf Ak} El limite

n=>1 k>n

superior de {Ap};, denotado limsup A, esta dado por limsup A, = 1nf {sup A k}

n—oo n—oo k>n

Teorema 3.1.10. Si f,,: Q) — R paran=1,2,..., son funciones medibles y

g=supf, h= in{fn,
n=

n=1

entonces g y h son medibles
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Prueba. Como { fn}?f:l es una sucesiéon de funciones medibles y g = sup f;,, por la definicién 3.1.9
n=1

o0

se tiene que g~! ((a,00]) = U f,;! ((a,00]), luego g~ ! ((a,00]) es un conjunto medible en Q. Por lo
n=1

tanto, g es una funcién medible.

De otro lado se tiene que, 1~ ((a,00]) = orc]) f7 1 ((a,00]), luego h™! ((a,00]) es un conjunto medible
n=1
en Q. Por lo tanto, h es una funcién medible.

Ademis las funciones s = lirfninf fn v t=limsup f;; son medibles. En efecto, de la definicién 3.1.9
- n—oo

se sigue que s = supq inf fi» vy h = inf{sup f; ¢, y como el supremo y el infimo de una sucesién
n=>1 k>n n=1 k=>n

de funciones medibles, son medibles, se concluye que s y ¢ son funciones medibles. |

3.2. Funciones Simples

Definicién 3.2.1. Si A es un conjunto no vacio, la funcién caracteristica para el conjunto A, se
define por:

1, sixeA,

Xalx) =
A {O, six¢ A.

Observacién 3.2.2. Algunas de las propiedades de la funcion caracteristica son:
(i) Xy (w)=0.
(ii) Xq(w)=1.

(7ii) (X4Xp) (W) =Xanp(W).
En efecto,
(XaXB) (W) =X 4 (w) Xp (W)

_ 1, siwe AnB,
1o, siw¢ AnB.

=XanB (w).

Proposicién 3.2.3. La funcién X 4 es medible si, y solo si, A es medible.

Prueba. = Como X 4 es medible entonces %Zl )=Ay %Zl (0) = A° son conjuntos medibles.

< Como A es un conjunto medible en Q, entonces A° es medible. Por la proposicién 3.1.3, y como
a=%X,'(1)y A°=X1(0), se tiene que X 4 es medible. [ |

Definicién 3.2.4. Dados (Q, 27) un espacio medible y s : Q — R una funcién. Si s toma un niimero
finito de valores entonces s se denomina funcién simple.

Proposicién 3.2.5. Dado (Q, </) un espacio medible. Una funcién s : Q — R es simple si, y solo si,

n
existen {a,-}l’.l:1 c Ry{Ai};?zl co,conAinAj=¢parai#j,talesques= Y a;Xa,.
i=1
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Prueba. (=) Como s es una funcién simple, entonces, por la definicién 3.2.4 se tiene que el
conjuntos de las imégenes de s es finito, s(w) = {ay,...,a,} < R. De otro lado, los elementos
de las imdgenes de s son borelianos (ejemplo 1.2.14) y por la proposicién 3.1.2 se deduce que
s7'({a;}) = Ajparai=1,...,nson conjuntos medibles en Q, lo que significa que {A;} ¢ &7 y ademas

n
AjnAj=¢parai# j. Enconsecuencias= } a;Xa,.
i=1

n

(<) Si se tiene una funcién s = Y. a;X4,, entonces el conjunto de sus imégenes es un conjunto
i=1

finito. En efecto, por la definicién 3.2.1 se tiene que si w € A; entonces s (w) = a; parai=1,...,n,y

n n
s(w)=0siw¢ U A;. En consecuencia s = }_ a;X4, es una funcién simple. |
i=1 i=1

Observaciones 3.2.6.

n
(i) Si s es una funcién simple entonces su representacion s = }. a; X4, es tnica si a; # a;j para
i=1

n
i # jyademdsque J A; =Q.
i=1

1=

n
(ii) Una funcién simple s = ) a;X 4, es medible si y solo si cada uno de los conjuntos A; es
i=1

medible. Esto se sigue de la proposicion 3.2.3 y de 3.2.5.

Proposicion 3.2.7. Dados (Q, <) ys,h:Q — R. Si sy h son funciones simples entonces las funciones
s+ hysh también lo son.

Prueba. Por la proposicién 3.2.5 existen a;,b; € R, A;,Bj € &/ con A;n Ay = ¢ para i # i/,
n m

BjnBj = ¢ para j # j', tales que s = 'Zlai%Ai y h = Zlbj%Bj. Como A;,Bj € </ entonces
i= j=

A;NBj € &/ y ademds son disjuntos, asi se tiene que

n m
S+h=z ai%Ai + Z bj%Bj
i=1 j=1
=d1:fAl + .- +an3€An +b1%31 +-e 4+ bm%Bm
=(a1+Db1))Xa,nB, + -+ (an+Dbm) Xa,nB,
n m
Z (ai+bj):{AiﬁBj'

1j=1

1

y de otra parte

n m
sh= Z ai%Ai Z bj%Bj
i=1 j=1

= (alffAl +ee 4+ an%An) (bl:fBl +eee 4+ bm%Bm)

=a1b1X pnB, + @1b2X A 0B, + -+ 1D X 4B, + + AnbmX A,0B,,
n m
= Z Z aibj%AiﬂBj'
i=1j=1

En consecuencia s + h, sh son funciones simples. [ |
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Teorema 3.2.8. Dados (), /) un espacio medible y una funcién medible f : Q — [0,00]. Entonces
existe una sucesion de funciones simples medibles {sy} ,en en Q tales que

(i) 0ss1<sp<---<f.
(ii) sp(w)— f(w) cuando n — oo, para todo w € Q.

Observacién 3.2.9. Se presenta esta observacion, con el &nimo de mostrar un camino por el cual
llegar a prueba de 3.2.8.

Para cualquier n € N se tiene que [0,00] = [0,n) U [n,00], donde [0,7n), [n,00] son conjuntos
medibles. En [0, n) se hace la particion n2" segmentos de longitud 2”.

Considérense Ej = [k27", (k+1)27"), a; = k27", para k = 0,1,...,n2" -1, F, = [n,o00], para
n=0,1,2,..., conjuntos medibles y las funciones Xg,, Xf, las funciones caracteristicas asociadas
a los conjuntos Ey y Fp. Con esto, se tiene la funcién ¢, : [0,00] — [0,00], dada por

n2"-1

Pn(t)= ) arXg, ()+nXg, (1), (3.2.1)
k=0

asi, las funciones ¢, son funciones simples medibles.

\ A
2 2 -—
—o
—o
—o
1 - 1 —o
—o
—o —o
—o
1 2 1 2

Figura 3.1: Gréficas de las funciones ¢; y ¢2.

Teniendo en cuenta que la funcién f es medible y toma valores no negativos, se observa que
partiendo de (3.2.1) se encuentra la sucesiéon de funciones simples {s,},cn que satisfacen las
condiciones de 3.2.8.

3.3. Integral de Funciones no Negativas

Definicién 3.3.1. Dados (Q,.<7,p) y s : Q — [0,00) una funcién simple medible, de la forma

n
s= ) a;X,, donde ay,...,ay son los distintos valores de s, y si {Ai}l’.l:1 ca/,con AinAj= ¢ para
i=1

n
i#jy U A; =Q. Laintegral de s esta dada por
i=1

f sdu= Z ail(A;).
Q i=1

=
Observacién 3.3.2. La integral de una funcién s simple medible esté bien definida, en el sentido
de que si existen dos representaciones

n m n m
s=) a;Xa =) b;jXp, entonces Lsd,uzZam(Aﬁszj,u(Bj).
i=1 =1 i=1 =1
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Proposicién 3.3.3. Dadas sy, s, funciones simplesy c € [0,00), entonces
(D) [qesidp=c [osidp.
(D) Josi+s)du=[osidu+ [gs2dp
(iii) Si 0<s)<sy, entonces [os1dp < [qs2dp.

Prueba. (i) Dela definicién 3.3.1, se tiene que

n n
f csidp=) caip(A)=c)_ aip(Ay) = cf sidu.
Q i=1 i=1 Q

n m
(ii) Sis;= ) a;X4, y 2= X bj%Bj son funciones simples entonces, por la proposiciéon 3.2.7 se
i=1 j=1
. n m . .
tieneque s1+s2 =Y Y |a;+ bj) %AiﬂBj es una funcién simple y asi
i=1j=1

i=1j=1
n m n m

=2 ) ain(AinBj)+) ) bju(AinBj)
i=1j=1 i=1j=1

n m
(iii) Considérense s; = Y a;X4, Y S2= X bj%Bj funciones simples, por hipétesis 0 < s; < s
i=1 j=1
entonces, si A; N B; # ¢ se tiene que 0 < a; < b}, por lo tanto
n
0 sfgsldp: Y aip(Ay) =

i=1 i

™M=
Mz

a;u (A,’ ﬂBj)

1l
—

~

Il
—

bjk(AinBj)

I\
R
Mz

1l
—
~
I
—

Il
.rvjs

~
Il
—

bju(Bj)

sodp.

S

En consecuencia 0 < [, sidpu < [ s2dp. [ |

Definicién 3.3.4. Dados (Q, </, 1) y f : Q — [0,00] una funcién medible, la integral de f respecto de
u enQ, esta dada por

ffd,uzsup{f sdu: ses unafunciénsimpletalqueOsssf}.
Q Q

Usualmente hecho se nota [, fdu =sup [q sdp.

Proposicién 3.3.5. Dados(Q, </, ) y f,8:Q — [0,00] funciones medibles, se cumplen las siguientes
propiedades:
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(i) Si 0< f =g, entonces [, fdu< [,gdu.
(ii) SiAcByf=0,entonces [, fdus< [ fdp.
(iii) Sif=0yc unaconstante, 0< c < oo, entonces [ cfdu=c [, fdpu.
(iv) Jofdu=0,si,ysolamentesi, f = 0.

Prueba. (i) Como f, g son medibles entonces por el teorema 3.2.8 existen s, h;, sucesiones de
funciones simple talesque0<s;<---< f,0<h;<---<gy r}im sn=1, nllim hm=g8.
—00 —00
Ademds, 0 < f < gy por la proposicién 3.3.3 (iii) se obtiene

ffd,uzsupf Spdu
Q Q
SSupf hmdu
Q

=f gdp.
Q

(ii) Como A c B, entonces p1(A) < u(B). De otro lado como f es medible, entonces por el teorema
3.2.8 existe s una sucesion de funciones simples tal que 0 < s < f, asi

Por lo tanto [, fdu< [ gdp.

n
Lfdu=supfAsdp:supZaiu(A)

i=1

n
<sup Z a;u(B)
i=1

:fsdp
B

:fodp.

En consecuencia [, fdu< [; fdp.

(iii) Como f es medible, entonces por el teorema 3.2.8 existe una sucesion s de funciones simples
tales que 0 < s < f, y c una constante, 0 < ¢ < co. Se tiene que

fcfd,uzsupf csd,uzsupcf sdu
Q Q Q

:csupf sdu

Q

=csup] fdu.
Q

De esta manera [, cfdu=c [, fdu.

(iv) Si f =0, entonces por la parte (i) se sigue fQ fdu=0.

n
Ahora, como f es medible, por el teorema 3.2.8 existe f = nlim > a;X,, donde {a;}?2, <R,
—00 =] -

o0 o0

(AR, ce, AinAj=¢parai#jy 'U1Ai =Q, luego [, fdu= .Zlaip(A,-) yJofdu=0siy
1= 1=

solosi u(A;) =0parai=1,2..., es decir que ,u(f_1 ([O,oo])) =0 en consecuencia f =0. [ |
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Proposicién 3.3.6. Dados (Q, <7, ), s,t:Q— [0,00] funciones simples medibles y

Q) = f sdpu.
Q
Entonces ¢ es una medida sobre <7 .

Prueba. Tomando s = Z a;X , ysi By, By,..., son elementos disjuntos de .2/ cuya unién es Q, la

actividad numerable de ,u muestra que

(p(Q)=stdu=Za,~u(A,-mQ)
i=1

I
M:
M8

K (A;NBy)

~
Il
—
-~
I
—

Il
13
[v]:

a;pt(A; N By)

‘
I
—
]

—

I
[18
S

‘
I
—

Ademas ¢(¢) = 0. En consecuencia ¢ es una medida sobre <7 |

3.4. Teoremas de Convergencia

Se llega ahora a una parte importante del trabajo. Una de sus caracteristicas més notables es la
facilidad con que se manejan las operaciones con limites.

Teorema 3.4.1 (Teorema de la Convergencia Monétona). Dados (Q, </, 1) y{fn} ., una sucesion
de funciones medibles en Q, tales que

(i) 0= filw) < fo(w) <--- <o0 para todo w € Q,
(i) fnlw) — f(w) cuando n — oo, para todo w € Q).

Entonces f es medible, y
tim [ fuau= [ rap.

Prueba. Por el teorema 3.1.10 el limite de funciones medibles es medible, entonces se tiene
que f es medible. Luego, fQ fdu esta bien definida, y como se cumple (i), se tiene que
Jo fndp < [q fas1du, de modo que { [, fndu};ozl es una sucesion mondtona creciente, y por lo
tanto converge a algtin a € [0,00]. De (i) también se deduce que [, frdpu < J, fdp paratodo neN,
de modo que

asf fdu. (3.4.1)
Q

Considérense s una funcién simple medible tal que 0 < s < f, c una constante 0 < c <1,y E, el
conjunto dado por
Ey={w: faw) zcs)}, n=1,23,...

Cada E; es medible, Ey c Erc -+, yQ = U?ZlEn- Para ver esta igualdad, considérese w € Q. Si
f(w) =0, entonces w € Ej; si f(w) > 0, entonces cs(w) < f(w), ya que ¢ < 1; por lo tanto x € E; para



56 3.4. TEOREMAS DE CONVERGENCIA

algtn n.
Ademas

ffnd,uzf fnd,uch sdu, n=1,2,3,... (3.4.2)
Q E, E,

Haciendo que n — oo, y aplicando la proposicién 3.3.6 y por el lema 2.1.9 a la dltima integral de
(3.4.2), se obtiene que

az= cf sdpu. (3.4.3)
Q

Puesto que se cumple (3.4.3) para todo ¢ < 1, se tiene que a = [, sdy, para toda funcién simple
medible s que satisfaga 0 < s < f, de modo que

aszd,u. (3.4.4)
Q

Como lim Jo frdp=aypor (3.4.1)y (3.4.4) [y fndu= a. En consecuencia
—00

tim [ fudyu= | fap n
Lema 3.4.2 (Lema de Fatou). Si f;, : Q — [0,00] es medible, para cada entero positivo n, entonces
f (liminf fn) dy <liminf f Fadp. (3.4.5)
Q n—oo n—oo Q

Prueba. Considérese

gr(w) = in£ﬁ(w) (k=1,2,3,..., weQ).
1=

Entonces g < f, por lo que

fgkd,usffkd,u (k=1,2,3,...). (3.4.6)
Q Q

Ademds 0 < g; < g» < ---, cada gi es medible, por el teorema 3.1.10 y gx(w) — lilgninffn(w). En
— 00

consecuencia, el teorema de convergencia monétona muestra que el miembro de la izquierda de
(3.4.6) tiende al miembro de la izquierda de (3.4.5) cuando n — oco. Por lo tanto, (3.4.5) se deduce
de (3.4.6) [ ]

Definicion 3.4.3. Dados (Q,.«7,p) y f : Q — K una funcién medible. Se dice que f es una funcion
Lebesgue integrable o simplemente integrable si

fQIfId,u<oo.

Lema 3.4.4. Dados (Q, </, 1) y f una funcién medible. Si f es integrable entonces

’fﬂfdu Sf0|f|du-

Prueba. Como — |f| <f=< |f| , entonces por la proposicion 3.3.5 partes (i) y (iii) se tiene que

- [ 1rlan= [ saus [ |rldp.

Por lo tanto | f, fdu| < fo | f|dp- [ |
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Teorema 3.4.5 (Teorema de Convergencia Dominada). Dados (Q,<7,u)y fn:Q—K K =R,R46C)
una sucesion de funciones medibles tales que existen f(w) = r}im fn (W) para todo w € Q. Si existe
—00

una funcién integrable g tal que | fn| < g, entonces [ es integrabley

fodu=,}ggonfndu-

Prueba. Como f eslimite de funciones medibles, entonces f es medible y como g es integrable, y
ademads | fn| < g, de donde se tiene que paratodo n €N, f;, es integrable, y

lim |fn| < lim g

|fl<eg.

Lo que implica que f es integrable.
Sumando término a término las desigualdades | fn| <gy | f | < g se tiene que

|ful +1f] <2¢

|fn‘f|5|fn|+|f| <2g

|fu—f|<2g
0=2g—|fu-f|

Luego, 2g — | f» — f| es una funcién medible y satisface
[ timint(2g - |fy ~ f1)du= [ 2gdn

y por el Lema de Fatou, las funciones {2g — | fn—f |} satisfacen

Lngusli’ﬂg}fL(Zg—|fn—f|)d,u

_fQ|fn_f|d.U))

=liminf 2gd,u+liminf(—f |fn—f|d,u)
Q n—0o0 Q

n—oo

:f ng,u—limsupf |fn—fldp.
Q n—oo JQ

:liminf(f 2gdu+
Q

n—oo

Como la [, 2gdy es finita, se obtiene
limsup |fn |d,u50
n—oo

de donde [, | fn — f|du=0.
Por el lema 3.4.4 se tiene que

[0

Oslim’f f)du

n—oo

< [ 1fu=rlau

y por lo tanto

<hmf|fn fldu=0,

de donde lim fQ( —f)dp =0y en consecuencia

fodu=,}ggonfndu- u
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3.5. Espacios L?

Definicién 3.5.1. Una métrica en un conjunto M es una funcion d : M x M — R, que asocia a cada
par ordenado de elementos x, y € M un numero real d(x, y), llamado la distancia de x a y, de modo
que sean satisfechas las siguientes condiciones para cualesquiera x,y,z € M

(i) d(x,x)=0
(i) d(x,y)=d(y,x)
(iii) d(x,2)=d(x,y)+d(y,2)
Un espacio métrico es un conjunto M no vacio en el cual se ha definido una métrica.

Observacién 3.5.2. Si d satisface las condiciones (i) (ii) y (iii) de la definién 3.5.1, entonces
0=<d(x,2).
En efecto, tomando x =y,

dx,y)<d(x,z)+d(z,)

dx,x)<d(x,z)+d(z,x)
0<d(x,2)+d(x,2)
0<2d(x,z)
0<d(x,z)

Definicion 3.5.3. Se dice que en un espacio métrico (M, d) , {x,}5_, es una sucesion de Cauchy si
dado € > 0, existe N e N tal que m,n = N, entonces d (xp, X;,) < €.

Definicién 3.5.4. Un espacio métrico (M,d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy en M
converge a un elemento de M.

Definicién 3.5.5. Dado V un espacio vectorial real. Una normaenV es una funcion| -||: V — R, tal
que para todos x,y € V y todo a € R se cumple que:

(i) llx|l =0 si, ysolosi, x=0,
(@) llax|=lallxl,
@) llx+yl=<lxl+Ilyl.
Un espacio normado es un espacio vectorial en el cual se ha definido una norma.

Observacién 3.5.6. Una norma induce una métrica sobre V en forma natural: d (x,y) = [|x - y||.
Cuando se refieren a las propiedades métricas de un espacio normado, se estd utilizando esta
métrica.

Definicién 3.5.7. Un espacio vectorial normado X el cual es completo con realacion a la métrica
inducida por la norma se denomina un espacio de Banach.

Definicion 3.5.8. Dados (Q,%,p), 1= p<oo, f:Q — K una funcion medible y Nl p una funcion

real dada por
1/p
171, =( [, 15 an) "

Lp::{f:||f||p<oo}.

El conjunto LP esta dado por
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Ahora se consideran algunas desigualdades que son fundamentales para probar que (L”, |- p) es
un espacio normado.

Lema3.5.9. Sip>1ygqtal que% + % =1, entonces

p q
aﬁsa—+% para toda «, 3= 0.

Prueba. Como
1
—+—=1, p+g=pq, (p-D(@g-1D=1, p—=q—1-

Ahora, si se toma u = tP~1 entonces t = u9!.

Figura 3.2
Asi,
a aP B q
I:f tPldi=— y II:f wildu="".
0 p 0

Luego aff < I+ 11, por lo tanto
aP ﬁq
afs—+—. |
p 4

Teorema 3.5.10 (Desigualdad de Hélder). Si fe€ LP y g€ L9, donde % + % =1y1 < p <oo, entonces

Irgl =11, N8l

Prueba. Si || f || p © || g|| qon nulos, entonces la desigualdad se cumple.

Suponiendo ||f||p y ||g|| g O nulos y haciendo a = i y B= ﬁ

71 , por lema 3.5.9 se obtiene
p

A Vi S 1
171, el P Irl,  allgly

Jolfaldn _fulfl”dn _ folel"dn

171, el plrly, — alslg

1 1
=—+—:1
p 4

En consecuencia || fg|, = ||f||p ||g||q. [ |
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Observaciones 3.5.11.

1. SifelPy gelf, donde%+% =1y1< p<oo,entonces fge L.
En efecto, por el teorema 3.1.8 (v) f'g esmedible. Como f € L” y g € L9 se tiene que | f|| p <00
v lgll, <oo, asi|f],+llg], < oco. Por el teorema 3.5.10 se obtiene || fg|, < co. Por tanto

fgelLl
2. SiaeK(K=C6R)y f € L” entonces af € L.

En efecto,
=t <( [ <[ [ ]

:|“|U9|f|pd,u)”p

~lal| £, <co.
Teorema 3.5.12 (Desigualdad de Minkowski). Sil<p<ooy f,ge€L?, entoncesf+gelLPy

Ir+el, =71, +lel,-

Prueba. En primer lugar se prueba que f + g € LP, bajo las hipétesis dadas. Como se cumple
£ =sup{|£]. ]} v || = sup | . ]}, entonces

|f|+|g| =2sup{|f].|gl}
|f +gl=|fl+|g|s2sup{|f| |gl}
|f+gl<2sup{|f|.|gl}
|f+gl” = (2sup{|f].]g]})"
=2"sup{|f|”,|g|"}
<2”(|f]”,]g]") < oo.

En consecuencia f +ge LP.

De otro lado, suponiendo | f + g||p #0, 1< p<ooy h=f+g, entonces se sigue que

|nlP =|f+g|IhP

=(Ir1+ gl
=|fl1hP~" +|g|1RIP~!

[ aus [ (7|t au | Jglinedp

Por el teorema 3.5.10 se tiene que

Llfllhl”‘lduS(fQIdeu)%(L(Ihl”‘l)qdu)é

(e ([

[t au= [ 1etan)” ([ e an)”

y de manera similar
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de donde se obtiene

fQIhI”duSUQledu)%

1

Lo o oo
[y (e (e
(peas) (L) (e
(o) <[yl ( Lo

en consecuencia || f + g||p < ||f||p + ||g||p. ]

=

EI*—‘
<=

Observacién 3.5.13. L” junto con la funcién |-|| p €8 un espacio normado.

En efecto, para f,g € L”, a € C, la funcién | f|, = (/o ilks dp)"'? satisface las condiciones de la
definicién 3.5.5:

(i) Por la proposiciéon 3.3.5 parte (i v) se sigue que

171, =0

(L|f|pdu)“p =0
fQ|f|pdu=0

|17 =0
f=0.

En consecuencia ||f||p =0siysolosif=0.
(ii) Por la observacién 3.5.11 parte (i) se tiene que || af||p = |al ||f||p.
(iii) Por el teorema3.5.12 se obtiene || f+g|, =< | f],+ gl

Por lo tanto (L7, || ,) es un espacio normado.
Teorema 3.5.14. Dado (Q, o, ). LP, 1 < p < oo es un espacio de Banach.

Prueba. Considérese {fn} c LP una sucesiéon de Cauchy. Existe una subsucesion { fni} c P,
n <ny<--- talque
”fnm _fnl- ”p <27 ieN

k
Tomando g = ¥ |fu., — fn,|- Como el limite de funciones medibles es una funcién medible, la
i=1

sucesion converge a

8= §|fni+1_fni|~

Luego, por el teorema 3.4.1 sobre {g}"” se obtiene

s} .
lgll, = fim el < £ 27 =1
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Luego ge L”
k-1
Ahora, como Y. (fu,., — fui) + fay = fne» S€ sigue que
i=1
f=1im f,,.
k—o0

Asi, f es medible.
Dado € > 0, existe un N € N tal que

| fn—finll, <esin,meNynm=N.

Entonces, por el lema 3.4.2 para m = N, se sigue

I7=full, <timintl o~ ol <

Porlotantofeprr}ilgo||f—fn||p:O.



cAPITULO 4

APLICACIONES A MARCOS CONTINUOS

4.1. Algunas Nociones sobre Teoria de Operadores y Andlisis Funcional

Definicién 4.1.1. Dados X, Y espacios vectoriales sobre K y T : X — Y una aplicacion. Se dice que
T es un operador lineal si

(i) Eldominio 2 (T)< X yelrango % (T) S Y son espacios vectoriales.

(ii) Paratodox,y€ X yAeK secumplen

T(x+y)=Tx+Ty 'y T@Ax)=ATx.
Definicién 4.1.2. Dado X un espacio vectorial. El operador I : X — X dado por Ix = x, para todo
x € X, se denomina operador identidad.

Definicién 4.1.3. Dados X,Y espacios normadosy T : X — Y un operador lineal. Se dice que T es
acotado si existe c € R* tal que | Tx|ly < clxlx, para todo x € X.

I Txll . ITx|l
uego X < ¢, para todo x € X con x # 0. Ademds, W = % : x#0p #¢ y W R, entonces
x x
existesup W y se denota
I Txll
I Tl =sup .
xex lxll
x#0

I T\ se denomina norma del operador T.

Definicién 4.1.4. Dado V un espacio vectorial sobre un campo K. Una funcion -,y : V. xV — K se
denomina producto interno en 'V, si para todo x,y,z € V y para toda a € K, se cumplen:

(i) (x+y,z)=(2)+(yz2),
(ii) {ax,y)=a{x,y),
(i) (x,y)=(yx),
(iv) (x,x)>0,y(x,x) =0 si,ysolosi, x=0.

Un espacio vectorial en el cual se ha definido un producto interno, se denomina espacio producto
interno.

63
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Observacién 4.1.5. Un producto interno en V induce una norma en V, dada por [|u| = (u, u)'/?
paratodo ueV.

Definicién 4.1.6. Un espacio producto interno, el cual es completo con relacién a la métrica
inducida por el producto interno, se dice que es un espacio de Hilbert.
De ahora en adelante, 7¢ denota un espacio de Hilbert.

Definicién 4.1.7. Dados (Q, </, 1) un espacio de medida y L? el conjunto de todas las funciones
cuadrado integrables. El producto interno usual en L? esta dado por

(f,g>=f fgdu, paratodo f,g e L.
Q

Definicién 4.1.8. Dados 74, 7¢ espacios de Hilberty T : 761 — 5 un operador lineal acotado.
El operador Ty : 7, — S, relacionado por (Tx,y) . = (x,T\y) ,,, para todo x € 74 y para todo
y € 56, se llama el adjunto de T, y se denota T*.

Definicién 4.1.9. Dados X y Y espacios vectorialesy Ty : X — Y un operador lineal. T) es invertible
si existe un operador lineal T, : Y — X tal que T\ T» = T» Ty = I. El operador T, se nota por T

Definicién 4.1.10. Dados ¢ un espacio de Hilberty T : 7 — ¢ un operador lineal acotado.
(i) T es hermitiano o auto-adjuntosiT* =T.
(ii) T esisométricosi{Tx,Ty)={x,y), paratodox,ye .
(iii) T es biyectivo si R(T) = 7.
(iv) T es unitario si es biyectivo e isométrico.

Observaciones 4.1.11. (i) Si T:5# — S esun operador unitario entonces T !esun operador
unitario. En efecto, (T~1h, T™1k) = (T T Yh, TT k) = (Ih, Ik) = (h, k).

(ii) Si T esun operador unitario entonces T es biyectivoy T* = T~!.
En efecto, (Th,k)=(T 'Th, T~'k)=(Ih, T"*k) = (h, T"'k), porlo tanto T* = T~1.

(iii) Si T esun operador auto-adjunto, entonces (T h, h) € R, paratoda h e 7.
En efecto, (T h, h) = (h, Thy =(Th, h), por lo tanto (T h, h) € R.

(iv) Si T : J4 — s es invertible y T~! : J#% — 2 un operador lineal acotado entonces
T*: /5 — 4 esinvertibley (T*)~!: s — £ es un operador lineal acotado con

()" =)’

Definicién 4.1.12. Dados 5 un espacio de Hilberty T : 7€ — ¢ un operador auto-adjunto. Si
para todo he 7, (Th,h) =0, T sellama operador positivo. Este hecho se nota T = 0.

4.2. Marcos Continuos en Espacios de Hilbert

Definicién 4.2.1. Dado ¢ un espacio de Hilberty (Q, </, ) un espacio de medida. Una funcién
f:Q— F es débilmente medible, si h € 77, la aplicacion

¥:Q-K
w—V¥ () = (h, f(w)),

es una funcion medible en Q.
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Observacion 4.2.2. Dados 7 un espacio de Hilberty (Q, 7, u) un espacio de medida. Una funcién
f:Q — S es débilmente medible si h € 77, existe

@:Ran f c # —K
k=@ (k) =<h, k),
tal que @f : QO — K es una funcién medible en Q.

Definicién 4.2.3. Dados ¢ un espacio de Hilbert complejo y (Q, <7, u) un espacio de medida con
medida positiva u. La aplicacion F : Q — € se llama un marco continuo con respecto a (Q, <7, 1),
Si:

(i) F esdebilmente medible.

(ii) Existen constantes A, B >0 tales que

A||h||25f Il ¢h, F(w)) II*dp(w) < Bl hI|%, paratodohe .
Q

Las constantes Ay B se llaman cotas del marco continuo. Si A= B, entonces F se denomina un marco
continuo exacto; si A= B=1, F esun marco de Parseval.

Proposicion 4.2.4. Dados 5 un espacio de Hilbert complejo, U : ¢ — ¢ un operador unitario
¥y (Q, o7, u) un espacio de medida, con y medida positiva. Si F : Q — ¢ es un marco continuo de
S con respecto a (Q, ./, ), entonces U'F : Q — J# es un marco continuo de 7 con respecto a
(Q, o, ).

Prueba. Como F es un marco, F es débilmente medible y asi, dado h € 77, ¥ (w) = (h, F(w)) es
medible en Q. Luego, por se U unitario se tiene que paratodo he 5 U 'he #y

(h, U F@) = ((U™") 1 F@) ) ={(U") " hF@w) = (U h, F).
Por lo tanto
r:Q-K
w—T (@) = (h, UT'F (),
es medible en Q. Luego U™ ! F es débilmente medible.

De otro lado, existen A, B > 0 tales que

Alh|* = A\UR|? sz (U, F)|* dp(w) ;por4.2.3
:fQKh»U*F((u)HZd#(w) ;por 4.1.8
:fQKh»U_lF(w)sz,U(w) ;por 4.1.11 (iQ)
<B|Uh| ;por4.2.3
=B | h|?; paratodo he . ;por 4.1.10 (if)

Por lo tanto
Allh|? 5] [, U_IF(w)>|2 du(w) < B h||*; paratodo he 7.
Q

Lo que prueba que U~!F (w) es un marco continuo de # con respecto a (Q, A, ,u) . ]
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Proposicion 4.2.5. Dados 7¢ un espacio de Hilbert complejo, U : 7€ — ¢ un operador unitario y
(Q, o7, 1) un espacio de medida, con |1 medida positiva. SiUF : Q — 7 es un marco continuo de 7
con respecto a (Q, <7, 1), entonces F : Q — J¢ es un marco continuo de ¢ con respecto a (Q, <, ).

Prueba. Como UF : Q — 7 es un marco continuo de .7# con respecto a (Q,.o7,u) yU : 5 — A
un operador unitario, entonces por la proposicién 4.2.4 U~'UF es un marco continuo para /%
con respecto a (Q2, <7, u). Por lo tanto F es un marco continuo para ¢ con respecto a (Q, <, u). W

Definicién 4.2.6. Dados ¢ un espacio de Hilbert y F : Q — ¢ un marco continuo de ¢ con
respecto a (Q, o7, 1). Tg: [? - dado por

TFg=ng(w)F(w)du(w),

recibe el nombre de operador pre-marco.
Proposicién 4.2.7. El operador pre-marco Tr : L?> — S satisface las siguientes propiedades:
(i) Paratodo he 5 setiene que(Trg, h) = |o g(w)(F(w),h)du(w).
(ii) Tf esacotado.

Prueba. (1)
(Trg h) = <ng(w)F(w)dp(w),h> =fQ(g(w)F(w),h>du(w) ;por3.3.1, 3.3.4 y 4.1.4 (i)
- fQ g() (F@), by dpu(w). ;por4.1.4 (if)
(ii)

| 7rg] = sup [(Trg, h)l

llAll=1

= sup fg(w)(F(w),h)d,u(w)’ ;por4.2.6
IRl=11JGQ

< sup |g(w) (F(w),h)|dp(w) ;por 3.4.4
Ihl=1JQ

=sup | |g(@)|(F(w), h)|du(w)
Irl=1Q

- supf |g@)|[h Fw) | dpw) spor4.1.4 (iii)
Ihl=1JQ

= sup [ |g(@)|I(h, F))|dp(w)

Ihl=1JQ
) 1/2 1/2
< sup (f |g(w)| du(w)) (f |<h,F(w))|2dp(w) ;por 3.5.10
Ial=1\JQ Q
1/2
= sup |g| (f |(h,F(w)>|2d,u(w)) ;por 3.5.13
lRl=1 Q

1/2
=[lgl sup ([ 1h Eon apco)
IAl=1\JQ

<||g|l sup (BIRI)" = |g| VB. ‘por4.2.3
lhll=1
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Por lo tanto Tr es acotado.

Ademads % < VB, con g # 0, entonces sup{ ””TQﬁ”, con g # 0} <VB,luego | Trll<vB. R

Observacion 4.2.8. Noétese que el adjunto de Tr se dedude a partir de las definiciones 4.1.8 y 4.2.6,
como sigue:

(h, Trg) :<h,ng(w)F(w)d,u(w)> ;por 4.2.6
:fQ(h,g(w)F(w))d,u(w) ;por3.3.1, 3.3.4 y 4.1.4 (i)
:fgw(h,F(w))d,u(w) ;pord.14
- fQ (h, F(0)) 3@ d () .por3.3.5 (i)
=((h, F(®)),8) - ;por4.1.7

Por lo tanto T;ih ={(h,F(w)).

Definicién 4.2.9. El operador adjunto de Ty : L> — 7, es el operador Ty — L2 dado por
T;ig ={(g, F(w)), para todo w € Q.

Definicién 4.2.10. Dados ¢ un espacio de Hilberty F : Q — ¢ un marco continuo de ¢ con
respecto a (Q, <7, ). El operador lineal acotado Sg. : ¢ — ¢ dado por

Sp=TrT}
se llama el operador marco.

Proposicion 4.2.11. Dados .7 un espacio de Hilberty F : Q — 7 un marco continuo para ¢ con
respecto a (Q, </, u). El operador marco Sg : 7€ — F€, satisface las siguientes propiedades:

(i) Sgh= fQ (h, F(w)) F(w)du(w), para todo w € Q.
(ii) Sr es un operador auto-adjunto.
(iii) Eloperador Sg esinvertible, y satisface B < S;' < A7'I.
(iv) {S;lF} es un marco con cotas B~' y A™1.
Prueba. (i) ParatodoweQ

Sph=TpTrh=Tp(Trh)
=Tg{h,F(w)) ;por4.2.9

=[ (h,F(w)) F(w)d p(w). ;por 4.2.6
Q

i) S =(TeTp)" = (17) T = Te Ty = S
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(iii)
((Sg—ADh,h) =(Srh,h) — AI{h, h) ;por4.1.4 (i) y (if)
= <[Q(h,F(a)))F(w)d/~t(w),h> —ASh,h)  ;por4.2.11 (i)
:fg«h,F(w))F(w),h) du(w)—Alh, h) ;por3.3.1, 3.3.4 y 4.1.4 (i)
- fQ (h, F(@)) (F@), by dp(@) ~ AC, By ;por4.14 (id)

- fQ [, F@)I? dpstw) = A, hy
> A|lh|?-Ah,h) =0 ;por4.2.3

Luego Sp— AI =0, entonces Al < Sr

((BI-Sg)h,h)=BI{h,h)—(Sgh, h) ;por4.1.4 (i) y (ii)

=B(h,h>—<f (h,F(w))F(w)d,u(w),h> ;por 4.2.11 (i)

Q

:B<h,h>—f (¢h, F()) F(w), h) du(w) ;por3.3.1, 3.34 y 4.1.4 (i)
Q

:B<h,h>—f (h, F(w))(F(w), h) du(w) ;por 4.1.4 (ii)
Q

—B(hh)— fQ h, F@) 2 dp(w)
= B(h,hy—Bllh|*>=0 ;por4.2.3

Luego BI—-Sr =0, entonces Sy < BI

Esto es AI < Sg < BI. Implicando ello que el operador marco Srg es un operador
uniformemente positivo y por ende es completamente invertible. Ademas se tiene

B lr<sSpt<AlL
(iv) Considérese h e .77, se sigue
Spth =SSk (i h) = S L(S;lh,F(w»F(w)dp(w)) ;por 4.2.11 (i)
= S;l fQ<(S;)_1h,F(w)>F(w)du(w)) ;por 4.2.11 (ii)

=s—1f SN h, Fw) ) Fw)d )
F Q<( 7) (w)> (w)d p(w)

=S¢ f(h,SglF(w»F(w)dp(w)) ;por4.1.8
Q
= fQ Sp! ((h, S5 F(@)) Fw) p()

:fQ(h,S;lF(w»S;lF(w)du(w).
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Por lo tanto, para cada h € JZ se tiene
B7'|n|? SfQI(h,SglF(w)>|2du(w) =fQ(s,:1h,F(w)>dp(w)sA‘1 A2,

Por ello S;lF es un marco continuo para . con respecto a (Q, &7, u). ]

Teorema 4.2.12 (Descomposicién de Marcos). Dados 7 un espacio de Hilbert complejo y
F:Q — 5Z un marco continuo de 7€ con respecto a (Q, <, |1),entonces

h=f (h,S;lF(w»F(w)du(w):f (h,F(0)) S;' F(w)du(w), paratoda he 2.
Q Q

Prueba. Como el operador marco es invertible y auto-adjunto se tiene que:

h=SrS;'h=Skr(S:'h) :f (Sp'h, F(w)) Flw)du(w) ;por4.2.10
Q
:f (h,Sp'F(@)) Flw)du(w) ;por4.1.8
Q
h=S;'Sph =S (Sph) =S;! (f (h, F(@)) Fw)dp(w) ;por 4.2.10
Q

_ fQ S ((h, F(@)) F(@)) dp(©)

=fQ(h,F(w)>S;1F(w)du(w).
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