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ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

In the present research work, infinitesimal transformations and some groups of Lie symmetries associated
with a family of generalized Emden-Fowler type ordinary differential equations are found. In addition, for some
specific cases of the parameters of the equations, invariant solutions are presented. obtained for the given
case. The Lie symmetry group method is a robust and sophisticated approach to the study of equations.
differentials, especially when they are non-linear, in this case, demonstrated effectiveness by be applied to
the Emden-Fowler type equations, since it was possible to obtain transformations that preserve the structure
of a differential equation for certain cases of the parameters involved, where these transformations allowed us
to lead to invariant solutions that do not can be obtained by classical methods. Using the finite difference
numerical method applied in the mathematical software Matlab for one of the differential equations obtained,
a comparison of the respective invariant solution is made with the solutions generated with said method,
additionally the state space of the invariant solution is compared. with the plane of the phase differential
equation for certain values of the parameters.
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Resumen

En el presente trabajo de investigacidn se encuentran las transformaciones infinitesimales y algunos
grupos de simetrias de Lie asociados a una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tipo
Emden-Fowler generalizadas, ademds para algunos casos especificos de los parametros de las
ecuaciones, se presentan las soluciones invariantes obtenidas para el caso dado. El método de
grupos de simetrias de Lie es un enfoque robusto y sofisticado para el estudio de ecuaciones
diferenciales, especialmente cuando estas son no lineales, en este caso, demostré efectividad al
ser aplicado a las ecuaciones de tipo Emden-Fowler, ya que fue posible obtener transformaciones
que preservan la estructura de una ecuacion diferencial para ciertos casos de los pardmetros
involucrados, donde dichas transformaciones permitieron llevar a soluciones invariantes que no
pueden ser obtenidas por métodos cldsicos.

Haciendo uso del método numérico de diferencias finitas aplicado en el software matematico
Matlab para una de las ecuaciones diferenciales obtenidas, se realiza una comparacién de la
respectiva solucién invariante con las soluciones generadas con dicho método, adicionalmente se
compara el espacio de estado de la solucién invariante con el plano de la ecuacién diferencial fase
para ciertos valores de los parametros.
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Capitulo

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias poseen diversos métodos para su resolucién dependiendo
de su orden y de la clasificacidon general donde estas se ubiquen, lineales o no lineales. En este
trabajo de tesis se pretende dar tratamiento a una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) no lineal
de segundo orden, la cual es de tipo Emden- Fowler.

Una ecuacién de tipo emden-fowler tiene la forma:

La cual fue estudiada en (Metha y Aris, 1971)), donde se relata un problema de reaccién y difusién
en una losa cuando p + o = 0. Esta ecuacién resulta ser significativamente importante en el
campo de la fisica, especificamente en astronomia, durante el estudio de modelos estelares, en la
teoria de la estructura interna de estrella. Ademas, debido a su no linealidad, resulta significativa
en el campo de las matematicas, donde las soluciones pueden llegar a exhibir propiedades alge-
braicas importantes. En (Gnutzmann y Ritschel, [1994) se plantea un caso especial de la ecuacién
diferencial de Emden — Fowler generalizada.

d*m dm )
el + B(T)W + a(r)ym” =0
Cuando 3(r) = &1, a(r) = =1y k = 3, resultando en la ecuacién.
d*m d—1Y\ dm 5
=0
dr? * ( r ) ar

La cual es aplicada a un problema de adsorcidn critica en geometria esférica, donde se indica que el
perfil de parametros de orden en una geometria esféricamente simétrica en el punto critico en masa
responde a un problema de Emden — Fowler. Los autores obtienen soluciones analiticas en forma
paramétrica para una clase de universalidad superficial de transiciones extraordinarias cuando
d = 4 para una capa esférica. En (Berkovich| [1997) se hace uso del método de automatizacién para
dar tratamiento a una EDO no lineal no auténoma, donde dicha ecuacién presenta la caracteristica
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de poseer parte lineal, la cual es reducible. Este tipo de ecuaciéon también estd dentro de la
clasificacion Emden-Fowler. En particular, se considera la ecuacién diferencial de la forma.

a
y// 4 ;yl 4 bxm—lyn — O

Donde n # 1, n # 0, m, a 'y b son parametros. Esta ecuacion es usada en fisica matematica, fisica
tedrica y fisica quimica. Se hace énfasis en el método de automatizacidn, el cual busca reducir
dicha ecuacién a una forma auténoma para posteriormente derivar el grupo de lie asociado a
dicha ecuacioén, a partir del cual se presenta una solucién invariante. Por otra parte, se considera
la ecuacién diferencial de la forma

y' + ar@)y’ +ao(z)y + f(x)y" =0

La cual es de tipo Endem-Fowler generalizada. Dicha ecuacién es reducida a una forma auténoma
y ademds se estudian sus casos para diferentes formas de las funciones involucradas. En (Rosa,
2005)) se tiene en cuenta la ecuacién Emden-Fowler mencionada en (Berkovich, [1997)) para tratar
un problema de ingenieria quimica sobre nicleo muerto en una particula catalizadora porosa para
6rdenes fraccionarios de reaccién quimica. En el estudio se considera el caso cuando n # 1, n # 0,
a=a—1,0= —925267_%9 y m = 1 donde posteriormente se analizan diferentes geometrias. En
(Polyanin| [2017)) se proponen soluciones para la ecuacién diferencial ordinaria generalizada de tipo
Emden — Fowler.
y'(x) = Az"y™ ()’

Dichas soluciones son propuestas en forma paramétrica para distintos valores de los pardmetros
n,m y | respectivamente. En (Loaiza, 2021) se hace énfasis en dos ecuaciones de tipo Emden-
Fowler, donde

y'(x) = Az"y™ y'(w) = Az"y" (y)'

Son de tipo estandar y de tipo generalizada respectivamente. Se proponen soluciones invariantes
obtenidas por medio de simetrias y grupos de Lie, diferentes a las soluciones en forma paramétrica
propuestas en (Polyanin| 2017)). En este trabajo se considera la ecuacion diferencial ordinaria
generalizada
y'(2) = Aya™y™ (y )t + Aga"y™ (y)"
Sobre la cual se divide en dos casos especiales, donde n; = 0, no = 0y m; = ms, reduciendo la
ecuacion a la forma
y'() = Ay ()" + Asy™ (y)"

Ademads cuando m; =0, my = 0y n; = ng asi
y'(x) = Aia"(y')" + Aga”(y')"
Las cuales son consideradas ecuaciones de tipo Emden — Fowler generalizadas.

En el capitulo[2] se trata sobre los principales conceptos de simetrias de EDO'’s, tales como Grupo
de Lie, transformacién infinitesimal, operadores infinitesimales y soluciones invariantes, ademas
del método numérico de diferencias finitas para EDQO’s no lineales.

En el capitulo [3 se trata la obtencién de las transformaciones infinitesimales, grupos de simetrias
de Lie y soluciones invariantes de los dos casos especiales de las EDO a tener en cuenta, ademas se
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presenta la comparacién realizada de los resultados obtendios del método numérico de diferencias
finitas con la solucién invariante hallada para la ecuacién:

y'(w) = Ay"(y)

Dicho proceso comparativo es asistido por el software matematico Matlab. Ademds, se presenta
un estudio cuailitativo del espacio de estados de la ecuacién diferencial para ciertos valores de los
parametros bajo los cuales el método de diferencias finitas resultd insuficiente.

Finalmente se presentan las conclusiones y sugerencias que se han considerado convenientes sobre
el presente trabajo. Del mismo modo se dan a conocer las referencias bibliograficas utilizadas para
el desarrollo del mismo.






Capitulo

Marco Referencial

En la realizacidn de este trabajo, especificamente en la seccién dedicada a los grupos y simetrias
de Lie, se adoptd y aplicé la metodologia propuesta en (Haydon, 2000), (Bluman y Anco, [2002))
y (Arrigo, 2015), como marco de referencia fundamental. Para llevar a cabo el andlisis numérico,
nos respaldamos en los conceptos y enfoques presentados en (Burden, Faires, y Burden, [2016])

2.1. Grupos y simetrias de Lie

2.1.1. Grupo de Lie

En general podemos considerar la transformacién
firxi = Z(x,€) i=1,2,3..,n (2.1)

A esto se le denomina como one-parameter Lie group, donde ¢ actlla como pardmetro, se utiliza
el término grupo porque las simetrias f. satisfacen los axiomas de un grupo, al menos para ¢
suficientemente cercano a cero, es decir, que satisfacen los axiomas siguientes, donde G es el
grupo y ¢(a,b) la ley de composicidn.

1. Clausura: Sea a,b € G, donde ¢(a,b) € G

2. Asociativa: Sea a,b,c € G donde ¢(a, ¢(b,c)) = ¢(¢p(a,b),c)

3. ldéntica: Sea a € (G, donde existe un e € G tal que ¢(a,e) = ¢(e,a) = a

4. Inversa: Sea a € G, donde existe un dnico elemento a™! € G tal que ¢(a,a™!) =
dla™t a) =e

Posteriormente, para que se cumpla que es un grupo de Lie, la funcidén debe cumplir las siguientes
propiedades.

1. fi es una funcién suave que depende de las variables x;

5
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2. f; es una funcién analitica en el pardmetro €
3. € = 0 siempre se puede elegir para que se corresponda con la identidad del elemento e
4. La ley de composicién se puede tomar ¢(a,b) =a+b

Entonces el conjunto de simetrias f;, es un grupo de Lie local de un parametro, que se refiere al
hecho de que las condiciones solo necesitan aplicarse a una vecindad ¢ = 0, donde el tamano de
la vecindad dependerd de los x;. Las simetrias hacen parte a un grupo de Lie de un parametro
(one-parameter Lie group) las cuales dependen continuamente del mismo, lo que hacen es buscar
una trasformacién o sustitucién para ecuacién diferencial a partir de dicho parametro preservando
invarianza.

2.1.2. Transformacion Infinitesimal

Considere
T = f(z,y,e) y=yg(x,y,e€) (2.2)
con
fle,y,0)=2 y g(z,y,0)=y (2.3)
Si suponemos un € pequefio, podemos construir una serie de Taylor alrededor de e = 0
0
P = f(2.9.0) + Dot + O (24)
_ dg 2
g=g(z,y,0) + Elezoe + O(e) (2.5)
Si dejamos
of B dg B
§|e:0 - X(l’,y) &|€:0 - y(l’,y) (26)
Usando (2.3)),(2:4) v (2.5)), tenemos
T=x+ X(z,y)e+ Ofe)? 7=y+Y(x,y)e+ Ofe)? (2.7)

Estas se les conoce como transformaciones infinitesimales donde X y ) simplemente son los
infinitesimales o campos. Si tenemos los infinitesimales, se puede encontrar el grupo de Lie del
que proceden, resolviendo la siguiente ecuacién diferencial.

dz
- = X(Z,9) Z|eo==x (2.8)
a

=Yg, o=y (2.9)

2.1.3. Condicion de invarianza de Lie

A partir de nuestros infinitesimales X' y ) podemos construir nuestro cambio de variable para que
nos conduzca a una ecuacién diferencial mas sencilla; los campos se pueden hallar de la siguiente
forma.

dy

i F(z,y) (2.10)
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Bajo la transformacién infinitesimal
T=x+X(x,y)e+ O(e)? y=y+Y(x,y)e+ Ofe)? (2.11)
A partir de podemos obtener.
dy  #(y+ V(. y)e+0(e))

= 2.12
dz %(x—l— X(z,y)e+ O(€)?) ( )
D W et Dy - Y~ X))+ O (213)
dr  dx ’ Y * v
Ahora consideremos la siguiente ecuacién diferencial
dy
—= =F(z,y 2.14
Y~ Flz,p) (214)

Sustituyendo las transformaciones infinitesimales (2.11)) de primer orden en las transformaciones

(2.13) y (2.14) produce
dy

dr + (Ve + [y — Xy — X, (y)?)e + O(e)? (2.15)
= F(z+ X(x,9)e + O(e)*,y + Y(x,y)e + O(e)?) (2.16)
Expandiendo el orden de O(¢)? obtenemos
d / /
T D+ [V = Xy = X ())e + O (217)
= F(z,y) + (XF, + YF,)e + O(e)? (2.18)
Por lo tanto g
y_
5 = '.y) (2.19)
Lo anterior muestra que satisface O(¢)? si
Yo+ (Y, — X,)F — X,F2 = XF, + VF, (2.20)

Esto se conoce como condicién de invariancia de Lie. Para un F(x,y) dada cualquier funcién
X(z,y) y Y(x,y) que resuelva la ecuacién (2.20)) es el infinitesimal que buscamos.

2.1.4. Operador Infinitesimal

Definimos el operador infinitesimal como

0 0

L= +Vy. (2.21)
Considere F'(z,7), por tanto, podemos escribir

F(7,9) = F(x + X (2,9)e + O(e)*,y + Y(z,y)e + O(e)?) (2.22)
= F(z,y) + e(XF, + YF,) + O(e)? (2.23)
= F(z,y) + e[ F + O(e)? (2.24)

Donde 5 9
I'F=( E + ya—y)F (2.25)
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Extension del operador

La invarianza de % = F(z,y) nos conduce a
Vot (Vy = X))y — X, (y)* = XF, + F, (2.26)

A partir del operador infinitesimal ([2.21f), ahora podemos establecer el operador extendido

0 0 0
o — y - — 2.27
8x+y8y+y”8y’ ( )
Si definimos a A de la forma J
Yy
A=-2—-F =0
5~ @y
donde
TOA =), — XF, - VF, =0 (2.28)
A partir de (2.26) y (2.27)) podemos definir a V|,) de la forma
Vi) = Ve + (Vy = Xy’ = X, (y')° (2.29)
Por lo tanto,
rWA =0
Asi obtenemos la condicion de invarianza de Lie
TWA[A—g =0 (2.30)
Es una forma de establecer la condicién de invarianza.
Operador para Ecuaciones diferenciales de orden n
En general, si definimos la extensién de orden n a I' como
0 0 0 0
= xy— — el — + ... ] —— + ... 2.31
ax+3’ay+3’[ 15y T + Y 15y T+ (2.31)
donde los infinitesimales estan dados por
Ve = De(Vn-1)) — y"™ Do (X) (2.32)
Donde 5 9 5 5
.D:E - /_ l/_ ///_
ox +y8y Ty oy’ Ty ay" *
Entonces, la invariancia de la ecuacidén diferencial
Az, y,y, .., y™) =0 (2.33)
Es dado por
T™WA|a—g =0 (2.34)

Donde ([2.34)) es la condicién de invarianza de Lie

8
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2.1.5. Soluciones Invariantes

En ocasiones, al buscar una sustituciéon adecuada mediante el cambio de variable proporcionado por
la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales asociadas a los infinitesimales, se encuentran
calculos sumamente complejos, durante el desarrollo de este procedimiento. Por este motivo, se
opta por explorar soluciones que sean invariables bajo el grupo generado por un infinitesimal
especifico .

A partir de la definicidon anterior de soluciones invariables, se establece que
Qz,y,y) =Y -y X =0 (2.35)

Para determinar las soluciones invariables, es necesario resolver la ecuacién diferencial ordinaria
(2.35)) y posteriormente verificar si alguna de las posibles soluciones satisface la ecuacién diferencial
ordinaria dada.

2.2. Método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas se implementa principalmente para resolver problemas de frontera,
a partir de ir reemplazando cada una de sus respectivas derivadas en la ecuacién diferencial con
una aproximaciéon de cociente adecuada, este cociente de diferencia particular y longitud h, se
selecciona para mantener un orden especifico de error de truncamiento, sin embargo h, no se
puede elegir demasiado pequena debido a la inestabilidad general de las aproximaciones de las
respectivas derivadas.

Para resolver ecuacién diferencial ordinaria no problema lineal por el método de diferencias finitas
se debe tener los valores de frontera.

y' = f(x,y,y') paraa <z < bcony(a) =ayyb) =73

A partir de las condiciones de frontera y sus derivadas se genera un sistema de ecuaciones, el cual
serd no lineal, por lo que se requiere un método iterativo para resolverlo, para poder aplicar esta
técnica numérica f debe satisfacer el siguiente condiciones

» Suponga que la funcién f y sus derivadas parciales f, y f, son continuas en el conjunto
D =(x,y,y)| paraa <z <bcon —co <y<ooy-—-o0<y <oo
v fy(x,y,y') > d € D para algin 6 > 0

= Existe una constante k y L con

k= max z,y, Yy L — max (2, y. 0
Gax @yl y Jax|fy(@ .yl

Entonces el problema de valor de frontera tiene una tnica solucién.
Se discretiza el intervalo [a, b] en (N+1) sub intervalos iguales cuyos extremos estén en z; = a+ih

9
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parai = 1,2, ..., N + 1. Suponer que la solucién exacta tiene una cuarta derivada acotada, esto
nos permite reemplazar y”(x;) y v'(x;) en cada una de las ecuaciones.

y' (i) = [z y(:),y () (2.36)

Dentro del método de diferencias finitas existen tipos de diferencias laterales y centrada, en este
se casd se implementara una diferencia centrada. Por tanto, para toda i =1,2,.., N, se tiene

Tiy1) — x; Ti—1 LTiy1) — X Ti1 h? " h? 4
y( n ) ny(b2 )+y( ) _ f(xz,y(xz), y( + ) 2?/2(h )+y( ) o E?/ (Th)) +Ey( )(&)

Para algunas &; y n; en el intervalo (z;_1,241).

Para esta técnica de aproximacién numérica se procede a eliminar los términos de error y se
emplean las condiciones de frontera wy = ay wy.1 = (3, y nuestra ecuacién diferencial ordinaria
no lineal se expresa de la forma.

w(Ti1) — w(wi )

w(xi1) — 2w(w;) + w(zi—)h® = f(z, w(z), o

)=0  (2.37)

Para cadai=1,2,.., N, el sistema no lineal Nx/N obtenido a partir del método es

9) _

2wy — wy + h2 f (1, wr, M) —a=0

3) —w(l
—W1 + 2w2 — W3 + h2f(a:2,w2, W = 0

WN — W
—wy_g +2wy_1 —wy + P f (N1, wN_1, % =0

—wN —1

—wy_1 + 2wy + WA f(xy, wy, Bw— -B8=0

2h

El sistema tiene una solucién si se cumple que h < 2/L

Para resolver el anterior sistema lineal que se generd, se aplica el método de Newton para aproximar

| lucién del si ién de i : (k) , (k) (k) |

a solucion de Slstema, S€ genera una sucesion dae iteraciones (wl ,Wo "y ey wN ) que converge a la
lucién del i ) | . 4n inicial ) (0 (0) | fici

solucion del sistema siempre que [a aproximacion inicia ('LUl ,Wo 7y eeey UJN ) sea lo suricientemente

cercana a la solucién (wy, wy, ..., wy) y de la matriz jacobiana del sistema para que no sea singular.

-1+ %fy’(%‘, w;, %)

J(wla ) U)N) = 2+ thy(l'i, wi—wi+12*hw¢71 )

h i1 —Wi—
-1 §fy’(37i>wi> wﬂg—hwl)

de donde se tiene que wy = o y wyi1 = [, dado que el método de Newton para ser aplicado

10
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requiere que los sistemas no lineales sean de NxN

J(U]q, ...,wN)(Ub "'aUN)t

Wy — OZ)
2h

w3 — U)l)

2h

= _(2wq — Wy — Q + h2f($1,W1,

—wy + 2wy — w3 + th(Zlfg,wg,

WN — WN-2

2h
- B)f

)

2
—wn_g +wy_1 —wyn + A f(zn_1, WwN_1,

5 — WN-1

—wN_1+2wN+h2f(xN,wN, oh

. K
se despejan los vy, vy, ..., Uy porque w§ J—

es tridiagonal

(K-1)

+ v; para cada ¢t = 1,2,..., N puesto que J

11






Capitulo

Resultados

Considere la siguiente ecuacién diferencial
y' = Ay ()" + Ay (y)" (31)

Donde Ay, As, nq, no, mq, ma, l1 y I3 son constantes, la cual es considerada de tipo Emden-Fowler
generalizada. Para llevar a cabo el presente estudio, se han considerado dos casos especiales de
esta ecuacion, los cuales son una reduccién a una forma auténoma, la cual es representada como

y//:Alym<y/)ll +A2ym(y’)l2 (3.2)
Y ademas, la ecuacién de la forma
Y = A (y)" + A" ()" (33)

Los cuales son subcasos de la ecuacién ([3.1)), para los cuales se procede a realizar el respectivo
estudio de simetrias.

3.1. Caso y"(z) = Awy™ ()" + Ayy™(y/')"

Considere la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden Emden-Fowler

y' = A" )"+ Asy™ ()" (34)
Tomando
A=y = Ay™(y)" - Ay (y)" =0,
de la condicién de invarianza de Lie ([2.30)

0 0

g 0
TOA Jaco=0; T =X =+ V- + V2 + Vw5
|a=0=0; Vg, TYegy T Ve g

ox

13
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se obtiene
X(0) + Ymy™ (= A1(y)" — A2(¥)?) + V™ (A1l (y) 1 = Asla(y)271) + Yy (1) = 0,
Ymy" (= A1y = A2(y)?) + V™ (= Al () = Agla (1)) + Vigay = 0.
Teniendo en cuenta que
Vi) = Vo + (Vy = X)y' — Xy,
Viva] = Yoz + (2Vey — Xaz)y' + (Vyy — 2X,)y% — Xyt + (Vy — 2X)y" — 3X,y'y,
se sigue
Vow + (2Vay = Xua)y' + (Vyy — 2me)yl2 - nyylg + (Vy = 22,)y" = 3X,y'y" + (Ve + (I
—Xo)y' = Xyy?) (" (A (y)" T = Asla ()= + Ymy™ T (= AL(Y)" — Aa(y)) = 0.
Luego, remplazando la ecuacién y agrupando
Voo + (2Vey = Xua)y + (Vyy — 2Xay)y? — Xyyy® + (¥ — 2X:) (Ary™ ()" + A2y™ (4)")
= 3X,y (Ary™ ()" + Aoy (1)) + Ve + (Vy — Xa)y/ — X/ (y™ (Al ()
— Aala(y)2 1) + Yy (= Au ()"t — Aa(y)2) = 0;

Vaw + 2Vey — Xaa )y + (Vyy — 28y — Xyt + Yy Ary™ (y)* + Yy Asy™ ()2
— 22, Ay (Y ) — 2, Asy™ (y)"? — 3K, Ay ()1 - 3, Agy™ ()2
— Yoy Al () = Yoy Asla (v)2 T = Yy A (y) I — Yy Aol ()2
—i—memAlll(y’)h_Hl +Xxymz42l2(y/)l2_l+1 +nymA1l1(y/)l1_1+2 +nymA2l2(y/)l2_1+2
— Vmy"™ AL (Y = Ymy™ T Ay () = 05

Viw + (2 — Xea)y + Vyy — 280y — Xy + (Vy Ary™ — X Ary™ — Vyy™ Arly
+ Xy Arly —my™ T VAN () + (X" Al — 3y A ()T (D™ A (v
+ (VyAsy™ — 2X, Asy™ — Vyy™ Asla + Xoy™ Asly — my™ Y Ag) ()2
+ (=Vey™ Asly) ()2 4 (Xyy™ Asls — 3X,y™ Az)(v) 2T = 0.

Luego, {17, (v)2, ()3, (W), ()=, () HL, (v)2, ()21, (y))!2+1} forman una base linealmente
independiente, entonces las ecuaciones deterministicas resultantes son:

Viz =0 (3.5a

Wy — Koz = 0 (3.5b

Vyy — 2Xsy = 0 (3.5¢

X,y =0 (3.5d

Yy [Ar(1 — 1)) + Xy [Ar(h — 2)] = my™ ' VA =0 (3.5e
Xyy"[Ar(lh —3)] =0 (3.5

Yy A1l =0 (3.5g

Vyy"[As(1 = b)) + Xy ™ [Aslly — 2]] = my™ 'V A = 0 (3.5h
Yy Asly = 0 (3.5i

Xyy™[Az(l2 = 3)] =0 (3.5)

14
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Al resolver (|3.5a) se obtiene

Y = a(y)z +b(y) (3.6)
y de ([3.5d)) se obtiene
X =p(@)y + q(2). (3.7)
Ahora, reemplazando ([3.6)) y (3.7]) en (3.5b]) se obtiene
2[a’(y)] — [p"(@)y + ¢"(2)] = 0. (38)
Luego, reemplazando en (3.5d)
[a" (y)z + " (y)] - 2[p'(z)] = 0. (3.9)

De se obtiene
[p(z)]y™ [A1(l1 — 3)] = 0,

dado que y™ # 0 entonces

p(z) [Ar (I — 3)] = 0. (3.10)
De se obtiene
aly)Arl; = 0. (3.11)
De se obtiene
a(y)Asly = 0. (3.12)
De
p(z)[As(ly — 3)] = 0. (3.13)

Al reemplazar en las ecuacién se obtiene

[d ()2 + V' (»)ly™ [Ar (L = 1)] + [/ (2)y + ¢ (@)]y™ [Ar (I = 2)] = mAy™ Ha(y)a + b(y)] = 0,
como ™ # 0 entonces

[ ()2 + V' (W)][AL(L = )] + [P (@)y + ¢ (@)][A1 (1 = 2)] = mAry a(y)z +b(y)] = 0. (3.14)
Del mismo modo, de se tendrd

[’ () + ' ()] [A2(1 = )] + [ (2)y + ¢’ (2)][A2(l2 — 2)] = mAzy™ Ha(y)z +b(y)] = 0. (3.15)

Ahora, de las ecuaciones ([3.10)), (3.11)), (3.12)) y ([3.13)) se obtienen los siguientes casos para la existencia
de las funciones a(y) y p(z)

Caso |I.

Para a(y) = 0 y p(x) = 0 entonces se tendra que se cumplen las ecuaciones (3.10)), (3.11)), (3.12) y

(3.13). De la ecuacién ([3.9) se obtiene

b"(y) = 0.

Al resolver la ecuacidn se obtiene la funcidn
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Casos Ecuaciones

' a(y) =0, p(z) =0

I a(y) #0, Ailh =0, p(z) #0, Ay(lh —3) =0, Az(l2 —3) =0
1l aly) =0, p(x) # 0, Ay(l —3) = 0, As(ly —3) =0

v Cl(y) # 0 ) Alll = 0, Aglz =0 p(ﬂf) =0

Tabla 3.1: Casos para las funciones a(y) y p(z)

Donde k3 y k4 son constantes. Ahora, de la ecuacién ([3.8) se obtiene
¢"(x) =0

Al resolver se obtiene la funcién
q(x) = ksx + kg

Con ks y kg constantes. Reemplazando las funciones obtenidas en ([3.6) y (3.7]) se tendrd
X =ksx + ke, YV =ksy+ka
Reemplazando los resultados obtenidos en la ecuacién ([3.14)) se tendrd que

kg[Al(l — ll)] + k5[A1(l1 — 2)] — myilAl [/ng + k4] =0
kg[Al(l — ll)] + k‘5[A1(l1 — 2)] — mA1k3 — my_1A1k4 = 0;
k‘g{Al(l — 11— m)] + k‘5[A1(l1 — 2)] — my_1A1k4 =0.

Dado que {1,5~!} forman una base linealmente independiente, entonces se obtienen

mA1k4 =0
kg[A1<1 -1 — m)] + k5[A1(l1 — 2)] =0

Ahora, reemplazando en (|3.15)) se tendra

ks[Aa(1 — Io)] + ks[Aa(lz — 2)] — my ™" Ag[ksy + ka] = 0;
k3[Ag(1 — 19)] 4 ks[Aa(ly — 2)] — mAgks — my L Agky = 0;
kg[AQ(l — Iy — m)] + ]{75[A2(l2 — 2)] — my71A2k4 = 0.

Dado que {1,457 !} forman una base linealmente independiente, se obtienen

mA2k4 =0
]{Jg[AQ(l — gy — m)] + k‘5[A2(lQ — 2)] =0

(3.16a)
(3.16b)

(3.17a)
(3.17b)

Ahora, se debe verificar el cumplimiento de las funciones obtenidas de ([3.14]) y (3.15)), esto es, verificar
los casos para posibles valores de las constantes, los cuales cumplan con las igualdades obtenidas.

De la ecuacién ([3.16a)) se pueden obtener los siguientes subcasos:

Subcaso Ecuaciones
1.1 ki=20
|2 k4§é0, mA1 =0

Tabla 3.2: Casos para las constantes ks, m y A;
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Subcaso Ecuaciones

1.1.1 k’g = 0, k5[A1<l1 — 2)] = 0, k?5[A2(l2 - 2)] =0

1.1.2 k’g 7é O, Al(l — ll — m) = 0, Ag(l — lg — m) = O, k’5[A1(l1 — 2)] = 0,
k5[A2(l2 - 2)] == O

1.1.3 ks # 0, Ai(1— L —m) #0, ky = —2llp=2)

Tabla 3.3: Casos para las constantes k3, ks, Ay, Ao, l1, oy m

Subcaso I.1
Dado que k4 = 0 entonces se da cumplimiento a las ecuaciones ([3.16a)) y ([3.173]). ahora de la ecuacién

(3.16b)) se obtienen los siguientes casos seguidos del caso 1.1
Subcaso 1.1.1

Dado que k3 = 0, de las ecuaciones (3.16b]) y ([3.17b)) se obtienen los casos:

Subcaso Ecuaciones
1.1.1.1 ks =0
1.1.1.2 ks 20, A1(l4 —2) =0, Ay(la —2) =0

Tabla 3.4: Casos para las constantes ks, Ay, 11,45 Y Iy

Subcaso 1.1.1.1

Dado que ks = 0 y ademas se tiene que k4 = 0y ks = 0, con lo cual se da cumplimiento a las
ecuaciones planteadas anteriormente. Por tanto se obtiene que:

X=ks , V=0

Los cuales corresponden a los infinitesimales asociados a la ecuacién ([3.4)). Siguiendo un razonamiento
similar para los subcasos y casos anteriores de las tablas [3.1] - [B.4] se pueden obtener los infinitesimales
asociados a las ecuaciones diferenciales resultantes, los cuales se muestran en la sigueinte tabla

Infinitesimales Ecuacion Diferencial

X =k y=0 y" = Ay (y)" + Asy™ (y)"
X = ksx + kg Y=0 y":y ( )(A1+A2)

X = ke Y =ksy 3/ =y (y) (A1 + Ag)

X = ksz + kg Y = ksy v =y1<’2(A1+A2>

X = ksx + kg Y = (25 )ksy y" =y () (A1 + Ag)

X = ksx + ke Y =ksy ?/ =y (ALY + As(y)"2)
X = kg Y = ky y' = Ay + Aa(y)"

X = ksx + ke Y = ky y" = (y)*(A1 + As)

X = kg Y =ksy + ky y" =y (A1 + Ag)

X = ksx + kg Y=kyy+ k4 y”zo

X = ksz + ke Y = (3))ksy + ka 3/ (1) (A1 + A)

X = kg Y=0 y "=y™(A1+ Ay)

X = kg YV = kay y" = y(A1 + Az)

X = krx + kg y=0 y”:O

X = krx + kg Y =ksy y"ZO

X = kyx + kg Y = (25)ky y' =y" (A1 + A2)
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Infinitesimales

Ecuacion Diferencial

X:k7w+k8

X =kZ +ks

X =k %+ kya + kg
X:k1%2+k7x+kg
X =k 4 kra + ks
X =kZ + ks
X:k‘1§+/€7$+k‘g
X = kg

X = krx + kg
X = key + kg
X:k6y+]{37l’+]{28
X:/{?Gy-f—k)g

X = kgy + kvx + kg
X:k6y+k7m+k8

X = ksxy + kgy + ks
X = kszy + key + krx +
kg

X = ksxy + key + ks

X = ksxy + key + krx +
kg

X = kgy + ks
X:k6y+/€7x+k8
X = kgy + ks

X = key + krx + ks
X:k6y+k7l’+kg

X = ksxy + kgy + ks
X = kszy + key + krx +
kg

X = ksxy + key + ks

X = ksxy + key + krx +
kg

X = kg
X:k7$+/€8
X = kg
X:/{7$+]€8
X = kg

X = krx + kg
X:k7ﬂf+k)8
X = ks
X=k7$+k)8
X = kg
X:k7l‘+k8
X:k1§+k8
X =k + krax + ks
X =k % + ks

X = k% + kraw + kg
X:kj%-i-k‘ﬂr-i-kg
X:k1§+k8

Y =kry

Y =k3zy

YV =kigy+ (Z;)ky
Y =ki5y+kry

Y =kzy

Y =ki5y + ksy

Y =ki5y+ksy

Y =ky
Y=k

y=0

y=0

Y = k3y

Y = kay
y:(ﬁ)k7y
YV = ksy?

Y = ksy?

Y = ksy® + ksy
Y = ksy? — kry
Y =ky

Y =Fk

Y =k3y + k4
Y =Fksy+ky
V=ki§+ky
YV = ksy? + ka
Y =ksy? + ka

Y =ksy? + ksy + ky
Y= k5y2 + k3y + ky

YV =ksy+ky
Y=Fky+ky4
y:2k7y+k4
Y =kx+ky

y:k2x+k3y+k4

Y =kox + ksy + k4
y:k2x+2k7y+k4

YV = kox + ky

Y =kox + ky

Y =kox + ksy + k4
y:k2x+k3y+k4

YV =Fk15y +kox + kg
y:kl%y+k2$+k4
y:k1§y+k’2m~l—k3y+k4
y:kl%y+k2x+k3y+k4
Y =Fk15y + kox + kry + ky
Y =kigy+ ks
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Infinitesimales Ecuacion Diferencial
X=k% +ke+ks YV=hiy+k y'=0
X =k +ks Y =ki5y+ksy + ks y'=0
X:k1%2+/€756+/€8 YV =ki15y+ksy + k4 y' =0
X=k% vhkre+ks  V=ksy+ky+h y'=0
X=k% tkx+ks YV=kiy+(Z)ky+ks ¢y =0
p T RIERIERTE ) y' =0
X =k k k
kg LY ERYTESEE 3 by (42 — 1) + kry y' =0
I2
X = k1$y+k2y+k3?+ y — k1y2 + kS%y"f_ k‘4ﬂ?+ k8 yl/ =0
ksx + kg
X = kay+kay+kss+ Y =kiy? +ksSy+kaz+kry+ " _ 0
ks + kg ks

Tabla 3.5: Ecuaciones Diferenciales resultantes e infinitesimales asociados

3.2. Caso y"(z) = Az (y) + A" (y/)"2

Ecuacién diferencial de Emden-Fouler
y' = Alx”(y’)ll + AQaE"(y')l2 (3.18)
Luego;
y// _ All'n(y/)ll _ Aan(y/)lg =0
A = y// . All‘n(y/)ll . Aan(yl)lg =0
Ahora, la condicién de invarianza de Lie ([2.30)) es de la forma:

0 0
(2) -0 7@ _y L il
I'*Aja==0; T X@x+y8y+y[x]

0
oy ey

Ahora, se obtiene:
X (= Az (y) = Agna” M (y)"2) + V(0) + Yy (= Ara"la (y)1 71 = Asa™la(y')2 ") + Yy (1) = 0
Ahora, como:

V) = Ve + (Vy — Xe)y' — ny/2
Viea) = Vew + (2Vuy — Xoz)y + (Vyy — 2Xzy)y/2 - nyy’3 + (Y — 2X,)y" = 3X,y'y"

Reemplazando en la condicién de invarianza queda:

Yz + (2yxy - Xm)y/ + (yyy - 2X:ch)(y,)2 - ny(y/)3 + (yy - QXZ)Z/” - 3ny,y”
+ (Ve + (Vy — Xy — X, (1)) (A"l (y)" = Aga"la(y) > 1)
+ X(fAlnx"(y')ll — Agnx"(y')b) =0

19



Implementaciéon De Los Grupos Y Simetrias De Lie Para Resolver Una Ecuacién Diferencial Ordinaria
Kevyn Anderson Cuenca Escalante
Sebastian Nufiez Tovar

Luego, remplazando la ecuacién y agrupando

Vi — XAina" "y ) = X Agna™ 1 (y)? + Vu(=Ara"l(y) 1) + (Vy — X)) (= AL (y')")
— X (— Ara(f)1Y) + a(— Asa o (y) ) + Dy — Xa)(— Asala(y')12) — Xy (— Aza(y)= )
+ (2Xy — o) (y') + (Vyy — Zwa)(y/)z - ny(y/)3 + (Y - 2)(96)14133”(1//)[1
(D, — 2X) Asa™ ()" — 3, Ara(y )+ — 3, Aga” ()2 = 0

Luego, {1,271, (/), ()% ()2, ()™, ()=, ()T, ()2, (¥)2 1, ()21} forman una base lineal-
mente independiente, entonces las ecuaciones resultantes son:

Ay[=Xnz™t — (V) — Xl + (Y — 2&,)] =0 (3.19a)
Ag[—&Xnaz™t — (Y, — X)li + (Y, — 2X,)] =0 (3.19b)
Vi Arly =0 (3.19¢)

VpAzla =0 (3.19d)

X,A1 =0 (3.19)

X, Ay =0 (3.19f)

Viw =0 (3.19g)

Wiy — Xpw =0 (3.19h)

Vyy — 2Xpy =0 (3.19i)

Xy =0 (3.19j)

Resolviendo la ecuacién ({3.19j) obtenemos

X =p(x)y +q(@) (3.20)
Ahora resolvemos ((3.19g))
Y = a(y)z + b(y) (3.21)
Reemplazando ([3.20)) y ([3.21)) en la ecuacién ((3.19h|)
2p' (z) — p"(2)y — ¢"(x) =0 (3.22)

Dado de que las variables son linealmente independientes, podemos concluir de ([3.22])

Pl (x)y = (3.23a)
2p' () — q"(x) = (3.23b)
Resolviendo (|3.23a))
p’(z)y =0 (3.24a)
p(x) =k (3.24b)
p(z) = k1w + k2 (3.24¢)

Ahora reemplazando ([3.24b) en ([3.23b)

2ky —¢"(x) =0 ( )

q"(x) = 2k (3.25b)

q(z) = 2k1x + k3 ( )

q(z) = k12® + ksx + ky ( )
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Al reemplazar ((3.20) y (3.21)) en (3.19i) se tendra.

a"(y)z +b"(y) — 2p'(z) =0 (3.26)

Dado de que las variables son linealmente independientes podemos concluir de ([3.26]).

a’(y)x =0 (3.27a)
V' (y) —2p'(z) =0 (3.27b)
Trabajando con la ecuacién ([3.27af) obtendremos

d'(y)r =0 (3.28a)
d(y) =a; (3.28b)
a(y) = a1y + az (3.28¢)

Reemplazando la ecuacién (|3.24b)) en la ecuacién ([3.27bf), obtenemos.
V' (y) — 2k =0 (3.29a)
b'(y) = 2k1y + a3 (3.29b)
b(y) = k1y® + agy + ay (3.29¢)

Por tanto, reemplazado (3.24d) y (3.25d)), en la ecuacién (3.20), también sustituimos las ecuaciones
(|3.28c|) y 1|3.29c|) en {|3.2f|), los infinitesimales, nos quedan de la forma

X = (k1o + koly + k12® + ksx + kg (3.30a)
Y = [ay + asly + kiy® + asy + as (3.30b)

Ahora comenzamos a implementar las otras ecuaciones por casos donde planteamos las siguientes hipdte-
sis.

Casos Ecuaciones

| Ay #0, 11 #£0, Ag(z) #0, 1o #0
1 A1 #0, 1L #£0, Ax(x) =0

i A1:O, AQ(.’,U)#O, 127&0

v A1 = O, AQ([E) =

Tabla 3.6: Casos para las constantes Ay, Ay, l1y [o

Caso | Trabajando con (3.19¢€)), tendremos que:
X, =0 (3.31)

Entonces, reemplazando ((3.30a)) en ([3.31)) tenemos.

kyx + ky =0 (3.32)

Dado que las ecuaciones cumplen con que son linealmente independientes, entonces de (3.32)) podemos
concluir que

feyz =0 (3.33a)
ky =0 (3.33b)
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Podemos concluir que:
ki =ko=0

Ahora trabajamos con la ecuacién (3.19d).
yy =0
Tendremos que derivando parcialmente ({3.30b]) respecto a y obtendremos.

a1y +az =0

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Por ser linealmente independiente, del mismo modo que hicimos en la ecuacién ([3.32) obtenemos o

siguiente.
al = ag = 0

Por ende los infinitesimales nos quedan de la forma.

X = ksx + ks
Y =azy+ay

Trabajando con ([3.38a))y (3.38b]) y reemplazandolas en la ecuacién ([3.19al), tendremos.

[_an_l — (Vy — X))l + (Y — 245)]
*(k‘g.’E + k4)n1:_1 — (ag — k‘g)ll + (CL3 — 2]{33)
—ksn + k4nx*1 — (a3 — k3)ly + (ag — 2k3)

0
0
0

Dado que se cumple que la ecuacidn es linealmente independiente se tendra.
kanr =0 —k3— (ag — k‘g)ll + (a3 — 2k3) =0
Entonces tendremos lo siguiente.

k:4n =0
—ag(ll — 1) + k’g(ll —-2-— ’/L) =0

Ahora se derivan dos subcasos de la ecuacién ([3.41a)

(3.37)

(3.38a)
(3.38b)

(3.39)
(3.39b)
(3.39¢)

(3.40)

(3.41a)
(3.41b)

Subcasos Ecuaciones
1.1 n#0, k=0
1.2 n = 0, k?4 7é 0

Tabla 3.7: Casos para las constantes ky y n

Subcaso 1.1: En este subcaso tendremos que nuestra n # 0, a partir de esto obtenemos los siguientes

subcasos de la ([3.41b))

Subcasos Ecuaciones

I]-]- kgzﬁ ll—n—27é0
1.1.2 az = B2 L —1+#0
1.1.3 lh=1k3=0

Tabla 3.8: Casos para las constantes ks, n, as, [y
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Subcaso 1.1.1 Ahora procedemos a trabajar con la ecuacién (3.19f)), pero dado que Ay #, es igual que
desarrollar la ecuacién (3.19¢)), que ya la desarrollamos con anterioridad, de igual modo con la ecuacién
(3.19d)), como se tiene que Iy # 0, es igual que cuando utilizamos la (3.19d), por lo tanto, procedemos

a sustituir nuestros infinitesimales en la ecuacién (|3.19b))

—Xnzt — (Y, — X)li + (Y, — 2X,) =0
(—k‘gl‘)l‘_ln — (ag — k‘g)lg + (ag — 2k3) =0
—ag(lg - 1) + k‘g(lQ —-n — 2) =0

Ahora reemplazando el valor de k3 en ([3.42d), tenemos.

h—1

_ag(ZQ — ].) + a3m

(lb—m—2)=0

(3.42a)
(3.42b)
(3.42¢)

Para que se cumpla nuestra igualdad existen dos posibilidades, primero que a3 = 0, pero esta opcién
la rechazamos, ya que anula nuestros infinitesimales y no nos brinda informacién, la siguiente es que

[1 = I, que es la mejor opcidn posible, por tanto, obtenemos los siguientes infinitesimales.

-1

X =aq3———
agl—n—2

Y =uas3y+ay

con li=1ly=1

Y nuestra ecuacién diferencial de segundo orden para estos infinitesimales es.

y" = (A1 + )z (y)

Ahora, siguiendo un razonamiento similar para los subcasos y casos anteriores, se pueden obtener los
infinitesimales asociados a las ecuaciones diferenciales resultantes, los cuales se muestran en la siguiente

tabla.
Infinitesimales Ecuacion Diferencial
X =a3r =L Y =azy+ay y" = (A1 + A2)z"(y')!
X = O y = Q4 y” = Alx”(y’)ll + AQLL“"
X =aszx Y=ua3y+aq y’/:w
X

X =agibon YV =a3y+a y" = Az (y )"
X = ksx Y=kt 2y 4 ay y" = Az ()P
X = a3 Y =azy+ay y" = Az ()P
X = Y= y' = A" (y')">
X = Y =ax+ay Yy’ = Agx"
X = kaz Y=ayr+ksn+2)y+as y" = Asx™ conn# -2
X =0 Y=azy+as y' = Aia"™(y)
X=0 YV=aa y" = A1a™(y') + Agax™
X = Y =ay y// — A1:L‘n(y/) + Agxn(y’)h
X = Y =azy+ a4 y" = a"(y') (A1 + A2)
X = kaz YV =aox +asy + ay y" = (A1 + Ag)z™
X = ksa Y = 5ksy + a4 y" = 2(A1 + A (y)")
X = ksz Y =asx + ay y”:‘%l
X = kaz Y =aox+ay y”:%
X = Y =ay y// — Alxn + Aan(y/)lz

= 25 Y =asx +azy + a4 y' = A"

=5 Y =asx +azy + aq y" = (A; + Ag)z™
X =a3 Y =asy+ay yﬂzw
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Infinitesimales

Ecuacion Diferencial

X =ksx+ ka y:kg% Y = (A1 + A2)(y) conly =1y =1
X =k V= y' = A1y + Aa(y)"
X:agﬁilx—i—m Y=uasy+ a4 y' = Ai(y)" con Iy # 2
X =ky V=ay y' = Ai(y) + Ay con [y # 2
"= (Ay + Ao)(y)! con | # 2
X:a:ﬁi:;m%—m Y =a3y+as ZZQZ( 1 A)W) con £ 2y
X =k Y= "= Ay + As(y)"
X = kyx + Ky Y=a4 y' = Ai(y)?
X =ky YV=as y' = A1(y')? + Ag
X = k:4 Y =uay y// = Al(y,)Q + A2(y/)lz
X =ksz+ky V=a4 y" = (A1 + A2)(y)?
X =k Y =asgy+as y' = A1(y)
X =Fky Y=a4 Yy = A1(y) + Az
X =Fky Y=a3y+as y" = (A1 + A2) ()
X =ky V=a y' = Ai(y) + Aa(y)
X = ksz Y= thl:iny +ay Y = A" (y)" con ly #1
X=0 V=ay y" = Az (y) + Aga™
" __ n(, NI _ _
X = ka y — kglllzzzny + ay Yy = <A1+A2){L' (y ) con ll = 12 =1

X = (k1w + ko)y + ky2?

X = ksx

X = (kiztko)y+kiz’+

kg.fv + k4

Y = (a1y + ag)y + k12?

Y =k3y+as

Y = (a1y + a2)y + k1% +

asy + aq

y// _

_ A)+A
y = A L 2
y// — 0

Tabla 3.9: Ecuaciones Diferenciales resultantes e infinitesimales asociados

3.3. Invarianza y grupo de Lie

Las ecuaciones diferenciales que se obtuvieron anteriormente, se encuentran asociadas a los infinitesima-
les resultantes. Para verificar que dichas ecuaciones son invariantes, basta con hacer uso de la condicién
de invarianza de Lie para ecuaciones diferenciales de segundo orden mencionada en el capitulo
[2l o bien, obtener el grupo de Lie a partir de los infinitesimales y verificar que la ecuacién diferencial
permanece invariante.

Haciendo uso del grupo de Lie (2.8)), (2.9)), considere la ecuacién

!

y:

Y™ (y) (A1 + As)

resultante en la tabla [3.5, en primer lugar se calcula el grupo de Lie como sigue

dj
de

de

=X =ksz + kg

By (

1—-1l—-m

24
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Tomando la ecuacién ([3.44al) y resolviendo se obtiene:

dzx
— =ksT+ k
de 5% + g
dx
™ g
ksT + kg ¢

1
(k5T + ks) = e + c(a,y)
5
In(ksT + ko) = kse + ksc(z,y)
ksT + kg = efsethscl@y)

o= L ksetkscay) _ K6
ks ks

Donde ¢(z,y) es una funcién arbitraria de x y y . Ahora, usando la condicién inicial Z = = cuando
€ = 0 se tendra que

1
c(z,y) = —In(ksT + ke)
ks
Luego, reemplazando se obtiene

T = xefs€ + @ (ek5 — 1)
ks

Tomando la ecuacién ([3.44b)) y resolviendo se tendra:
dy 2—1
2 ) kT
de (LJ—m>5%
dy 2 —
ksde;
1—1—m )56

(Frm
= (1—21— >k56+6($,y);

7 = c(x, y)el=rm hse,

Donde ¢(z,y) es una funcién arbitraria de x y y. Usando la condicién inicial ¥ = y cuando ¢ = 0, se
tendrd que

Por tanto, el grupo de Lie recuperado a partir de los infinitesimales asociados a la ecuacién diferencial
respectiva es

Para la verificacidn de la invarianza, se requiere calcular las derivadas del grupo de Lie obtenido, de esta
forma se tendra

dy _ 3
e &
dy dy k5f(ﬁ)
dT - eksE
Y _ Ay pse(72-1)
dr dx

/ g @ek5€(li-;—1nm>

dx
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Para el célculo de la segunda derivada, se tendrd que

d (dy
&’y a(d%)

dz? &
dx
Py _ Y ()
dz?  dx?
o Y ke 2l
a2

Finalmente, se procede a comprobar la invarianza reemplazando en la ecuacién diferencial ([3.43)), como
sigue

7' = (A1 + A" (@)

2 —tim l m
LY boe(E57) = (A, + Ag)yme(Fortm hse (dy> k()

da? dx
d2y ks ( 2m+1 ) (2m+L )k dy !
LM\ Toimm) = (A Ay e\ 1-1=m /)¥5¢ [ 2L
dee 1 (A1 + 2)y e e

d*y m (A
ol (A1 + A2)y (dx)

v =y () (A1 + As)

Por tanto, se ha probado que la ecuacién diferencial es invariante bajo el respectivo grupo de Lie. De
igual manera se comprueba la invarianza de las ecuaciones diferenciales mencionadas en las tablas[3:5]y
[B:10 en la siguiente tabla resumimos los grupos de Lie invariantes asociados a sus respectivas ecuaciones.

Grupos de Lie Ecuacion Diferencial
T=aebc o (b —1) g yelrmam)bse Y =y"(y) (A1 + Az)
7 = ek + ]Z—j(ek” -1) 7 = yet(Em)e Y’ =y" (A1 + Ag)
T = xetse Y = ye®2€ + 2—3(6“36 —1) y" = A1+Am2(y’)12
o 7 = yetac 4 9 (gase _ 1) y" = a"(y ) (A + Az)

as

Tabla 3.10: Ecuaciones diferenciales y grupos de Lie asociados

3.4. Soluciones Invariantes

Aplicando la definicién de soluciones invariantes presentada en el marco de referencia [2.1.5] sabemos que
Qz,y,y) =Y -y X =0
Entonces, teniendo en cuenta los infinitesimales [3.5] de la ecuacién diferencial
Y = (A1 + A)y™ () (3.45)
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, se procede a buscar una solucién invariante como sigue

X = ks X5 + kg Xg
YV =ks5)s

Donde X5, Xs y Vs son los factores asociados a las constantes k5 y kg respectivamente. Luego tomando
los factores asociados a k5 se obtiene:

Vs — X5y’ =0

J2-b N dy
1—-1l—m y xdw_

Ahora, se hallan las derivadas respectivas para sustituir en la ecuacién diferencial, como sigue
2 — l 1+m
r_ ( =)
= | —— ) cx'1-
Y <1 -1l - m>

n_ (271 Ltm ) (k)
Oy 1—1-m)“

Finalmente, se procede a reemplazar en la ecuacién diferencial para hallar una respectiva solucidn,

entonces
2—1 1+m 2m+1 m—1lm 2—1 ! I4+1m
(1 —1 —m) (1 —l—m> el = (A1 + Ag)e™ o (1 —l—m) al i)

J— 2m - ! 2m
{MHm)} cr ) = = (A + Ay) m“Ma: )

1—-l—m

(1—1—m)? (1—1—m)
2-0D(1+m 2 — 1)t
[((1 —)z(__:n)g] A (l)m)’

ltem _ [1( l i (lAlJerz) }
((2—_ l—)l”"i)( 2(14+m) L,
C:{u—z—m) <1+m>}

Por lo tanto, la solucidn invariante hallada es

[ =D (AL+ Ay)
YO = | — e 0+ m)

==,
] AT L mt Sl m el £ (3.46)

En la tabla se muestran las soluciones invariantes halladas junto con su respectiva ecuacién dife-
rencial
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Ecuacion Diferencial Solucién Invariante

v = (At Ay () yle) = () T e
Y=y (A + A) () = [l (=)a =)
V= A+ A ) ) = (e T ()
) = At () = a(5)"

Tabla 3.11: Ecuaciones diferenciales y soluciones invariantes asociadas

3.5. Comparacion entre soluciones numéricas e invariantes

Para llevar a cabo el respectivo andlisis numérico mencionado en la seccién 2.2} considere la ecuacién
diferencial

y'(x) = Ay™ () (3.47)
Tratada anteriormente, donde dado que A1 y A5 son constantes, entonces se puede tomar A + Ay = A.
Teniendo en cuenta las condiciones necesarias para aplicar el método de diferencias finitas, se procede

a la implementacién del mismo para la ecuacién diferencial dada para ciertos valores de A, m y [ en
Z — {0}.

Fijando el tamafio de paso h = 0.1 y tomando una diferencia entre las iteraciones sucesivas de 1072,
considere A =2,1 =1y m = —2 resultando en el problema no lineal de valor de frontera
y”(l’) = 2y_2y,a —10 <z < _17 y(—lO) = _6327 y(_l) = —2

En la figura[3.1] se muestran la curva solucién obtenida aplicando el método numérico y la curva obtenida
de la solucién invariante (|3.46)) anteriormente calculada.

Espacio de Soluciones

O  Solucion Numerica
Solucion Invariante

Figura 3.1: Solucién numérica e invariantecon A=2, =1y m = —2
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Ahora, tomando A =2, =4y m = —2 se obtiene el siguiente problema no lineal
y'(z) =2y %(y)!, 1<2<20, y(1)=0.0625, y(20)=25

Donde los resultados se observan en la figura [3:2] Notese que se ha fijado los pardmetros A y m del
problema anterior y se ha considerado [ = 4.

Espacio de Soluciones
25

©  Solucion Numerica
Solucion Invariante

Figura 3.2: Solucién numérica e invariante con A =2, =4y m = —2

Ahora para [ = 6, fijando A y m del problema anterior, el problema no lineal de valor en la frontera
y'(x) =2y7%(y)° 1<2<10, y(1) =034, y(10)=7.34

Donde los resultados se observan en la figura [3.3

Espacio de Soluciones

O  Solucion Numerica
7 Solucion Invariante

Figura 3.3: Solucién numérica e invariantecon A =2, =6y m = —2
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Finalmente, considere A = —1, ] = —3 y m = 3 resultando en el problema no lineal de valor en la
frontera
y'(x) = —(y) 3y, —8< <8, y(—8) =13.107, y(8) = —13.107

Cuyos resultados se observan en la figura

Espacio de Soluciones

©  Solucion Numerica
Solucion Invariante

Figura 3.4: Solucién numérica e invariante con A= —1,l=-3ym =3

Debido a la no linealidad de la ecuacién diferencial, el método de diferencias finitas empleado enfrenta
dificultades significativas en la resolucidén del sistema de ecuaciones que genera las respectivas aproxi-
maciones. Esta no linealidad introduce complejidades adicionales en el proceso de aproximacién, lo que
conduce a soluciones aproximadas poco precisas. Por lo tanto, debido a estas caracteristicas, el enfoque
numérico utilizado no resulta ser éptimo para abordar la ecuacién diferencial en cuestién. En consecuen-
cia, se recurre al andlisis en el espacio de estados como alternativa, especialmente en situaciones donde
la no linealidad de la ecuacién dificulta la efectividad del método numérico para ciertos valores de los
parametros A, [ y m.

Para poder comprender el comportamiento de las soluciones, implementamos un anélisis de estados, tanto
para la ecuacién diferencial se realiza el estudio del plano fase y para nuestra solucién invariante
se implementara el espacio de estado para asi comparar los respectivos comportamientos para
mirar si hay similitud en su dindmica.

Para el plano fase dela ecuacién diferencial, lo que se realiza es llevar la ecuacién diferencial 3" (z) =
Ay™(y')! a un sistema de ecuaciones 2x2, de la siguiente forma
y =z
y// — Z/
A parir de lo anterior, podemos realizar la siguiente sustitucién
o = Aym(zl)l
Por tanto, nuestro sistema queda de la forma

y==z (3.48)

m 1
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Para el espacio de estados de nuestra solucién invariante, primero la podemos rescribir de la siguiente
manera.

2-n-tA

y(x) = ( =
(1—=1—m)=2(1+m)

donde dado que A; y A son constantes, entonces se puede tomar Ay + Ay = A. Para poder desarrollar

el espacio de estados necesitamos calcular y/(x) que es

1 2—1
) 1—-l—m x( 17l7m)

(3.49)

o) = (2-)(A@2-) )= T (3.50)
11— m)((1 =1 —m)=2(1 +m))=i-m .
( )(( )72 (1 +m))

Para parametros de [, m y A donde el método numérico fallaba, vamos a visualizar los comportamientos
del plano fase de nuestra ecuacién diferencial, por medio del sistema 2x2 ([3.48) y el espacio de estado
de la solucién invariante (3.46)), se utiliza el software Wolfram Mathematica, para realizar dicho proceso.

Espacio de Estados

—— Plano Fase

—— Espacio de estado

-2

-3t

Figura 3.5: Espacio de estados con A = -5, =—-7Tym = —4
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Espacio de Estados

] —— Plano Fase

— Espacio de estado

Figura 3.6: Espacio de estados con A =4,l=—-6ym=>5

Para las figuras y se fija la condicién para [ con (I < 0), donde sé varia A y m, entre valores
positivos y negativos, donde se determina que el espacio de estados de la solucién invariante se ajusta
al comportamiento del plano fase de la ecuacién diferencial, lo que muestra que bajo unas condiciones
iniciales para la ecuacién diferencial la solucién serd nuestra solucién invariante.

Espacio de Estados

L]
T

[
T

7 —— Plano Fase

— Espacio de estado

3L '

Figura 3.7: Espacio de estados con A = -2, l=5ym =3
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Espacio de Estados

] —— Plano Fase

— Espacio de estado

Figura 3.8: Espacio de estados con A =2, l=9ym = —7

Para las figuras [3.7] y 3.8} se establecié I > 0, y se variaron A y m entre valores mayores y menores que
cero, se observa que el plano de estado de la solucidn invariante presenta un comportamiento similar a
una de las curvas del plano fase de la ecuacién diferencial.

Al observar la dindmica del plano fase del sistema junto con la curva generada a partir del espacio
de estado de la solucién invariante , se evidencia la semejanza entre algunas de sus trayectorias
bajo condiciones iniciales especificas para diferentes valores de los parametros A, m y [. Ademas, se tiene
que al analizar el espacio de soluciones obtenido mediante el método de diferencias finitas y la solucién
invariante, se observa una similitud significativa, con esto se logra determinar que la solucién invariante
presenta un comportamiento similar tanto en el espacio de soluciones como en el espacio de estados.
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Conclusiones

1. El presente trabajo de investigacién permitié determinar diferentes simetrias de Lie mostradas en
la tabla 35 y B-10 para la familia de ecuaciones diferenciales de segundo orden de tipo Emden-

Fowler generalizada (3.3) y (3.2).

2. Por medio del método de simetrias y grupos de Lie fue posible hallar soluciones invariantes presen-
tadas en la tabla [3.11] para determinadas ecuaciones diferenciales resultantes de casos especificos
de sus parametros.

3. Se realizd una validacién de los resultados obtenidos analiticamente con andlisis numérico haciendo
uso del método de diferencias finitas aplicado para ciertos valores de los pardmetros de la ecuaciéon
diferencial , en donde se determind que cuando los pardmetros comienzan a crecer el método
numérico falla.
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Recomendaciones

Para futuros trabajos se sugiere profundizar en los métodos de simetrias de Lie, para poder encontrar
soluciones implicitas o explicitas, ademds de implementar otra técnica numérica dado que método de
diferencias finitas para ecuaciones diferenciales no lineales no resulto ser eficaz dado que para casos
donde comienza a aumentar el valor de los pardmetros el método comienza a colapsar, aparte se puede
realizar un andlisis cualitativo para poder entender el comportamiento global de los campos de estado
de las ecuaciones diferenciales tipo Endem-Fowler
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Anexo

3.6. Cédigo

El siguiente cdédigo es desarrollado en MATLAB, su base es tomada del libro de (Burden et al.} [2016)),
el cual se ha modificado adecuadamente para ser empleado en la ecuacién diferencial ordinaria (|3.47)).

AWK codigo de diferencias finitas para edo no lineal
A%% ecuacion : y'' = A ¥ y"m * (y')°1

clc

clear

close all

AA% constantes de la ecuacion

A = input('valor constante A: ');

L = input('valor constante L: ');

m = input('valor constante m: ');

AhN extremos y condiciones de frontera

p = -8; JZextremo inferior

qg = 8; sextremo superior L) p <= x <= ¢
Alpha = 13.107; Jy(p)

Beta = -13.107; Jy(q)

AX% tolerancia

TOL = 0.00001;

N=159; /s partictones del intervalo

M=500;

h = (q-p)/(N+1);

x = p + (1:N-1)%*h;

x = x';

ARAAL aprozimacion de diferencias fintitas
w = Alpha + (1:N)*((Beta-Alpha)/(q-p)) * h;

w =w';

t = zeros(N,1);
a = zeros(N,1);
b = zeros(N,1);
c = zeros(N,1);

Q.
I

zeros (N,1) ;

AKKKK
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k = 1;
while k <= M
t (1) =(w(2)-Alpha)/(2%h);
a(l)= 2 + h."2 x (A * m * w(1) " (m-1) * t(1)°L); /Jdf/dy(z
(1) ,w(1),t(1))
b(1)= -1 + (h/2) * (A x w(1)"™m * L * t(1)"(L-1)); Jdf/dyp(
z(1),w(1),t(1))
d(1)=-(2 * w(1) - w(2) - Alpha + h."2 *x (A * w(1)™m * t(1)~
L)Y); 7 Zf(x(1),w(1),t (1))
for i=2:N-1

t(i) = (w(i+1) - w(i-1))/(2*h);
a(i) = 2 + h."2% (A *m * w(i) " (m-1) *x t(i)"L); Zdf/dy(
x(i),w(z),t(i))
b(i) = -1 + (h/2)* (A * w(i)™m * L * t(i)"~(L-1)); Zdf/
dyp (z (i), w(i),t(i))
c(i) = -1 - (h/2) * (A * w(i)"m *x L * t(i)~(L-1)); Jdf
Jdyp (z (i), w(i),t (<))
d(i) = -(2*w(i) - w(i+1) - w(i-1)+ h."2 * (A * w(i) " m *
t(1)°L)); Zf(z(i),w(e),t(i))
end
x(N) = q - h;
t(N) = (Beta - w(N-1))/(2%h);
a(N) = 2 + h."2%x (A *m * w(N)~ " (m-1) *x t(N)"L); Jdf/dyp(z(

N),w(N),t(N))

c(N) = -1 - (h/2) * (A * w(N)™m *x L * t(N)~(L-1)); Zdf/dyp(
z(N),w(N),t(N))

d(N)=-(2*w(N) - w(N-1) - Beta + h."2 * (A * w(N)"m * t(N)"L
)  Af(z(N),w(N),t(N))

1(1) = a(1);
u(l) = b(1)/a(1);
z(1) = d(1)/1(1);
for i=2:N-1
1(i) = a(i) - c(i)*u(i-1);
u(i) = b(i)/1(¢i);
z(i) = (d(i) - c(i)*z(i-1))/1(1);
end
1(N) = a(N) - c(N)*u(N-1);
z(N) = (d(N) - c(N)*z(N-1))/1(N);
v(N) = z(N);
w(N) = w(N) + v(N);
for i=N-1:-1:1
v(i) = z(i) - u(i)*v(i+1);
w(i) = w(i) + v(i);

end
if norm(v) < TOL
fprintf ('Procedimiento termindo con exito en %d
iteraciones', k)
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break;
end
k = k+1;
end
ARKK
if (k == M+1)

fprintf ('numero maximo de iteraciones excedidas')
end
AXR% graficas y solucion invariante
for 1 = 1:N-1
Finv(i) = [((2-L)"(L-1) * A)/((1-L-m)"(L-2) * (1+m))
17(1/(1-L-m)) * x(i)~((2-L)/(1-L-m));
end
Finv(N) = [((2-L)~(L-1) %= A)/((1-L-m)"(L-2) * (1+m))]~(1/(1-L-m
)) * x(N)~((2-L)/(1-L-m));

SolInv = [Alpha ; Finv' ; Betal;
x = [p; x ; ql;

y = w;

y = [Alpha ; y ; Betal;

hold on

grid on

grid minor

plot(x, y,'o','LineWidth',1, 'MarkerEdgeColor','b"',"
MarkerFaceColor','c')

plot(x, SolInv,'k','LineWidth',2)

title('Espacio de Soluciones','FontSize',16)

legend('Solucion Numerica','Solucion Invariante','Location','
northeast')

xlabel('x"','FontSize',16)

ylabel ('y(x)','FontSize',16)

41







Bibliografia

Arrigo, D. (2015). Symmetry analysis of differential equations. John Wiley and Sons. Inc.

Berkovich, L. (1997). The generalized emden-folwer equation - symmetry in nonlinear mathema-
tical physis (Vols. 1, p. 155-163).

Bluman, G. W., y Anco, S. C. (2002). Symmetry and integration methods for differential
equations. Springer.

Burden, R., Faires, D., y Burden, A. (2016). Analisis numerico. Cengage Learning Editores, S.A.
de C.V.

Gnutzmann, S., y Ritschel, U. (1994). Analytic solution of emden-fowler equation and critical
adsorption in sherical geometry.

Haydon, P. (2000). Symmetry methods for differential equations. Cambridge Texts in Applied
Mathematics.

Loaiza, G. e. a. (2021). Simetrias de lie y soluciones invariantes para las ecuaciones de emden-
fowler estdndar y emden-fowler generalizada. The International Journal of Engineering
andScience (IJES), 10(02). pp. 56-64.

Metha, B., y Aris, R. (1971). A note on a form of tthe emden-fowler equation. Journal of
Mathematical Analysis and Applications.

Polyanin, A. D. (2017). Handbook of ordinary differential equations exact solutions, methods,
and problems. Taylor & Francis Group/CRC.

Rosa, A. (2005). Modelagem matematica e simulacao do nucleo morto en catalisadores porosos
para reacoes de ordens fraccionarias dissertacao de mestrado.

43



	Resumen
	Introducción
	Marco Referencial
	Grupos y simetrías de Lie
	Grupo de Lie 
	Transformación Infinitesimal
	Condición de invarianza de Lie 
	Operador Infinitesimal
	Soluciones Invariantes

	Método de diferencias finitas

	Resultados
	Caso y''(x) = A1ym (y')l1 + A2ym (y')l2
	Caso y''(x)=A1xn(y')l1+A2xn(y')l2 
	Invarianza y grupo de Lie
	Soluciones Invariantes
	Comparación entre soluciones numéricas e invariantes

	Conclusiones
	Recomendaciones
	Anexo
	Código

	Bibliografía
	Índice de Figuras
	Figura 3.5: Espacio de estados con A = -5, l = -7 y m = -4

	Índice de Tablas
	Tabla 3.1: Caso y''(x) = A1ym (y')l1 + A2ym (y')l2
	Tabla 3.3: Casos para las constantes k3, k5, A1, A2, l1, l2 y m
	Tabla 3.4: Casos para las constantes k5, A1, l1,A2 Y l2


