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Resumen

El presente trabajo de investigacién tiene como objetivo analizar la pro-
blematica de la sobreexplotacion de la arena en la Bocatoma El Guayabo
desde un enfoque matemaético. La Bocatoma El Guayabo se ubica via San
Antonio-Vegalarga a 35 minutos de recorrido aproximadamente desde la ciu-
dad de Neiva-Huila. Se presenta un modelo replicador dinamico que utiliza la
teoria de juegos y el andlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales para caracterizar los parametros que afectan el comportamiento y
observar un mejor rendimiento del juego en relacién beneficio/sostenibilidad.

Los resultados obtenidos a partir del analisis del modelo replicador dinami-
co indican que la sobreexplotaciéon de la arena en la Bocatoma El Guayabo
puede tener consecuencias graves en el medio ambiente, como la erosién de
terrenos y la desprotecciéon ante inundaciones costeras.

Se presentan alternativas para prevenir la sobreutilizacion de la arena y
proteger los recursos naturales, como la implementacién de politicas ptubli-
cas que promuevan el uso sostenible de los recursos naturales y la educacion
ambiental para concientizar a la poblacion sobre la importancia de proteger
el medio ambiente.



Abstract

This research paper aims to analyze the problem of overexploitation of
sand in Bocatoma El Guayabo from a mathematical approach. This is lo-
cated via San Antonio-Vegalarga 35 minutes drive approximately from the
city of Neiva-Huila. It presents a dynamic replicator model that uses game
theory and qualitative analysis of ordinary nonlinear differential equations to
characterize parameters that affect behavior and observe better performance
of the game in relation to benefit /sustainability.

The results obtained from the analysis of the dynamic replicator model
indicate that overexploitation of sand in Bocatoma El Guayabo can have
serious consequences on the environment, such as soil erosion and lack of
protection from coastal flooding.

Alternatives are presented to prevent overuse of sand and protect natural
resources, such as the implementation of public policies that promote the
sustainable use of natural resources and environmental education to raise
awareness of the importance of protecting the environment.
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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo de investigacion es analizar el problema de la
sobreexplotacion de la arena en la Bocatoma de El Guayabo desde un enfo-
que matemaético. La extraccion excesiva de arena en esta zona ha generado
graves consecuencias ambientales, como la erosion de las riberas del rio y la
disminuciéon de la calidad del agua. Para abordar esta problematica, se ha
utilizado la teoria de juegos y el andlisis cualitativo de ecuaciones diferencia-
les ordinarias no lineales en un modelo replicador dinamico.

A través de este modelo, se busca identificar las estrategias 6ptimas para
la extraccion de arena que permitan mantener un equilibrio sostenible en el
uso de los recursos naturales. Ademads, se presentan alternativas para pre-
venir la sobreutilizacion de la arena y proteger los recursos naturales. Este
trabajo es de gran importancia para la toma de decisiones en la gestién de
los recursos naturales y la proteccion del medio ambiente.

La investigacion se ha llevado a cabo mediante la recopilacién de datos de
diversas fuentes, como estudios previos, informes gubernamentales y entre-
vistas con expertos en el tema. Se han utilizado diversas metodologias, como
el andlisis de datos estadisticos y la simulacion de modelos matematicos, para
obtener resultados precisos y confiables.

Los resultados obtenidos indican que la sobreexplotacion de la arena en la
Bocatoma El Guayabo es un problema grave que requiere de medidas urgen-
tes para su solucién. El modelo replicador dindmico ha permitido identificar
las estrategias Optimas para la extraccion de arena y prevenir la sobreutili-
zacion de los recursos naturales. Ademaés, se han propuesto alternativas para
proteger el medio ambiente y garantizar un uso sostenible de los recursos
naturales.

En conclusion, este trabajo de investigacion aporta informacién valiosa
sobre la problematica de la sobreexplotacion de la arena en la Bocatoma
El Guayabo y su impacto en el medio ambiente. Los resultados obtenidos
pueden ser de gran utilidad para los responsables de politicas publicas y los
expertos en la gestion de los recursos naturales.



2. Marco Tedrico

Ante las preocupantes consecuencias que puede ocasionar el uso excesivo
de la arena, el cual se ha triplicado a nivel global, la ONU hace un llamado
para que este recurso sea declarado estratégico y regulado a nivel global para
hacerlo mas sostenible.

Diariamente se extraen 18 kilos de arena y grava por cada habitante del
planeta para la fabricacion de concreto, asfalto y vidrio. Los cambios en los
patrones de consumo, el aumento de la poblacién y el incremento de la ur-
banizacion han triplicado su demanda en los iltimos 20 anos, y actualmente
se explota mas de la que se produce naturalmente afectando negativamente
nuestro planeta. [4]

En lugares como India y China, y otros paises en Asia, Africa y América
del Sur, muchas operaciones de extraccién de arena no estan en linea con las
regulaciones de gestion ambiental y ya se han visto impactos sociales.[4]

Por ejemplo, Camboya, Vietnam e Indonesia son las fuentes, legales e
ilegales, de materiales agregados para el desarrollo del corredor econémico
regional y los proyectos de recuperacién de tierras en el sudeste asidtico. Sie-
rra Leona, Kenia, Tanzania en Africa y Colombia en América del Sur han
sido identificados como lugares que presentan desafios de sostenibilidad para
el sector. [4]

Tras ser Colombia el tnico pais latinoamericano que presenta desafios
ante la sostenibilidad del recurso natural, se identifican alli varios casos de
explotacion del bien comun, que en su mayoria operan de manera ilegal, sin
consentimiento alguno de los riesgos que puedan ocasionar. En tanto a pro-
duccién y extraccion del material, Antioquia y Atlantico son identificados
como las zonas de mayor impacto social.

Asi mismo en el Huila se ve este aprovechamiento desmedido debido a
la alta demanda que generan sectores como la construccion, la cual muchas
de estas empresas privadas trabajan de forma ilicita, ya que no cuenta con
permiso alguno para dichas actividades, de esta manera el problema se sale
de control, generando un agotamiento de este recurso ambiental y llevandose
consigo un gran beneficio personal, ;Pero a que costo?, al costo de un de-
terioro ambiental sin regular las implicaciones que causa este fenémeno. En
el Huila los municipios con mayores casos de explotacion de la arena son:
Campoalegre, Aipe, Palermo y Neiva.



En Neiva hay cerca de 18 proyectos de mineria con un subtotal de 1.167
hectédreas en el rio Magdalena y el rio Ceibas. [5]. El rio Ceibas es muy im-
portante para los Neivanos debido que de alli extraen el agua potable para
toda su poblacion, por eso es de suma importancia optar por medidas que
regulen su contaminacion y explotacion para garantizar la sostenibilidad de
este gran recurso ambiental.

En la Bocatoma El Guayabo yace un gran problema ambiental, una tra-
gedia de los comunes, el cual es la sobreexplotacién de la arena cerca al
acueducto El Guayabo, el principal recurso afectado por estas actividades es
el suelo ya que puede ocasionar erosiones, desprotecciéon ante inundaciones
que estas a su vez afectaria el bienestar y salud de todo los neivanos poniendo
en peligro la unica fuente hidrica potable de Neiva. Por lo tanto, es funda-
mental encontrar estrategias que ayuden a la sostenibilidad, manteniendo a
salvo los recursos comunes.

La tragedia de los comunes, descubierta por Garrett Hardin en 1968, de-
sarrolla la hipdtesis del mal uso de los comunes. La propiedad se entiende
como una mercancia que no pertenece a nadie, o mas bien a todos, ya que no
existe un precio que regule su uso. Su ejemplo de un pastor que usa la tierra
abierta para alimentar a sus ovejas bien puede compararse con un caso de
destruccion ambiental. Bienes comunes como el aire limpio, el uso del océano
y sus recursos, las tierras publicas (como los parques y bosques nacionales),
la vida silvestre y el espacio estan sujetos a la logica general de la abundancia
y la existencia infinita. [1]

2.1. Ubicacién geografica de la tragedia de los comunes

La tragedia de los comunes apreciada en el presente proyecto surge a raiz
del aprovechamiento de un bien comun, en este caso se trata de la arena de
rio o arena fina, esta hecha principalmente de minerales de silicato, esta se
compone de rocas trituradas con particulas diminutas de 2mm y 0,05mm de
diametro, extraida sin consentimiento alguno de los riesgos que esto puede
generar a raiz de una sobreexplotacion de este bien comtun. Problematica que
se vive en la Bocatoma El Guayabo ubicada al oriente de Neiva, aproxima-
damente a 18km del centro de la ciudad opita, via San Antonio-Vegalarga a
eso de unos 35 minutos de recorrido. La Figura 1 esboza la ruta geografica-
mente hacia la Bocatoma El Guayabo.
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Figura 1: Mapa geogréfico de la ruta a la Bocatoma El Guayabo.[3]

La Bocatoma el Guayabo es el primer acueducto encargado de la potabi-
lidad de la fuente hidrica para la ciudad de Neiva, la cual proviene del rio Las
Ceibas. La cuenca principal del rio Las Ceibas yace en el cerro Santa Rosalia,
este lo conforman cuatro microcuencas las cuales son La Plata, Motilén, San
Bartolo y El Mico. Que a su vez desembocan las quebradas La Plata, La
Negra, Motilén, El Siervo, Yarumal, El Cedral, Santa Elena, Balsillitas, Ma-
dronal, El Guadual, San Bartolo, San Bartolito y El Mico.

% Riellas Ceipye
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9

Figura 2: Mapa geografico de la tragedia de los comunes. (Realizado por
Google Earth)

De la Figura 2 observamos el punto en especifico de extraccién del bien
comun, ubicado al frente de las compuertas del acueducto de la Bocatoma

7



El Guayabo, a un costado del rio las Ceibas.
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Figura 3: Explotacién de la arena en el punto de extraccion.

Alli se vive el aprovechamiento del recurso natural, la arena, por parte de
los explotadores y los duenos del terreno en este caso la CAM. Nétese en la
Figura 3.

2.2. Teoéria de Juegos

La teoria de juegos tiene aplicaciones en muchos entornos como es la
economia, politica, biologia, inteligencia artificial. A diferencia de teoria de
decisiones ahora estudiamos situaciones en las que hay que tomar decisiones
en presencia de otros tomadores de decisiones, la teoria de juegos trata con
problemas de optimizacion interactivos, esto ha disfrutado de una explosion
de desarrollos, incluido el concepto de equilibrio de Nash (1950).

La teoria de juegos utiliza modelos y analisis matematico para explicar la
logica de la interaccion y de las estrategias que utilizan los individuos al jugar,
en otras palabras, estudia la forma en la que los jugadores responden a in-
centivos y su conducta a la hora de tomar decisiones, al elegir modos alternos
para actuar, se debe tomar la consideracién en cémo podrian responder otros



a las acciones que se emprendan. Dicha teoria describe la participacion social,
en donde suele proveernos de predicciones sobre resultados, para predecir un
resultado es necesario conocer la estrategia dominante: es aquella estrategia
que entrega la mayor utilidad o ganancia, dada la estrategia seleccionada
por otra persona. El resultado de un juego en el que cada jugador juega su
estrategia dominante es llamado equilibrio en estrategias dominantes.[6]

{ Qué es el equilibrio de Nash?

Es un “concepto de solucién” en que los agentes econémicos, que inter-
actian unos con otros, seleccionan su mejor estrategia, dadas las estrategias
que todos los demaés agentes seleccionaron, y que maximiza sus ganancias en
tanto que otros agentes carecen de incentivos para hacer un cambio indivi-
dual de estrategia. El concepto de equilibrio de Nash (NE) es intuitivamente
atractivo. De hecho, es una profecia autocumplida. Para explicar, suponga-
mos que un jugador adivinara las estrategias de los otros jugadores. Una
conjetura seria consistente con la maximizacién del pago y, por lo tanto,
seria razonable solo si supone que las estrategias se eligen para maximizar
el pago de cada jugador dadas las estrategias elegidas. En otras palabras,
con cualquier conjunto de estrategias que no sea un NE, existe al menos un
jugador que elige una estrategia que no maximiza los pagos. Ademas, el NE
tiene una propiedad de auto ejecucion: ningun jugador quiere desviarse uni-
lateralmente de él, ya que tal comportamiento conduciria a pagos mas bajos.
Por lo tanto, El equilibrio de Nash parece ser la condicién necesaria para la
prediccién de cualquier comportamiento racional por parte de los jugadores,
Aunque atractivo, existen numerosas criticas al concepto NE. Dos problemas
particularmente molestos son la inexistencia de equilibrio y la multiplicidad
de equilibrios. Sin la existencia de un equilibrio, poco se puede decir sobre el
resultado probable del juego. Si hay multiples equilibrios, entonces no esté
claro cudl sera el resultado.

Una caracteristica interesante del concepto de NE es que la solucion 6pti-
ma del sistema (es decir, una solucién que maximiza la suma de los pagos de
los jugadores) no necesita ser un NE. Por lo tanto, la toma de decisiones des-
centralizada generalmente introduce ineficiencia en la cadena de suministro.
Hay, sin embargo, algunas excepciones para situaciones en las que la com-
petencia puede resultar en un rendimiento 6ptimo del sistema. De hecho, es
posible que un NE ni siquiera esté en la frontera de Pareto: el conjunto de
estrategias de modo que cada jugador puede mejorar solo si otro jugador em-
peora. Un conjunto de estrategias es éptimo de Pareto si estan en la frontera
de Pareto; de lo contrario, un conjunto de estrategias es Pareto inferior. Por



lo tanto, un NE puede ser Pareto inferior.

El juego del Dilema del Prisionero es el ejemplo clasico de esto: solo un
par de estrategias cuando ambos jugadores “cooperan” es Pareto 6ptimo, y
el tnico equilibrio de Nash es cuando ambos jugadores “desertan” resultan
ser Pareto.[6]

Juegos estaticos

En los juegos estaticos no cooperativos, los jugadores eligen estrategias
simultaneamente y luego se comprometen con las estrategias que eligieron,
es decir, se trata de juegos de movimiento simultaneo, de un solo tiro. En
Teoria de Juegos no cooperativo busca una prediccion racional de cémo se
jugara el juego en la practica. El concepto de solucion para estos juegos fue
presentado formalmente por John Nash (1950), aunque algunos casos de uso
de conceptos similares se remontan a un par de siglos. [6]

Configuracién del juego

La estrategia de un jugador puede considerarse como la instrucciéon com-
pleta sobre qué acciones realizar en un juego. Por ejemplo, un jugador puede
dar su estrategia a una persona que no tiene absolutamente ningin conoci-
miento del pago o las preferencias del jugador y esa persona deberia poder
usar las instrucciones contenidas en la estrategia para elegir las acciones que
el jugador desea. Como resultado, el conjunto de estrategias factibles de ca-
da jugador debe ser independiente de las estrategias elegidas por los otros
jugadores, es decir, no se permite que la eleccion de estrategia de un jugador
limite las estrategias factibles de otro jugador. (De lo contrario, el juego esta
mal definido y los resultados analiticos obtenidos del juego son cuestionables).

En la forma normal, los jugadores eligen estrategias simultaneamente.
Las acciones se adoptan después de elegir las estrategias y esas acciones co-
rresponden a las estrategias elegidas. Como alternativa a la seleccién tinica
de estrategias en la forma normal, también se puede disenar un juego en la
forma extensiva. Con la forma extensiva, las acciones se eligen solo segin sea
necesario, por lo que las elecciones secuenciales son posibles. Como resultado,
los jugadores pueden aprender informacion entre la seleccién de acciones, en
particular, un jugador puede aprender qué acciones se eligieron previamente
o el resultado de un evento aleatorio. La Figura 4 proporciona un ejemplo
de un juego de forma extensiva simple y su representacién de forma normal
equivalente: hay dos jugadores, el jugador I elige entre {Izquierda, Derecha}
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y el jugador II elige entre {Arriba, Abajo}. En la forma extensiva, el jugador
I elige primero, luego el jugador II elige después de aprender la eleccion del
jugador I. En la forma normal eligen simultaneamente. La distincién clave
entre los juegos de forma normal y extensiva es que, en la forma normal, un
jugador puede comprometerse con todas las decisiones futuras. Mas adelante
mostramos que este poder de compromiso adicional puede influir en el con-
junto de equilibrios plausibles.

I
Left  Right
U
g P GI (0,0)
(3.3) (0,0) (5.2) Down| (3,3) | (5.2

Figura 4: Representacion del juego en forma extensiva vs normal.[6]

Un jugador puede elegir una estrategia en particular o un jugador pue-
de elegir seleccionar aleatoriamente entre un conjunto de estrategias. En el
primer caso se dice que el jugador elige una estrategia pura mientras que
en el ultimo caso el jugador elige una estrategia mixta. Hay situaciones en
economia y marketing que han utilizado estrategias mixtas, por ejemplo, no
parece razonable sugerir que un gerente deberia “lanzar una moneda” entre
varios niveles de capacidad. Afortunadamente, los equilibrios de estrategias
mixtas no existen en juegos con un unico equilibrio de estrategias puras. Por
lo tanto, en esos juegos la atencion se puede restringir a estrategias puras sin
pérdida de generalidad.

En un juego no cooperativo, los jugadores no pueden hacer compromi-
sos vinculantes antes de elegir sus estrategias. En un juego cooperativo, los
jugadores pueden hacer compromisos vinculantes. Por lo tanto, en un juego
cooperativo, los jugadores pueden realizar pagos adicionales y formar coali-
ciones. [6]
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2.3. Ecuaciones Diferenciales

Se dice que una ecuacién diferencial (ED) es cualquier ecuacién que con-
tiene las derivadas de una o méds variables dependientes con respecto a una
o mas variables independientes.

Con el objetivo de referirnos a ellas, debemos clasificar las ecuaciones di-
ferenciales por tipo, orden y linealidad.[7]
Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales

Aqui nos enfocamos en el estudio de las técnicas apropiadas para la reso-
lucion de ecuaciones diferenciales lineales de la forma

X' =AX+F
O en su forma matricial:
xy an(t) aa(t) -+ aw(t) Ty fi(t)
d x| asn (t) an(t) - an(t) T N fi(t)
|l | : : : :
I an1(t) an2(t) -+ Ana(l) In fu(t)
Donde
air(t) ann(t) -+ a(t) fi(t)
an1 (t) an?(t) T ann<t) fN(t)

Si el sistema es homogéneo (F(t) = 0), su forma matricial es entonces:

X'=AX

Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es no lineal, normalmen-
te no se pueden encontrar soluciones en términos de funciones elementales.
En este capitulo estudiaremos que se puede obtener informacién muy valiosa
acerca de la naturaleza geométrica de las soluciones analizando en primera
instancia las soluciones constantes especiales llamadas puntos criticos vy,
después, buscando las soluciones periddicas denominadas ciclos limite. Se
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presentara el importante concepto de estabilidad y se ilustrard con ejemplos
de los campos de la fisica y la biologia.[7]

Tipos de soluciones. Si P(z,y), Q(x,y), y las derivadas parciales de
primer orden 0P/dx,0P/0y,0Q/0x y 0Q/Jy son continuas en una regién R
del plano, entonces una solucién del sistema auténomo plano

% = P(z.y)

que satisface X (0) = X es tinica y constituye uno de los tres tipos bésicos

i)

i)

iii)

Una solucién constante z(t) = xo, y(t) = yo (0o X () = X, para toda
t). Una solucién constante se llama punto critico o punto estaciona-
rio. Cuando una particula se coloca en un punto critico Xy (esto es,
X (0) = Xp), permanece ahi indefinidamente. Por esta razén, una solu-
cién constante se conoce también como solucién de equilibrio. Observe
esto: debido a que X'(t) = 0, un punto critico es una solucién del
sistema de ecuaciones algebraicas

Una solucién = = z(t),y = y(t) que define un arco: una curva plana
que no se cruza a si misma. Por lo tanto, la curva de la Figura 5 a)
puede ser una solucién de un sistema auténomo plano, mientras que la
curva de la figura b) no puede ser una solucién. Habria dos soluciones
que comenzarian a partir del punto P de la interseccion.

Una solucién periédica x = z(t),y = y(t). Se le llama ciclo a una
solucién periédica. Si p es el periodo de la solucién, entonces X (t+p) =
X (t), y una particula colocada sobre la curva en Xy viajard por la curva
y regresard a X, en p unidades de tiempo.[7]

Linealizacion y estabilidad local
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X(0) 1

X(0)
a) b)

Figura 5: Retrato de fases de sistemas.|7]

X(0)

Figura 6: Retrato de fase de una solucién periédica, ciclo.[7]

Definicién puntos criticos estables

Sea X7 un punto critico de un sistema auténomo, y dejemos que X = X (t)
exprese la solucién que satisface la condicién inicial X (0) = X,, donde
Xo # X;. Decimos que X; es un punto critico estable cuando, dado cual-
quier radio p > 0, existe un radio correspondiente r > 0 tal que si la posicion
inicial X satisface | Xo — X;| < r, entonces la solucién correspondiente X ()
satisface | X (t) — X1| < p para toda t > 0. Si, ademds, lim;_,., X(t) = X3
siempre que | Xo — X;| < r, llamamos a X; punto critico estable asintético.

Esta definicién se ilustra en la Figura 7 (a). Dado cualquier disco de
radio p alrededor del punto critico X;, una solucién permanecera dentro del
disco siempre y cuando el valor de X (0) = X, sea seleccionado lo suficiente-
mente cerca de X;. No es necesario que la solucion se acerque al punto critico
para que X; sea estable. Los nodos estables, los puntos en espiral estables
y los centros son ejemplos de puntos criticos estables de sistemas lineales.
Para enfatizar que X, debe seleccionarse cercano a X, también se utiliza el
término punto critico estable localmente.

La definiciéon de punto critico inestable se obtiene al negar la definicion

14



anterior.[7]

a) estable b) inestable
Figura 7: Punto critico estable e inestable.|7]

Estabilidad de los sistemas no lineales

Matriz jacobiana. Se puede llevar a cabo un analisis similar para un
sistema auténomo plano. Una ecuacién del plano tangente a la superficie

z=g(x,y) en X1 = (21,31) es

(y — )

(z1,91)

9 9
z=9(@Ly) + 5, @~ 1)+ oy

y g(z,y) puede ser aproximada por su plano tangente en las cercanias de
Xj. Cuando X es un punto critico del sistema auténomo plano, P(zq,y;) =
Q(z1,71) = 0 y tenemos

r_ ~ OP _ oprP
= P<x’y) ™ oz |(w17y1) (SL’ xl) + 9y |(I17y1)
— ~ 9Q oQ
V=Qy)~ Rl -+ B -

(z1,91)

El sistema original X’ = ¢g(X) puede ser aproximado en las cercanias del
punto critico X; mediante el sistema lineal X’ = A(X — X), donde

oP oP

A= Oz (w1,91) 9y (z1,91)
) oq
Oz (z1,91) %y (z1,91)

Esta matriz se conoce con el nombre de matriz jacobiana en X; y se
expresa como ¢'(X7). Si establecemos H = X—X;, entonces el sistema li-
neal X = A(X — X;) se convierte en H' = AH, que es de la forma del
sistema lineal analizado en la seccién anterior. El punto critico X = X para
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X' = A(X — X)) corresponde ahora al punto critico H = 0 para H' = AH. Si
los valores propios de A tienen partes reales negativas, entonces, por el Teo-
rema (Criterio de estabilidad de los sistemas lineales), 0 es un punto critico
estable asintéticamente para H' = AH. Si existe un valor propio que tenga
parte real positiva, H = 0 es un punto critico inestable. El teorema siguiente
afirma que se puede llegar a la misma conclusion para el punto critico X; del
sistema original.[7]

Clasificacion de los puntos criticos. Es natural preguntarse si es po-
sible inferir mas informacién geométrica acerca de las soluciones cercanas al
punto critico X; de un sistema auténomo no lineal a partir de un anélisis
del punto critico del sistema lineal correspondiente. La respuesta se resume
en la figura siguiente; sin embargo, deben atenderse los comentarios siguien-
tes. Donde A es el determinante y 7 la traza de la matriz de los coeficientes
constantes del sistema A. Para asi el polinomio caracteristico

N+TA+A=0
Por lo tanto, los valores propios de A son A =7 + /72 —4A/2 .

i) En cinco casos distintos (nodo estable, punto espiral estable, punto es-
piral inestable, nodo inestable y equilibrio) el punto critico se puede
categorizar como el punto critico en el sistema lineal correspondiente.
Las soluciones tienen las mismas caracteristicas geométricas genera-
les que las soluciones del sistema lineal, y conforme se acercan a las
inmediaciones de X; el parecido es mayor.

ii) Si7T?=4Ay 7 >0, el punto critico X; es inestable; sin embargo, para
este caso en el limite, todavia no podemos decidir si X; es una espiral
estable, un nodo inestable o un nodo degenerado inestable. De manera
similar, si 72 = 4A y 7 < 0, el punto critico X; es estable, pero puede
ser una espiral estable, un nodo estable o un nodo degenerado estable.

iii) Sit=0y
A > 0, los valores propios de A = ¢’(X) son imaginarios puros, y
para este caso en el limite X; puede ser una espiral estable, una espiral

inestable o un centro. De este modo, todavia no es posible determinar
si X es estable o inestable.[7]
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n . T2=4A
espiral espiral
estable inestable

? ? ?
nodo estable \ / nodo inestable
9

?

? ?
)\ | /
T2_4A <0 \
| inestable

estable 9 9 9

equilibrio

\\/\/
a

Figura 8: Todas las posibles soluciones de los puntos criticos de un sistema
auténomo no lineal.[7]

Teorema de Linealizaciéon de Liapunov y Poincaré.

1. Sea un punto critico (o, yo) de un sistema auténomo es asintéticamente
estable si y sélo si todos los autovalores de la matriz A poseen parte
real negativa (esto es, si el punto critico (0,0) del sistema linealizado
es asintéticamente estable).

2. Sea un punto critico (zg,yo) de un sistema auténomo es inestable si y
solo si la matriz A del sistema posee un autovalor con parte real positiva
(es decir, el punto critico (0,0) es inestable para el sistema linealizado.

Maés atn, si los autovalores de A son distintos entre si y distintos de cero
se puede decir lo siguiente:

i) Si A1 < Ay <0, entonces (g, yo) es un nodo asintéticamente estable.

ii) SiA; > A2 > 0, entonces (xg,yo) es un nodo inestable.
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iii) Si A <0 < Ay, entonces (xg,yp) es un punto silla.

vi) Si A; no es real y Re(A;) < 0, entonces (xo, o) es un foco asintdtica-
mente estable.

v) SiA;noesreal y Re(A\) > 0, entonces (g, yo) es un foco inestable.[8]

2.4. Dinamica del replicador

La ecuacion de la dindamica del replicador estda dada como:
#; = x;((Az); — 27 Ax)

Donde z; es la proporcién de tipo i en la poblacién, x = (z1,...,z,) es el
vector de distribucion de tipos en la poblacién, la matriz de pagos A contiene
toda la informacion de aptitud para la poblacion: la recompensa esperada se
puede escribir como (Az); y la aptitud media de la poblacién en su conjunto
se puede escribir como z7 Az.[9]

Esta ecuacion diferencial define la llamada dindmica del replicador. Es un
tipo de dinamica posible, no es el 1inico posible, representa bien comporta-
mientos de individuos que al cruzarse se dividen y de esta forma surgen los
descendientes.

Es una simplificacién y vale so6lo dentro de determinados casos, pero es
ampliamente aplicable y permite hacer predicciones sobre el comportamiento
futuro de una poblacién que siga las reglas antes dichas para su reproduc-
cion. No obstante comportamientos mas complejos, pueden ser muchas veces
llevados para estudiar la evolucion de la poblacion, luego de hacer algunas
simplificaciones, a este tipo de ecuaciones.

Son conocidas algunas relaciones entre equilibrios dindmicos o estados
estacionarios de este sistema y los equilibrios de Nash o equilibrios evolu-
tivamente estables. Este tema es de gran interés porque relaciona el com-
portamiento de poblaciones de individuos y las posibilidades de que estos se
vean modificados en un largo periodo o no, por la aparicion de mutaciones,
o cambios en el comportamiento por otros motivos. [10]

La ecuacion del replicador describe la forma como evoluciona el compor-
tamiento de un grupo de individuos dentro de una poblacién de seleccion
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natural, que refleja una dinamica de juego determinista, mondétona y no li-
neal, en la teoria de juegos evolutivos. Como la ecuacion de cuasi especies,
en que permite que la funcién de aptitud incorpore la distribucion de los
tipos de poblacion en lugar de establecer la aptitud de un tipo particular
constante. Esta importante propiedad permite que la ecuacién del replicador
capture la esencia de la seleccion. A diferencia de la ecuacion de cuasi espe-
cies, la ecuacién del replicador no incorpora mutacién y por eso no es capaz
de innovar nuevos tipos o estrategias puras. [9)]

2.5. Modelo de Dinamica de Replicador con Retroali-
mentacién-Evolucién de Juegos

Replicator Dynamics

A
Cooperator, x,

A11(n) | Aqa(n)

Detector, x,

Az1(N) | Azp(n)

-

Time

=

|Replicator Dynamlics with Feedback-evolving Games

Figura 9: Representacién gréfica de la dindmica del replicador. [12]

En la Figura 9 vemos la dindmica del replicador en juegos que evolucio-
nan (Arriba). En la dindmica del replicador, la matriz de rentabilidad (A)
determina los cambios dependientes de la frecuencia en las estrategias, x;
(Arriba y Abajo). En la dindmica del replicador con juegos de retroalimen-
tacion-evolucion, las frecuencias de las estrategias influyen en el entorno n,
que, a largo plazo, modifica los pagos A(n). El sistema acoplado incluye la
dinamica de la matriz de rentabilidad y las estrategias.
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Donde la matriz de pagos del modelo esta dada por las recompensas de
los dos jugadores:

R S

Aln) = {T P}

Consideramos una version modificada de la dindmica estandar del repli-
cador con un sistema de EDO no lineal donde:

x(t) representa las estrategias de los jugadores (Cooperadores)

n(t) representa el estado ambiental del bien comun.

{ex' =x(1 —x)[0ps + (6rr — Ops)x](1 — 2n)
n=n(l—n)[-1+ (1+06)z]

dado ¢ > 0 denota la velocidad relativa por la cual las acciones indivi-
duales modifican el estado ambiental y 6 > 0 representa la relacién entre
las tasas de mejora y las tasas de degradacion de cooperadores y desertores,
respectivamente. Donde:
ops=P— 5
5TR =T—-R

De la matriz de pagos del modelo A(n).

El término n(n — 1) en la ecuacién asegura que el estado ambiental se
limita al dominio [0, 1]. [12]

Condiciones generalizadas para una tragedia oscilante de los bie-
nes comunes.
Aqui, generalizamos nuestro analisis considerando un modelo de dinamica
de replicadores con juegos que evolucionan en retroalimentacién con pagos
asimétricos, corresponde a la matriz de pagos de la Figura 9:
Ry Sy Ry 5
A(n) = (1—n) {To nl T A
Donde 0 < n < 1. Como antes, suponemos que si n=0 entonces la ma-
triz de rentabilidad tiene un equilibrio de Nash tnico correspondiente a la

dominacién cooperativa, es decir, Rg > Ty v Sy > Fy. Del mismo modo, supo-
nemos que si n = 1, entonces la matriz de rentabilidad tiene un equilibrio de
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Nash tinico que corresponde a la dominacién de desertores, es decir, Ry < T
y S1 < P;. Al romper la simetria de los pagos, podemos explorar casos en
los que tanto el signo relativo como la magnitud de los pagos cambian en
funcién del estado ambiental. [12]
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3. Analisis Cualitativo

El modelo dinamico replicador con retroalimentacion en el medio ambien-
te—evolucion del juego esta dado como:

{Ei = .T(l — 33')[5133 + ((STR — 5p5)$ (1 — 2n)
n=n(l—-n)[—-14 (1+0)z]

dn

. _de o _ dn
Donde & = %} y n = 9.

Procederemos a hallar los puntos de estabilidad de nuestro modelo, es de-

cir, los puntos fijos o puntos de equilibrio. Ello se resuelve igualando nuestras
dos ecuaciones a 0.

{ex' =x(1 —x)[0ps + (6rr — Ops)x](1 —2n) =0
n=n(l-n)[-1+(1+0)z]=0

De alli analizaremos el comportamiento de nuestra variable “n” (recurso
natural) respecto a la solucién de nuestro anterior sistema.

De la primera ecuacién vemos que:

1

Cuando nuestro recurso natural esta en un punto medio. Obtuvimos el
primer punto fijo a analizar.

De la segunda ecuacién (n) es evidente que n = 0 (cuando nuestro recurso
natural estd agotado).

Y por ultimo tenemos que:

(1-n)=0—-n=1

Finalmente, cuando nuestro recurso natural estd repleto.
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Consecuentemente procederemos a realizar su analisis cualitativo en esos
tres estados de nuestro sistema para observar el comportamiento de sus pun-
tos fijos o puntos de equilibrio.

Estado agotado (n = 0)

Sustituyendo el valor de n = 0 en nuestro modelo podemos observar los
diferentes valores de z que cumplen con la condicién del sistema para ser
puntos fijos o puntos de equilibrio:

{e:’c =x(1—x)[0ps + (60rr — Ops)x](1 —2n) =0
n=n(l-n)-1+(1+0)z]=0

Reemplazando vemos que:
(x,n) = (0,0) y (z,n) = (1,0) son puntos fijos en un estado agotado de
nuestro sistema.

Estado repleto (n =1)

Sustituyendo el valor de n = 1 en nuestro modelo podemos observar los
diferentes valores de z que cumplen con la condicién del sistema para ser
puntos fijos o puntos de equilibrio:

{ea': =2(1 — 2)[0ps + (orr — dps)x](1 —2n) =0
n=n(l-n)-1+(1+0)z]=0

Reemplazando vemos que:
(x,n) =(0,1) y (z,n) = (1,1) son puntos fijos en un estado repleto de nues-
tro sistema.

Estado intermedio (n = 1)

Sustituyendo el valor de (n = %) en nuestro modelo podemos observar

los diferentes valores de x que cumplen con la condicion del sistema para ser
puntos fijos o puntos de equilibrio:
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{Glt = J](l - l’)[5p5 + (5TR - (5ps)l‘ (1 - 271) =0
n=n(l-n)[-1+(1+0)z]=0

Reemplazando vemos que en la segunda ecuacién para que se cumpla la
igualdad se debe cumplir que:

[—1+(1+9)x]:0—>a::(1+9)

Finalmente tenemos 1 )

r,n)=(——, =
(z,m) (1 +0 2)
que representa a una poblaciéon mixta de cooperadores y desertores en un

ambiente intermedio.

Concluyendo, obtuvimos cinco puntos fijos o puntos de equilibrio de nues-
tro modelo:

(ZE,TL)* = (070)
(ZE,TL)* = (170)
($’n)* = (07 1)
($7n)* = (17 1)
(n) = (1503)

Que es evidente que si reemplazamos cada punto fijo o puntos de equili-
brio en nuestro modelo veremos que la igualdad se cumple

et = x(1 — 2)[0ps + (0rr — dps)z](1 —2n) =0
n=n(l-n)[-1+(14+0)z] =0

Donde 0 <e<1<;0<n<1y60>0
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Una vez hallados los puntos fijos ahora analizaremos el comportamien-
to de ellos, si son estables o inestables. Para ello debemos hallar la matriz
Jacobiana de nuestro modelo, entonces procedemos a resolver las derivadas

parciales de nuestro sistema:

or On
J =
or On

Iniciamos con gx

oz
€5r = (1 —x)[0ps + (07r — Ops)x](1 — 2n)
(]_ ZE)[(;pS -+ (5TR — (5]35)1'](]_ — 2TL)
(:1: — SL’2>[5PS + xéTR — xéps](l — 2n)
(x — 2?)(0ps + 267r — 26pg — 2ndps — 2nxd + 2NTdpg)
= ZL'(SPS + ZE25TR — 21‘25135 - 2711‘5135 — 271:1725TR -+ 4TZZL'25PS — I35TR

+ 230pg + 2n2307k — 2na3dpg

Derivando parcialmente “z”

9i
ge = 0pg + 2207r — 4xdps — 2ndps — dnxdrp + 8nrdpg — 3-1'25TR + 3.1'25135

ox
+ 6naorp — 6nrdpg

Ahora hallamos gm

ox

€E— = l‘(sPS +z 5TR — X 5PS - QHZL‘(SPS — ZTLZE 5TR + 4nx 5p5 — X 5PS

on

— 230 + 230pg + 2nx0pr — 2na0pg

Derivando parcialmente “n”
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9i
< = —21’5135 - 2ZL‘25TR + 41‘25135 + 2{L‘3(STR - 21’3(5]35

“on
Ahora hallamos %:
Py
a—Z =n(l—n)[—1+ (1+0)z]

=n—n*[—1+ (1 +0)z]
=n—n’[-1+x + 0]
= —n+nx + 0nz + n? — n’z — On’x

[{Pe)]

Derivando parcialmente “x

Py
(9_n =n—+0n—n®>—0n?
s
Ahora hallamos %:
Py
8_n = —n+nx + Onx +n?® —n’z — O’z
n

Derivando parcialmente “n”

on

— =—1+x+4+0x+2n—2nr — 20nx
on

Finalmente, la matriz Jacobiana de nuestro modelo es la siguiente:

or On
J* =
or On
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Donde

9i
8—§ = (SPS + 2x5TR — 41‘5135 — 277,(5135 — 4711‘57‘3 + 8711’5133 — 3$25TR + 33725135
+6nz20rr — 6n22dpg
O 2 2 3 3
P —2x0ps — 2x°07R + 42°0ps + 22°07Rr — 22°0pg
Py
an =n+0n—n?—0n’s
ox
Py
gn _ —14+z+0x+2n —2nx — 20nx
on

En el analisis de estabilidad de los puntos fijos tendremos dos casos a
analizar en cada punto que se deriva de la matriz de pagos asimétricos de los
jugadores de nuestro modelo.

Condiciones generalizadas para una tragedia oscilante de los bie-
nes comunes.
Aqui, generalizamos nuestro andlisis considerando un modelo de dindmica
de replicadores con juegos que evolucionan en retroalimentacién con pagos
asimétricos:

A == | Bl a [ 3

Donde 0 < n < 1. Como antes, suponemos que si n = 0 entonces la
matriz de rentabilidad tiene un equilibrio de Nash tinico correspondiente a la
dominacién cooperativa, es decir, Ry > Ty y Sy > Fy. Del mismo modo, supo-
nemos que si n = 1, entonces la matriz de rentabilidad tiene un equilibrio de
Nash tinico que corresponde a la dominacion de desertores, es decir, R; < T}
y S1 < P;. Al romper la simetria de los pagos, podemos explorar casos en
los que tanto el signo relativo como la magnitud de los pagos cambian en
funcién del estado ambiental. [12]

Donde vemos que:
Si R<TyS < P esun caso de Desercién mutua.

Si R>T vy S > P esun caso de Cooperacién mutua.

Ahora procederemos a evaluar la estabilidad segun los casos anteriores.
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Para (z,n)* = (0,0) Desertores en un ambiente agotado.

roo= (" 0)

= SiR<TyS < P es un caso de Desercion mutua: Los valores
propios de nuestra matriz Jacobiana J*(0,0) son A\; = dpg y Ao = —1
siendo dpg > 0 para que nuestro punto fijo sea un punto silla inestable.

» SiR>TyS > P esun caso de Cooperaciéon mutua: Los valores
propios de nuestra matriz Jacobiana J*(0,0) son A\ = dpg y 0 = —1
siendo dpg < 0 para que nuestro punto fijo sea un nodo asintéticamente
estable.

Para (z,n)" = (1,0) Cooperadores en un ambiente agotado.

J*(1,0) = (5763 8)

» SiR<TyS < Pesun caso de Desercion mutua: Los valores propios
de nuestra matriz Jacobiana J*(1,0) son A\ = —drg y A2 = 6 siendo
d0rr > 0y 0 > 0 para que nuestro punto fijo sea un punto silla inestable.

= SiR>TyS > P esun caso de Cooperacion mutua: Los valores
propios de nuestra matriz Jacobiana J*(1,0) son Ay = —07g y Ay = 6
siendo drr < 0 y @ > 0 para que nuestro punto fijo sea un nodo ines-
table.

Para (z,n)* = (0,1) Desertores en un ambiente repleto.
* _ _5PS 0
Fo= (2 )
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» SiR<TyS < P esun caso de Deserciéon mutua: Los valores
propios de nuestra matriz Jacobiana J*(0,1) son A\; = —dpg y Ao = 1
siendo dpg > 0 para que nuestro punto fijo sea un punto silla inestable.

» SiR>TyS > P es un caso de Cooperacion mutua: Los valores

propios de nuestra matriz Jacobiana J*(0,1) son A\; = —dpsy Ao =1
siendo dpg < 0y € > 0 para que nuestro punto fijo sea un nodo inesta-
ble.

Para (z,n)* = (1,1) Cooperadores en un ambiente repleto.

J(1,1) = (‘570“3 _09)

s SiR<TyS < Pesun caso de Desercién mutua: Los valores propios
de nuestra matriz Jacobiana J*(1,1) son A\; = d7g y A2 = —0 siendo
d0rr > 0y 0 > 0 para que nuestro punto fijo sea un punto silla inestable.

» SiR>TyS > P es un caso de Cooperacion mutua: Los valores
propios de nuestra matriz Jacobiana J*(1,1) son A\; = drr y Ay = —0
siendo drg < 0y 6 > 0 para que nuestro punto fijo sea un nodo asintéti-
camente estable.

Para (z,n)* = (ﬁ, ;) Poblacién mixta de cooperadores y deser-

tores en un ambiente intermedio.

—2025p5—205
J*(L 1): 0 G
1(1+9) 0

Aplicando el polinomio caracteristico podemos ver que valores propios de
nuestra matriz Jacobiana son los siguientes:

N
2(1 1 0)?

0(5ps + orr)

pr— :i: —_—m—m
A 211 0)2
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s Si R<TyS <P esun caso de Desercion mutua: Los valores pro-

pios de nuestra matriz Jacobiana J *(1—J1r€, %) son dos numeros comple-
jos iguales, pero de diferente signo. Siendo dps > 0y drg > 0 entonces
Ops+orr > 0y 6 > 0 para que la parte real de nuestro niimero complejo
Re(A) < 0 entonces finalmente nuestro punto fijo serd un foco (espiral)
estable. En este punto fijo podemos observar la estabilidad de nuestro
sistema, obteniendo asi la mejor relacién entre beneficio/sostenibilidad,

beneficio para los explotadores y sostenibilidad del medio ambiente.

= SiR>TyS > P esun caso de Cooperacion mutua: Los valores

propios de nuestra matriz Jacobiana J *(1—_1w, %) son dos valores iguales,
pero de diferente signo. Teniendo en cuenta que dps < 0y drg < 0
entonces dpg + drr < 0y 6 > 0 para que los valores propios sean de la

forma
0(dps + Orr)
2(1460)?

y finalmente nuestro punto fijo es un punto silla inestable.

A==

Finalmente se puede decir que obtuvimos 4 puntos fijos “limitrofes”,
es decir, (i) (z* = 0,n* = 0) desertores en un ambiente degradado; (i7)
(x* = 1,n* = 0) cooperadores en un ambiente de grado; (iii) (z* = 0,n* = 1)
desertores en un ambiente de repleto; (iv) (z* = 1,n* = 1) cooperadores en
un ambiente repleto. Y también un punto fijo “interior” (z* = ﬁ,n* = %)
que representa una poblacion mixta de cooperadores y desertores en un am-

biente intermedio.

La direccién de las orbitas en el plano de fase determinado por (z,n)
es en sentido antihorario, es decir, en sentido contrario a las manecillas del
reloj. La teoria es la siguiente. Un sistema inicializado internamente, cercano
a (r = 0,n = 0) avanzara a (x = 1,n = 0), porque se prefiere la coopera-
cion. Luego, a medida que los cooperadores mejoran el ambiente, el sistema
se mueve a la posiciéon (r = 1,n = 1). Los desertores invadiran un estado
ecolégicamente mejorado y el sistema se movera a un estado cercano a la raiz
(x = 0,n = 1). Finalmente, en un entorno dominado por desertores, el estado
del entorno se deteriorard y el sistema alcanzard la posicién (z = 0,n = 0).
Esta teorfa se mantiene en todo el dominio. En la Figura 10 (parte superior
derecha) se evidencia lo anterior expuesto del sistema para el cual se selec-
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ciona la matriz de pagos, R=2; S =3;T =6; P =8.

Estado Ambiental, it
Estado Amblental, n

Estado Amblental, n
Estado Ambiental, n

0 o1 02 03 04 05 o6 07 08 03 1
Cooperadores, x

Cooperadores, x

T-R<O0

Figura 10: Retratos de fases de las dindmicas obtenidas en nuestro modelo
segun todas las combinaciones posibles de pagos relacionadasa T'— Ry P—.S
modelado en Pplane.

Ahora bien, analizaremos como afecta en nuestro sistema el parametro e
que denota la velocidad relativa por la cual las acciones individuales modi-
fican el estado ambiental, de tal manera que 0 < € < 1 el cambio ambiental
es relativamente lento en comparacién con el cambio en la frecuencia de los
estrategas.
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Figura 11: Varianza de la dindmica del sistema dado el cambio de € (la
velocidad relativa de la estrategia y la dindmica ambiental). El pardmetro
e varia de 0,1 a 4 casos dados. Las anteriores dinamicas corresponden a los
valores de R =4; S =7, T = 6; P =8 (Caso de Desercién Mutua) y 6 = 2
modelado en Python.

En la Figura 11 observamos que a un mayor parametro € el cambio de
nuestro sistema es mas lento en comparacion a un parametro € menor, de
ahi deducimos que este parametro controla la perturbacion o la dinamica de
nuestro sistema a razén de un cambio rapido o un cambio lento.

Y asi mismo evidenciar la relevancia de 6 la relacion entre las tasas de
mejora y las tasas de degradacién de cooperadores y desertores en nuestro
sistema.
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Figura 12: Varianza de la dindmica del sistema dado el cambio de 6 (la
relacion entre las tasas de mejora y las tasas de degradacién de cooperadores
y desertores). El parametro 0 varia de 0,1 a 4 casos dados. Las anteriores
dindmicas corresponden a los valores de R =4; S =7; T = 6; P = 8 (Caso
de Deserciéon Mutua) y € = 0,1 modelado en Python.

Se evidencia en la Figura 12 que el parametro 6 es netamente influyente
en nuestro estado ambiental n(t), que a un menor parametro ¢ nuestro estado
ambiental tiene una menor variabilidad que en el caso de un mayor valor de
0 . Se podria decir que es un caso contrario al andlisis del pardametro € .
Por ultimo este parametro 6 afecta la ubicacion del punto fijo o punto de
equilibrio interior
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4. Sobreexplotacién de la arena en la
Bocatoma El Guayabo

Aplicaremos el anterior modelo a la problematica en especifica la sobre-
explotacién de la arena en la Bocatoma el Guayabo.

Segun la base de datos obtenida de la sobreexplotacién de la arena en la
Bocatoma el Guayabo de los explotadores y con la colaboracién del Direc-
tor del Proyecto Ceibas Javier Cardozo (CAM), procederemos a hallar los
parametros necesarios para abarcar el problema;

;Qué nivel de beneficio ;Qué nivel de beneficio
Sexo ,Qué tipo de jugador representa? obtiene al cooperar con obtiene al desertar (NO COOPERAR)
¢ P Jug P : la explotacién de la arena con la explotacién de la arena
en la Bocatoma El Guayabo? en la Bocatoma El Guayabo?
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 9 4
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 8 7
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 9 1
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 9 2
Masculino Explotador 10 3
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 10 0
Masculino Explotador 9 1
Masculino Aledario 0 8
Femenino Aledanio 5 5
Masculino CAM 8 0

Cuadro 1: Base de datos obtenida en el punto de extraccién de la arena en
la Bocatoma el Guayabo, tomado de Excel.

Evaluamos promedio de los explotadores:

. Qué nivel de beneficio . Qué nivel de beneficio
obtiene al cooperar con obtiene al desertar (NO COOPERAR)
la explotacién de la arena con la explotacién de la
en la Bocatoma El Guayabo? arena en la Bocatoma El Guayabo?
Promedio de las respuestas de los explotadores 9,6 1,2

Cuadro 2: Promedio de los explotadores realizado en Excel.

Con ello llegamos a nuestra matriz de pagos del juego:
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CAM | Explotadores
Cooperar 8 9,6
Desertar 0 1,2

Cuadro 3: Matriz de pagos A(n) de la sobreexplotacién de la arena en la
Bocatoma el Guayabo obtenida de la base de datos del Cuadro 1.

Observamos que R=8; 5 =96;T=0y P=1,.2.

Del analisis cualitativo concluimos que se trata de un caso de cooperacién
mutua, donde tendra un equilibrio de Nash tnico cuando el estado ambiental
del recurso natural este agotado (n = 0).

Tenemos nuestro modelo de replicador dindmico con retroalimentacién en
medio ambiente:

et = x(1 — 2)[0ps + (0rr — dps)z](1 — 2n)
n=n(l—n)[—-14+ (1+06)z]

Reemplazando tenemos

et = x(1 — )84 + (=8 +84)z|(1 — 2n)
n=n(l—n)[—1+ (1+6)z

Aqui tomaremos valores cualesquiera de € y 6 ya que no afectaran la parte
cualitativa de suma importancia en nuestro sistema debido a que tenemos un
caso de Cooperacion Mutua, en donde vemos que la estabilidad de nuestro
sistema la hallamos en los puntos fijos o puntos de equilibrio:

i) (z,n)* = (0,0) (nodo asintéticamente estable) Desertores en un am-
biente agotado. Aqui los jugadores en un entorno ambiental por debajo
de la mitad del recurso de la arena y del punto fijo interior inestable
(x,n)* = (l—ig, 1) optan por la desercién (no cooperacién) de la explo-
tacion de la arena debido a que llegard un punto en el que agoten todo
el recurso natural, y por ende no habré explotacion. En otras palabras,
la dindmica que vemos es que los cooperadores en un ambiente agotado
van poco a poco desertando en la explotacion para que el recurso na-
tural se retroalimente en el punto maximo del punto fijo interior para
que luego nuevamente descienda y se termine de agotar por completo

el recurso natural, en este caso la arena.
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ii) (z,n)* = (1,1) (nodo asintéticamente estable) Cooperadores en un am-
biente repleto. Aqui veremos un caso contrario al anterior debido a que
por encima del punto fijo interior inestable (x,n)* = (ﬁ, 1) los deser-
tores en un ambiente repleto se veran incitados a la cooperacién en la
explotacion de la arena que esta tendra un pico minimo en el punto fijo
interior para que luego el estado ambiental aumente y sea estable, es

decir hallamos aqui el punto de beneficio y sostenibilidad.

A continuacion, veremos algunas dindmicas que ilustren lo anterior dicho:

Con 0 < € < 1 variando 8 Con € > 1 variando 8

Estado Ambiental, n
Estado Amblental, n

s e
S 2

g
Estado Ambiental, n

Estado Amblental, n

Cooperadores, x Cooperadores, x

Figura 13: Retratos de fases de la sobreexplotacién de la arena en la Boca-
toma el Guayabo. Modelado en Pplane con la matriz de pagos obtenida en
el Cuadro 3, variando € y 6.

Cuando 0 < € < 1 tenemos una dindmica del sistema mas lenta mientras
que cuando € > 1 tenemos una dindamica mas rapida puesto que edenota la
velocidad relativa por la cual las acciones individuales modifican el estado
ambiental. La variacién de 6 que es la relacion entre las tasas de mejora y las
tasas de degradacion de cooperadores y desertores, respectivamente. Vemos
que este parametro esta relacionado con el punto fijo interior afectando su
ubicacién a razén de (7)* = — a medida que 6 se hace cada vez mas grande

1+6
se ubicard mucho mas cerca al 0.
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Iniciando nuestro sistema con una condicién inicial (0,1,0,1) por debajo
del estado ambiental (n = 0,5) obtenemos:

—— Cooperadores 0.10
—— Estado Ambiental

0.08 0.08

o

°

=3
o
o
&

Estado Ambiental

o
=3
2

Estado del Sistema
4
S
b3

\\ 1 0.02

0.00

0 2 4 6 8 10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tiempo Fraccién de Cooperadores

Figura 14: Comportamiento del sistema a través del tiempo. Modelado en
Python con la matriz de pagos obtenida en el Cuadro 3, ¢ =08y 0 = 2.

Vemos claramente que nuestro sistema no seria autosostenible inicialmen-
te con el recurso natural de la arena llegando asi al agotamiento de dicho re-
curso y dejando insatisfecho a los explotadores que se quedarian sin beneficio
alguno.

4.1. Solucién ()ptima

Con una condicién inicial (0,6, 0,6) por encima del estado ambiental (n =
0,5) obtenemos:

Estado del Sistema
Estado Ambiental
o
@
<3

‘ 0.70

—— Cooperadores
Estado Ambiental

0 2 4 6 8 10 060 065 070 075 080 085 090 095 1.00
Tiempo Fraccion de Cooperadores

Figura 15: Comportamiento del sistema a través del tiempo. Modelado en
Python con la matriz de pagos obtenida en el Cuadro 3, ¢ =087y 0 = 2.

Aqui se aprecia la estabilidad del sistema y por ende el control optimo

siendo cuando el sistema se inicie con un estado ambiental superior o igual
a (n = 0,5). Se evidencia en esta dindmica el control éptimo para el estado
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ambiental que en este caso es la arena y el beneficio de los explotadores, una
relacién de beneficio/sostenibilidad (mejor rendimiento del sistema).

Finalmente se relaciona el anterior comportamiento con la problematica
abarcada de la explotacion de la arena en la Bocatoma el Guayabo siendo
autosostenible para el medio ambiente y beneficiosa para esos pocos explo-
tadores, ademas destacando que todo ese recurso natural es originado por
el cauce del rio las Ceibas fuente hidrica vital para la capital del Huila. A
través de los anos se ha venido desarrollando dicha labor sin tener riesgo al-
guno. Pero al final se logra evidenciar el mejor rendimiento del sistema, que
dicha labor es autosostenible y beneficiosa siempre y cuando el parametro
del estado del recurso natural inicial sea (n > 0,5). Claramente vemos dicha
explotacion es ejecutada con un buen estado del recurso natural, es decir con
(n > 0,5). De otra manera ya nos verfamos afectados no solo los explotadores
y el recurso natural si no todos los Neivanos debido a todos los riegos que
traen dicha explotacién sin control alguno como, por ejemplo, erosiones de
tierras cercanas al rio, desbordamientos, hundimientos, etc.
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5. Implementaciéon de cédigo en Python y
Pplane

Cédigo de Python para la resolucién del Sistema y sus dindmicas:

import matplotlib.pyplot as plt
from numpy import *
from pylab import *
from scipy.integrate import odeint

def sistema(x,t):

# Calcular la tasa de cambio de los cooperadores

dx1 = (x[0]*(1-x[0])*(-8.4+(-8+8.4)*(x[0]))*(1-2xx[1]))/0.8
#Calculate the rate of change of the environmental state
dx2 = x[1]*(1-x[1])*(-1+(1+2) *(x[0]))

return array([dx1,dx2])

# Definir el intervalo de tiempo
t = linspace(0,10,10000)

# Definir las condiciones iniciales
x0 = array([0.6,0.6])

# Integrar el sistema de ecuaciones diferenciales
x = odeint(sistema,x0,t)
# Grafica los resultados
plot(t,x[:,0],label =’Cooperadores’)
plot(t,x[:,1],label =’Estado Ambiental’)
legend ()
xlabel (’Tiempo’)
ylabel(’Estado del Sistema’)
grid()
show ()

# Grafica el espacio de fase
plt.plot(x[:,0],x[:,1])
plt.xlabel(’Fraccién de Cooperadores’)
plt.ylabel(’Estado Ambiental’)
plt.show()

Obteniendo:

39



010 —— Cooperadores 0.10
Estado Ambiental
0.08 0.08
s -
£ £
£ 006 5 0.06
3 3
2 E
2 3
2 004 B o04
kil &
&
0.02 0.02
0.00
0 2 4 0.06 0.08 010
p Cooperadores
100
095 095
090 090
§oss £ 085
2 @
@ E
3 080 Eooso
o o
3
Bors £ o075
& I}
070 070
0.65 065
—— Cooperadores
0.60 Estado Ambiental ‘W0
o 2 4 6 8 10 060 065 070 075 080 085 090 095 100
Tiempo Fraccién de Cooperadores

Figura 16: Comportamiento del sistema a través del tiempo. Siendo R =

8:5=96;T=0;P=12;¢=08y6=2.

Para los diagramas de fases usamos el software Pplane para una mejor
comprensién y distincion de sus pendientes y con el fin de corroborar el estado
de sus puntos fijos obtenidos con el anélisis propuesto.

[2] PPLANE Equation Window - [u] s

File Edit Window Gallery Help
System of Differential Equations of the form: dx/dt = f(x,y), dy/dt = g(x,y)

x *=[(x(1-%)(-8.4+(-8-(-8.4))x)(1-2y))/0.8

ly "=yt +(1+2p0)

Parameter expressions: The Display Window:
s Minimum x = W
o Maximum x = 15
= Minimum y = W
= Maximum y = W

Graph Phase Plane i‘

1

Figura 17: Siendo 2 = 2’ yn =9 con R=85=96;T=0; P =12
e=08y0=2.

Obtenemos:
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(4| PPLANE Messages = a} X

|Equilbrium Point: f
There Is a saddle point at (0.33333, 0,5)
Jacobian:
0 4.5926
0.75 0
The eigenvalues and eigenvectors are: | (] PPLANE Phase Plsne — o X
118389, (0.82716,0.37467) File Edit Window Solution Graph Options

-1.8559 (-0.92716, 0,37467)
X' = (K(A-X)(-B.4+(B-(8.4))(1-2y))/0.8

[Equilbrium Point: ¥ = YAYEIHI+2)%)
There Is a nodal source at (-5,04694E-20, 1) m— B T PR B et
Jacobian:
10.5 -1,05986E-18 1 S B T e S e
0 - L o B I TSP SRR S

The elgenvalues and elgenvectors are: B B e e e e e =T D)7 (SN
105 (1,0) i 7 G
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[Equilbrium Point:

There is a nodal sink at (1, 1)

Jacobian: 06
-10 0
0o -2 Y

The elgenvalues and eigenvectors are:
2 (1.0) 04
-10 (0. 1) |

[Equilbrium Point: L
| There is a nodal sink at (0. 0) 02
Jacobian:
-105 0
o -1
The eigenvalues and eigenvectors are: 0
-1 (1.0)
4105 (0.1)

OO
d BN NSNS

|
[Equlibrium Point:
There is a nodal source at (1, 0)
Jacoblan:
10 0
0 2
The eigenvalues and eigenvectors are:
10 (1.0)
2 (0.1)

Figura 18: En la parte izquierda vemos la ventana PPLANE Messages
la cual nos proporciona una informacién detallada respecto a los puntos de
equilibrio o puntos fijos. En la parte derecha tenemos la ventana PPLANE
Phase Plane que nos brinda un diagrama de fases muy completo e ilustra-
tivo.
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6. Conclusiones

Tras el analisis elaborado de nuestro sistema dindmico replicador con
retroalimentacion en el medio ambiente

et =x(1 —2)[0ps + (drr — 0ps)z|(1 — 2n)
n=n(l—n)[—1+(1+06)z]

Encontramos que dps , drr , € vy 6 son los parametros que alteran la
dindmica de nuestro sistema, donde dpg v d7r definen en nuestro sistema si
se trata de un caso de Desercién mutua (R <71 y S < P) 6 si es un caso de
Cooperacién mutua (R > Ty S > P) para asi evidenciar la dindmica que
opten las decisiones de los jugadores.

Nuestro modelo tiene cinco puntos fijos de los cuales, cuatro se definen
como puntos fijos “limitrofes” ((0,0);(1,0);(1,1) y (0,1)) ya que estan ubi-
cados al limite del dominio y rango de suma importancia en el analisis de
nuestro modelo dinamico replicador con retroalimentacion en el medio am-
biente y un punto fijo “interior” (Flg, %) . De estos puntos fijos en el caso
de Deserciéon mutua todos representan inestabilidad en nuestro sistema, ex-
cepto el punto fijo interior, alli hallamos estabilidad y su control éptimo. En
el caso de la Cooperacién mutua solamente los puntos fijos limitrofes (0, 0)
y (1,1) representan la estabilidad de nuestro sistema y alli encontramos el
control éptimo del sistema, como lo evidenciamos en el caso particular de la

explotacién de la arena en la Bocatoma El Guayabo.

Finalmente, de la tragedia de los comunes vemos que se trata de un caso
de cooperacion mutua, es decir, que los dos jugadores en este caso la CAM
y los Explotadores sacan provecho de dicha accion sin consecuencia alguna,
siempre para satisfacer los intereses personales de cada uno. Las dindmicas
que obtuvimos apuntan a la estabilidad y el control optimo en nuestro siste-
ma en los puntos fijos limitrofes (0,0) y (1, 1). Donde el estado ambiental por
debajo de (n = 0,5) tiende a la estabilidad con la desercién (no cooperacion)
de la explotacion de la arena en un entorno ambiental en agotamiento. Aho-
ra un estado ambiental por encima de (n = 0,5) tiende a la estabilidad con
la cooperacién en un estado repleto, manteniéndose el sistema y hallando el
punto en donde podemos ver la relacion de beneficio/sostenibilidad, beneficio
para los explotadores y sostenibilidad del recurso ambiental, que en este caso
es la arena.
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La dinamica de la Solucién ()ptima en un estado ambiental por enci-
ma de (n = 0,5) es la que se relaciona con la tragedia de los comunes, la
sobreexplotacion de la arena en la Bocatoma El Guayabo donde se aprecia
que a través de los anos este recurso ambiental se mantendra debido a que
el recurso natural siempre estard por encima de la mitad (n > 0,5), para
ser mas precisos este recurso vive en un constante estado ambiental repleto
debido a que el cauce del rio las ceibas se ocupa de esta labor y minimizando
la acciéon ejercida con el recurso ambiental ya sea de manera legal o ilegal y
alli es donde damos por finalizado el caso de sobrexplotacion de la arena en
ese punto y vemos un control 6ptimo de explotacién.
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