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Resumen

Se presenta el estudio de la dindmica de un control biolégico de plagas en los cultivos
utilizando dos tipos de modelos matematicos, un modelo contintio y un modelo discreto. Se
plantea inicialmente el modelo depredador-presa, definido por un sistema de tres ecuaciones
diferenciales y en segundo lugar dos modelos multidimensionales no lineales, huésped —
parasitoide: Modelo de Nicholson — Bailey y el modelo binomial negativo (Griffiths — May).
Se encuentran los puntos de equilibrio de cada uno de los sistemas y a partir de estos
resultados se inicia el proceso de inclusién de control al modelo, que busca optimizar la
solucion del problema, por medio de simulaciones ejecutadas en MATLAB utilizando el
método de Runge — Kutta de cuarto orden. En el marco tedrico, se plantean las definiciones
bésicas necesarias y los teoremas més relevantes en la teoria de control éptimo.

También se realizé una aplicacion para analizar el estado y nivel de produccién de yuca
en el departamento de Bolivar; con tres modelos continuos (lineal, exponencial y logistico), el
dato de la produccién de yuca fue brindada por la Corporacion Colombiana de Investigacion
Agropecuaria AGROSAVIA.

Otro aspecto que incluye este estudio, es la tabla de vida de la mosca blanca, uno de los
principales depredadores de los cultivos de yuca, con ella se elabord la respectiva matriz de
Leslie, se analiz6 el comportamiento poblacional de esta especie.

Palabras claves: Sistema de ecuaciones, puntos de equilibrio, depredador-presa, modelos
matemaéaticos y Runge — Kutta.



Abstract

The study of the dynamics of biological control of pests in crops is presented using
two types of mathematical models, a continuous model and a discrete model. Initially, the
predator-prey model is proposed, defined by a system of three differential equations and
secondly, two non-linear multidimensional models, host - parasitoid: Nicholson - Bailey
model and the negative binomial model (Griffiths - May). The equilibrium points of each
one of the systems are found and from these results the process of inclusion of control to
the model begins, which seeks to optimize the solution of the problem, through simulations
executed in MATLAB using the Runge - Kutta method. fourth order. In the theoretical
framework, the necessary basic definitions and the most relevant theorems in optimal control
theory are presented.

An application was also made to analyze the state and level of cassava production in
the department of Bolivar; with three continuous models (linear, exponential and logis-
tic), the data on cassava production was provided by the Colombian Agricultural Research
Corporation AGROSAVIA.

Another aspect included in this study is the life table of the whitefly, one of the main
predators of cassava crops, with which the respective Leslie matrix was elaborated, the
population behavior of this species was analyzed.

Key Words: System of equations, balance points, predator - prey, mathematical models
and Runge-Kutta.
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Capitulo 1

Introduccion

Nuestro pueblo colombiano se ha caracterizado por ser un pais con suelo fértil gracias a
los minerales que contiene; el suelo fértil es un organismo vivo y dindmico que proporciona
sostén y nutrientes a las plantas, esta compuesto por organismos vivos llamados descom-
ponedores y algunas particulas y minerales como el nitrégeno, el fosforo, el potasio, entre
otros. La interaccion entre los descomponedores, las particulas minerales y el agua es lo
que forma el suelo agricola, tomado de la referencia [1] lamentablemente la problemadtica de
nuestro entorno se basa en las pérdidas de cultivos debido a que se ven afectados por las
plagas y enfermedades transfronterizas de las plantas afectan ocasionando en muchas veces
la destruccién total del cultivo, lo que ha llevado a los agricultores usar diferentes estrategias
para tratar estas plagas, como los insecticidas, fungicidas, pesticidas, etc., todo depende del
conocimiento completo que se tenga sobre la plaga a exterminar. Pero el uso de insectici-
das, trae problemas ambientales y problemas de salud, por lo que se deben tomar medidas
preventivas, tomado de la referencia [2]. Debido a esta problemética se realiz6 el estudio
dindamico de dos tipos modelos matematicos aplicados al control biol6gico de las plagas, un
modelo continuo y un modelo discreto. Igualmente se determiné el comportamiento del nivel
de produccién del cultivo de yuca en el departamento de Bolivar para el periodo 2016-2020,
con tres modelos de crecimiento poblacional continuos. Finalmente, Con la tabla de vida y
la respectiva matriz de Leslie de la mosca se determiné la prevalencia de forma constante
de este depredador en los cultivos de yuca de nuestra regién.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo general:

Estudiar la dinamica de poblaciones que se relacionan y que ayudan al control de plagas
en el cultivo de yuca.

2.2. Objetivos especificos:

2.1. Identificar los modelos matematicos para las poblaciones que se relacionan y que ayu-
dan al control biolégico de plagas.

2.2. Determinar los puntos de equilibrio biolégicamente relevantes y analizar su estabilidad.

2.3. Realizar simulaciones con el método de Runge Kutta de cuarto orden para determinar
el nimero de individuos de cada una de las especies en diferentes instantes de tiempo
y a partir de esto determinar cudl de estos modelos es el mas estable.

2.4. Analizar el comportamiento futuro de cada una de las poblaciones “huésped - parasi-
toide”.



Capitulo 3

Metodologia

El presente proyecto de investigacion comprende los siguientes pasos metodologicos: Es
una investigacién aplicada teniendo en cuenta que mediante modelos se busca predecir y
simular la produccion de yuca en el departamento de Bolivar, de igual manera es una investi-
gacion exploratoria puesto que se pretende analizar aspectos que han sido poco estudiados,
apoyados en la recolecciéon de datos que permitiran solucionar la necesidad investigativa
propuesta, igualmente es una investigaciéon cuantitativa a causa de que se utiliza gran can-
tidad de datos y herramientas estadisticas, matemaética y tecnolégica y esto gracias a la
Corporacién Colombiana de Investigacién Agropecuaria AGROSAVIA y a los recursos bi-
bliograficos que se encuentran en la WED. Se tomdé como poblacién la region Caribe de
Colombia y la muestra seleccionada en este proyecto es la produccién de yuca en el depar-
tamento de Bolivar durante los ltimos cinco anos (2016-2020). Con el fin de recopilar y
medir informacién y asi responder a las cuestiones y necesidades del objetivo del proyec-
to, los instrumentos y técnicas a utilizar fueron; Focus Group, Observaciones, Revision de
registro, Pruebas y herramientas web.



Capitulo 4

Resultados

4.1. Modelos continuos:

El siguiente sistema es un modelo ecoldgico biol6gico, donde z(t), y(t), z(t), representan
la densidad poblacional de la yuca, la plaga y el fungicida respectivamente, por lo tanto, no
puede tomar valores negativos, tomado de la referencia [3].

¢ Ly
tY=xz(l—2)— , 0)>0
Pt =al—a) - L)
, mxy Yz
t) = —dyy — , 0)>0 .
y'(t) iy M, y(0) (4.1)
Moy2
Z(t) = — dyz , 2(0)>0
|20 -T2 )
Y tomando las funciones:
a1y
F =z(1l—2x2)— 4.2
(@y2) = a1 —2) = L (4.2
miry CYyz
Ey(z,y,2) = —dyy — 4.3
2 (2, Y, 2) g T, (4.3)
Mmoy2z
F. = —d 4.4
S(Iayaz) z+y 2% ( )

Para hallar los puntos de equilibrio se igualan las funciones z'(t),y/(t), 2/(t) a cero, y al
evaluar el punto de equilibrio en la funcién se tiene que Fj(z.,y., 2.) = 0, es decir que su

campo vectorial se anula en ese punto.
De la funcién (4.4)), se obtiene:

Como z, > 0, por tanto:

maYc
—dy =0 4.5
Zetye (45)
Despejando z.:
—d
— (m2 - ) (46)



Como se tiene que ., z. > 0, entonces:

my — do

>0 = m9e > do
dy

De la misma forma se toma que F(z.,y., z.) = 0, entonces:

e <<1 — ) - ) -
Te+ Ye

Como sabemos que z. > 0 y despejando y. de forma conveniente, obtenemos que:

(1 —z.)x,

= — e 4.7
e (4.7)
De forma similar se procede con Fy(x.,¥y., 2.) = 0, para obtener:
my
<d1 ) )
Sustituyendo por A el segundo factor de (4.8]), entonces:
A= et (4.9)
Entonces:
Ye = T (A —1) (4.10)
Como z.,y. > 0, entonces:
A-1>0—-A>1
[gualando la ecuacion (4.7)) y con (4.9) y despejando ., se obtiene:
1
Te = Z(A—cl(A— 1)) (4.11)
Como z. >0y A > 1, entonces:
A
A—cl(A—l)>0:>A>01(A—1)>0:ﬂ>cl>0
Luego existe el punto de equilibrio E. = (x., ¥, 2.), definido de siguiente manera:
(2, = %(A —c(A-1))
B, ={ Ye=1a(A-1)
_ mo—d
\ s yc( 2‘12 2>
Tomando como condiciones:
1. mq > dy
2. A>1 (4.12)
A
3. U<y < —

A-1

El punto de equilibrio F. es tunico, dado que z. es un punto fijo, y los valores de y. v z.
depende de z., lo que prueba la unicidad de E..

8



4.1.1. Estabilidad local del punto critico E.:
e 0 0 T
%Fl (I,y,Z) a_yFl (l’,y,Z) &FI ((L’,y,Z)
0 0 0
J($,y,2> |(:rc,yc,zc) = %Fé (l‘,y, Z) a_yFQ ($7y7 Z) @FZ (xaya Z)
0 0 0
_%F?) (xvyu Z) a_yF?) (1',3/72) @FS ('x?y7 Z)_ (e erze)
-{L‘ (_1 + C1Yec ) . Clmg 0 i
‘ (e + o) (e + o)’
. my; y ( —mT CoZe ) oy
(e +ve)” N+ (ze+ye) (2e + 1)
Moz.> ( Moy )
O —2 ZC _—2
L (zc + yc) (Zc + yC) .

El polinomio caracteristico de J este dado por Py(\) = det(J — AI), es decir:

Donde:
Ay
Ay
As

Jii— A mip 0
PJ()\) = ma1 Mmoo — A ma3
0 m372 m373 - A

PJ()\) = )\3 + Al/\2 + AQ)\ + Ag

—Mmi1 — M2 — M33
Mo 2M3 3 + M1 1M2 2 + M1 1M33 — M1 2Ma21 — Mo 3M32
M1,2M2 1M33 + M1,1M 3M32 — M1,1M22M3 3

(4.13)

(4.14)

(4.15)

En el criterio de Routh, es necesario y suficiente que todos los elementos en la primera

columna del esquema de Routh tengan el mismo signo. Entonces de Pps()) tenemos:

4.1.2.

A3 1 Ay
A2 Ay As
A1Ay — As
M| —

Ay
A0 As

E. sea estable

(4.16)

Para que FE. sea estable se necesita que todos los signos de la primera columna sean
positivos, A1 > 0,43 >0y

A1 As — As

1 >0= A1Ay > A3 — A, >0
1

En la siguiente proposicion, se dan las condiciones suficientes para la estabilidad local

de E..



Proposicion 1:

Simyg <0y mes <0 entonces E. es local y asintéticamente estable.

Proposicion 2:

_a

Sic; > 1 entonces my; <0siysolosil <A< P

Demostracion:

Se toma como valido que ¢; > 1y my; < 0:

a(A-1) < A(A-1D)(1—-¢)+1)
4 < = (4.17)

c1—1

Se supone valido ¢; > 1 y por la condicién 3 de la ecuacién (4.12) se toma que:

1< A< @

Cl—l

1

a>1AN1<A<
C1 — 1
Luego:
A<
QA1) < A2[L(A—e(A—1)] (4.18)

Reemplazando la ecuacion (4.11]), se obtiene:

Cl(A—l) < AQ.TC

c1r.(A—1) (4.19)
Y como x. > 0, entonces se cumple que:
(A —1)
m11:$6<—1+w <0
Y asi queda demostrado la proposicion.
Proposiciéon 3:
510 < ¢ <1 entonces my; < 0.
Demostracion:
2 2 ?
A-1< A= 1<
A2 —1
Como 0 < ¢; <1 entonces:
< A2

a(A—c) < A?2[H(A-cA+a)]

10



Reemplazando (4.11)) en la ecuacién anterior, tenemos:

c1(A—c)z.

1g2 <0

~1+

Y como z. > 0, entonces se cumple:

c1(A — ¢z,
mi1 = T (—1—}-%) <0

Y finalmente asi queda demostrada nuestra proposicion.
Ahora veremos las condiciones para que mgy o < 0, tenemos:

( M1T, N CoZe )
Moo =V, | —
22 =Y (e +ye)* (Ve + 20)?

Y como y. > 0y queremos que mgo < 0, entonces se debe cumplir:

CoZe miT.
(Ye +20)? (e +ye)?

Reemplazando la ecuacion (4.6)), tenemos:

ma—ds
C2< d2 yc> < mix.

(s () o0

Reemplazando la ecuacion (4.7)), tenemos:

ca(ma—dsa)
do mie

(A= D)z (1+ miz—;dz>2 (et (A D.)?

Es decir, se cumple:

< (4.21)

Reemplazando en (4.9), tenemos:

2
mi(A—1) Cz(”:;;dz) +dy 02(71:52*612) +d
A2 my mq
(4.22)
mi(A—1 ca(mg —d 1 [ca(me—d 2
1(2 ):2(2 2)+d1——(2(2 2>—|—d1)
A me mq mo
Entonces por la relacién (4.21)), tenemos:
e (5 - 1) —d 1 —d 2
d L < co(my 2) - — (02(m2 2) —|—d1)
(m) mo mq mo
da

11



Consideremos la funcién g : R — R, definida por:

+di — —t (%2 _ 1) (4.23)

2
ma my
da

9(t) :—m% (WMI)ZM

1 —d 2 —d CQ<%_1)
9(02):__(m+d1) Lelm—d) o VA
mq Mo Mo m)

da

En resumen, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 4:
Para g : R — R definida por (4.23]), se cumple:
Mmoo < 0 sy solosi0 < g(ca)

d2 d1 (m1 — dl)
g< ) mi + o my

4.1.3. Inestabilidad Local del punto critico E,:
Proposicion 5:
1. 0<mg —dy <my—dy

m
2. d—2 < (m1 —d1> — (m2 —dg)
2

Entonces E. es inestable cuando:

mo(mqy —d
g < ¢ < 201~ A1)
mg—dg

m2(m1 - dl)

Y ¢y esta proximo al valor de
my — dy

4.1.4. Escenarios de extincion

Estudio del comportamiento asintético de la solucién del sistema (4.1)) alrededor de
Eq =(0,0,0) y E; = (1,0,0). Las condiciones que llevan a la extincién de ciertas especies:

1. La extincién de z y en consecuencia la extincién de y e z (Extincién total Ej)

2. La extincién de y, en consecuencia, la extincién de z, pero no de z (estado libre de
depredadores E)

3. La extinciéon de z mas no la de z e y. Todo esto ocurre cuando el punto de equilibrio
E., interior a (), no existe.

Una de las caracteristicas de las cadenas alimenticias simples es el efecto domind, “Si
se extingue algin nivel tréfico en nuestra cadena alimenticia, entonces también lo haran los
niveles troficos superiores”.
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Proposicién 6 (Efecto domind):
Sean z, y e z las soluciones del sistema . Entonces:
» Silimy o 2(t) = 0, entonces lim;_,o y(t) = 0.
» Silimy 00 y(t) = 0, entonces limy;_, 2(t) = 0.
Otros casos de extincion.

a) Las condiciones que hacen que el depredador intermedio y superior se extingan:

Lema 1:

Simg >dy y 0 < A<1donde A esta definido en (4.9)). Entonces:

lim y(t) =0 —  lim 2(¢) =0

t—o00 t—o00

El siguiente teorema sugiere que si el depredador intermedio tiene una capacidad de
consumo baja (caracterizando por ¢; < 1) entonces las presas persistirdn.

Teorema 1:

Sea mg > dy y 0 < A < 1. Tal que si ¢; < 1, entonces:

I (x(t), y(t), () = (1,0,0)

t—o00

Teorema que da las condiciones para la extincién total de las tres especies. Indica que si
el depredador intermedio tiene una capacidad de consumo alta y agresiva (caracterizado por
valores grandes de ¢;) y hay poca reposiciéon de las presas para saciar dichas necesidades,
entonces las tres especies se extinguiran.

Teorema 2:

Sea mo > dy y 0 < A < 1. Tal que si:

Cl—<1+d1+62 > I(O)

ca>14+di4+cyd:=
! ! 2 1+d1+02 y(O)

Entonces:
lim (2(t), y(2), (1)) = (0,0,0)

Si Ey = (0,0, 0) fuese un atractor global, entonces el sistema ({4.1)) estaria experimentando
una extincién total. Condiciones bajo las cuales el punto critico Fy es un atractor global.

Teorema 3:

) c
Sicy >1ymg < !

1(d1 + ¢3), entonces Ey = (0,0,0) es atractor global. Esto es:
C1 —

lim (2(2),y(t), (1)) = (0,0,0)

t—o0

Los (4.1.4) y (4.1.4), probaremos un resultado, un tanto obvio en la extincién del depredador

superior. Digamos, si la tasa de muerte del depredador superior no es menor a su tasa maxima
de nacidos, entonces se extinguira.

13



Lema 2:

Si my < dy entonces lim z(t) = 0.
t—o0

Lema 3:

Simg >dy, A>1yc; > T entonces: th’m z(t) =0
— 00

A—
Con el siguiente teorema se puede asumir las condiciones que causan la extincion del
depredador superior.

Teorema 4:

Si el punto de equilibrio interior F, no existe, entonces el depredador superior del sistema
(4.1) se extinguird. Especificamente si se cumple una de las siguientes condiciones:

1. mo S dQ.

3. my>dy, A> 1y > A
Entonces:

lim 2(t) =0

t—00
En Grafica de m; vs ¢;, se muestra las diferentes regiones en las cuales ocurren los
escenarios de extincién (cuando no existe E.) asi como la coexistencia de las tras especies
(cuando existe E.). En la (4.1)), se distingue principalmente tres regiones:

ea(ma — da)

my = i} +
ma

Ef'1=1+:h+f~_r Cr

Figura 4.1: Rango de los parametros para los escenarios de extincion

ma

. R2:{(c1,m1)\dl+M<ml < ( a ) (d1+M)}.

Mo cp—1 Mo

—d
L] Rl = {(Cl,m1)|01 € <O, 1> , My S dl + Cz(mz—z}

n Ry = {(cl,m1)|01 >1,m > %}
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Donde:

» R;y: Es la regién en la cual el (1,0,0) atrae todas las soluciones del sistema ({4.1]).

= Ry: Es la regién en la cual E, existe.

= R3: Es la regién en la cual (0,0,0) atrae a todas las soluciones posibles del sistema

(@),

Predicciones del comportamiento del sistema (4.1)), Con el método de Runge-Kutta de
orden cuatro.

— x(t)
—y(t)
1
08 / il
06
ke
E
£
c
s
041
02
0
0 20 40 60 80 100 120

Tiempo

Figura 4.2: Fuente propia, prueba del teorema 1.

En la (4.2)) se verifica las hipdtesis del (4.1.4]), por lo tanto, se extingue el depredador
intermedio y superior, lo que implica que el control biolégico fue efectivo para los parametros

de ¢; = 0,7,¢0 = 0,2,d; = 0,3,ds = 0,5,m; = 0,4,my = 0,8 y una poblacién inicial de
(Q?o,yo, 20) = <0,85,0,62,0, )

08 il

06

longitud

0.4

0.2 K

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo

Figura 4.3: Fuente propia, prueba del teorema 2
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En la se verifica las hipétesis del , por lo tanto, el depredador intermedio
acaba a todo el cultivo, lo que implica que el control bioldégico no fue efectivo, para los
parametros de ¢; = 1,8,¢c0 = 0,4,d; = 04,dy, = 0,5, m; = 0,4, my = 0,85 y una poblacion
inicial de (xg, yo, 20) = (0,9,0,8,0,35).

— (1)

—y(t)
08 20 |
06 - 1

0.4 r

a

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo

longitud

0.2

0

Figura 4.4: Fuente propia, Estabilidad asintética en E.

En la (4.4)), se puede observar que las poblaciones se estabilizan con el paso del tiempo E.,
lo que significa que las tres especies a coexisten, con los parametros de ¢; = 2,5,¢c0 = 1,7,dy =
1,3,dy = 1,3,m; = 1,5,ms = 1,5 y una poblacién inicial de (¢, yo, 20) = (0,95, 0,3,0,05).
4.2. Modelos multidimensionales no lineales:

Tomado de la referencia [4]

4.2.1. Modelo de Nicholson — Bailey:

Quienes desarrollaron el modelo matemaético discreto huésped - parasitoide, dentro de
la variedad de insectos parésitos que ayudan al control de las plagas en los cultivos se

encuentran las avispas del género Trichogramma, que depositan los huevos en el interior de
los huevos del huésped. Dénde:

= 1;: Representa el nimero de huéspedes en el instante de tiempo £, con constante de
crecimiento C.

= 7;: Representa el nimero de parasitoides, en el instante de tiempo t.
Donde la poblacién de huéspedes:

= Cxpy
s Si C' < 1, la poblacion de huéspedes se extingue de manera natural.

= Si C' > 1, la poblaciéon de huésped crece de manera exponencial.
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Para poder controlar esta nueva plaga se introduce el parasitoide. Teniendo en cuenta
la natalidad de los huéspedes al aniquilar sus huevos, se propuso esta nueva ecuacién:

xy = Cxyqe” ! (4.24)
Donde:

= o : Mide la eficiencia del parasitoide. 3,1 > 0, implica que e”*¥*~! toma valores entre
Oy 1.

m e~ %i-1 : Representa la fraccion de huéspedes no parasitados.

= 1 — e ®i-1 . Representa la fraccién de huéspedes parasitados en dicho instante de
tiempo.

La ecuacién para la poblacién de parasitoides:
yr = Swy_y (1 —e 1) (4.25)

Donde § es el promedio de huevos viables para los parasitoides por cada huésped infec-
tado.
El sistema de ecuaciones recursivas del modelo:

{ R vk >0 (4.26)

Yy = Sxt—l (1 — e‘ayt—l)

El modelo es inestable, a pequenos cambios en las condiciones iniciales se producen en
grandes diferencias de comportamiento.
Los puntos de equilibrio del sistema son:

Punto de equilibrio | Estabilidad
P (0,0) Inestable
Pl (58S =) Estable

Tabla 4.1: Estabilidad del modelo de Nicholson - Bailey

En las siguientes graficas se presentan distintas proyecciones para el modelo de Nicholson
- Bailey, para los valores de los parametros C' = 1,5, 5 = 1,6,a = 0,04 con poblaciones
iniciales diferentes.

e H | 2y 20 el Hu 2520

mi—Parasio 400,00 sl PArasio

AU, U
vvvvvv

0 2 4 & & 10 12 14 16 18 20 0 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20

(0, o) = (50, 38) (0, 4o0) = (28,50)
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””””””””””” i HU g Ed
Parasito S
40 ——— gy | T Parasio
200,00
30,00 '
' 150,00
20,00 .
1000 “N 50,00
0,00 0,00 e
0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20

(0, yo) = (20, 20) (20, y0) = (36,40)

4.2.2. Modelo binomial negativo (Griffiths — May):

Tomado de la referencia [4].
Es una modificaciéon del modelo de Nicholson-Bailey, con él se busca la estabilidad a
largo plazo del modelo, con las mismas condiciones anteriores. Las ecuaciones del modelo

SOIl:
AQls_1\ —™M
Ty = C’xt,1<1+ :3;/1)
Yk >0 (4.27)
alyi—
Y = S$t_1(1—<1+ Zﬁll> )

La diferencia con el modelo anterior estd en que se ha sustituido el término e~*-! por:

(1 n ayi—1 ) -m
m

Con lo que representamos la fraccién de huéspedes no parasitados. Los parametros C, S
y a siguen siendo los mismos que en el modelo de Nicholson-Bailey.

VYm > 0

4.3. Tabla de vida de la mosca blanca:

Tomado de la referencia [5].

l(x) = @

x| s(z) | b(x) Z(O) b(x) = I —1) l(z)b(z) | l(z)b(z)x | a; =Db(x) - b;
0 | 1000 0 1 0 0 0 0

1] 252 | 21,87 0,252 0,25 5,01 9,01 9,01

2 215 | 1874 0215 0,85 4,03 8,06 15,99

31 166 | 20,96 0,166 0,77 3,48 10,44 16,18

41 135 | 23,78 0,135 0,81 3,21 12,84 19,34

5 47 | 67,45 0,047 0,35 3,17 15,85 23,48

Tabla 4.2: Tabla de vida de la mosca blanca
4.4. Matriz de Leslie:

De la poblacién de mosca blanca esta estructurado por edades, de modo que las hembras
se clasificaron en seis clases por edades, considerd que todas las clases la misma amplitud,
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Tomado de la referencia [4].

0 5,51 15,99 16,18 19,34 23,48
25 0 0 0 0 0
I 0 0,8 0 0 0 0

0 0 0,77 0 0 0
0 0 0 0,81 0 0
0 0

0 0 0 0,35

Con Matlab, se obtuvo los valores propios y los respectivos vectores propios de la matriz
de Leslie:

= Valores propios:

A= 2,0207
Ao = —0,7837+0,8382:
A3 = —0,7837 —0,8382:

A = 0,0515+ 0,8563i
Xs = 0,0515— 0,8563i

¢ = —0,5562
= Vectores propios:
—0,9909 —0,9571
—0,1226 0,1424 4+ 0, 15231
- —0,0516 - 0,0104 — 0, 15412
—0,0196 —0,0803 + 0, 06567
—0,0079 0,0725 4 0, 0098
—0,0014 —0,0129 — 0,0182:
—0,9571 0,8753
0,1424 — 0,15234 0,0153 — 0, 25461
e — 0,0104 4 0, 1541z S —0,2509 — 0,0303:
3 —0,0803 — 0,0665: 4 —0,0407 + 0,2232:
0,0725 — 0,0098: 0,2080 40,0514
—0,0129 40,0182 0,0259 — 0, 08352
0,8753 —0,4363
0,0153 4 0, 25467 0,1961
S —0,2509 + 0, 0303: S —0,2997
b —0,0407 — 0, 2232i 6 0,4148
0,2080 — 0,051z —0,604
0,0259 + 0, 0835¢ 0, 3801

Como [A\| = 2,0207 > |\;| con i = 2,3,4,5 y 6, el valor propio dominante es A; y el
—0,9909
—0,1226
—0,0516
—0,0196
—0,0079
—0,0014

vector propio asociado al A\; es v; =
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s Calculo de la Tasa neta de Reproduccion: Numero de individuos que por término
medio tiene una hembra durante toda su esperanza de vida:

5
R=> l(x)b(z) =19,41 > 1
=0
Luego, la poblacién crece de manera exponencial.

= Tiempo de generacién: Edad media de todas las hijas de todos los individuos produ-
cidos en anos:

Y (@ Ux)b(x))

- 52,7
¢ 5 19,41 7
> Ua)b(x)
=0
» Tasa de reproduccion: nimero de Individuos por ano:
1 In (19,41
po ) {941 o

G 2,71

Como \; > 1, entonces se puede concluir:

“La poblacién de la mosca blanca nunca va a desaparecer, continuara afectando la pro-
duccion de la yuca en el departamento del Bolivar”. El crecimiento de la poblacién a futuro
es de un 111,2 %.
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Capitulo 5
Aplicacion

La Corporacion Colombiana de Investigacion Agropecuaria AGROSAVIA, nos facilité
la base de datos de la produccion del cultivo de yuca en el departamento del Bolivar. El
cultivo de yuca es el quinto bien agricola que més se produce en el pais, después de la
cana de panela, el platano, el arroz y la papa. En el pais se producen diferentes variedades
de yuca, sin embargo, la produccién comercial se divide en dos grandes segmentos, yuca
dulce dirigida principalmente para el consumo del ser humano y yuca amarga dirigida a los
segmentos industriales de transformacion en harinas y almidones.

En Colombia se cultiva yuca en los 32 departamentos, para nuestro estudio se utilizo la
produccién de yuca en el departamento del Bolivar comprendida en los anos 2016 al ano
2020.

ANO | TIEMPO (t) | PRODUCCION P(t)
2016 0 358855
2017 1 343623
2018 2 341576
2019 3 411735
2020 4 421440

Tabla 5.1: Produccién de yuca (ton) en el departamento del Bolivar durante 5 afios (2016 —
2020)
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PRODUCCION DE YUCA EN EL DEPARTAMENTO DEL
BOLIVAR

uuuuu

vvvvv

Figura 5.1: Representacién gréfica de la produccién de yuca (ton) en el departamento de Bolivar
durante 5 afos (2016-2020)

El grafico nos permite ver el patrén de comportamiento de los datos, que describen la
curva que podria ser de tipo lineal, exponencial o logistico.

La siguiente tabla muestra el valor de cada uno de los pardmetros para cada uno de los
modelos ajustados para llevar a cabo el anélisis de la produccién de yuca en el departamento
del Bolivar comprendida en el periodo de tiempo 2016 - 2020.

Modelo P(t) = Az + B Pardmetros R? A B
Lineal - Estimaciones | 0,6367 | 19328 | 336789
Modelo - Parametros Py r
Exponencial P(t) = Pye Estimaciones | 358829 0,0502
Modelo P — K Parametros K r ¢
Logistico (t) = e—rt -1 | Estimaciones | 421988 | - 1,203 | - 0,5941

Tabla 5.2: Valores de las estimaciones de los parametros de cada modelo de crecimiento
ajustados a los datos de produccién de yuca en el departamento de Bolivar en el periodo
comprendido en los anos 2016-2020.

La muestra de produccién de yuca en el departamento del Bolivar es pequena; en el
periodo comprendido 2016 al ano 2020, se utiliza la t-student con un nivel de confianza del
95 % para verificar la produccién de yuca en los ultimos 5 anos.

I1C = [@—t(n—l,%) * ee(y) §u§y+t<n—1,§> *ee(gj)]
1C = [375446 —t (4, %) x 17128 < p < 375446 + ¢ (4, %) * 17128]

IC = [279570 < p < 471322]

Con una certeza del 95 %, se puede inferir que la produccién de yuca en el departamento
de Bolivar, para el periodo 2016 - 2020 estuvo comprendida entre
279570 Ton < pu < 471322 Ton
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5.1. Prueba de hipédtesis:

Dentro de la inferencia estadistica, una prueba de hipodtesis es un procedimiento para
juzgar si una propiedad que se supone en una poblacién estadistica es compatible con lo
observado en una muestra de dicha poblacion, por ende, se hace un planteamiento de la
hipétesis nula y la hipotesis alterna para cada uno de los pardmetros de los modelos utilizados
en este proyecto para luego lograr determinar la zona de aceptacion o rechazo de la hipotesis
nula, para todos los parametros tenemos en cuenta lo siguiente:

Nivel de significancia:

a = 0,05 en su forma 5 % depende del nivel de confianza del 95 %

{Ho Dz

Hl Dopu<u

%

£=-164

= Lineal:
Para el parametro A = 19328

Hy : p>p N Hy : p>19328
Hy @ p<p Hy  p<19328

El valor obtenido fue 26,056 que se encuentra dentro de la regién de aceptacion de la
hipétesis nula.
Para el parametro B = 336789

Hy : p>p _ [ He : > 33678
H : p<p Hy : p< 336789

El valor obtenido fue 2,828 que se encuentra dentro de la regién de aceptaciéon de la
hipdtesis nula.

Para el pardmetro R? = 0, 6367

Hy : p>up N Hy @ p>0,6367
H  p<p Hy : p<0,6367

El valor obtenido fue 27,471 que se encuentra dentro de la regién de aceptacion de la
hipétesis nula.

= Exponencial:

Para el parametro Py = 358829

Hy : p>p N Hy : p > 358829
Hy @ p<p Hy : p< 358829
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El valor obtenido fue 2,75 que se encuentra dentro de la regién de aceptacién de la
hipétesis nula.

Para el parametro » = 0, 0502

Hy : p>up N Hy : p>0,0502
H  p<up Hy : p<0,0502

El valor obtenido fue 28,19 que se encuentra dentro de la regién de aceptacién de la
hipétesis nula.

= Logistico:
Para el parametro K = 421988

Hy : p>up N Hy : p>421988
H : p<p Hy @ p < 421988

El valor obtenido fue —1,726 que se encuentra dentro de la region de aceptacién de la
hipétesis nula.
Para el parametro r = —1, 203

Hy : pzp [ Ho @ p=-1,203
H : p<p Hy : p<—1,203

El valor obtenido fue 13,56 que se encuentra dentro de la regién de aceptaciéon de la
hipdtesis nula.
Para el parametro ¢ = —0,5941

Hy : p>p N Hy @ p>—0,5941
H : pu<p Hy : p<—0,5941

El valor obtenido fue 13,5683 que se encuentra dentro de la region de aceptacion de
la hipotesis nula.

La (|5.3), muestra la Prueba de Hipdtesis para cada uno de los pardmetros obtenidos en
los modelos de crecimiento, donde Hj representa la aceptacién de la hipotesis nula y H;
representa el rechazo de la hipétesis nula.

MODELOS | PARAMETROS | PRUEBA DE HIPOTESIS

A =19328 Aceptacion de la hipdtesis nula H
LINEAL B = 336789 Aceptacion de la hipétesis nula Hy
R? =0,6367 Aceptacion de la hipétesis nula Hy
Py = 358829 Aceptacion de la hipétesis nula Hy

EXPONENCIAL

r = 0,0502 Aceptacion de la hipétesis nula Hy
K = 421988 Aceptacion de la hipétesis nula Hy
LOGISTICO r=—1,203 Aceptacion de la hipétesis nula H

c=—0,5941 Aceptacion de la hipétesis nula H

Tabla 5.3: Resultados de la Prueba de Hipétesis para los pardametros obtenidos en el modelo
lineal, exponencial y logistico de la produccion de yuca en el departamento de Bolivar
comprendida en los anos 2016 - 2020.
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En la siguiente , podemos ver los comparativos entre la produccion de yuca real
y la produccién de yuca estimadas con el modelo de regresion lineal simple, el modelo
exponencial y el modelo Logistico. Se aprecia que para todos los casos los datos se ajustan a
los obtenidos en la produccion de yuca existente durante el periodo de tiempo 2016 a 2020.

ANO | TIEMPO | PRODUCCION | LINEAL | EXPONENCIAL | LOGISTICO
2016 0 358855 336789 358829 271889
2017 1 343623 356117 377302 361979
2018 2 341576 375445 396726 401976
2019 3 411735 394773 417150 415772
2020 4 421440 414101 438625 420102

Tabla 5.4: Produccién de yuca — Modelo de regresiéon lineal, exponencial, logistico.

Finalmente, veamos el grafico comparativo entre los datos reales de la produccion de
yuca en el departamento de Bolivar y los datos tedricos brindados por el modelo de regresion
lineal, modelo exponencial y modelo Logistico:

COMPARATIVO ENTRE MODELOS

nnnnnn

uuuuuu

vvvvv

0 0,5 1 15 2 25 3 3.5

n

s PRODUCCIAON LIMEAL EXPOMEMNCLAL LOGISTICO

Figura 5.2: Comparativo entre la produccién de yuca en el departamento de Bolivar, el
modelo de regresion lineal, exponencial y Logistico durante los anos 2016-2020.

Calculo de los residuales para cada uno de los modelos de la produccién estimada del
cultivo de yuca comprendida en los anos 2016-2020.
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PRODUCCION :
REAL PRODUCCION ESTIMADA
TIEMPO PRODUCCION LINEAL EXPONENCIAL LOGISTICO

(t) P(t) L Lg Ly

0 358855 336789 358829 271889

1 343623 356117 377302 361979

2 341576 375445 396726 401976

3 411735 394773 417150 415772

4 421440 414101 438625 420102

Tabla 5.5: Produccion real de yuca y produccion estimada de yuca con cada uno de los
modelos en el departamento del Bolivar durante los anios 2016 a 2020.

PRODUCCION
REAL RESIDUALES

TIEMPO | PRODUCCION —~ ~

(t) P P(t)— Ly | P(t)— Ly | P(t) - Ly

0 353855 22066 26 86966

I 343623 —12494 | —33679 | —18356

2 341576 —33869 | —55150 | —60400

3 411735 16962 “5d415 | —4037

i 421440 7339 —17185 | 1333

Tabla 5.6: Residuales para cada uno de los modelos.
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VALORES RESIDUALES

0 (R

RESIDUALE
]
»

TIEMPO 2016-2020

e LINEAL EXPOMNEMCIAL LOGISTICO

Figura 5.3: Grafica que muestra el valor de los residuales del modelo lineal, exponencial y
logistico respecto al tiempo

Célculo de la desviacién estandar residual, y de los residuales estandarizados:

DESVIACION ESTANDAR
LINEAL | EXPONENCIAL | LOGISTICO
23085 22463 53759

Tabla 5.7: Célculo de la desviacion estandar para los residuales encontrados en cada uno de
los modelos aplicados en la produccién de yuca en el departamento de Bolivar durante los
anos comprendidos 2016 - 2020.

RESIDUALES RESIDUALES ESTANDARIZADOS
LINEAL | EXPONENCIAL | LOGISTICO | LINEAL | EXPONENCIAL | LOGISTICO
22066 26 86966 0,956 0,001 1,618
— 12494 —33679 —18356 | —0,541 —1,499 —0, 341
—33869 —55150 —60400 | —1,467 ~9.455 ~1,124
16962 1632 —4037 0,735 0,241 —0,075
7339 —17185 1338 0,318 —0, 765 0,025

Tabla 5.8: Calculo de los residuales estandarizados para cada uno de los modelos aplicados
en la produccién de yuca en el departamento de Bolivar durante los anos comprendidos
2016-2020.

En el modelo exponencial, hay un valor de los residuales estandarizados que esta entre
Rs < —2, lo que indica que la produccién estimada del cultivo de yuca comprendida en los
anos 2016 - 2020 en el departamento de Bolivar es atipica.
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Capitulo 6
Discusion

En este proyecto se investigd como son las relaciones entre huéspedes y parésitos y entre
presas y predadores que tiene como finalidad observar el comportamiento de la produccién
de yuca a largo plazo con diferentes modelos matematicos, para esto fue necesario tener en
cuenta herramientas estadisticas (inferencia estadistica; prueba de hipétesis e intervalos de
confianza) para cada uno de los parametros utilizados en cada uno de los modelos y de esta
manera tener mayor confiabilidad (95 %) sobre lo estudiado.

Los resultados tienen un nivel de confiabilidad alto (respaldaron la hipdtesis) debido
a que se utilizé valores reales de la produccién de yuca en la regién del Caribe (Bolivar),
sin embargo, es importante analizar mas plagas que afectarian en un futuro la produccion
de yuca como lo es el gusano de hoja, el Mildiu, entre otras, para observar y analizar qué
periodo de vida que tienen apoyados de la matriz de Leslie, y asi mismo realizar simulaciones
para determinar el nimero de individuos de cada una de las especies en diferentes instantes.
Es de gran importancia estudiar lo que brinda la regién del Caribe (Bolivar) esto traera
beneficios para la poblaciéon colombiana y para cada uno de los agricultores que dia tras dia
se esfuerzan por mejorar la seguridad alimentaria.
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Capitulo 7
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Capitulo 8

Conclusiones

= De acuerdo con los resultados se concluye que nuestro modelo propuesto permite
realizar un control biolégico que sirve para exterminar cualquier tipo de plaga que
afecte a cualquier cultivo, teniendo como resultado una poblacién que sobrevive a la
propagacién de la misma y asi minimizar el impacto al medio ambiente.

= Se puede concluir que el modelo que mejor se ajusta en la produccién de yuca en el
departamento de Bolivar es el modelo logistico debido a que se tienen en cuenta mas
parametros a la hora del estudio de ella y tiene un sentido mas realista.

= Si no se controla a tiempo la plaga (Mosca blanca), esto traerd como consecuencia
la extincion del cultivo en muy corto tiempo, debido al crecimiento exponencial que
posee dicha plaga.

» Como resultado obtenemos que las principales formas de controlar la plaga (Mosca
blanca), es la avispa del género Trichogramma, dado que evita que se siga reprodu-
ciendo.

30



Bibliografia

[1] Saber Noticias. «;Que es un suelo fértil?» En: (2016).

[2] Organizacién de las Naciones Unidas para la Alimentacién y la Agricultura plagas y
enfermedades de las plantas. «Roma Italia: La FAO en situaciones de emergencias».

En: ().

[3] JR Pérez. «Dindmica del Control Biolégico Basado en un Modelo de Cadena Alimenticia
Con Tres Niveles Tréficos». Tesis doct. Tesis de licenciatura, UNMSM, Lima Perti, 2014.

[4] Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y Analisis Numérico Universidad de Sevilla. « Apuntes
de la asignatura». En: (2019).

[5] JAVIER GARCIA GONZALEZ, EDGAR RICARDO BENITEZ S y ARISTOBULO
LOPEZ-AVILA. «Life table of Delphastus pusillus (Coleoplera: Coccinellidae) on the
whitefly Trialeurodes vaporariorum (Hemiptera: Aleyrodidae)». En: Revista Colombia-
na de Entomologia 31.2 (2005), pags. 155-160.

31



	Introducción
	Objetivos
	Objetivo general:
	Objetivos específicos:

	Metodología
	Resultados
	Modelos continuos:
	Estabilidad local del punto crítico Ec:
	Ec sea estable
	Inestabilidad Local del punto crítico Ec:
	Escenarios de extinción

	Modelos multidimensionales no lineales:
	Modelo de Nicholson – Bailey:
	Modelo binomial negativo (Griffiths – May):

	Tabla de vida de la mosca blanca:
	Matríz de Leslie:

	Aplicación
	Prueba de hipótesis:

	Discusión
	Agradecimientos
	Conclusiones

