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The objective of this study was to evaluate the precision of four mathematical models (Malthus,
Logistico, Gompertz and Von Bertalanffy) to describe the growth curve of the capaz (Pimelodus
grosskopfii) in its alevin phase. The fry came from spawning obtained by artificial reproduction
at the Hydrobiological Resources Experimental Station of the Surcolombiana University. To this
end, an average of 27 fry were stored in sample bottles with formalin, with an initial average
weight of 3,07 g in a tank with a capacity of 100 larvae per m2 the first 16 days, and then the next
25 days went to an aquatic pond with a density of 78,4 fish m2. A total of 16 random samples
were collected for a period of 41 days, the animals were fed daily, using a number of daily meals
and appropriate protein levels according to this phase.

The Logistic model was the one that best adapted to the adjustment of the growth curve for
the alevin phase. According to the parameters estimated by the model, the (Pimelodus grosskop-
fii) reaches a length of 6,31229 in said stage. The study showed the usefulness of mathematical modeling as a
strategic analysis tool for the study of the growth of Capaz in its fry phase.
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Resumen

El objetivo de este estudio fue evaluar la precision de cuatro modelos matematicos (Mal-
thus, Logistico, Gompertz y Von Bertalanffy) para describir la curva de crecimiento del capaz
(Pimelodus grosskopfii) en su fase de alevino. Los alevinos provenian de un desove obtenido
por reproduccion artificial en la Estacion Experimental de Recursos Hidrobiol6gicos de la Uni-
versidad Surcolombiana. Con este fin, se almacenaron en promedio 27 alevines en frascos de
muestras con formol, con un peso promedio inicial de 3,07 g en un tanque con capacidad de
100 larvas por m? los primeros 16 dias, para luego, los siguientes 25 dias pasaron a un estanque
acudtico de densidad de 78,4 peces m?. Se recogieron en total 16 muestras aleatorias por un
periodo de 41 dias, los animales fueron alimentados diariamente, utilizando un nimero de

comidas diarias y niveles de proteina adecuados de acuerdo a esta fase.

El modelo Logistico fue el que mejor se adapt6 al ajuste de la curva de crecimiento para la fase
de alevino. De acuerdo con los pardmetros estimados por el modelo, el Pimelodus grosskopfii
alcanz6 una longitud de 6,31229 en dicha etapa. El estudio mostr6 la utilidad del modelaje
matemadtico como herramienta estratégica de andlisis para el estudio del crecimiento de Capaz

en su fase de alevino.

Palabras Claves: Modelo matemadtico, alevino, crecimiento, P. Grosskopfii.



Abstract

The objective of this study was to evaluate the precision of four mathematical models (Malthus,
Logistico, Gompertz and Von Bertalanffy) to describe the growth curve of the capaz (Pimelodus
grosskopfii) in its alevin phase. The fry came from spawning obtained by artificial reproduction
at the Hydrobiological Resources Experimental Station of the Surcolombiana University. To this
end, an average of 27 fry were stored in sample bottles with formalin, with an initial average
weight of 3,07 g in a tank with a capacity of 100 larvae per m? the first 16 days, and then the next
25 days went to an aquatic pond with a density of 78,4 fish m?. A total of 16 random samples
were collected for a period of 41 days, the animals were fed daily, using a number of daily meals

and appropriate protein levels according to this phase.

The Logistic model was the one that best adapted to the adjustment of the growth curve for
the alevin phase. According to the parameters estimated by the model, the (Pimelodus grosskop-
fii) reaches a length of 6,31229 in said stage. The study showed the usefulness of mathematical
modeling as a strategic analysis tool for the study of the growth of Capaz in its fry phase.

Key words: Mathematical model, alevin, growth, P. Grosskopfii.
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Introduccion

La acuicultura en Colombia se ha convertido en uno de los sectores de la economia que ha
venido presentando un importante y significativo nivel comercial anual, este auge se ha centrado
en la produccion de especies fordneas en su mayoria ( , ) ( ,

). Segun cifras reveladas por el Ministerio de Agricultura y Desarrollo Rural, para el 2020, la
acuicultura ha sido uno de los sectores mas dindmicos del Departamento del Huila registrando
un crecimiento del 9 al 10 % promedio al afio; para el cierre del 2021, realizé un aporte de 73.048
de toneladas TM (toneladas métricas), que corresponde al 39 % de la produccién nacional de
productos piscicola en el pais. Lo que posiciona al departamento como el principal productor

de pescado en el pais.

Pimelodus Grosskopfii, conocida como capaz, es endémico de la cuenca Colombiana del
rio Magdalena-Cauca ( , ), y esté categorizado en peligro
critico (CR) con nivel de vulnerabilidad A2d en la lista roja de la IUCN (

, ), es un pez de la familia Pimelodidae de habitos
alimenticios omnivoros, propensa a ser carnivora por insectos, macroinvertebrados y peces
( , ). A nivel comercial, por la calidad de su carne, la ausencia de
espinas intramusculares y su buen precio en el mercado se posiciona como una especie de gran
importancia comercial ( ,

), ademas ha sido calificada con buena demanda dentro de las posibilidades piscicolas del
pais ( , ) y como parte de un desarrollo experimental que ha sido constante en

los dltimos anos ( , ).

Los modelos matematicos de crecimiento pueden ser utilizados para entender y predecir el

crecimiento de los peces, lo que es importante tanto para la acuicultura, piscicultura y sectores

10
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afines de éstas. Estos modelos se basan en una serie de factores que influyen en el crecimiento
de los peces, como la temperatura del agua, la disponibilidad de alimento y el tamafo y la edad
del pez. Algunas disciplinas desde hace un tiempo han utilizado los modelos matemaéticos de

crecimiento, como la ecologia, la agronomia, la biologia, la piscicultura y la acuicultura.

Para las actividades de cultivo de peces, tener un modelo matemaético correctamente ajusta-
do alas necesidades de la empresa o lugar en particular, proporcionara informacién necesaria
para monitorear y explicar patrones observados en campo, como comparar tasas, predecir el
comportamiento productivo, brindar apoyo para la toma de decisiones sobre los limites de
captura, ganancia diaria de peso, tamafios minimos y maximos de los peces, analizar el intervalo

de tiempo entre el nacimiento y la madurez del animal.

Las funciones que mds se han aplicado para estudiar el crecimiento de los animales y especial-

mente de los peces, son las propuestas por Gompertz en 1825 ( , ), Verhulst en 1838
( , ), Brody en 1945 ( , ), de Von Bertalanffy en 1957( ,
) y la de Richards en 1959 ( , ), ademads se han aplicado también funciones

lineales, polinémicas, exponenciales entre otras, para tratar de predecir el peso adulto o el grado
de madurez, como también el crecimiento del pez a través del tiempo, sin tener que realizar
mediciones repetidas o esperar que el animal alcance su madurez para tomar decisiones relacio-

nadas con la produccioén ( , ).

La Estacion Experimental Surcolombiana de Recursos Hidrobiolégicos (ESSRH) como parte
de su avance experimental dentro de la piscicultura, se ha propuesto como objetivo repoblar las
represas del Quimbo (Garzén, Huila) y Betania (Yaguard, Huila) con especies de alevinos nativas
de la cuenca del rio Magdalena para aumentar su producciéon y comercio, con el propésito de
fomentar el consumo en la regién y favorecer al sector pesquero del departamento y del pais

colombiano.

Por tal iniciativa de la Estacién Experimental sobre esta temdtica de conservacion y desarrollo
experimental de nuestras especies icticas nacionales, el objetivo de esta investigacion es emplear
modelos matemaéticos como herramienta fundamental para verificar la dindmica de crecimiento

del capaz Pimelodus grosskopfii en su fase de alevino en un ambiente en cautiverio. Los modelos

11
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a utilizar para estudiar la curva de crecimiento de nuestra especie son el modelo logistico, el

modelo de Malthus, el modelo de Gompertzy el modelo de Von Bertalanffy.

12



Capitulo 1

Contextualizacion de la investigacion

1.1. Planteamiento del problema

El cultivo de peces es una actividad importante en la produccién de especies marinas puesto
se ha convertido en una alternativa para satisfacer la demanda creciente de proteina animal;
ademas, ofrece oportunidades de trabajo a familias que viven de la pesca, y sostenibilidad en el
medio ambiente poniendo en préctica el uso de tecnologias que disminuyen la contaminacién

ambiental para llevar a cabo la reproduccién y conservacion de especies nativas.

En el sector de la piscicultura, las tres fases que componen la crianza de los peces son: alevi-
naje, recria y engorde. El alevinaje es la primera fase de desarrollo de los peces, que se produce
cuando todavia son crias. Esta etapa generalmente se lleva a cabo en criaderos especializados

para aumentar la eficiencia de los alevines.

Al ser una de las primeras fases de vida, esta etapa requiere una inversion significativa en
términos de tiempo, espacio y recursos, por lo que es importante maximizar la supervivenciay el
crecimiento de los peces. La crianza de los alevinos de Pimelodus grosskopfii suele realizarse en
piscinas o tanques. La ventaja de esta técnica es que pueden controlarse algunas de las variables
que afectan a su crecimiento, como la temperatura, calidad de agua y la cantidad de alimento

suministrada. Sin embargo, existen otras variables que no pueden ser controladas.
La mayoria de los modelos tienen su origen en la modelizacion del crecimiento de la pobla-

13
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ci6én humana, siendo luego utilizadas en diferentes campos de estudio, como en el crecimiento
de especies biologicas. Los modelos matemadticos, por tanto, son una herramienta ttil para
predecir y optimizar el crecimiento y la supervivencia de los alevines en diferentes sistemas de
cultivo. De manera que, el éxito de la acuicultura y la piscicultura depende en gran medida del
conocimiento y la aplicacién de modelos de crecimiento que permitan maximizar la produccion

y reducir los costos.

Con un modelo de crecimiento correctamente ajustado es posible obtener una prediccién de
la longitud promedio del Pimelodus grosskopfii en funcién de una o mds variables que afectan
su crecimiento. Modelos de crecimiento comtinmente empleados en biologia son los modelos
Richards, Gompertz, Von Bertalanffy y Logistico. Estudios previos han demostrado buenos resul-

tados al ajustar estos modelos al crecimiento de peces y otras especies.

La Estacion Experimental Surcolombiana de Recursos Hidrobiol6gicos de la Universidad
Surcolombiana, se une a estas técnicas de reproduccion, con el fin de producir a gran escala
alevinos de especies nativas del rio Magdalena que se encuentran en cierto grado de amenaza;
ademads de favorecer a la comunidad cientifica, también se beneficiardn, de manera directa, a los
pescadores artesanales de la region debido a que se aumentardn los volimenes de captura de
especies de importancia econémica para este grupo poblacional. Esta estancia, busca brindar
ala comunidad académica apoyo en proyectos de desarrollo al pais, con el fin de impulsar la
investigacion y fomentar el conocimiento cientifico en diversas temadticas, especialmente relacio-

nadas con la sostenibilidad, el cuidado del medio ambiente y el avance cientifico a la piscicultura.

Las especies que se reproducen en la Estacion Experimental son: El capaz (Pimelodus gross-
kopfii), dorada (Brycon moorei), bocachico (Prochilodus magdalenae) y patal6 (Ichthyoelephas
longirostris), criadas en cautiverio en esta estacion, las cuales al alcanzar una longitud estdndar
mayor a 2,2 cm se transportan desde ésta hasta el sitio de siembra, donde terminan su desarrollo
y se inicia la repoblacion en las cabeceras del rio magdalena o en las zonas que éste ha sido

obstruido por los embalses del Quimbo y el de Betania.

Una de las especies nativas de la region del Huila que se produce en la estacion experimental

es el capaz Pimelodus grosskopfii, e interesados por su biologia y su desarrollo biolégico el trabajo
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propone modelos estadisticos que permitan predecir el crecimiento del Pimelodus grosskopfii
durante su cultivo en la fase de alevino. La implementacion de estos modelos matemadticos be-
neficiara al proceso de cultivo del capaz al mejorar la toma de decisiones y permitir el momento

6ptimo de cosecha. Por ende, la pregunta de investigacion a tratar es:

;Es posible determinar mediante los modelos matematicos propuestos la dindmica de creci-

miento del capaz (Pimelodus grosskopfii) en su fase de alevino en un ambiente en cautiverio?

15



Universidad Surcolombiana

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

= Analizar mediante la modelacion matemadtica el periodo de crecimiento del capaz (Pi-
melodus grosskopfii) en su fase de alevino, el cual se cultiva en la Estacién Experimental

Surcolombiana de Recursos Hidrobiolégicos.

1.2.2. Objetivos especificos

» Utilizar la modelizacion matematica para describir el crecimiento del capaz Pimelodus

grosskopfii en un ambiente en cautiverio.

» Emplear modelos matematicos como herramienta (Logistico, Von Bertalanffy y Gompertz)
de anadlisis para estudiar el crecimiento del Pimelodus grosskopfii en un ambiente en

cautiverio.

= Estudiar el comportamiento de la dindmica de crecimiento mediante la modelacion mate-

matica.

= Programar con ayuda de un software matematico los modelos de crecimiento biol6gico
(Logistico, Von Bertalanffy y Gompertz) el comportamiento que modela la dindmica de

crecimiento de la especie en su etapa de alevino.
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1.3. Justificacion

Segun la AUNAP, Autoridad Nacional De Acuicultura y Pesca, 2014, Colombia es un pais
tropical con abundantes cuentas hidrograficas que hacen posicionarlo en un lugar destacado
en recursos hidricos en el mundo; posee una de las mayores diversidades de peces del planeta
y con uno de los mads altos indices de biodiversidad. El pais cuenta con diversos sistemas hi-
drolégicos diversificados en cuerpos de agua dulce, salobres y marinos, una gran variedad de
pisos térmicos con caracteristicas climdticas estables a lo largo del afio, terrenos con aptitud
para realizar acuicultura y con una extensa red fluvial que recorre casi todo el pais, ofreciendo

una gran oportunidad potencial para el desarrollo de la actividad.

Al poseer todos estos recursos hidricos, la pesca se concibe como una alternativa econémica
importante para los pescadores marinos y riberefios continentales, quienes miles de ellos logran
garantias para su seguridad alimentaria por medio de ésta; sin embargo, la pesca, especialmente
la continental, se ha estado viendo comprometida por factores externos como la sobrepesca
y la contaminacién ambiental, observdndose que las producciones presentan tendencias de-
crecientes en los ultimos anos, haciendo que los pescadores deban buscar otras alternativas de
producciéon de recursos pesqueros, como es el caso de la piscicultura. Dado el potencial conti-
nental con el que cuenta Colombia, esta alternativa estd demostrando garantizar la seguridad
alimentaria, elevando el consumo per-cdpita, incrementar la generacién de empleo en el campo

y mejorando las condiciones de vida de los productores y de su ntcleo familiar.

La Estacion Experimental Surcolombiana de Recursos Hidrobiol6gicos realiza investigacio-
nes y reproducciones inducidas de especies nativas del rio Magdalena que se encuentran en
amenaza. A pesar de ser una especie que pueda estar en peligro de extincion por la sobrepescay el
deterioro ambiental ( , ), el Pimelodus Grosskopfii ha tenido buena acep-
tacion por parte de la poblacion por su calidad de carne y su alto valor en el mercado, también ha
sido estudiada presentando buen desempeiio en el crecimiento de las larvas por medio de dietas
secas ( , ), sobre su desempefo productivo ( , ), reportdndose
protocolos eficientes para su produccion en cautiverio (

, ) y sobre su desempeifio embrionario ( , ).

Por otro lado, se ha encontrado que la utilidad del modelaje matematico como herramienta
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estratégica de andlisis para el estudio de crecimiento de especies de peces ( , ;
) ; ) ;

, ), demuestra que las funciones matematicas encontradas permiten obtener una

estimacion confiable sobre el peso y la longitud que tendré los peces a través del tiempo, a fin

de mejorar la toma de decisiones sobre la produccién y conocer mds a fondo sobre aspectos

biolégicos de éstos.

Teniendo en cuenta que hasta el momento se encuentran pocos estudios sobre el crecimiento
del capaz en su etapa de alevinaje implementando el modelaje matemadtico, el objetivo del
presente estudio es evaluar el crecimiento del Pimelodus Grosskopfii durante su primera fase de
vida, tomando un periodo de tiempo de cuarenta y un dias, para analizar la curva de crecimiento

obtenida por medio de modelos matematicos de crecimiento.
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Capitulo 2

Marco conceptual

2.1. Bioecologia del Capaz (Pimelodus grosskopfii)

Figura 2.1: Pimelodus grosskopfii, Steindachner 1879

Libro rojo de peces dulceacuicolas de Colombia (2012)

De acuerdo con su tamano, los Siluriformes se han agrupado en grandes, medianos y de
pequeiio cuerpo. Dentro de este tltimo grupo, el capaz (Pimelodus Grosskopfii), es de las especies
mas conocidas, considerado en la lista de las 30 especies de interés comercial para la cuenca del

rio Magdalena, segtin Pesca y Acuicultura, 2006.

El capaz (Pimelodus grosskopfii) representante de la familia Pimelodidae, es una de las es-
pecies icticas de mayor significado econémico que habita en las cuencas del rio Magdalena
Cauca, San Jorge, Sinu, Cesar, Atrato, Baud6 y Catatumbo (

) )
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, ), y los embalses de Betania (Huila) y Prado (Tolima) (

, ). Esta especie es omnivora y suele alimentarse de insectos, macroinver-
tebrados y larvas de peces ( , ). Seglin autores, la talla media reportada en la
cuenca del rio Magdalena se ha mantenido por encima de los 20 cm LE durante los tltimos afios
de registro ( , ). Sin embargo, para en los embalses de Betania y Prado y en las
ciénagas del Magdalena medio, estas tienden a ser mayores (23,5 cm LE, 27,8 cm LEy 31,3 % LE,

respectivamente) ( , ).

Anivel comercial, por la calidad de su carne, la ausencia de espinas intramusculares y su buen
precio en el mercado se posiciona como una especie de gran importancia comercial (

, ), ademas ha sido calificada con buena demanda dentro de las posibilidades

piscicolas del pais ( , ) y como parte de un desarrollo experimental que ha sido

constante en los tltimos anos ( , ).

2.2. Modelos Matematicos de Crecimiento

Los modelos que representan la evolucién de una poblacion, la interacciéon entre especies
y el impacto del hombre sobre los ecosistemas naturales han despertado interés no sélo en el
campo de la Biologia y la Ecologia, sino también en la Matematica Aplicada. La dindmica de
poblaciones tradicionalmente ha sido el enfoque de estudio de lo que ha venido a llamarse
Biomatemadtica. Esta hace frente a aspectos biolégicos relacionados con el crecimiento de una
poblacién con o sin distribucién por edad, la interaccion de especies y su entorno, poblaciones
en peligro de extincion, la explotacion de recursos naturales, el crecimiento de células tumorales,
propagacion de epidemias, la evolucién de cepas resistentes a las plaguicidas, los conflictos

armados, la drogadiccion, etc ( , ).

Aunque no sea posible afirmar cudl fue el primer modelo matematico formulado para la di-
namica de poblaciones, el més antiguo que aparece en la literatura es el propuesto por Leonardo
de Pisa, conocido comtnmente como Fibonacci, quien, en 1202, intentando resolver un enigma
sobre los hédbitos de apareamiento de los conejos, establecié un ejercicio de simulacién que
implica un hipotético crecimiento de una poblacién de estos animales ( , ).

De su hipotesis surge la famosa serie numérica conocida como sucesion de Fibonacci. Aunque
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el modelo esté correctamente formulado bajo las hipétesis en que se basa, el resultado es irreal,
pues no hay parejas de conejos que se reproduzcan siguiendo la serie. A partir de Fibonacci, el
alcance y la evolucion los modelos matematicos en dindmica de poblaciones han alcanzado un
alto grado de sofisticacion para que éstos representen de manera satisfactoria las situaciones a

modelar.

Siglos posteriores, aparecen modelos matematicos basicos en dindmica de poblaciones. El
modelo de Malthus ( , ), propuesto por Thomas Malthus en 1798, describe como se
produce el crecimiento de la poblacién humana. Este predice el crecimiento de la poblacién de
forma exponencial, establece que la tasa de crecimiento de la poblacién humana es exponencial,

mientras que la tasa de crecimiento de los recursos del medio es lineal.

El modelo logistico, introducido por el matematico belga Pierre-Francois Verhulst en 1838,
conocido también como la ecuacion logistica ( , , ), modifica el modelo de expo-
nencial de Malthus, y se basa en la idea de que una poblacién no puede crecer de forma ilimitada
y entonces se estabilizard eventualmente en un punto de equilibrio. El limite que impone el
medio a los recursos naturales en el modelo de Verhulst es conocido como la capacidad de carga
o soporte del sistema, la solucion del modelo es més cercana a la realidad, ya que no permite

que la poblacién crezca infinitamente.

El modelo de Leslie, también conocido como el modelo matricial de Leslie, es un modelo
matemadtico utilizado para describir y predecir el crecimiento y la estructura de edad de una

poblacion a lo largo del tiempo ( , ).

El famoso modelo de Lotka-Volterra ( , ; , ), el cual deja a un lado la hi-
potesis sobre el aislamiento de la poblacidn, es ttil para comprender la dindmica de poblaciones
de presas y depredadores en un ecosistema, y como las interacciones entre estas poblaciones

pueden afectar su crecimiento y supervivencia a lo largo del tiempo.
Omitir supuestos permite que el modelo sea mucho més cercano a la realidad, pero, también

mucho mas complejo en la elaboracién de una expresion matematica. Esta fue uno de los pa-

radigmas dominantes hasta que, el fisico australiano, Robert May, en 1976, public6 un trabajo
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que desat6 un gran cambio en la filosofia de los modelos matemaéticos en biologia (

, ). May analiz6 un modelo muy sencillo de crecimiento de
una poblacién de insectos. Este modelo es importante porque permite comprender c6mo los
cambios en las tasas de natalidad y mortalidad afectan el crecimiento de la poblacion en el
tiempo, y con una tnica diferencia de que en este caso se tiene una poblaciéon que se reproduce
en generaciones separadas, es decir que el tiempo evoluciona de manera discreta (unidades

enteras).

Robert mostré coémo la dindmica llega a un régimen caético por doblamiento del periodo; se
tiene en el caos una convivencia de 6rbitas de todos los periodos y eso le proporciona la riqueza
dindmica que lo caracteriza y destaca nitidamente, por un lado, entre las conductas estables y
periddicas, y por otra, de los comportamientos azarosos. A pesar de que la nocién de caos era
conocida desde antes ( , ), se sentaron las bases que rompen paulatinamente la
idea de que los fen6menos complejos requieren de modelos complejos, y, por tanto, un mecanis-

mo sencillo puede modelar un fenémeno biol6gico muy intrincado.

Los modelos de dindmica de poblaciones incluyen parametros relacionados con la reproduc-
cion, el crecimiento, la mortalidad, la depredacién, la captura, la explotacion, el reclutamiento,
la migracioén, la capacidad de soporte del sistema, las condiciones fisicoquimicas ambientales o
la cantidad de alimento disponible. Con la ayuda de simulaciones numéricas es posible validar
un modelo, porque comprueba si se han tenido en cuenta los parametros correspondientes a la
dindmica de la situacion simulada. Si las condiciones ambientales no se pueden modelar o el
modelo no se puede estudiar analiticamente, la tinica forma de estudiar el modelo es a través

del estudio estadistico numérico.

Es conveniente expresar el crecimiento de los peces por medio de una expresién matematica.
La condicién principal es obtener una férmula que pueda predecir el tamafno (en longitud o
peso) de un pez a una edad determinada, tal férmula debe coincidir con los datos observados
acerca de los tamafos o pesos a ciertas edades, y tener una forma matematica que pueda ser

implementada con facilidad para que de rendimiento ( , ).

Para el estudio de la dindmica de poblaciones de peces, existen modelos y métodos esta-
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disticos para la evaluacién de recursos pesqueros, como lo muestran los trabajos de Sparre y
Venema ( , ), Hilborn y Walters ( , ) Csirke ( ,
), Plaganyi ( , ) o Beverton y Holt ( , ).

Los modelos de Von Bertalanffy y Gompertz son cominmente usados para describir el creci-
miento de peces y especies marinas en la acuicultura, ( ,
). Otros modelos, también han sido considerados apropiados para describir una curva de

crecimiento de ciertos peces, como el Exponencial, el Logistico y el polinomial.

Utilizar un modelo matematico para estudiar el crecimiento de un pez, puede variar por
especiey también puede variar dentro de la misma especie, ya que interfieren multiples variables
inherentes al organismo (sexo, tamafo, genotipo, etc.) con otras dependientes de las condiciones
ambientales ( , ). Generalmente, para cada especie se puede usar el mismo
modelo matemadtico con una combinacién diferente de pardmetros, pero en consecuencia, cada

combinacién de pardmetros resulta una curva distinta ( , ).

A continuacioén, se presentan los modelos que emplearan para el presente estudio.

2.2.1. Modelo de Malthus

El economista inglés Thomas Robert Malthus a través de su obra An Essay on the Principle
of Population ( , ) en 1798, desarroll6 uno de los primeros modelos matematicos
que estudiaba de manera adecuada el crecimiento poblacional. Su preocupacion respecto a la
limitacion de los recursos econ6micos y al incremento de la poblacion humana en ese entonces,

lo motivé para desarrollarlo.

Malthus partié del supuesto de que los recursos del ambiente donde se encuentra la pobla-
cién son ilimitados. Defini6 que la tasa de crecimiento poblacional, es decir, el incremento de
poblacién en cada instante de tiempo, es directamente proporcional al tamafio de la poblacién,
y ala velocidad con que nuevos individuos nacen, mientras que otros mueren (

) ).

El modelo de Malthus puede ser expresado como una ecuacién diferencial de primer orden,
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asi
N5 N(1) (2.1)
=r .
dt
Donde:
] d](\i] it) es la tasa de crecimiento instantdnea de la poblacién con respecto al tiempo t.

= 7 es el incremento poblacional, también, es la tasa intrinseca de crecimiento, la cual se
calcula realizando la diferencia entre la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad, r =
(N —-M).

= N(?) representa el nimero de habitantes en la poblacién en el tiempo t.

Solucionando la ecuacién diferencial del modelo por el método de variables separables,

tenemos:

dN (7)
dt

=rN(1) (2.2)

v () =rdt (2.3)
N(1)

Integramos en ambos lados de la igualdad:

N () :frdt (2.4)
N(1)

tenemos la solucion de las dos integrales,

In(ND)=rt+C (2.5)

Aplicando la funcién exponencial a ambos lados de la igualdad, para despejar la variable
N(1):

el NIN) _ pri+C (2.6)

N() =ee¢ 2.7
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La ecuacion (2.7) representa la solucion general al modelo de Malthus. Ahora, para el caso

cuando ¢ =0, se tiene:

N(@©) =e"te’ 2.8)
N(©) =" @eC (2.9)
N(0) = e© (2.10)

El término e€ representa el nimero de organismos N(0) al tiempo inicial cero. Sustituyendo
este término en la ecuacion (2.7):

N(9)=N(0)e" (2.11)
Obtenemos la solucién particular para el modelo de Malthus. Donde:
= N(0) representa la poblacion al tiempo cero.
= N(?) representa la poblacién al tiempo ¢.

= 7 latasa de crecimiento de la poblacién.

La gréfica que representa el modelo de Malthus estd representada por la siguiente figura

] 1 2 3 4 5 6
t

Figura 2.2: Curva del modelo de Malthus con N(0) = 15,58, r =0, 58.

Elaboracion del autor
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2.2.2. Modelo Logistico

Basandose de las hip6tesis del modelo de Malthus, el matematico y biélogo holandés P. E
Verhulst en 1838, agreg6 un pardmetro de auto-limitacién a su modelo, con el fin de que la tasa
de crecimiento de la poblacién no incrementara exponencialmente como lo establecia el modelo
maltusiano; consider6 que el hdbitat donde se encuentran los individuos tiene una capacidad de
carga llamada K, que representa el tamafio maximo de poblacién que un ambiente en particular
puede sostener. Inicialmente, cuando hay pocos individuos y suficientes recursos, la poblaciéon
se incrementara de forma exponencial, sin embargo, en la curva existe un punto de inflexion
a partir de la cual la tasa de crecimiento disminuirad. Eventualmente la tasa de crecimiento se
estabilizard. Posteriormente, la poblacion se ird amortiguando hasta llegar a K, y el nimero de

individuos permanecera constante, alcanzado la capacidad de soporte del medio.

Quetelet y su pupilo Verhulst consideraron agregar el pardmetro llamado capacidad de carga,
K, como una fuerza moderadora de la densidad de la poblacién, de manera que, a medida que
la densidad poblacional aumente, la tasa de mortalidad incremente en tanto que la tasa de
natalidad disminuya, haciendo que la tasa de crecimiento, r, disminuya hasta cero o inclusive a
valores mas bajos ( , ). Dando asi, una nueva expresion para r, con el

objetivo de modificar la ecuacion de Malthus, dN (t) =rN (1).

Como el modelo logistico, es un modelo de poblacién muy simple en el que la tasa de creci-
miento per capita es una funcién decreciente del tamafio de la poblacion, es posible formular la
siguiente ecuacion pu=r — bN(t). Donde p y r representan tasas de crecimiento poblacional, y
b > 0 es el parametro de auto-limitacién o coeficiente de friccion que hace decrecer a r a medida

que N(f) aumenta. Por otro lado, r y b son independientes.

Sustituyendo r por y, al modelo de Malthus:

dN (1)

= [r—=bN(DIN(t) (2.12)
dr
dlzt(t) rN(t) — bN(1)? (2.13)

Analizando el significado de los pardmetros r y b, se tienen dos casos:
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= Para valores pequefio de N (1), es decir, cuando la densidad poblacional es muy pequena,
N =0

wu=r—bN(t)=r (2.14)

dN (7)

T rN(t)—bN(H)? = rN(1) (2.15)

la dindmica de crecimiento de la poblacién es de tipo exponencial, puesto que el pardmetro

limitante dependiente de la densidad de la poblacion no existe.

= Cuando la poblacién decrece, es decir, % =0:

dN (1)

=rN(t)—bN()?*=0 (2.16)
dr
dN (1)
T [r—bN@IN() =0 (2.17)

significa que para algtin valor N en particular, llamada K, el incremento de la poblacion es

nulo. Esto es,

= [r-bKIK=0 (2.18)

Para que la igualdad anterior se cumpla, alguno de los términos debe de ser cero,

(r—=bK)K=0 (2.19)

entonces, debe ser que K =0, lo cual indicaria que no es admisible ningtin individuo en el
ambiente, o de lo contrario, K = %, K depende de r, la tasa de crecimiento y de b, que es
el parametro de autolimitacion. Esta tiltima densidad de poblacién se conoce de manera
especifica como capacidad de carga, referida al nimero maximo de individuos admisibles

de una determinada especie que el ecosistema puede sostener.
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Despejando a b de la ecuacién K = 7, para expresarlo como una constante que dependa de r
v K,

b= (2.20)

A partir de la ecuacion (2.2) sustituimos b por su nueva forma,

dN(7)

— N —bN(t)z (2.21)
dr

dN (1) _ r 2
= = PN (1) - (E)N(” (2.22)

dN (1) _ rN(@) (K- N(@®) (2.23)
dr K

ANG@® _ e (w) (2.24)
dr K |

dN (1) _ N )( N(t)) (2.25)
dr K .

se obtiene la ecuacidn diferencial logistica conocida en muchos textos de ecologia y demo-

grafia, también aplicada en dreas de las ciencias como las matematicas, biologia y medicina.

De esta expresion, resaltan algunas observaciones importantes:

= Mencionado anteriormente, el pardmetro K hace presencia en la ecuacion logistica si se

compara con el modelo de Malthus dN (”

= KN(t), que se refiere al crecimiento maximo
de la poblacién, y a grande rasgos representa el nimero maximo de individuos admisibles.
En esta constante se resumen varios factores que influyen en la dindmica de crecimiento
de la poblacién, como cambios climéticos, recursos del medio, disponibilidad de alimento,

entre otros.

dN(t)

= Para 0 < N(#) < K se tiene que > 0, lo que indica que la poblacién crece.

= Mientras que para N(f) > K, se tiene que dN (t) lo que indica que la poblacién decrece.
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= Paravalores de N(f) <0 se tiene que % ~ rN(t) tendera a un crecimiento malthusiano,

K-N@)
N(0) '

puesto que

= La tasa de crecimiento del modelo logistico deja de ser constante, comparada con la tasa
del modelo de Malthus, para pasar a autorregularse o estabilizarse de acuerdo al tamafio
de la poblacién a cada instante del tiempo, Tasa de crecimiento=r (1 - %)

Luego de haber encontrado el modelo con su interpretacion, se procede a encontrar su

solucion analitica.

dn _ rN(ﬂ) (2.26)
dr K '
dN _rN(K-N) .27
dr K '
_Kan rdt (2.28)
N(K — N)

deN: f rdt (2.29)
N(K — N)

ecuacion que se procede a integrar, mientras que el lado derecho la integracion es simple, el lado

izquierdo se aplica el método de integracion por fracciones parciales,

K A B
- =y (2.30)
NK-N) N N-K
operando se obtiene que A= 1y B =1, reescribiendo la ecuacion (2.18)
1 1
f—dN+f—dN:frdt (2.31)
N N-K
In(N)-In(K—-N)=rt+C (2.32)

donde C es la suma de constantes de integracién. Ahora, multiplicando por (-1) para organi-

zar la ecuacion anterior y la funcién exponencial para despejar la variable N,
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InK-N)-In(N)=C-rt (2.33)

se aplica propiedades de los logaritmos al lado izquierdo de la igualdad, pues se tiene una

resta de logaritmos

K-N
ln( ):C—rt (2.34)
N

empleamos la funcién exponencial, para poder despejar la variables N (1)

eln(FY) = oC-rt (2.35)

%V =t (2.36)
K—-N=Net ! (2.37)
K=Net "'+ N (2.38)
K=NE“ " +1) (2.39)
N = (2.40)

Luego de algunos pasos algebraicos, se obtiene la solucién explicita de la ecuacion diferencial

(2.14), expresién conocida como modelo logistico. Donde:

= N(?) es el nimero de individuos de la poblacién a un tiempo ¢, como también, representa

la longitud promedio de los alevinos a un tiempo .

= K esla capacidad de soporte del ambiente, y significa el valor del crecimiento méximo de
la poblacién; de igual forma, K es la longitud méxima que los peces puedes alcanzar en su

fase de alevino en un ambiente controlado.

= eeslabase de los logaritmos naturales.
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= (Ceslaconstante de integracion. Es un valor positivo que depende las condiciones iniciales
de N(0).

= r eslatasa de crecimiento.
= feseltiempo.

La gréfica que representa el modelo logistico estd representada por la siguiente figura:

wn
=

Individuos

Figura 2.3: Curva del modelo logistico con K =800, C=3,82yr =1,16.

Elaboracion del autor

2.2.3. Modelo de Gompertz

El modelo de Gompertz ha sido utilizado como modelo de crecimiento desde mucho antes,
incluso mas tiempo que el modelo logistico. Fue propuesto por Benjamin Gompertz en 1825,
para describir la relacion entre el aumento de la tasa de mortalidad y la edad en los humanos.
En su trabajo, titulado On the nature of the function expressive of the law of human mortality,
and on a new mode of determining the value of life contingencies explicaba esta "ley"teérica de
mortalidad: “Es posible que la muerte sea la consecuencia, fundamentalmente, de dos causas
que coexisten; la primera es un componente independiente de la edad (factores externos) y la
segunda uno dependiente (el deterioro propio del envejecimiento), el cual crece exponencial-
mente a medida que la edad avanza"(Hooker, 1965). La publicacién del documento fue en 1825
por Philosophical Transactions, de la Royal Society (Kirkwood, 2015).

La ecuacién diferencial del modelo del Gompertz puede verse como un caso particular del

modelo logistico generalizado propuesto por Richards (1959),
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AN _ v (L) 2.41)
ar PN '

la expresion anterior incluye los mismos pardmetros biol6gicos que el modelo de Verhulst, la
tasa intrinseca de crecimiento r y K como el crecimiento maximo. Se puede apreciar también,
que la tasa de crecimiento es de tipo logaritmico, es decir, que la tasa de crecimiento disminuye
a medida que la variable N(¢) se acerca a un limite. En un crecimiento logaritmico la tasa de

crecimiento se desacelera a medida que la variable se acerca a su maximo valor.

Para poder encontrar la solucién analitica de la ecuacién diferencial, se procede a utilizar

técnicas de integracion.

dN (D) = rN(t)ln(i) (2.42)
dr N(1) '
dN(t) =rdt (2.43)
N in (5]

dN(t):[rdt (2.44)

1
fN(t)ln(%)

Aplicando la técnica de integracion por sustitucion de variables al lado izquierdo y reempla-

zando en la ecuacion anterior,

dN(1)
dat

du
f I :frdt (2.46)
uln(g)

d
w=N() — d—L;:dN(t) ~ du= dt (2.45)

Por un lado,

m:ln(E) — dm:—ldu (2.47)
u u

reemplazamos el valor de m, en la integral de al lado izquierdo

dm
—f—:—ln(u)+C1 (2.48)
m
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f% = —ln(ln(§

u

)+ C (2.49)

Por otro lado, resolviendo la integral de al lado derecho de la ecuacién (2.33)

frdt:rt+ C (2.50)

Igualando los resultados de las integrales (2.38) y (2.39)

—ln(ln(%))+€1:rt+cg (2.51)
K
ln(ln(;)):—rt+C3 (2.52)

Empleando la funcion exponencial e, para despejar la variable N(¢)

eln(ln(%)) _ e—rt+C3 (2.53)
K
In (Z) = "t (2.54)
K
In (—) =Ce "’ (2.55)
u
Volviendo a aplicar la funcién exponencial
elnl) = G (2.56)
Llamamos a la constante C; = B
K -
S =B (2.57)
u
u=Ae B (2.58)

Dado que u = N(f), tenemos
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N(f) = Ae B¢ (2.59)

Se obtiene la funcién que soluciona la ecuacion diferencial de Gompertz, conocida como el

modelo de Gompertz. Donde:

= N(?) es el tamafio de la poblacién al tiempo ¢; como también, representa la longitud de los

alevinos de Pimelodus Grosskopfii al tiempo ¢ .

= K es el tamafo maximo de crecimiento de la poblacién, y determina el punto de inflexién
en la curva en % ; También representa el tamafo maximo que los peces de Pimelodus

Grosskopfii pueden alcanzar en su etapa de alevino.
= B esun valor relativo a la asintota de K, y desplaza al modelo a la izquierda o la derecha.

= 1 es el coeficiente o la tasa intrinseca de crecimiento, que afecta la forma de la curva.

Esta ecuacion ha sido ampliamente utilizado en biologia para describir desde el crecimiento

de animales, como plantas, aves y peces, hasta el crecimiento de bacterias y tumores en animales.

La gréfica que representa el modelo de Gompertz estd representada por la siguiente figura:

Figura 2.4: Curva del modelo de Gompertz con K =10, B=3yr =0,05.
Tomado de Trinidad B. Adalberto (2014).
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2.2.4. Modelo de Von Bertalanffy

La Teoria General de Sistemas fue formulada por el bi6logo austriaco Ludwing Von Berta-
lanffy (1901-1972), se presenta como una forma sistemaética y cientifica de aproximacion a la
realidad, y al mismo tiempo, busca la aplicaciéon de unos mismos modelos en diferentes ciencias,
dado que la diferencia de las entidades en cada una, no impide que unas maquetas o modelos

creados desde campos cientificos diferentes puedan ahorrar esfuerzos para otros, (Galvis, 2014).

En 1938 el bi6logo austriaco Karl Ludwing von Bertalanffy introdujo un modelo para estudiar
el crecimiento de individuos pertenecientes a poblaciones de animales. Dicho modelo surgi6é
tras una adaptaciéon del modelo logistico de Verhulst. El modelo propuesto inicialmente des-
cribe el crecimiento individual, expresado en términos de talla (términos de longitud o peso
del individuo) y edad. Para Bertalanffy (1938), el crecimiento orgdnico de un organismo esta
basado en principios biolégicos. El crecimiento se basa en la accion encontrada entre los proce-
sos anabdlicos (sintesis de sustancias complejas) y catabdlicos (descomposicion de sustancias
complejas en sustancias mas simples, en general con liberacion de energia). Es decir que el orga-
nismo crece cuando la formacién sobrepasa a la degradacion y se detiene cuando se equilibran
ambos procesos. El catabolismo en muchos organismos, es proporcional al volumen (peso) Vy

el anabolismo es proporcional a la superficie S. (Valle 1986).

Esta relacion, expresada matematicamente es:

dv
— =hS(t)—cW(1) (2.60)
dz

donde S(7), W (1), hy c son: el peso y la superficie corporal a la edad ¢ y las tasas de anabolis-

mo y catabolismo del individuo, respectivamente.

Para Poole (Poole, 1974), el modelo cuenta con las siguientes suposiciones:

= El organismo crece isométricamente (el peso incrementa en forma proporcional a la

longitud).
= El organismo mantiene una gravedad especifica constante.

= Latasa de crecimiento de un individuo no estd influida por la densidad de la poblacién.
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Ahora bien, se definen las siguientes relaciones :

= El aumento de peso es proporcional a la superficie del organismo (ya que se necesita

absorber material del entorno).

AW = hS(1)

(2.61)

» La pérdida de peso es proporcional al volumen del organismo (porque el metabolismo

ocurre en todo el volumen) .

AW =cV (1)

(2.62)

= Es necesario especificar la relacién entre peso (volumen) V' y drea S, que podria ser no

trivial. Considerando s6lo animales euclideos, tipicamente esféricos (Abramson G, 2014):

S=al?

vV =bI3

(2.63)

(2.64)

Como se desea expresar la ecuacién de von Bertalanffy en funcion de la longitud L, derivamos

la ecuacion (2.53) con respecto a esta variable:
V=bL

dv dL
— =3bL*—

dz dz

Sustituyendo las ecuaciones (2.52), (2.53) y (2.55) en la ecuacion diferencial (2.49):

v _ hS(t) — cW (1)
dr ¢

dL
310L2a = hal? - cbI?

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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dL
5 (hal®-cbl?) (3bL2) (2.69)
dL _hal* cbL® 2.70)
dt 3bI2 3bl2 '
dL 3 hac cL 2.71)
dt 3bc 3 '

Dado que el crecimiento es isométrico, W = bL3, y si se renombran las constantes como
Lo = % y k = £, se obtiene la correspondiente ley de velocidad de aumento en la talla del
organismo:

dL
—=kL,,— kL 2.72
dz oo ( )

= [, eselvalor de L para el que la tasa de crecimiento es nula.

= k esun tercio del ritmo catabdlico: %

La ecuacién (2.61) también se puede escribir como:

dL =k(Loo—L) (2.73)
dt
Esta ecuacion diferencial se conoce como el modelo de Von Bertalanffy (1938), es una de
las ecuaciones mas utilizadas para describir el crecimiento de los peces y ha sido ampliamente
aplicada en la acuicultura y la pesqueria.

Solucionando la ecuacién diferencial (2.62):

%—k(L -1 (2.74)
dr ™ '
L =kdt (2.75)
(Lo — L)

fLkadt (2.76)
(Loo_L)

—In(Loc—L)=kt+C 2.77)
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In(Leo—L)=—kt+C (2.78)
eln(Loo—L) — e—kt+C (2.79)
Loo—L=e"FeC (2.80)
Loo—L=Ce™¥ (2.81)
—L=—Ly+Ce ¥ (2.82)
L=Lo—Ce ¥ (2.83)

Tomando a L(0) = 0, cuando la edad tedrica sea £(0) = £,

L(f) = Loo— Ce™¥? (2.84)
0= Loo— Ce ko (2.85)
—Loo = —CeFt0 (2.86)
Lecef® =C (2.87)
Luego,
L(f) = Loy — (Looekt") ekt (2.88)
L(f) = Lo, (1 - e’”‘Oe"”) (2.89)
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L(1) = Lo (1 - &7 F7) (2.90)
Se obtiene la forma general del modelo de Von Bertalanffy. Donde:

= [(?) es la longitud del individuo al tiempo f; representa la longitud de los alevinos de
Pimelodus Grosskopfii al tiempo .

= L eslalongitud maxima del individuo. Es la asintota superior paralela al eje x; También

representa el tamafio méximo que los peces de Pimelodus Grosskopfii pueden alcanzar en
su etapa de alevino.

» k una estimacion de la tasa de crecimiento del individuo.

= frepresenta al tiempo.

Iy es el valor tedrico del tiempo en el cual la longitud es 0.

La grafica que representa el modelo de Von Bertalanffy esta representada por la siguiente
figura:

7]
=

Longitud

t

Figura 2.5: Curva del modelo de Von Bertalanffy con Lo, =37, k =—0,26y £ =0,2.
Elaboracion del autor

2.3. Obtencion de los parametros de los modelos matematicos

A continuacion, se describen los modelos de regresion lineal y no lineal, que son la base de

los modelos estudiados.
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2.3.1. Modelo de regresion lineal

El modelo de regresion lineal es una técnica estadistica utilizada para explicar el comporta-
miento de y para determinados valores de x. Consiste en una recta que predice el valor de una
variable respuesta y a partir de una variable explicativa x, y de un término de error e; la regresiéon

lineal se basa en la ecuacién matematica de una linea recta:

yi=a+bx;+e; (2.91)

Se define el valor de la prediccién como ¥;

yi=a+bx; (2.92)

Donde y; es la variable dependiente que se pretende explicar, a es la intercesion en el eje y;, b es
el coeficiente de regresion que representa el cambio en y; por unidad de cambio en x;, x; es la
variable independiente y el término e; se conoce como término de error o error de prediccion y
es igual a la diferencia entre el valor que predice el modelo y el valor observado. Representa la
parte de y; que no es explicada por x; o la influencia de otras variables no contempladas en el

modelo.

e = yi— i (2.93)

El problema de regresion lineal es la estimacion de los parametros. Se puede resolver con el
método de minimos cuadrados, el cual busca la solucion al problema de minimizar la suma de

los errores al cuadrado.

SCE=Y (yi-9)* =) (&)’ (2.94)
i=1 i3

Para analizar el ajuste del modelo, se calcula el coeficiente de determinaciéon R?, que mide el
grado de dispersion de los valores observados con respecto al modelo. Valores cercanos a 1

indican un mayor grado de ajuste del modelo. Una mayor dispersién indica que el modelo no es
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representativo del comportamiento de y; con respecto a x;.

RZ _ Z?Zl(ei)z

— =" 2.95
ST Vi (2.99)

2.3.2. Modelo de regresion no lineal

Un modelo de regresiéon no lineal es una técnica de andlisis estadistico que se utiliza para
modelar relaciones entre variables que no se ajustan a una funcion lineal. A diferencia de los
modelos de regresion lineal, que suponen que la relacion entre las variables es lineal, los modelos
de regresion no lineal utilizan funciones no lineales para representar las relaciones entre las
variables. La forma general de un modelo de regresion no lineal estd dada por:

yi=f(x;,p)+e€; (2.96)

Donde f es una funcién no lineal en sus pardmetros y se asume que ¢; sigue una distribucién
normal de media igual a cero y desviacién igual a o2. El valor de y; que predice el modelo esta

dado por:

7= fxi B (2.97)

Los datos x; e y; se relacionan mediante una funcién no lineal respecto a unos parametros 3
desconocidos, estos f se encuentran a través de minimos cuadrados o bien con otros métodos

como maxima verosimilitud.

Se puede resolver con el método de minimos cuadrados, el cual busca la solucién al problema

de minimizar la suma de los errores al cuadrado.

SCEB) =Y (yi-9 =Y (yi— f(xi, ) (2.98)
i=1 i=1
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Linealizando f(x;, B) en el punto Py, se obtiene el sistema lineal:

FBR+J(Br)d=0 (2.99)
d=p-Pr

Donde J(By) es la matriz Jacobiano de SCE en el punto f. Sila matriz Jacobiano de SCE(f), es
singular o no invertible, el problema de optimizacion se reemplaza por el problema de minimos

cuadrados lineales ( , ):
min| f(Br) + J(Br)dll (2.100)
deR

2.3.3. Método de Gauss-Newton

El método de Gauss-Newton es un algoritmo iterativo para minimizar una funcién expectati-
va de suma de cuadrados. Iterativo ya se debe proporcionar una estimacion inicial del vector de

parametros para encontrar una solucion.

El método asume que la funcién expectativa es aproximadamente cuadrética en los para-
metros cercanos a la soluciéon 6ptima. A diferencia del método de Newton, que requiere del
célculo de la matriz Hessiana y que esta sea invertible, la cual no siempre es posible encontrar
durante las iteraciones, Gauss-Newton no utiliza la matriz Hessiana completa para el modelo
cuadrdtico, en cambio, utiliza una aproximacion de una matriz definida positiva By, la cual se va
modificando en cada iteracion para converger a la verdadera matriz Hessiana ( , ),

( ) ), ( ) ).

Be=J} Jk (2.101)

La expresion para hallar el paso py:

JiTepe ==V fi=T]re (2.102)

La féormula general del método de Gauss-Newton es ( , ; , ):
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Xie+1 :xk_(]Z]k)_ljkrk (2.103)

El método de Gauss-Newton se puede interpretar en términos de minimos cuadrados. Resol-
ver el método de Gauss-Newton es igual que solucionarlo por minimos cuadrados lineales, es
decir, se puede utilizar el método de Gauss Newton es equivalente a emplear una sucesion de

ajustes por minimos cuadrados lineales a una funcién no lineal ( , ).

2.3.4. Método de Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt es un algoritmo iterativo de estimacién no lineal pa-
ra ajustar modelos matemadticos a datos observados. El objetivo del método de Levenberg-
Marquardt es encontrar los valores 6ptimos de los pardmetros de un modelo no lineal mediante
la minimizacién de la suma de los cuadrados de los residuos, es decir, la diferencia entre los

valores observados y los valores predichos por la funcion.

Este algoritmo se puede ver como la combinacion de dos enfoque de optimizacion, entre los
métodos del gradiente y de Gauss-Newton. Al encontrarse la solucién actual lejos del minimo
local, el algoritmo se comporta como el método de gradiente. Sin embargo, si la solucién se
encuentra cercana al minimo local, el método presenta un comportamiento similar al método
de Gauss-Newton, convergiendo rdpidamente ( , ), es decir,
dependiendo del valor inicial 7, el algoritmo se puede comportar de alguno de los dos métodos

mencionados.

Levenberg (1944) y Marquardt (1963) sugirieron calcular la direccién py = 0 — 0, mediante

la solucién del problema:

min = || fO) +JOp|, s a. ||p| =2k (2.104)
PrkER"

Donde A > 0 es el radio de la region de confianza ( , ,

).
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A continuacioén se describen algunas técnicas de evaluacion del ajuste de los modelos.

2.3.5. Coeficiente de determinacién R?

Una vez que los pardmetros del modelo se hayan estimado, es conveniente utilizar una
medida sobre la bondad del ajuste total conseguido, el cual mide la variacion de la medida, que
es expresada y explicada por el modelo. Si todas las observaciones siguen en linea de regresion
ajustada, se obtiene el méximo valor de R?, que es el valor mds cercano a 1. De este modo, cuanto
mayor sea el valor este estadistico, el cual estd entre 0 y 1, mejor serd la prediccion del modelo

ajustado ( , ; , ).

Un estadistico que facilita esta medida es el coeficiente de determinacién R?:

Y (Yo —Y,)?
Donde ( , ; , ):

(2.105)

= Y (Y- V)2 representa sumatoria de las desviaciones entre los valores predichos Y), yla

media de los valores observados Y, elevadas al cuadrado.

= 3 (Y- Y,)? representa sumatoria de las desviaciones entre los valores observados Y, y

la media de los valores observados Y, elevadas al cuadrado.

2.3.6. Coeficiente de determinacion ajustado R*ajd

A diferencia del R?, que mide la proporcién de la variabilidad de la variable dependiente
que es explicada por el modelo de regresion, el R? ajustado ajusta la medida por el nimero

de variables independientes incluidas en el modelo. Es decir, el R2 ajustado toma en cuenta el

efecto del namero de variables independientes sobre la precisiéon del modelo. Donde §§? esla
varianza residual y, §f, es la cuasivarianza de y
— 52
R2=1-2 (2.106)
S?
y
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2.3.7. Suma de cuadrados del error (SCE)

Esta medida hace referencia a la sumatoria de las desviaciones entre los valores predichos
Y, y los valores observados Y, elevadas al cuadrado. Si las observaciones caen sobre la linea de
regresion ajustada, entonces SCE =0 ( , ; , ).
n

SCE=)Y (Yo Yp)* (2.107)
i=1

2.3.8. Coeficiente de correlacion de Pearson (r)

El coeficiente de relaciéon de Pearson, es una medida de la estadistica descriptiva, se utiliza
para medir qué tan fuerte es la relacion lineal entre dos variables, y se denota por r. Este coefi-
ciente puede tomar un rango de valores entre —1 a 1. Un valor de 0 indica que no hay asociacién
entre las dos variables, un valor menor que 0 indica una relacion negativa entre las dos variables;
es decir, a medida que el valor de una variable aumenta, el valor de la otra disminuye, y un valor
mayor que 0 indica una asociacion positiva; es decir, que a medida que el valor de una variable

aumenta, también lo hace el valor de la otra variable.

La correlacion de Pearson trata de dibujar una linea de mejor ajuste por medio de los datos
de las dos variables, y el coeficiente r nos indicard que tan bien se ajustan el conjunto de datos a
este nuevo modelo, es decir, qué tan lejos estdn todos los puntos de datos a esta linea de mejor

ajuste.

Z 1(xl 55)()/1 j/\)
\/Z, l(xl—x)z\/Zl Vi

(2.108)

2.4. Minitab

Minitab es un software estadistico utilizado para el anélisis de datos y la generacion de infor-
mes. Es una herramienta ttil que permite a cientificos, investigadores, profesionales e ingenieros
a realizar andlisis estadisticos, visualizaciones, gréficos, pruebas de hipdtesis, pruebas de calidad

entre otras funciones que el software ofrece.

Entre las funciones que ofrece Minitab, estan:
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= Anadlisis de datos: ofrece una amplia gama de herramientas estadisticas basicas y avan-
zadas para analizar bases de datos, como estadisticas descriptivas, pruebas de hipétesis,

andlisis de varianza (ANOVA), regresion lineal y no lineal, entre otros.

= Grificos y visualizaciones: facilita la visualizacion de datos y proporciona una variedad de
opciones para crear graficos para explorar y presentar de manera efectiva, como gréaficos
de caja y bigotes, graficos de dispersion, histogramas, gréaficos de control y calidad, entre

otros.

= Andlisis de calidad: se usa ampliamente en las areas de control de calidad y mejora de
procesos, proporcionando herramientas como graficos de control, analisis de capacidad

de procesos, disefio de experimentos y andlisis de sistemas de medicion (MSA).

Es un software estadistico muy completo por su capacidad para realizar andlisis estadisticos
complejos de manera relativamente sencilla. En el campo estudiantil, Minitab, por su interfaz
amigable, es de mucha utilidad al momento de aprender, profundizar e interpretar conceptos
estudiados previamente en cursos de estadistica, probabilidad y matematicas. Por tales razones,
este software matemadtico y estadistico se utiliz6 para este trabajo con el propésito de que facili-
tara a la interpretacion y seleccion del modelo que mejor se ajusta a la curva de crecimiento para

cumplir con el objetivo de esta investigacion.

Minitab proporciona los siguientes criterios para la validacién de un modelo por medio del

método de regresion no lineal:

= Numero de iteraciones: Este valor indica el nimero necesario de iteraciones para que el
modelo logre convergencia. Para Minitab, este valor es requerido para obtener la suma
final de los cuadrados del error (SSE final) aunque no se le atribuye un significado a este

nuamero.

= Suma de los residuos al cuadrado (SSE final): Esta medida cuantifica la variacién en
los datos que no es explicada por los predictores del modelo, es decir, es la parte que el
conjunto de variables independientes no consigue explicar de la variable independiente.
Cuanto mas bajo sea el valor de SSE final, mejor serd descrita la respuesta por el modelo.
Esta medida también se conoce como la suma de cuadrados del error (SCE) mencionada

en la secci6n anterior.
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= DFE: Los grados de libertad para el error (DFE) es la cantidad de informaci6n de los datos,
y es determinado por el nimero de observaciones al tamafio de la muestra (el nimero de

parametros).

= MSE: Este valor se obtiene dividiendo la suma de los cuadrados del error residual entre los
grados de libertad. E1 MSE es la varianza en torno a la linea de regresion ajustada (valores

ajustados) MSE = %

= S:representa la desviacion estandar de los datos de una muestra y es una medida impor-
tante de bondad de ajuste para un modelo no lineal. La desviacion estandar es la medida
que nos representa qué tan dispersos estdn los datos observados de la funcién de regresiéon
no lineal. S representa la desviacion estdndar de la distancia entre los valores de datos 'y
de los valores ajustados (de la funcién de regresion no lineal), se utiliza para evaluar qué
tan bien el modelo describe la respuesta y se mide en las mismas unidades de la variable

respuesta. Mientras mds bajo sea el valor de S, mejor describirad el modelo la respuesta.
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Metodologia de la Investigacion

3.1. Tipo de estudio

En este estudio se procesan los datos obtenidos en la caracterizacién del crecimiento del
Pimelodus grosskopfii en su primera fase (alevino) de desarrollo de vida, para validar el uso
de los modelos matemdticos como una herramienta tedérica aplicable para la prediccion en el

crecimiento del capaz en condiciones de cautiverio.

= Investigacién exploratoria: Se presenta, en efecto, porque este estudio pretende analizar
aspectos que han sido poco estudiados, apoyados en la recoleccidon de datos que permitiran

solucionar la necesidad investigativa propuesta.

= Investigacion cuantitativa: Este proyecto utiliza la investigacion cuantitativa dado que

utilizard gran cantidad de datos y herramientas estadisticas, matemadticas y tecnoldgicas.

= Investigacion de campo: el objetivo se centra en recopilar datos y muestras representativas.
A partir del razonamiento hipotético-deductivo, se pretende aplicar medidas estadisticas

para analizar los datos.

3.2. Ubicacion del estudio

Se tomo6 como poblacion la especie capaz Pimelodus grosskopfii cultivada en la Estacion

Experimental de Recursos Hidrobiol6gicos de la Universidad Surcolombiana, la cual se encuentra
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ubicada en el predio “La Granja Experimental”, propiedad de la Universidad Surcolombiana,
vereda San Miguel Palermo-Huila y situada a 461 m.s.n.m. en el distrito de riego El Juncal, a siete
(7) Kilémetros de la ciudad de Neiva. Esta zona presenta una temperatura ambiental promedio
de 28.6°C.

3.3. Material bioldgico

Los alevinos de capaz fueron obtenidos por reproduccién inducida en la Estacion Experimen-
tal Surcolombiana de Recursos Hidrobiologicos de la Universidad Surcolombiana. Se tomaron
muestras aleatorias durante 41 para obtener informacién suficiente sobre su primera fase de
vida. Las muestras recolectadas se almacenaron en frascos pequefios de plasticos con formol

dentro de ellos, para la conservacion de los organismos para su posterior anélisis y estudios.

La recoleccion de los datos se realiz6 de manera manual. Para tomar las medidas de los
peces se utilizaron instrumentos de medida como el estereocopio y una regla metalica. El
primero se utilizo para medir a los alevinos que tenian 12 HPE (Horas post eclosién) donde eran
individuos muy diminutos para ser medidos con la regla. Las condiciones ambientales en las
que se encontraron los alevinos de Pimelodus grosskopfii fueron las indicadas para un 6ptimo
desarrollo de los individuos, con temperatura promedio de 27,2°C, oxigeno disuelto promedio
de 4,93 mg/lt y una saturacién del oxigeno disuelto de 54,98 % en el tanque donde se ubicaban

los individuos.
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Figura 3.1: Imagen ilustrativa de los alevinos de Capaz (Pimelodus grosskopfii)
Elaboracion del autor
3.4. Fuentes de investigacion

» Primarias: Estacion Experimental Surcolombiana de Recursos Hidrobiolégicos de la US-
CO.

= Secundarias: Libros, articulos, tesis, registros y demés material que proporcionen infor-

macion e interpretacion relacionada con el tema en materia.

3.5. Analisis estadistico

Para el andlisis de las magnitudes de la longitud de los alevinos de Pimelodus grosskopfii se

emplearon cuatro funciones no lineales de crecimiento que se relacionan a continuacion:
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Modelo de Malthus (1798) L(t) = L(0)e™
Modelo Logistico (1838) L(t) = P
Modelo de Gompertz (1932) Ly = Ae—‘?e*rt

Modelo de Von Bertalanffy
Ly = A(1 — e7T(=%))
(1957)

Figura 3.2: Funciones no lineales de crecimiento.

Elaboracion del autor

En las funciones, L(#) corresponde la longitud al tiempo ¢, el coeficiente A es la asintota a
la que convergen las longitudes de los peces en la fase a estudiar, e es la base de los logaritmos

naturales, r es la tasa de crecimiento, y #j es la edad hipotética en la cual la longitud es cero.

Las variables a evaluar, son los pardmetros de las funciones mencionadas previamente, las
cuales reflejardn una representacion aproximada acerca de la longitud que podrén alcanzar los
alevinos de Pimelodus grosskopfii en un ambiente controlado y en condiciones ambientales
favorables. La funcién que mejor se ajuste a los datos observados, es la que mejor representard

la dindmica de crecimiento para el presente trabajo de investigacion.
Los criterios utilizados para seleccionar el modelo que mejor describia la curva de creci-

miento fueron: coeficiente de determinacién ajustado, grafico de distribucion residual, Sy
MSE.
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Analisis Y Resultados

El objetivo de la investigacion es obtener un modelo de crecimiento que permita predecir el
crecimiento de los alevinos de capaz Pimelodus grosskopfii en un ambiente en cautiverio de la
estacion experimental Surcolombiana de recursos hidrobiol6gicos de la Universidad Surcolom-

biana.

Se cuenta con informacion de longitudes promedios recolectados a partir de una repro-
duccidn artificial, fueron tomadas quince muestras aleatorias por un periodo de cuarenta y un
dias de un estanque en que se encontraban desarrollandose los individuos. A continuacion, se

presenta los datos recolectados de las muestras en la siguiente tabla.

5 Longitud
tealldias) Pmmgiu (cm)

1 0,405076923
2 0,525925926
5 0,65

[ 0,664705882
9 0,725

10 0,73438
11 0,7583333
12 0,848148148
13 0,850322581
14 0,853333333
15 0,942857143
16 0,95

17 112

18 1,1375

30 2,234615385
41 3,215384615

Figura 4.1: Datos de longitud promedios de los alevinos de Capaz, Pimelodus grosskopfii

Elaboracion del autor
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Se presenta la grafica del crecimiento en longitud del Pimelodus grosskopfii, durante sus

primeros cuarentay un (41) dias de desarrollo alevino.

3,5

[#5]

E; 2,5
o
T 2
E
2
B 15
=
% 1
o
-

0,5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Edad (dias)

Figura 4.2: Longitud de los alevinos de Capaz (Pimelodus grosskopfii)

Elaboracion del autor

La figura (4.2), describe que el crecimiento del Capaz durante sus primeros dias de vida (fase
alevino) es de un tipo exponencial, pues en los peces, al igual que en todos los seres vivos, el
tamano del cuerpo esté relacionado con la edad, y a medida que van aumentando de tamafo
aumentan de edad al mismo tiempo, aunque este cambio de tamafio no es constante a lo largo
de toda la vida del pez, este aumento se refleja en gran parte durante sus primeros afios de vida

hasta llegar a una madurez adulta, ( , ).

En el estanque todos los Pimelodus grosskopfii (Steindachner 1879) tienen la misma fecha
de siembra, por lo que la variabilidad serd muy baja. Cada estanque en la Estacion sigue una
trayectoria de crecimiento diferente, por lo tanto, cada tanque, lago o estanque acudtico sigue su

propio modelo o patrén de crecimiento para cada especie que se siembre.

El modelamiento matemadtico se convierte entonces, en una herramienta de ayuda para
describir o simular procesos funcionales en un sistema tecnoldgico, en donde el cultivo de
peces se convierte en un nuevo mecanismo de conservacion para aquellas especies las cuales

el habitat en donde viven se encuentra en amenaza (sobrepesca, contaminacién de fuentes
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hidricas, climas muy aridos, entre otra.). Este instrumento ha sido valioso para desarrollar siste-
mas de alimentacion en diferentes especies de animales ( , ), para
desarrollar un modelo el cual permita tener un control y calidad al agua de los estanques o lagos
donde se siembran, desarrollar un modelo que permita monitorear el crecimiento del langostino
en una crianza semi-intensiva ( , ). Por tanto, la utilidad de un modelo de
crecimiento en estas instalaciones esta en su capacidad de predecir el crecimiento de los dias
siguientes a cada medicidn, y asi ayudar en la toma de decisiones, como por ejemplo, mejorar

las condiciones de la reproduccion de capaz en la region.

El objetivo de esta investigacion es a partir de los modelos matematicos propuestos, analizar
el modelo que mejor ajuste tuvo para predecir el crecimiento del Capaz en su fase de alevino de
acuerdo a los datos observados; se consider6 tinicamente el tiempo el cual dura su etapa inicial
de vida como regresor del modelo. Para la construccién del modelo se utiliz6 la totalidad de los

datos de las muestras recogidas.

Se estimaron los pardmetros para cada uno de los modelos de crecimiento estudiados:
Gompertz, Von Bertalanffy, Logistico y Malthus. Finalmente, se evalu6 el ajuste de la data a cada

modelo para identificar los modelos con mejor ajuste.

4.1. Construccion de los modelos

En esta secci6n se muestran los resultados de ajustar la data para cada modelo en Minitab. El

andlisis para cada modelo esta dividido en cuatro partes:

Método de estimacion.

Modelo encontrado.

Significancia.

Analisis de residuales.
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4.1.1. Modelo de Malthus

En la figura 4.3, se observa que la curva en rojo, obtenida con el método de L-M, se ajusta
correctamente al comportamiento exponencial de los datos. El modelo encontrado se encuentra
descrito en la parte superior de la gréfica.

Grafica de linea ajustada
lengitud = 0,483472 * exp(0,0469488 * tiempo)

longitud
= - = " w w
c) & o n ° n
o

o
in

=3
o

o 10 20 20 40
tiempo

Figura 4.3: Estimacién del modelo de de Malthus

Elaboracion del autor

Se presentan las siguientes medidas estadisticas, las cuales nos indican el grado de validacion
y de ajuste para el modelo de Malthus:

Iteraciones 13

SSE final 0,103366

DFE 14

MSE 0,0073833

s 0,0859216

R? 0917570393

R? aqjd 0911682564

Correlacion de 0.958
Pearson

Figura 4.4: Tabla de resumen del modelo de Malthus

Elaboracion del autor

Las gréficas de residuos se utilizan para analizar la bondad de ajuste del modelo de regresiéon
no lineal que se obtuvo. Examinar estas graficas ayudan a determinar si se cumplen los supuestos

de los minimos cuadrados ordinarios, describen matematicamente la relacién entre una variable
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respuestay una (o mas) variable predictora. En la figura 4.5, la gréfica de probabilidad de residuos
los datos son asimétricos (Histograma de los residuos), es decir, los residuos estdn descentrados
pero con poca variabilidad, los residuos estdn distribuidos normalmente (Grafica de probabilidad
normal de los residuos), los residuos presentan una varianza constante (Residuos vs. ajustes) y

los residuos son independientes entre si, pues en la grafica los datos se ubican aleatoriamente
alrededor de la linea central (Residuos vs. orden).

Gréficas de residuos para longitud
Grafica de probabilidad normal vs. ajustes
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Figura 4.5: Grafica de residuos del modelo de Malthus
Elaboracion del autor

Se puede apreciar en la gréfica 4.6 de probabilidad de residuos, los datos forman una linea
aproximadamente recta a lo largo de la linea roja, es un indicativo de que hay normalidad en
los datos recolectados, algunos estdan dispersos o lejos de la recta nos indica que hubo variables
externas que no se tuvieron en cuenta para este estudio. Presentando una desviacion estandar
de 0,08285, y una media —0,005064 sugiere que el modelo sobreestima los resultados a los
valores reales. La prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS) con un valor de 0,206 y un valor p > 0,069
sugiere que la muestra que se estd evaluando no presenta una diferencia significativa entre su
distribucién empirica y la distribucién tedérica que se esta contrastando. En estos resultados,
la hipétesis nula indica que los datos siguen una distribucién normal y por lo tanto esto no se
puede rechazar. Puesto que el valor p es 0,069, que es mayor que el nivel de significancia de 0,05,

lo que sugiere que los datos muéstrales tienen buena distribucién con respecto a la longitud
promedio de los peces.
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Grafica de probabilidad de Resid
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Figura 4.6: Gréficas de probabilidad de residuos del modelo de Malthus

Elaboracion del autor

4.1.2. Modelo Logistico

En la figura 4.7, se observa que la curva en rojo, obtenida con el método de L-M, se ajusta
correctamente al comportamiento de los datos. La forma de exponencial al principio de la
funcién del modelo logistico, se aprecia en la figura. El modelo encontrado se encuentra descrito

en la parte superior de la gréfica.

Gréfica de linea ajustada
D = 6,31229 /(1 + exp(2,67327 - 0,0665432 * TIEMPO

LONGITUD

TIEMPO

Figura 4.7: Estimaci6én del modelo logistico

Elaboracion del autor

Se presentan las siguientes medidas estadisticas, las cuales nos indican el grado de validacion

y de ajuste para el modelo logistico:
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lteraciones 15

SSE final 0,0511614

DFE 13

MSE 0,0039355

5 0,0627335

R? 0,950333257

R? ajd 0.94678563

Caorrelacion 0,975
de Pearson

Figura 4.8: Tabla de resumen Modelo Logistico

Elaboracion del autor

Las gréficas de residuos se utilizan para analizar la bondad de ajuste del modelo de regresion
no lineal que se obtuvo. Examinar estas graficas ayudan a determinar si se cumplen los supuestos
de los minimos cuadrados ordinarios, ademds, describen mateméaticamente la relacion entre una
variable respuesta y una (o més) variable predictora. En la figura 4.16, la grafica de probabilidad
de residuos los datos forman una campana de distribucién normal, lo cual nos dice que la calidad
del modelo es buena (Histograma de los residuos), los residuos estan distribuidos normalmente,
ya que siguen a la linea recta (Gréfica de probabilidad normal de los residuos), los residuos
presentan una varianza constante (Residuos vs. ajustes) y los residuos son independientes entre
si, pues en la grafica los datos se ubican aleatoriamente alrededor de la linea central (Residuos

vs. orden).

Grificas de residuos para LONGITUD
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Figura 4.9: Gréficas residuales del modelo logistico

Elaboracion del autor
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La grafica de probabilidad de residuos 4.10, los datos forman una linea aproximadamente
recta a lo largo de la linea roja, esto indica de que hay normalidad en los datos recolecta-
dos. Presentando una desviacion estandar de 0,05835, una media de 0,002374. La prueba de
Kolmogorov-Smirnov (KS) con un valor de 0,145 y un valor p > 0,150 sugiere que la muestra que
se estd evaluando no presenta una diferencia significativa entre su distribuciéon empiricay la
distribucion tedérica que se estd contrastando. Puesto que el valor p es 0,150, que es mayor que
el nivel de significancia de 0,05, la decision es que no se puede rechazar la hipétesis nula y por
tanto los datos siguen una distribuciéon normal, lo que siguiere que los datos muéstrales tienen

una buena distribucién con respecto a la media de la longitud promedio de los peces.

Grifica de probabilidad de Resid

Medin S00IATE

Porceniaje
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Figura 4.10: Gréficas de probabilidad de residuos del modelo logistico

Elaboracion del autor

4.1.3. Modelo de Gompertz

En la figura 4.11 la curva en color rojo corresponde a la funciéon esperada del modelo de
Gompertz. Los datos reales se siguen a la curva obtenida con en método de L-M. El modelo

obtenido se presenta en la parte superior de la grafica.
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Grifica de linea ajustada
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Figura 4.11: Estimacion del modelo de Gompertz

Elaboracion del autor

Se presentan las siguientes medidas estadisticas, las cuales nos indican el grado de validacion

y de ajuste para el modelo de Gompertz:

Resumen GOMPERTZ

lteraciones 26

SSE final 0.0640860

DFE 13

MSE 0.0049297

S 0.0702118

R? 0,949064938

R? ajd 0,94542633

Correlacion 0,974
de Pearson

Figura 4.12: Tabla de resumen Modelo de Gompertz

Elaboracion del autor

Por otro lado, las gréficas de residuos proporcionan informacién acerca de la bondad de
ajuste de modelo de regresion no lineal que se obtuvo, examinar las graficas de residuos ayudan
a determinar si se cumplen los supuestos de los minimos cuadrados ordinarios. En la figura
4.13, los residuos del modelo que se obtuvo son asimétricos (histograma); los datos no estan
distribuidos aleatoriamente, es decir, algunos puntos alejados de la linea implican una distri-

bucién con valores atipicos, pero que en general, siguen una distribucion normal (grafico de
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probabilidad normal), los residuos estdn distribuidos aleatoriamente y tienen una varianza cons-

tante (residuos vs ajustes), y también los residuos son independientes entre si (residuos vs orden).

Grificas de residuos para longitud

Grifica de probabilidad rormal V5. Hustes

o
R
.
I
.

Eridas Valor sjustada

Histograma wi. orden

Figura 4.13: Graficas residuales del modelo de Gompertz
Elaboracion del autor

En la grafica 4.14 de probabilidad de residuos, los puntos aunque estén dispersos siguen la
linea recta, esto nos muestra que no hay evidencia de no normalidad en los datos. Presentando
una desviacion estdndar de 0,065, una media 0,0014. La prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS)
con un valor de 0,173 y un valor p > 0,150 sugiere que la muestra que se estd evaluando no
presenta una diferencia significativa entre su distribucién empirica y la distribucion teérica
que se esta contrastando. En estos resultados, la hip6tesis nula indica que los datos siguen
una distribucion normal y por lo tanto ésta no se puede rechazar, esto sugiere que los datos
recolectados a partir de las muestras presentan una buena distribucién con respecto a la media
de las longitudes promedios de los peces, puesto que el valor p es 0,150, que es mayor que el

nivel de significancia de 0,05.
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Figura 4.14: Gréficas de probabilidad de residuos del modelo de Gompertz

Elaboracion del autor

4.1.4. Modelo de Von Bertalanffy

En la figura 4.15 se puede observar que la funcién estimada con el método de L-M tiene una
forma lineal, 1a cual no sigue la forma esperada del modelo de Von Bertalanffy. A pesar de que
tiene un valor alto en su coeficiente de determinacion, graficamente no se ajusta a la tendencia
de crecimiento de los datos reales. Esto debido a que el modelo de Von Bertalanffy evalta la
curvatura de crecimiento de los peces a lo largo de su vida hasta que llegan a su tamafio méximo,
pues en este caso, que la funcién esperada no resultara de forma curva, nos muestra que el
modelo no se ajusta a predecir el crecimiento de los peces de Pimelodus grosskopfii en su fase de

alevino.
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Grafica de linea ajustada
7+ (1 - exp{-2,2093E-06 * (Tiempo + 1
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Figura 4.15: Estimacion del modelo de Von Bertalanffy

Elaboracion del autor

Se presentan las siguientes medidas estadisticas, las cuales nos indican el grado de validacion

y de ajuste para el modelo de Von Bertalanffy:

lteraciones 200

SSE final 0,513935

DFE 13

MSE 0,0395335

S 0,198830

R? 0,9995711

R? ajd 0,999969032

Correlacion 1,000
de Pearson

Figura 4.16: Tabla de resumen Modelo de Von Bertalanffy

Elaboracion del autor

Por otro lado, las graficas de residuos proporcionan informacién acerca de la bondad de
ajuste de modelo de regresion no lineal que se obtuvo, examinar las graficas de residuos ayudan
a determinar si se cumplen los supuestos de los minimos cuadrados ordinarios. En la figura 4.17,
los residuos del modelo que se obtuvo son asimétricos hacia la izquierda (histograma), los datos
siguen una distribucién normal (gréfico de probabilidad normal), los residuos estdn distribuidos
aleatoriamente y tienen una varianza constante (residuos vs ajustes), y también los residuos son

independientes entre si (residuos vs orden).
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Figura 4.17: Gréficas residuales del modelo de Von Bertalanffy

Elaboracion del autor

Se puede apreciar en la gréafica de probabilidad de residuos 4.18, que los puntos siguen una
linea recta, por lo tanto, no hay evidencia de no normalidad, valores atipicos o variables no
identificadas. Presentando una desviacion estandar de 0,1851, lo que indica que los puntos de
datos estdn muy cerca de la media 0,0001933. La prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS) con un
valor de 0,180 y un valor p > 0,150 sugiere que la muestra que se estd evaluando no presenta
una diferencia significativa entre su distribucién empirica y la distribucién teérica que se estd
contrastando. Ademads, al tener un valor p mayor a 0,05, no se encuentra suficiente evidencia

para rechazar la hip6tesis nula de que ambas distribuciones son iguales.

Grifica de probabilidad de Resid

Media 00001933
Do Ese Q1851

Porcentaje
W
=3
.

05 04 0.3 0.2 01 00 al 0.2 0: 04
Resid

Figura 4.18: Grificas residuales del modelo de von Bertalanffy

Elaboracion del autor

64



Universidad Surcolombiana

4.2, Comparacion de los modelos

En esta seccién se analizan y comparan los modelos, segiin su valor de R?ajd, MSE, S. Enla

siguiente tabla 4.20 se resumen los valores para cada uno de los modelos de crecimiento.

METODO MODELOS R?
Malthus 0,917570393
Logistico 0,950333257
LEVENBERG-
MARQUARDT Gompertz 0,949064938
Von Bertalanify 0,9999711

Figura 4.19: Comparacién de cuatro modelos no lineales segtin sus medidas estadisticas

Elaboracion del autor

El valor del coeficiente de determinacién R? se encuentra entre 0,917570393 y 0,9999711,
lo cual indica que los cuatro modelos, en general, se ajustan bien a los datos. El valor de R?
es mayor para el modelo logistico. Ademas se observa que la diferencia es minima para cada
modelo. El modelo de Von Bertalanffy, aunque presenta un alto R?, graficamente éste no se

ajusto a la tendencia de crecimiento de los datos.

En la Tabla 4.20 se detallan los valores estimados de los pardmetros y el valor del coeficiente

de determinacion ajustado de cada modelo de crecimiento.
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L . .
Modelos Esfrmat:'fon de los R? ajd s MSE
pardmetros
i 0,483473
Malthus 0,911682564 0,073833
- 0,0469488 0,0859216
A 6,31229
Logistico r 0,0665432  0,946785632 0,0627335  0,0039355
c 2,67327
A 45,2253
Gompertz B -472188 0945426328 0705118  0,049064938
r —0,0142683
A 30623,7
Von —2,2093E
r 0,999969032
’ 0,198830  0,0395335
Bertalanify — 06
to 1,67049

Figura 4.20: Estimacion de los pardmetros de crecimiento segiin el modelo

Elaboracion del autor

El valor estimado para el pardmetro de crecimiento A van desde 6,31229 hasta 30623, 7; para
el modelo de Malthus, el valor inicial de Ly es de 0,483473. El modelo de Von Bertalanffy es
el que estima el valor més alto de A, mientras el modelo Logistico obtuvo el menor valor. El
valor de la tasa de crecimiento, r, se encuentra entre —2,2093E — 06 y 0,0665432. El valor mas
alto lo obtuvo el modelo Logistico, esto indica un crecimiento acelerado en los alevinos. Por el
contrario, el modelo de Von Bertalanffy obtuvo un valor bajo, lo que indica un crecimiento lento.
Los parametros derivados de la integracion Cy B de los modelos Logistico y Gompertz, tienen
un valor de 2,67327 y —4,72188, respectivamente; y, un t, con valor de 1,67049 para el modelo
de Von Bertalanfty.

El valor del coeficiente de determinacion ajustado R? ajd, se encuentra entre los valores de
0,911682564 y 0,999969032, lo cual indica que los modelos tuvieron un alto grado de ajuste a la
data. E1R? a jd més alto lo tiene el modelo de Von Bertalanffy, aunque, mencionado previamente,
se concluye que el modelo no representa satisfactoriamente la curva de crecimiento para los
alevinos de Capaz Pimelodus grosskopfii, en consecuencia, el modelo Logistico, es el que posee

un valor alto de R? ajd en comparacién con los demdas modelos.

El valor més bajo de S lo obtuvo el modelo Logistico, con 0,0627335, seguido del modelo de
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Gompertz. Esta medida representa la desviacion estandar de la distancia entre los valores de
datos y los valores ajustados, este resultado indica que la desviacion estandar de los puntos de
datos alrededor de los valores ajustados es 0,0627335. Comparando con los demds modelos, los
valores que son menores de 0,0627335 indican un mejor ajuste y los valores mayores indican un
ajuste no favorable, es decir, que los datos reales y los datos pronosticados se encuentran o muy

cerca o lejos sobre la curva de crecimiento.

El cuadrado medio del error M SE, es la varianza en torno a los valores ajustados. Cuanto
menor sea el valor de MSE, mejor se ajustara el modelo a los datos. En ese caso, el modelo
Logistico tiene el menor M SE, el segundo mejor es el de Von Bertalanfty, seguido del de Malthus.
A pesar de que las gréficas de residuos presenten comportamientos favorables al estudio, es de
tener en cuenta que cada estanque tiene su propio patron de crecimiento, pero con el modelo
construido se obtiene una tinica curva para cada estanque. Debido a esto, en algunos estanques
el error de prediccion (R2, MSE) es muy alto.

Es importante mencionar que los resultados obtenidos no pueden generalizarse a otros
conjuntos de datos, por lo que, para evaluar el crecimiento de los peces Pimelodus grosskopfii en
su fase de alevino cultivados en condiciones distintas, se debe realizar nuevamente el ajuste de

los modelos a los datos recolectados.

A medida que los peces crecen, se observa que la variabilidad incrementa. Ya mencionado,
el valor del error de prediccién del modelo es mayor a medida que los Pimelodus grosskopfii
alcanzan su madurez. Por ende, la precisién del modelo no es constante, y desmejora a medida
que los peces crecen. Los modelos estimados son deterministas, pues, en este caso, dependen
unicamente del tiempo. Sin embargo, existen otros factores que influyen en su crecimiento. Se

considera, por lo tanto, la adicién de mds variables en el tiempo.

67



Capitulo 5

Conclusiones

En términos generales los modelos analizados presentaron un desemperfio satisfactorio en el
objetivo de describir el crecimiento del los Pimelodus grosskopfii en su fase de alevino, ademas,

los modelos evidenciaron tener un alto grado de ajuste para predecir el crecimiento del capaz.

Se realiz6 la comparacion de los modelos construidos, entre los que se encuentran el modelo
de Malthus, Logistico, Gompertz y Von Bertalanffy estimados por el método de Levenberg-
Marquardt, siendo el modelo Logistico el de mayor ajuste a los datos de crecimiento, puesto
que permite obtener mayor precision en las estimaciones, ya que considera la homocedasti-
cidad de los datos ingresados al modelo, es decir, en la graficas de residuos se observan que
los datos (residuos) estan dispersos uniforme y aleatoriamente de los puntos alrededor de la
linea horizontal cero, y por tanto se prefiere que los residuos de un modelo tengan una varian-

za constante (homocedasticidad) para que las inferencias y predicciones del modelo sean validas.

Este estudio da la oportunidad de resumir el ajuste de un modelo en unos pocos pardmetros
importantes, caracteristicas del crecimiento tales como: la tasa de crecimiento, el grado de
madurez, el intervalo entre el nacimiento y el tiempo de la fase de alevino. Ademads, las funciones
de crecimiento esperadas evidencian que el crecimiento del capaz es de tipo exponencial al
inicio de la fase de alevino. El modelamiento se ha realizado en el software estadistico Minitab.
Por lo tanto, es necesario que la persona que opere este modelo conozca la herramienta Minitab

a un nivel basico.
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