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fendmenos ondulatorios en medios dispersivos. También se desarrollara entorno al
método de Diferencias Finitas, que es un meétodo efectivo para solucionar numérica-
mente ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. En el capitulo 1 establecemos
algunos preliminares, mencionamos parte de la historia y derivacion analitica de la
misma. En el capitulo 2 utilizamos una herramienta importante como lo es Método

de Diferencias Finitas que permite discretizar ecuaciones diferenciales y desarrollar
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un proceso mas simple del problema. Alli exponemos el método, damos algunas

definiciones de diferencias finitas, las condiciones de frontera, la deduccién a partir del
primer polinomio de Lagrange vy la solucién numérica de algunas ecuaciones diferen-
ciales parciales cldsicas. Posteriormente en el capitulo 3 implementamos la teoria y
exposicién del método de diferencias finitas en la ecuacion KdV y presentamos

algunos esquemas numeéricos realizados por algunos matemdticos que mejoraron éste
método. terminamos con el capitulo 4 con algunos comentarios y recomendaciones.
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ABSTRACT:

In this degree project, the KdV equation (Korteweg-deVries). This equation has
characteristics that are not very common with respect to others.

equations, since it is a nonlinear partial differential equation and in turn describes
wave phenomena in dispersive media. it will also take place around

Finite Difference method, which is an effective method for solving numerically
mind ordinary and partial differential equations. In chapter 1 we establish

some preliminaries, we mention part of the history and analytical derivation of the
same. In chapter 2 we use an important tool such as Method

of Finite Differences that allows discretizing differential equations and developing
a simpler process of the problem. There we expose the method, give some de-
definitions of finite differences, boundary conditions, deduction from the

first Lagrange polynomial and the numerical solution of some different equations
classic partial cials. Later in chapter 3 we implement the theory and

exposition of the finite difference method in the KdV equation and we present some
some numerical schemes made by some mathematicians who improved this one

method. We end with chapter 4 with some comments and recommendations.
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Resumen

Palabras Claves

Ecuacion KdV, Aproximacion, Diferencias Finitas, Ecuacion Diferencial Parcial,
Onda y Soliton.

Descripcion

En este trabajo de grado se desarrollara entorno a la ecuacion KdV (Korteweg-
de Vries). Esta ecuacion posee unas caracteristicas no muy comunes respecto a otras
ecuaciones, pues es una ecuacion diferencial parcial no lineal y a su vez describe
fenémenos ondulatorios en medios dispersivos. También se desarrollard entorno al
método de Diferencias Finitas, que es un método efectivo para solucionar numérica-
mente ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. En el capitulo 1 establecemos
algunos preliminares, mencionamos parte de la historia y derivacion analitica de la
misma. En el capitulo 2 utilizamos una herramienta importante como lo es Método
de Diferencias Finitas que permite discretizar ecuaciones diferenciales y desarrollar
un proceso més simple del problema. Alli exponemos el método, damos algunas de-
finiciones de diferencias finitas, las condiciones de frontera, la deduccién a partir del
primer polinomio de Lagrange y la solucién numérica de algunas ecuaciones diferen-
ciales parciales clésicas. Posteriormente en el capitulo 3 implementamos la teoria y
exposicion del método de diferencias finitas en la ecuacion KdV y presentamos al-
gunos esquemas numéricos realizados por algunos matematicos que mejoraron éste
método. terminamos con el capitulo 4 con algunos comentarios y recomendaciones.



Abstract

Key words

Approximation, Finite Differences, Partial Differential Equation, Numerical Method,
Wave and Soliton.

Description

In this degree project, the KAV (Korteweg-de Vries) equation will be develo-
ped. This equation has some characteristics that are not very common with respect
to other equations, since it is a nonlinear partial differential equation and in turn
describes wave phenomena in dispersive media. In chapter 1 we establish some preli-
minaries, mention part of the history and analytical derivation of it. In chapter 2 we
expose the method, we give some definitions of finite differences, the boundary con-
ditions, the deduction from the first Lagrange polynomial and the numerical solution
of some classical partial differential equations. Later in chapter 3 we implement the
theory and exposition of the finite difference method in the KdV equation and we
present some numerical schemes made by some mathematicians who improved this
method.
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Introduccion

Durante el dltimo siglo, el uso de modelos mateméticos ademés de permitir plan-
tear y resolver muchos problemas presentes en la naturaleza, en gran manera ha
aumentado y se ha fortalecido hasta el punto de generar teorias fuertes en diferentes
campos aplicativos [1], [16]. Por ejemplo, la forma como se agrupan las nubes, la
disposicion que genera el accionar del viento en la arena y muchos fenémenos maés,
son prueba de ello. En 1834 el escocés John Scott Russell fue el primero en observar
las formaciones fisicas en la naturaleza que estudia reaccion y dispersion 3], [13].

En estas formaciones se integran tres conceptos, la reaccion, es el fenémeno en
donde las particulas pueden cambiar su estado, debido a interacciones o simplemente
de manera espontanea [16]; la dispersion, es la relacion que tiene la velocidad de la
onda c¢ respecto a la longitud de onda A que se propagan sin cambiar de forma [8|;
la no linealidad, no esté sujeta al principio de superposiciéon. Un caso particular de
las ecuaciones de reaccion, dispersion y no linealidad es la ecuacion de Korteweg-de
Vries o simplemente la ecuacion KAV [2], [11], [16], [17], [20].

ou ou Ou
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El termino du/0t de la ecuacion representa la reaccion del fenomeno, la no li-
nealidad esta representada por el termino u(0u/dx) y la dispersion por el termino
Ou/0z3. Con estos terminos en la ecuacion, Korteweg y de Vries demostraron que
también esta es una forma de encontrar explicitamente y cerrada soluciones de onda
viajera y/u onda solitaria a su ecuacion con caracteristicas muy especiales como re-
tencion de su forma en todo momento [8], bien localizada (asintoticamente constante
en +00) y en el caso que una onda solitaria traspase a otra, se retiene el tamano y
su forma.

Desde 1895 la ecuacién KdV no recibié mayor atenciéon hasta 1965, cuando Zabusky
y Kruskal publicaron sus resultados de los experimentos numéricos con esta ecuacion
[4]. Ellos obtuvieron soluciones aproximadas a la ecuacion KdV mostrando que cual-
quier perfil de onda inicial localizada que evoluciona de acuerdo a la ecuacion KdV,
genera un conjunto finito de ondas viajeras localizadas de la misma forma que la
onda solitaria original, confirmando lo descubierto por Korteweg y de Vries en 1895
[14]. Luego lo ecuacién KdV modela los solitones, que son ondas solitarias no linea-
les que se propagan sin deformarse y exhiben un comportamiento extremadamente
inesperado [17].

VII



VIII

En consecuencia en el presente trabajo propone una visiéon alternativa a solu-
cionar la ecuaciéon Kortewek-de Vries, teniendo en cuenta las condiciones iniciales
y la parte general de nuestro modelo, que es estudiar la interacciéon de soluciones
tipo soliton. La ecuacion KdV se puede resuelver numéricamente empleando varios
métodos, como Wavelet-Petrov-Galerkin [8], [26], Elementos Finitos [14], Método
Multidimencional de Newton [13], Método de Adomian [12], [21], [23], Método de
Colocacion de B-spline Cubico [19], La Transformada de Elzaki [21]. En este tra-
bajo utilizaremos el método de diferencias finitas, el cual es un método planteado
por varios matematicos unidos a esta idea y quienes crearon el Célculo Variacional
y junto a Taylor quien fué un matematico Inglés [18], que anade una nueva rama de
las matematicas que ahora se llama el cédlculo de diferencias finitas, quién invento
la integraciéon por partes, y descubri6 la famosa féormula conocida como la expan-
sion de Taylor. Muchos de ellos han usado métodos de aproximacion (lo que hoy
llamamos “métodos numéricos”) para distintos objetivos, uno de ellos es demostrar
la existencia de solucion.

En el primer capitulo del trabajo, hablaremos de los preliminares en este proyec-
to, donde plantearemos el sentido de este proyecto. En consecuencia, se da conceptos
basicos y algunas propiedades de las ondas, la historia y definicion matematica de
soliton. En el segundo capitulo utilizamos una herramienta importante como lo es
Método de Diferencias Finitas que permite discretizar ecuaciones diferenciales y de-
sarrollar un proceso mas simple del problema. Se realiza la deduciéon de las formulas
de Diferencias Finitas, Aplicacion de la serie de Taylor, Método de coeficiente inde-
terminado y aplicacion a algunas ecuaciones en derivadas parciales. De igual manera
el capitulo tres que se enfoca en la solucion de la ecuacion Kdv por el Método de dife-
rencia finita, donde se reemplaza la ecuacion diferencial por ecuaciones en diferencia
y mediante un algoritmo de Octave, encontramos una aproximaciéon numérica.

VIII



Justificacion

El famoso matematico Carl Friedrich Gauss, dijo : "La carencia de formacion mate-
mdtica se deja reconocer inmediatamente en la desmedida falta de rigor en el cdlculo
numérico” [5]. Es por eso que el desarrollo de técnicas numeéricas para la obten-
cion de soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales se ha incrementado en
las ultimas décadas [5]. Entre estas técnicas estan los métodos de elementos finitos,
diferencias finitas y en forma mas general el método de los residuos ponderados,
Método de Adomian. Es claro que en cada método, se realiza su propio estudio
detallado de los criterios, eficiencia y convergencia [6].

Debido a las enormes ramificaciones, relaciones y aplicaciones de la ecuacién
diferencial parcial de Korteweg y de Vries o también llamada KdV en los diferentes
campos y aplicaciones de la matematica como: Las imagenes, la fisica, la medicina,
los tsunami, el camino de la geometria al analisis de ondas de agua, y un tipo de
algebra que se invento solo sesenta anos mas tarde, a saber, el tipo de algebras de Lie
infinitas-dimensionales que son hoy en dia conocido como algebras Kac-Moody es
necesario dar solucion y comprender en que espacios se encuentran estas soluciones
[4], [11], [17]. Debido a eso, en este trabajo se estudiara y se dara a conocer paso
a paso las soluciones de la ecuacion por medio de un método numérico avanzado,
llamado diferencias finitas. El método de diferencias finitas se puede trabajar en
dos o tres dimenciones que otros no permiten o no pueden. Ademas, el método es
muy facil de aprender y aplicar para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales
encontradas en el modelado de problemas de ingenieria para geometrias simples,
problemas de transporte de calor, masa y cantidad de movimiento. Otro argumento
es que este método numérico nos garantiza si hay o no soluciones analiticas de
ecuaciones diferenciales parciales que se éstan estudiando. Una Razén mas para
utilizar este método, es que con operaciones elementales (operaciones aritméticas)
resuelve un problema complejo. Un argumento adicional que justifica este trabajo
de grado, es que sirve como motivaciéon para realizar e implementar los Métodos
Numeéricos para la solucion de otros problemas en diferentes areas de la ciencia en
mas trabajos de grado y tesis por parte de la comunidad estudiantil y docente no
solo de la Universidad Surcolombina, si no también de cualquier persona que léa
este trabajo.
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Objetivos

Objetivo General

Aplicar el método de diferencias finitas para encontrar soluciones numericas a la
ecuacion Korteweg-de Vries KdV

Objetivos Especificos

- Interpretar cada uno de los términos de la ecuacion KdV'.

- Encontrar una aproximacion de la solucion de la ecuacion KdV .

-Analizar las soluciones numéricas respecto a la soluciéon analitica.

-Mejorar el método de Diferencias Finitas para que el error sea menor al método
inicialmente expuesto.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos los preliminares y/o conceptos previos que el lector
debe entender para llegar a la comprension de la ecuacion KdV. Presentamos la
definiciéon de onda, propiedades y parametros de las Ondas. También la ecuaciéon
clasica de onda con velocidad constante y las caracteristicas de una onda dispersiva,
como también el estudio de Ondas No lineales con sus referentes historicos. Con
ello se hace un analisis de los solitones para hallar soluciones de la Ecuacion KdV.
Adicional a esto, citamos y recomendamos leer algunas referencias que se pueden
concultar para ampliar el estudio de este tema.

1.1. Ondas Lineales

Una onda se define como el fenémeno ondulatorio y fisico por medio del cual se
propaga energia sin materia de un punto a otro del espacio a través de algiin medio
solido, liquido, gaseoso o a través del vacio.

Para que se produzca una onda es imprescindible y necesario que ocurra una per-
turbacion al sistema, es decir es necesario que se produzca una variaciéon de alguna
propiedad fisica del sistema como la presion, la temperatura, la densidad, la cual la
vibracion inicial que se produce se transmitira a lo largo de una regiéon del espacio
en forma de energia. |7

Todas las ondas de la naturaleza disponen de una serie de caracteristicas o parédme-
tros propios, el conocimiento de dichos parametros nos permitira conocer y predecir
el comportamiento de la Onda:

Amplitud (A, C) Representa la distancia existente entre el punto més alto conoci-
do como cresta y el eje horizontal de la Onda, la amplitud esta directamente ligado
con la intensidad, en una onda sonora mayor seré la intensidad o los decibelios, a
mayor amplitud de una onda sismica mayor sera la energia transportada.

Longitud de Onda () Representa la distancia entre dos crestas o valles de una on-
da, dicho parametro esté inversamente ligado con la energia que transporta la onda,
a menor longitud mayor energia y a mayor longitud menor es la energia asociada.
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Frecuencia (F) Representa el namero de oscilaciones que ha realizado la onda en
un periodo establecido de tiempo.

Periodo (T) Representa al tiempo necesario para que una onda complete una
oscilacion.

Para saber el tipo y clasificacién de las ondas con mas detalle puede consultar [1],

7.

1.2. Ondas Dispersivas

A continuaciéon se realizard un anélisis de la dispersion de una Onda Lineal a
partir del estudio de la Ecuacion Diferencial Parcial (E.D.P.) de Onda, su significado
fisico y sus caracteristicas.

1.2.1. La Ecuacién de Onda

La ecuacion clasica que describe la propagacion de una onda con velocidad constante
¢ es dada por la ecuacion diferencial parcial lineal.

Ut — gy = 0. (1.1)

Para mirar con més detalle la deduccion y/o construccion de esta ecuacion, véase
el capitulo 8 de [1], donde u(z,t) es la amplitud de la onda y ¢ es una constante
positiva. La solucion general de esta ecuacion esta expresada en términos de variables
caracteristicas (z + ct),

w(z,t) = f(x —ct) + gz + ct). (1.2)

Donde f y g son funciones que dependen de la combinaciéon lineal de las variables
x, t. Estas funciones representan ondas que se mueven con velocidad constante ¢y sin
cambio de forma a lo largo del eje z, tanto en la parte positiva como en la negativa.
Las soluciones f y g corresponde a dos factores de la ecuaciéon unidimensional se
escribe de la forma

0 0 0 0

La ecuacién lineal de onda mas simple es:

up + cuy =0, (1.4)
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su soluciéon

u(z,t) = f(x — ct) (1.5)

representa una onda que se mueve en la direccion del eje x positivo, con velocidad
constante ¢ y sin cambio de forma. La solucion de la onda lineal méas elemental es
la plana o armonica, cuya forma es

u(z,t) = Ae'kr=wt)

donde i = /—1 o unidad imaginaria.

Para comprobar que es solucién a la ecuacién, tenemos:

0 .
0—2; = —wAieikr=wt), (1.6)
? = kAielke=wt), (1.7)
x
— wAie!*Tv — _ck Ajeilkrwt) (1.8)
w = ck,
c=7.

Donde A, k y w son constantes; k es el numero de onda y este a su vez se relaciona
con la longitud de onda A, w es la frecuencia angular y A es la amplitud.

1.2.2. Caracteristicas de las Ondas Dispersivas

La ecuacion ¢ = % representa la velocidad de la onda viajera. Luego un problema

de propagacion de ondas es dispersivo si la velocidad de onda depende del niimero
de onda y en particular, si ésta velocidad no es constante. En consecuencia, un
caso de onda no dispersivo es ¢ = % = constante, o lo que es lo mismo, w(k)
es proporcional a k, es decir w(k) = constante x k. Otro término importante es la
velocidad de grupo o velocidad de paquete de ondas que se define por la relacion

_
- dk’

Cyg

(1.9)

Para el caso que estamos tratando tenemos una relacion de onda lineal no dispersiva
por la siguiente razon
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w ck dw
C:E:?:%:Cg (].].0)

donde c es constante, la aceleraciéon de la onda no es cero por lo que la velocidad no
es constante, véase [2].

1.3. Ondas No Lineales

La importancia de tales fenémenos ha llevado a considerar a las ondas no lineales
como entidades fundamentales de los fendmenos ondulatorios. Si las ondas que se

propagan en un medio de respuesta no lineal y dispersivo son estables, se llaman
solitones [3], (8], [17].

La historia de los solitones esta intimamente relacionada con la historia de la con-
duccion del calor en medios solidos; ademas del estudio de la propagacion de ondas
en la superficie del agua y otros medios.

1.3.1. Historia de la Ecuacion KdV

La primera observacion de un solo soliton (generalmente denominado onda solitaria)
se realizo en 1834 por el ingeniero escocés John Scott Russell mientras trabajaba en
el Canal Unién conectando Edimburgo con Glasgow. Estaba tan impresionado por
la extraordinaria forma y velocidad constante de la ola, que siguié su propagacion
durante algunas millas a través del canal. Véase [3], [4], [13] y [27] .

Russell describi6é su asombro con unas palabras:

“Estaba observando el movimiento de un barco que fue arrastrado rdpidamente a lo
largo de un canal estrecho por un par de caballos, cuando el bote se detuvo repen-
tinamente, no asi la masa de agua en el canal que habia poner en movimiento; se
acumulo alrededor de la proa del barco en un estado de violenta agitacion, luego de-
jandolo atrds repentinamente, rodo hacia adelante con gran velocidad, asumiendo la
forma de una gran elevacion solitaria, un monticulo de agua redondeado, liso y bien
definido, que continuaba su curso a lo largo del canal aparentemente sin cambio de
forma o disminucion de velocidad. Lo sequi a caballo, y lo adelanto todavia rodando
a una velocidad de unas ocho o nueve millas por hora, conservando su figura ori-
ginal de unos treinta pies de largo y un pie a un pie y medio de altura. Su altura
gradualmente disminuyo, y después de una persecucion de una o dos millas la perdi
en los sinuosos del canal. Semejante, en el mes de agosto de 1834, fue mi primera
entrevista casual con ese singular y hermoso fenomeno que he llamado la Ola de
Traslacion.”
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Con este entusiasmo, comenz6 a investigar un poco sobre estas olas solitarias durante
la siguiente década. Sus estudios se encontraron con el escepticismo de la comunidad
cientifica en ese tiempo mientras la gente luchaba por describir sus observaciones.
La razon de eso se debid a el hecho de que sus observaciones eran una consecuencia
de efectos no lineales que se pensaba ser de importancia secundaria en ese entonces.
A pesar de la actitud critica de sus companeros, siguié con su investigacion y decidio
detener sus experimentos sblo cuando dos famosos matematicos, G.B. Airy y G.G.
Stokes, senialaron que sus observaciones estaban en contradiccién con sus teorias de
ondas de aguas someras. Fue solo en 1877 cuando el cientifico francés Joseph Valen-
tine de Boussinesq publicé un articulo que incluye algunos términos no lineales en
su ecuacion de onda, cuya soluciéon exhibié propiedades similares a la onda solitaria
originalmente observada por Russell [27]. Sin embargo, su articulo no llamé mucho
la atencion en Inglaterra. Para entrar en mas detalle tambien puede ver [4].

Cinco anos después, Rayleigh confirmé las observaciones de Russell independien-
temente de Boussinesq obteniendo un perfil de onda solitaria. En 1895 Diederik
Johannes Korteweg y Gustav de Vries prosiguieron el trabajo realizado por Ray-
leigh al incluir el efecto de la tension superficial que conduce al ahora a la famosa
ecuacion Koerteweg-de Vries (KdV) [4].

Un ejemplo de solitones que ocurren en la naturaleza son los tsunamis. Incluso aun-
que los océanos son muy profundos (aproximadamente h = 4 km en promedio), la
teoria de las aguas poco profundas, més precisamente, la ecuacion KdV, todavia
puede aplicarse ya que una ola de tsunami puede alcanzar una extension de apro-
ximadamente 100 km. La velocidad de propagacion es de ¢ = 70 km/h que es muy
rapido. Tan pronto como se acercan a la costa, la profundidad y la velocidad de pro-
pagacion (de la onda) disminuye, por lo que uno podria argumentar intuitivamente
que debido a la conservacion de la energia una gran ola debe levantarse. El perfil
permanente de una solucién de solitones de la ecuacion de KdV resulta del equilibrio
entre dos efectos: no linealidad (proporcional a) y dispersion (proporcional a). La no
linealidad tiende a comprender la onda, mientras que la dispersion la propaga [3].

1.3.2. Solit6on

Definimos solitén como la solucién de una ecuaciéon diferencial parcial no lineal que
tiene las siguientes propiedades:

1. Representa una onda de forma permanente, o sea de la forma f (z — ct), donde ¢
es una constante real.

2. Es localizada, o sea que f (£) — 0, asi como todas sus derivadas cuando

¢ — t00, donde £ es la combinacion lineal x y —ct, es decir £ = x4 (—ct) = x —ct.

3. Mantiene su misma forma y tamano cuando interactua con otros solitones, tiene
comportamiento de particula como lo sugiere su nombre.



Preliminares 6
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Figura 1.1: Gréfico de Soliton en el Plano. h es la altura del canal donde se encuentra
el fluido, a es la amplitud del soliton, g es la gravedad y U es el soliton

En la Figura 1.1 se presenta con las tres propiedades anteriormente mensionada.
Ademas esta definicion y sus propiedades tambien la puedes encontrar con mas
detalle en el capitulo 3 de [8]

1.3.3. Derivacion de la Ecuacion KdV

La ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) admite solucion tipo onda solitaria o so-
liton. Existen varios métodos para obtener tal soluciéon, presentaremos algunos de
ellos en este trabajo por motivos de completitud.

Comencemos presentado la solucion canoénica de la ecuacion KdV, para ello supon-
gamos una solucion de onda viajera con la estructura

u(z,t) =v(x —ct), zeR, t>0,

para alguna funcién v y velocidad de onda constante c¢. Determinemos v por susti-
tucion de esta expresion en la ecuacion.

Sea £ = x — ct, entonces u es soluciéon de la ecuacion KdV siempre que v satisfaga
la ecuacion diferencial ordinaria

dv 46 dv n d3v 0
dg g dg?
al integrar se obtiene
,  d*v
—cv + 3v° + ae =A,
donde A es una constante de integracion. Al multiplicar esta tltima expresion por
‘é—g, tenemos

dg ¢~ derde T dg
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e integrar, se tiene

;U +v —|—1<Z§> = Av+ B,

con B una constante de integracion. Como la onda solucién es un soliton, entonces

dv d?
N 0, de donde A = B = 0, vease [8] . Luego

cuando [£| — o0, v, €& aE

dv dv
_ = =+uvve—2
2'0 + 03+ = <d§> =0 o dé’ vV e V.

Al separar variables e integrar se obtiene

__/ dv L4
vy C— 20

d una constante de integracion. Haciendo la sustitucion

c
v = - sech?y dv = —csech?y tanh ydy

2
y
c3/2
vvVe—2v = - sech?y tanh y
se obtiene
+d
/v\/c— 2v \/_y

Por tanto,

2
—y+d o yzgg—d,

R

pero y = sech™* %”, luego

sech(%zg — d> = 2?1}

vease [8], de donde

v(§) = gsech2 <§§ — d).

En consecuencia, la solucion de la ecuacion KdV es

u(zx,t) = gsech2 (g(x —ct) — d).

Como la ecuacion KdV es completamente integrable [2], [7], lo que significa que la
solucién exacta se puede calcular para un valor inicial arbitrario, y ademas, por la
naturaleza de la solucion, se puede elegir d = 0. Obteniéndose asi,

u(z,t) = gsechz(g(x - ct)).

7
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En virtud a que v > 0 para todo &, el soliton es una onda de elevacion simétrica
sobre & = 0, que se propaga en el medio sin cambio de forma con velocidad constante
¢ proporcional a la amplitud. Por lo tanto, ondas solitarias con gran amplitud se
mueven con mayor velocidad que ondas solitarias con menor amplitud.

Si en lugar de v = gsecth hacemos v = —¢ csch?y, obtenemos otra solucion de
la ecuacion KdV del tipo onda viajera dada por

u(z,t) = —g csch? <§(m — ct)).

Notese que esta solucién no es un soliton, debido a que u(x,t) no es acotada en
&E=0.

La ecuacion KdV también se puede resolver utilizando la transformacion de
Bécklund, para més detalles véase [7] y [12].

Esta transformacion consiste en introducir una funcién v tal que v = v,, donde
_ v

Uw—%.

0
L L D e a_ [Ut + 31}5 + Uzmg:] =0,
T

al integrar con respecto a x se tiene
Ut+3vi+vxxac :g(t>7 (111)

donde ¢(t) es una funcién de integracion. El cambio de variable

elimina ¢ de la ecuaciéon (1.11). Como la solucion u de la KdV se obtendra de la
solucion v de (1.11) y v = v,, entonces no necesitamos hacer distincion entre v* y
v. Luego podemos hacer g = 0 sin pérdida de generalidad.

Existe una transformacion de Béacklund que deja invariante la ecuacion. A este
tipo de transformacion se le llama auto-transformacion de Bécklund, que para la
ecuacion de Korteweg-de Vries esta dada por el conjunto de ecuaciones

1
1~)§ = —Ux+6—§(21—1~1)2

Oy = —vi+ (V=) (Ve — Dee) — 2(02 + v, 0 + @2) (1.12)
§ = x? T = )

donde (8 es un parametro. Ahora generamos una solucién no trivial de la ecuacion
KdV aplicando la transformacion (1.12) con o =0

v, = B— v (1.13)
V= VU — 202,
La solucion de la primera ecuacion se obtiene haciendo v(z,t) = z(s) con s = x — ct.

Asi,
B dz

==

Vg

8
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al separar variables e integrar se tiene

dz
=y
Al hacer la sustituciéon

2z =+/2Btanhy, dz= /208 sech’ydy

§— 572 = B(1 — tanh?y) = § sech?y,
dz V23 \/5
— dy=./—= 1.
[ o=
\/2 =s+c
pymroTa

donde ¢; es una constante de integracion, la cual se puede hacer cero sin pérdida de

generalidad. Asi,
/2 s = et
y—\/gs—tanh (@)
z= \/ﬁtanh(\/g s>,

v(z,t) = Mtanh(\/g (z — ct))

u(z,t) = 3 sech® (\/g (v — ct)>

al hacer 8 = ¢/2 se tiene

luego

Por tanto,

o lo que es lo mismo,
luego

pero u = v,, por tanto

u(z,t) = g sech? (g (x — ct)).

Su grafica la podemos ver en la Figura 1.2. Con un procedimiento igual se obtiene

v(z,t) = /28 coth(\/g (z — ct))

(x — ct)).

de la que se deduce

[ S

u(z,t) = —g csch2<
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Figura 1.2: Solitén u(z,t) = £ sech? (% (x — ct)) en el espacio euclidiano R? con
c=2,z€[-50,200] yt € [1,20]

10



Capitulo 2

Diferencias Finitas

En este capitulo estudiaremos el método de diferencias finitas, como es de saber es
un método numérico utilizado para calcular de manera aproximada las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, usando las ecuaciones de diferencias
finitas adelantada, atrazada o cerntrada.

Debido a la naturaleza de las EDP iniciamos haciendo una aproximaciéon para estas
derivadas parciales, realizo la primera aproximacién iniciando con una ordinaria
y después se generaliza a las parciales con métodos iterativos, dado un Problema
de Valor Inicial y de Frontera [11], [14]; mensionamos que en nuestro sistema se
empleard polinomios de Taylor, para una ecuaciéon diferencial ordinaria o parcial.

2.1. Aproximaciéon Numeérica de Diferencias Finitas

Las siguientes tres ecuaciones se toman como diferencias finitas, de esta manera
hacemos la aproximacion de la derivada con el calculo de la pendiente de una curva,
como se muestra a continuacion

2.1.1. Diferencia Finita Adelantada

Recordemos que para el Método de Diferencias Finitas (MDF), se inicia haciendo
unas aproximaciones en la derivada ordinaria. En ella se puede hacer de tres formas
con la adelantada, atrazada y centrada. En la Figura 2.1 vemos la diferencia finita
adelantada, donde se toma un punto x en el dominio y una distancia h hacia adelente
de este punto z, luego la aproximacion numérica queda de la siguiente manera:

oy L1 = S0

(2.1)
Graficamente queda de la siguiente forma.

11
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f{x + k) ‘.--""-__'
f (x + 1) — f(x)
fx) -
/ h
X
x x+h

Figura 2.1: Diferencia Finita Adelantada

2.1.2. Diferencia Finita Atrazada

En la siguiente Figura 2.2, vemos la diferencia finita atrazada, el cual, significa
que tomamos un punto x del dominio y una distancia h hacia atras de este punto
x, luego la aproximacion numérica queda de la siguiente manera:

, flx)— flx—nh
o)~ IO TR 22)
La grafica de esta aproximacion es:
i
f(x) >
¥ —flx—h)
Fx—h)— -
X
x—h x

Figura 2.2: Diferencia Finita Atrazada

2.1.3. Diferencia Finita Centrada

En la Figura 2.3 vemos graficamente la diferencia finita centrada significa que
tomamos un punto x en el dominio y una distancia h hacia atras y la misma distancia

12
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fix+h

f) 1

| fx+h)—f(x—h)

fx—h)
i h

x—h x x+h

Figura 2.3: Diferencia Finita Centrada

hacia adelante de este punto x, luego la aproximacion queda de la siguiente manera:

Usando estas diferencias se discretiza el dominio §2 a través de puntos x;, de esta
manera, el dominio se convierte en una maya de puntos [11], es decir, para cada
punto en una variable temporal o espacial, en un determinado intervalo (a, b)

ri=a-+1h,donde 1 =0,1,2,3,...ny h = b’T“,
ademas, la funcion evaluada en el punto z;, se representa de la siguiente manera
f(zix1) = f(x; + h), expresando la aproximacion de las derivadas como siguen:
Diferencia Finita Adelantada es f'(x;) ~ M

Diferencia Finita Atrazada es f (z;) ~ %

Diferencia Finita Centrada es f(z;) ~ %

Es de notar que para derivadas parciales que tienen variables espaciales y temporales,
se usa otro tipo de variacion en la notacion de estas aproximaciones y discretizacio-
nes, donde se estudiara més adelante.

13
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2.2. Deduccién a partir del primer polinomio de La-
grange

Sea el polinomio P;(z) de primer grado, para la funciéon f en xy y 1 como su termino
de error:

f(a) = Py(w) + == £ (¢(x)),
El polinomio de Lagrange de grado n es:
= (r—x
W IEE S| ) (2.4)
i—1 i=0 k=0 (2 — )
k:;éz

vease también [5], [6] y [10]

para n = 1 se tiene:

Py(z) = Zz o fi Hk; Ok (:Zi Z’Z))

Py(x) = for (5=55) + i (55,

i)+ fa) (555,

P (ZE) — f(xOJrh)(w*mO)Zf(ffo)(mf:rofh)'

Por lo tanto,

fl@) = flar) (5522) = flo)- (552) + C=24m=2) 7 (¢ ()

Donde w f"(&(z)) es el error. Para la deduccién del error se encuantra en

las paginas 196 y 197 del libro [5], o también el el capitulo 8 del libro [10].

Al derivar la funcion f, tenemos:

14
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’ xo+h)—f(x z—zo)(@=zo—h) "
f = Looth=f@o) |y (eso)@—roh) ¢ (¢ (g))]

de modo que

f/ ($0) ~ f(xo+h})l—f(wo)'

2.3. Aproximaciéon Numeérica de Diferencias Finitas
para Ecuaciones Diferenciales Parciales

Para este caso se tiene una funcién:

U:R2—R,

que es la funcion que modela un fenémeno fisico. Sea la funcion U (z, y) diferenciable,
se puede representar como:
Ulxi,y,) = Ui,

y U(ih, jk) es denotado por Uj ;, en terminos de un polinomio de Taylor la expresion
aproximada U, en el vertice p; ; se escribe U, ;, U;41 ; en diferencias finitas:

Diferencia Finita Adelantada es:

Um ~ U(ZL‘ + h, y]z — U(ZL’, y) ~ Ui—l—l,j - Uhvi’j + O(h) (25>

Diferencia Finita Atrazada es:

U, ~ Uz,y) — g(x —h,y) ~ Uij — Ui—fi,j + O(h) (2.6)

Diferencia Finita centrada es:

Uz ~ U(l‘ + h, y)2—hU(l’ — h,y) ~ U’H—Lj — Ui2_}17j + O(hQ) (27)

Recomendamos leer las paginas 602 hasta 605 de [7], [18].

15
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xl
lG.j 4D

% (=1 J6p) i+ 1))

A i1

“k (;:J )

< p >
X2
X7

H L) lj t

Figura 2.4: Discretizacion de un dominio Q C R? donde h es el tamafio del paso
en la primera componente del dominio ¢ y k£ es el tamano del paso en la segunda
componente x.

La cantidad O(h) y O(h?) es conocido como el error de truncamiento en el proceso
de discretizacion [11], [14], [18]. Una aproximacién similar para U,, en el vértice p; ;
es:

U ~ Ux+hy) =2U(z,y) +U(x = hy)  Uipry = 2Uij + Uinrj + O(h?)

h? h?

(2.8)

Analogamente sucede para el caso de U, y Uy, en p; ;.

2.4. Meétodos Implicitos de Diferencias Finitas

La determinaciéon numérica de las incognitas de sistemas lineales, problemas y
ecuaciones juega un papel principal en la matematica numérica y aplicada [5]. Por eso
al igual que algunas ecuaciones diferenciales ordinarias tienen como solucién exacta
una expresion de la forma f(z,y) = ¢, donde x, y son variables, y ¢ es una constante
real, que en algunos casos, esta expresion es funcién implicita si cumplen con las
hipotesis del Teorema de la Funcién Implicita. Hemos realizado esta secciéon para
presentar algunos métodos implicitos de diferencias finitas que tambien solucionan
numéricamente la ecuacion KdV, ademas el lector puede estudiar con mayor detalle
y rigor en [9)].

16



17 Diferencias Finitas

2.4.1. Meétodo de Greig y Morris

Supongamos que se quiere utilizar el método de diferencias finitas hacia atras
para aproximar f"(z), es decir la n-esima derivada. Por el método de Greig y Morris
utilizando f(x), f(z —h), f(x —2h), ..., f(x — (n+ 1)h), escribimos lo siguiente:

S (DA () fla — ki)

I LO0<Ek<n

S ()

Para h > 0 luego, si se quiere utilizar el método de diferencias finitas hacia
adelante para aproximar f"(z). Por el método de Greig y Morris, escribimos lo

siguiente:
n k(n

. . ., /
cuando n = 1, se tiene la aproximacion de f (z) y es:

o kmo(CDF() fx—kh)  f(2) = fa = h)
f (l‘) ~ Al - hl

lo cual cumple con la definicion y es igual a (2.2).

Cuando n = 2, se tiene la aproximacion de f(z) y es:

DoV Q) flz—kh) _ f(a) = 2f(x — 1h) + f(x — 2h)
h2 h?2

£ (@)

lo cual cumple con la definicién y es muy parecida a (2.8). Este método es muy uti-
lizado para calcular aproximaciones a la solucion exacta de ecuaciones diferenciales
parciales que tiene terminos no lineales [14], [25], que son de la forma: u™u, 0 uty,.

Para un tiempo inicial donde haya un producto y uno de sus factores sea u, hacemos
U = U; j+1, luego tomamos

_ Uignj Ui Uiy
Uj 41 = 3

es decir, un promedio de los tres puntos de la fila inmediatamente anterior.
Ahora usando la diferencia finita central del método de Greig y Morris, para
terminos no lineales hacemos el cambio de variable es asi:

unJrl (ZE, t)

n—+1

un—i—l
:/LU.I
(1),

aplicando la definicion (2.3), tenemos que

un+1 1
(n T 1)36 = %(wiﬂ,j - wifl,j)

17
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2.4.2. Meétodo de Goda

Al igual que el método de Greig y Morris, el esquema de Goda’s usa la diferencia
centrada para terminos de dispersion y una combinacién de métodos para terminos
no lineales de ecuaciones diferenciales parciales de la forma u"u, [14], [25]. Como es
un producto de la funcién con una de sus derivadas parciales, hay dos aproximaciones
diferentes a la funcién o termino u". La primera se aproxima mediante un promedio
explicito hacia adelante asi: ul. = (M)n La segunda se aproxima mediante

0. 2
. .. . , Wi i1\
un promedio explicito hacia atras ast: u;'; = (]le) .

Ahora usando la diferencia finita central (2.3), el método de Goda para terminos no
lineales de la forma u"u,, es:

u. pp— u._ .

n n i+1,j i—1,j n

U, = Upu %(— ul
2h 2,J

Ahora aplicando las aproximaciones de promedio explicito en la anterior expresion

se tiene: N .
Uit 1,5+ Ui Uit Ui—1,5
Uit1,j (—) — Ui—1,5 (—)
uwun ~ ( 2 2

2h

ugu™ (“Z’HJ(UHLJ‘ + Ui,j)’;yé;jm,j(uz;j + u“,j)”) (2.10)

2.5. Meétodo de Coeficientes Indeterminados

Supongamos que se desea utilizar el método de diferencias finitas hacia atras
para aproximar f’(x) para un error de segundo orden. Por el metodo de coeficientes
indeterminados utilizando f(z), f(z — h), f(z — 2h), escribimos lo siguiente:

f(@) mnf(@) +yeflz—h)+ysf(z —2h)
Podemos utilizar la serie de Taylor en x para obtener un sistema gzle ecuaciog)nes,
Y f (@) +y2f(@—h)+v3f(x—2h)=1 f(2) +72[f (x) = hf'(z)+ %f”(x) - %f”’(m)]

+yslf(x) — 2hf'(z) + & () — B £ (2)] + O(maz|y|h?)

La combinacion de aproximar f’(z). Por lo que escribimos

M +7+73=0
—hye — 2hys =1
h2’}/2 + 2h2’73 = 0

18



19 Diferencias Finitas

: : _ -3 _ 2 _ -1
Resolviendo este sistema, tenemos y1 = 57, 72 = 7, 73 = 5;,. Por lo tanto, obtene-

mos la formula para diferencia hacia atras en orden de O(h?)

Py = S+ o fa—my+ T2 o)
escrito de otra forma,
iy HE =) =) 43

2h

Nota: La serie de Taylor y el método de diferencias finitas asume que la funciéon
varfa de forma continua, dicho esto, no existen discontinuidades [5], [6].

2.6. Aplicaciéon del Método en Algunos Ejemplos

2.6.1. Ejemplo 1

Obtener una estimacion numérica de la ecuacion diferencial

y (z) =y(z) (2.11)

y(x) =e" (2.12)

como puede comprobarse facilmente. Siguiendo la idea expuesta mas arriba,vamos a
ver cual seria la traduccion algebraica de la ecuacion diferencial o, lo que es lo mismo,
la traduccion algebraica de la condicion: "la segunda derivada de la funcién incognita
en un punto dado es igual a esa misma funcion en ese punto"[9], o, equivalentemente,
la traduccion algebraica de que la curvatura de y(x) por x,, es proporcional a y,,.
Tomaremos en este ejemplo h = 11 — T = % Sabemos que podemos aproximar
la derivada v, de y(x) en x,, mediante la formula de la derivada central de tres
puntos:

"o Ym—-1 — 2ym + Ym+1

Luego la "traducciéon algebraica'"de la ecuacion diferencial es el punto generico
Ty €8

(2.13)

Ym—1 — 2ym + Ym+1 o
Particularizando esta expresion en cada uno de los puntos del discretizado en
(o, 71, T2, x3) se obtiene el siguiente sistema algebraico:

(2.14)

19
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?JOZL
Yo— 201 +y2
T—yb
Y1 — 2y +ys
T_yQ’

Y3 = €.

De este modo tenemos un sistema algebraico con cuatro valores a determinar, o,
Y1, Yo, Y3 y cuatro ecuaciones a satisfacer. La solucion de este sistema (recuérdese
que h = 1/3) es:

yo =1
Yo—2y1 +y2 1 —2y +1,94773
Y1 = = = 1,397
& BE
1 — 2y +y3  1,39561 — 2y, + €
Y2 = = = 1,949
pe @
Y3 = €.

2.6.2. Ejemplo 2

Resolver la siguiente ecuacion diferencial por el método de diferencia finitas

Uy = Uy, (2.15)
con las siguientes condiciones:

—oo <z <+oo, t>0

U($,O) = f(I), ut<x>0) = g($),
donde f(z) y g(z) son condiciones iniciales que dependen de la variable x.

Aplicando le uso de la malla rectangular tenemos h = oz, k = 6t, w; ; = u(ih, jk),

—o0 < x < +00,0 < j < 400, la aproximacion de la diferencia central a la ecuacion
(2.13) es

1 c?
E(Ui’j_'_l — 2um~ -+ Ui7j_1> = ﬁ(ui-‘rld — 2ui,j + ui_ljj)
o también
Uiger = (U1 + Uim1y) +2(1 — )iy — i (2.16)

donde ¢ = (ck)/h y es llamado parametro de Courant [7|. Esta formula explicita nos
permite determinar los valores aproximados en los puntos o nodos de la Figura 2.5
en las lineas t = 2k, 3k, 4k, ..., en t = k ha sido adquirido. Los valores aproximados
de los datos iniciales en la linea ¢ = 0 son

1
Ui 0 = fi, ﬁ(ui,l + Uz‘,_l) = gi0 (2.17)

20



21 Diferencias Finitas

PEPij
/J \\
/| N

Ox / \

X ‘

ot / \

0C 4 B D x

Figura 2.5: Caracteristicas de la malla de diferencias finitas usando un ordenador.

para que el segundo resultado de

Ui —1 = U1 — 2kgi,0 (218)

cuando 7 = 0 en (2.16) y (2.18) se utiliza obtenemos

1
Uj1 = 552(fi—1 + fir1) + (1 = 52)fi + kgio (2.19)

este resultado determina los valores de la cuadricula en la linea t = k

El valor de u en P, ;1 se obtiene en términos de su calculando previamente los
valores en P4 ;, P ; y Pij1, que se determinan a partir de valores calculados en las
lineas t = (j—1), (j —2)k, (j —3)k. Por lo tanto, el calculo de las lineast =0y t =k
sugiere que u en P ; representara una funcién de los valores de u dentro del dominio
delimitado por las lineas dibujado hacia t = 0 de P cuyos gradientes son +€ como se
muestra en la figura anterior. Asi, las regiones triangulares PAB, PCD representan
los dominios de dependencia en P de las soluciones de la ecuacion en diferencias
finitas (2.14) y la ecuacion diferencial (2.13). Por analogia con la caracteristica real
las rectas PC'y PD de la ecuacion diferencial, las rectas PA y los PB se denominan
caracteristicas numeéricas. Por lo tanto, se sigue de la figura que APAB se encuentra
dentro de APCD, lo que significa que la solucion del sistema de diferencias finitas
en P se mantendria sin cambios incluso cuando las condiciones iniciales modifican

21



Diferencias Finitas 22
€T; - tj Ti=0 — 0,0 Ti=1 = 0,1 Ti=2 = 0,2 Ti=3 = 0,3 Ti=q4 = 0,4 Ti=5 — 0,5
tj—1 =010 0.2939 0.5590 0.7695 0.90 0.9511
ti—o=0,21]0 0.25 0.4577 0.6545 0.7695 0.8090
tj—3=10,3]0 0.1817 0.3455 0.4756 0.5590 0.5878
tj=a=041]0 0.9045 0.7695 0.25 0.2939 0.3090
ti—s =050 0 0 0 0 0

Cuadro 2.1: Resultados Numéricos del Ejemplo 4, x es la variable espacial, t es la
variable temporal, 0 <7 <5, 1<j5<5

los datos a lo largo de PA y PB. En 1928 Courant, Friedrichs y Lewy demostraron
que la solucién del sistema de diferencias finitas converge al sistema de ecuaciones
diferenciales ya que h y k tienden a cero siempre que el dominio de dependencia de
la ecuacion en diferencias se encuentra dentro de la ecuacion diferencial parcial [9)].
Esta condiciéon de convergencia se conoce como la condicion C'F'L, lo que significa
%Zg,esdecir,0<e§1.

2.6.3. Ejemplo 3 (Ecuacion Parabdlica)

En éste ejemplo daremos solucién a un prototipo de problema de difusiéon, con-
sideramos lo siguiente:

Up = Sy, 0< <1 (2.20)
u(0,t) = u(l,t) =0, para todo t

Donde f(z) es una funciéon dada.

La aproximacion explicita en diferencias finitas es:

1 S
E(Uz‘,jﬂ - Uz;) = ﬁ(ui—i-l,j — 2u; ; + ui_1j)

o tambien de la siguiente manera
Us j+1 = €(Ui+17]‘ + ui—l,j) + (]_ — 28)’&1‘7]‘ (221)

donde € = % Esta férmula explicita de diferencias finitas da valores aproximados

de w en t = (j+ 1)k en terminos de valores en ¢t = jk con u; o = f;, por lo tanto u; ;
se puede obtener para todo j mediante el uso sucesivo de (2.20)

Los problemas de estabilidad y convergencia de la ecuacion parabdlica son simi-
lares a los de la ecuacion de onda. Se puede demostrar que la soluciéon de la ecuacion
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23 Diferencias Finitas

en diferencias finitas converge a la de la ecuacion diferencial sistema (2.19) ya que

h v k tienden a cero siempre que € < % En particular, cuando € = %, la ecuacion
(2.20) toma una forma simple
1
Uigr = 5 (Uivrj + Uiorg) (2.22)

Esto se llama férmula explicita de Bender-Schmidt que determina la solucién en
(wi,tj+1) como la media de los valores en los puntos de la cuadricula (i + 1, 7).

2.6.4. Ejemplo 4

Vamos utilizar un codigo en Octave para solucionar el siguiente problema por
medio diferencias finitas (DF).

or 0%z
—=—; 0<2z<]; 0<t<2 2.23
at 8227 z Y ( )
ox
2(2,0) =1 5-(0,8) =0; 2(0,¢) = g(t); 2(1,%) = qu(t).
ox ) . . or
donde, En es la razon de cambio en un punto respecto al tiempo, —— es la
z

conduccion térmica respecto al espacio, z(0,t) = go(t) y z(1,t) = ¢1(t) son funciones
de una variable como condiciones iniciales.

Si la derivada espacial de segundo orden en ecuaciones diferenciales parciales

(edp) se aproxima por 3 puntos en el esquema centrado, y produce el siguiente
sistema de EDO:

[z ] 2 1 0 0 .. 07[ =] go(t)
T 1 =2 1 0 0 9 0
1 -2 1 0 .
1 1
= — : 2.24
Az? 0 + Az2 : ( )
xN—?,t . . . . . : l'N_2 O
_xN_Lt_ | O 0 O 1 _2_ _xN—]__ _go(t)_

la siguiente expresion se puede usar en el célculo de la aproximacion en diferencias
finitas del operador de la derivada de segundo orden en el punto 1 y N - 1,

_ Tog — 2w+ Ty
L1t

’ Az?

si en las condiciones iniciales xy = x; tenemos que la ecuacion (2.26) se puede escribir
de la siguiente manera:

(2.25)

—T1t+ Toy
g = x5

= (2.26)
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Diferencias Finitas 24

En la seccion (A.1) presentamos el codigo en el software Octave que se utilizo
para simular y solucionar este ejemplo. Tambien en el Cuadro (A.1) se muestran los
valores que arrojo el software de la variable z, estos valores se encuentran grafica-

mente en la Figura (2.6).

Luego los valores de la solucion numérica de la ecuacion (2.24) por medio de dife-
rencias finitas que arroja el codigo en Octave estan consignados en el Cuadro (A.2)
de los Anexos

x(z, 1)

Figura 2.6: Gréfico de la solucion del Ejemplo 4 donde, 0 < z < 1, z(2,0) = 1y
92(0,t) = 0
oz \7)
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Capitulo 3

Implementacion del Método de

Diferencias Finitas a la Ecuacion
KdV

El método consiste en una aproximacion de las derivadas parciales por expresiones
algebraicas con los valores de la variable dependiente en un limitado ntimero de
puntos seleccionados. Como resultado de la aproximacién, la ecuacion diferencial
parcial que describe el problema es reemplazada por un nimero finito de ecuacio-
nes algebraicas, en términos de los valores de la variable dependiente en puntos
seleccionados.

3.1. Discretizacion
De acuerdo con nuestra ecuaciéon KdV:

ou N Ou N Pu

ot or  Ox?

Se desea encontrar una funcion u(z,t) , v : Q2 — R, la cual resuelve la ecuacion
diferencial parcial (3.1)

=0 (3.1)

Uy + Uy + Ugyy = 0 (3.2)

Se reemplazara el punto x = xg, t = to por una aproximacion basada en dife-
rencias finitas deducida de la expansion en una formula de Taylor [11], [14], donde
Q=R x (0,400).
u(zo + h,to) — u(zo, to)

(X0, 1) = 3.3
(20, to) A (3.3)
u(xg, to + k) — u(xo,t
Ut(ﬂfo,to) ~ ( %70 ]z ( 0 0) (34)
h.ty) — t — h.ty) — —2h. t
U (70, o) ~ u(zo + h, to) — 3u(zo, to) + 3u(xg .to) — u(xg o) (3.5)

B3
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Implementacion del Método de Diferencias Finitas 26

sustituyendo en la ecuacion KdV (3.2), tenemos las diferencias finitas:

Wij+1 — Uiy Wit1,j) — Uiy Uip1,j — 3Uij + 3Ui—1; — Uiz
—— i = 0. 3.6
k + Ui [ h ] + B3 (3.6)

Haciendo uso de la factorizacion la ecuacion (3.6) se puede escribir de la siguiente
manera

Ui j+1

31 0.
k “‘J{ h TE

h3

Uip1; — Uiy 3 1} oy Wil + 31,y —Uig;
Ahora si a la ecuacion (3.2) agregamos parametros a y 5 a los terminos de no

linealidad y dipersion [18] tenemos lo siguiente:

Up + autly + Bugg, = 0 (3.7)

luego las diferencias finitas asociadas a la ecuacion (3.7) son:

Uil = Uij
,L?
k J

: e =0 (3.8)

Uiy1,j — Uw} 4 glitts — Stij + Ui — Uiz

vamos a despejar el punto u;;q; de la ecuacion (3.8), obtenemos la siguiente
expresion:

h3 ah? ah?
Ui, = E(ui,jfl — Ui ) + T(Uifl,jui,j) - 7(3%,1 — U1y + ui—2j).  (3.9)

Factorizando algunos términos resulta que

h®  ah? ah? h?
Uiy1,j = Ui,j(_@ + g Uil T g +3) = 3ui—1j + Ui + 3

Uit1y = i (1 + §uizay — §uij +3) = 3Uiz1j + Uimaj — N1
3 Qa 2

h
donde n = —@ y &= —7, parai=1,2,...myj=1,2,...n

como el método diferencias finitas es iterativo, vamos a darle ciertos valores al
subindice j, es decir a variar al subindice 7 y mantener constante al subindice ¢

sit =0y j =0 entonces
U0 = Uo0(n + &Eu_19 — Eupp + 3) — u_1,0+ u_20 — Uy 1

sii =0y =1 entonces

urg = uga(n+&u_11 —&upr +3) — 3u_11 + u_21 — Moo

26



27 Implementacion del Método de Diferencias Finitas

sit =0y j=2 entonces

U2 = up2(n + &u_12 —&up2 +3) —3u_1 2+ u_o2 — N

sit =0y j=m entonces

Ul,m = uO,m(n + gu—l,m - guO,m + 3) - 3“—1,771 + U—2m — NUOm—1

La anterior iteracion se puede escribir como un sistema y queda asi:

Uu1,0 n+ 5“—1,0 - 5“0,0 +3 - 0 Uo,0 U-1,0
Uy 1 0 . Uo,1 U—11
U1,2 ) . ) Up,2 U_12
_ -3
| U1,m | 0 e gu—l,m — £UO,m + 3| L%o,m ] | U—1,m |

U—-2,0 Uop,—1

U—-21 Uo,0

U_22 Uo,1

+ -
| U—2,m | | U0,m—1 |

3.1.1. Usando matrices de diferencia

Consideremos de nuevo una diferencia hacia atras de primer orden y escribamos
y/ Y~ Yi1
h

! 1
también podemos escribir: y =~ %Dy donde h = Az, k = At y D es la diferencia

. Siy es representado como un vector columna [12], asi y = [u; 1, Ui 2, ..., um]T,

matriz dada por:

1 0 0 0
-1 1 0 0

0 -1 1 0

D= 0
0

. 0

0 0 ~1 1]

Luego, para calcular f(u), = podemos escribir:
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[ f(uin) ]
1 0 0 0]
-1 1 0 0
0 -1 1 0 )
fluw), =+ o| [/(wiit)
h ol | fluiy)
. . .. 0 '
|00 -1 1]
| f(uz,n) i
De manera similar, podemos usar una formulaciéon matricial para escribir
m 1
y = ﬁD:)’y . Entonces para u,,, tenemos:
T
1 0 0 0 0]
-3 1 0 0 0
3 -3 1 0 0 . )
1 |-1 3 =31 of | %2
Ugzy = E U j—1
Ul‘,]
Uj j+1
| 0 -1 3 -3 1] '
L ul7n -
En total, tenemos el siguiente esquema de pasos:
_Ui+1,1- _ui,l- -f(ui,l)- _Ui 1-
k ) k '
Uirrg | = |tij| — 7D fluig) | — ﬁDS U, (3.10)
| Ui+1,n | Wi | _f (uzn>_ | Win |
donde _ -
1 0 0 0 0
-3 1 0 0 0
3 =3 1 0 0
D3 _ -1 3 -3 1 0
| 0 -1 3 =3 1]

28




29 Implementacion del Método de Diferencias Finitas

En nuestro algoritmo, sin embargo, u es un vector fila, por lo que tomamos la
transpuesta de las matrices definidas anterior para calcular las diferencias finitas
[12]|. Entonces, para la primera diferencia, tenemos:

1 0 0 0

-1 1 0

1 0 -1 1 0

fu)e = 3 [f(uz,l) f(uun)} 8
. .. .. 0

0 0 ... =1 1]

3.2. Meétodos Implicitos de diferencias finitas

La determinaciéon numérica de las incognitas de sistemas lineales, problemas y
ecuaciones juega un papel principal en la matematica numérica y aplicada [5]. Por eso
al igual que algunas ecuaciones diferenciales ordinarias tienen como solucién exacta
una expresion de la forma f(x,y) = ¢, donde z, y son variables, y ¢ es una constante
real, que en algunos casos, esta expresion es funcion implicita si cumplen con las
hipotesis del Teorema de la Funcién Implicita. Hemos realizado esta seccién para
presentar algunos métodos implicitos de diferencias finitas que tambien solucionan
numéricamente la ecuacion KdV, ademas el lector puede estudiar con mayor detalle
y rigor en [9)].

3.2.1. El Metodo de Greig y Morris’s

La ecuacion KdV escrita u; + uu, + g, = 0, tenemos:

(v?),
2

Uy, =

Como el termino no lineal de la ecuacion que estamos trabajando es uu,, es de la

forma u"u, para n = 1. Ahora aplicamos la definicion de la ecuacion (2.9) a este

ult! x,t u? x,t .
1+(1 )) - (2 )7 [14]:

w1 (i) (wimy)?
2 ) T\ 2 A

w L (i) (wiey)?
2 ), 4h 1 1

con error de truncacién de O(h?). Usando el esquema de diferencia hacia adelante en
el tiempo, y una diferencia central con el término lineal, tenemos el método explicito,
(para mayor comprension de esta formulacion le invitamos a ver la pagina 21 de [14])

termino, y tenemos: w(z,t) := (

L, 2 )4 (B)(iy2; — 3uiprj + 3ui1; — U2 ;)

(Uz‘,j-i-l - Uz;) + E(uz‘-i-l,j — U5 2(h)3 =0

(3.11)

=

29



Implementacion del Método de Diferencias Finitas 30

ko, 9 k

Uit = Ui — 7 (Ui = Uimg ) = W(in,j — 3Uit1j + BUi-1j — Ui-25)

k k

Uijt = Ui = (i1 —Ui-17) (U1 +Huio1,;) —W(Um,j —3uit1,5+3Ui1 j—Ui25)

k k
Wij41 = Wi — E(UHLJ‘ = Ui—1,5) (Wir1j + Uimrj) — W(Uiﬂ,j

—2Uit1,j = Uisrj + 2Ui1j + Uim1 — Uimzj)

k k
Uit = Ui — 7 (Uiprg = Uim1) (Ui + Uimry) = W(_UMJ + Ui-1,5)
k
_W(UHZJ — Qi1 + 22U 5 — Uimaj)
k k
Uit = Ui = o (Uierg = Uim1) (Ui + Uimrg) + W(Um,j — Ui-1,5)
k
—W(in,j — Qi1+ 21 — Uimaj)
k
Uijp1 = Wig + (Uir1j — Uio15) _E<ui+l,j +uio1y) + W
k
_W(Ui—l—zj — 2uip15 + 2uim1j — Uioaj)
k’ (]C) (Ul 2. — QUZ 1,5 -+ 2“1‘—1,' — UZ'_Q7 )
Ujjr1 = Wi j — E(wi+17j —Wi_1) — = +2(Jh)3 : J (3.12)
Ahora la soluciéon numérica para la ecuacion (3.7), es:
ak (BE) (Ui2,; — 2Uig1,; + 2ui—1j — Ui—a ;)

Ui j41 = Ujj — T<wi+1’j — Wi-1j) — 2(h)3
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usando las matrices en diferencias para la solucion numérica por el método de Greig
y Morris, se tiene el siguiente esquema:

Uj1 _ Ui 0 i [ Wit1,0 — Wi—1,0 i [ U0
ak Bk
Ui | = | Uij—1| — % Wiy1,5-1 — Wi—145-1| — ﬁ 3 Uj 51 (3.13)
| Ui,n | L Uin—1 | Wit1n — Wi—1n | Win—1 |
donde
[ 1 0 0 0 0]
-2 1 0 0 0
2 =2 1 0 0
ME — -1 2 -2 1 . 0

0

-1 2 -2 1]
Vamos a ver graficamente las soluciones analiticas de (3.7) y las aproximaciones
a esta usando el metodo de Greig y Morris.

T 1

solucén analftica

1 |

I
. o
®  solucidn numérica con ef spauema de¥reig Morris donds k=0.05
'

08 —

I
‘solucién analitica

o - I
r4
08

I
salucin numérica con | iquema de¥greig Morris donde k=0.008

Error

04

Error

0 J |
0

02
\\_L
40

I ; J ‘t\l
20 60 &0 100 120 0 20 40
tiempo
(a)

100 120
tiempo

(b)
Figura 3.1: Solucion analitica (linea majenta) con valores de o« = 1, f = 1 y Solucién
numérica (puntos)

3.2.2. El Esquema de Goda’s

La ecuacion (3.7) que estamos estudiando tiene un termino no lineal y es wu,.

31

Este termino es de la forma u™u,. El esquema o método de Goda usa la diferencia
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centrada para terminos no lineales de ecuaciones diferenciales parciales. Para hallar
soluciones numeéricas de la ecuacion (3.7), usamos la definicion (2.10)en el termino
no lineal [14], luego:

Ui (Ui1g + Wig)' — iy (i + w1 )

212h

Uit 1,5 (Wit1,j + W) — Uio1,5(Uij + Ui—1,5
::z( st 1) — 1yt + i)

Ahora la solucion numérica para la ecuacion (3.7), es:

Wy = Ut = Ugu' &

ak (BE) (Ui2,; — 2Uig1,; + 2ui—1j — Ui—a;)
U j+1 = Ui,j_E(Ui—l—l,j(ui-i—l,j"‘Ui,j)_ui—l,j(Ui,j+ui—1,j))_ = 5(2)3 ’ ’

usando las matrices en diferencias para la soluciéon numérica por el método de Goda,
se tiene el siguiente esquema:

Us 1 Uz 0 Zi41,0 — %i—1,0 Us; 0
ak ’ Bk . 4

Wi | = |Wij—1| — o9 Ri+l,j—1 = Ri—1,j-1 | — o3 Uij—1

| Wi | | Win—1 | | Zit1,n—1 — Ri—1,n—1] | Win—1 |

donde 2j11; = i1 (Uiy1j + Uij) ¥ 2ic1j = Wi j(Uio1j + Ui j)

1 — 1 _—
r ! pe g 7N, : ' + r E

®  solucidn nufiérica cong esquema de Gada donde k=0.01 ®  solucién numdirics can fesquena de Goda dande k=0.005
. ' []

Efror
Error

> .
. .
. % e .
. (] °
. 4 . .
. | 4 . .
. » . .
. . . .
. . » »
. L d . .
. . . .
. L] . .
. . . .
. . . .
g . . .
I . 2 %
. A - .
. 4 L]
Iy L] - ]
Iy . Py .
. . ) .
o % L

0 20 a0 60 50 100 120 0 e 4 80 80 100 120

tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 3.2: Solucién analitica (linea verde) con valores de « = 1, § = 1 y Solucién
numérica (puntos)

Teorema 3.2.1. El error de truncamiento local del método implicito linealizado a

la ecuacion KdV es de O((h)? + (k)?)
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Demostracion. Una demostracion mas exhaustiva de este teorema se encuentra en

en [11], [18]. Siguiendo el sistema pentadiagonal (3.7), lo podemos reescribir de la
siguiente manera:

Hx('UJl,nJrl - ul,n) 5320 . 5;4: B
ohk + Q(h)2(2fl,n + At(f)7) + 2(h)4(ul’" — U py1) =0 (3.14)

suponemos que la solucion exacta u(x,t) de la ecuacion KdV se sustituye en el lado
izquierdo de la ecuacion (3.2) de la expancion de Taylor

u(lh, (n + 1)k) = u(lh,nk) + (h)u,(lh,nk) + %(k’)z(ull(lh, nk)) + O((k)?)

ahora derivando, tenemos:
1
(ug(lh, nk) + fo(lh, nk) + tper (lh, nk)), + §h(ut(lh, nk))+

Folh, nk) + s (I, 1)) + O((R)* + (k)*) = 0 (3.15)

porque u(lh,nk) es la solucion exacta de la ecuacion KdV, tenemos
ur(lh,nk) 4+ fo(lh,nk) 4+ tger(lh,nk) =0 (3.16)

de las ecuaciones (3.9) y (3.10) podemos concluir que el error de truncamiento

del método es O((h)? + (k)?) O

A continuacién presentamos las graficas de los resultados que arrojo Octave en
la solucion del problema

r T I ] - 1 7 I I
= Solucién Analitica r A " Solucién Analiica
.. LJ Diferencias Fintas donda k=0.05 - Diferencias Finitas donde k=0.01
08 — . —

Amplitud
b
I
Oo....

Amplitud

02 b | I | — UJ I ;
0

50 100 150 200

Tiempo Tiempo

(a) (b)
Figura 3.3: Solucién analitica (linea roja) con valores de & = 1, f = 1 y Solucién

numérica (puntos)

la curva continua de color rojo es la solucién analitica de la ecuacion KdV y la
punteada es la solucién numérica encontrada.
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3.3. Analisis del Error

En ésta seccion mostraremos la relacion entre los resultados numéricos y anéliti-
cos ya adquiridos en las secciones anteriores, usamos las normas del error Lo Y L.
Las normas estan definidas de la siguiente manera [18]:

n
Ly =|juf —u|ly = | D Jus — ur]?
j=0

donde u¢ es la solucién analitica v u” es la solucién numérica. Luego

Loo = |[u — uM||oo = mazocj<n|ul — ul |
Teniendo en cuenta esta informacion, vamos a hallar la norma del error en algunos
puntos, debemos de aclarar, que en este caso estamos hallando el error de u; ; cuando
esta variando respecto al tiempo, es decir, solo el subindice j. En el punto niimero
=51, la solucién numeérica es igual a 0.95477 y la solucion analitica (exacta) es igual
a 0.9975, por lo tanto la norma Ly del error en el punto u;—s; es:

51 51
Ly = [[u —uMly = | Y |ugy —uy 2= | > [0,9975 — 0,95477| = 0,04273
j=51 Jj=51

Es de notar que el calculo anterior fué en un solo punto. La norma Ls nos
permite también conocer el error en la cantidad de puntos que queremos tomar, es
decir, podemos calcular el error en un solo punto y tambien calcular el error conjunto
o en grupo en todos los puntos obtenidos por el método. Hicimos la prueba hallando
el error conjunto de los 30 primeros puntos, es decir el error desde u;—; hasta w39
de la solucion numerica. Los resultados se encuentran en la tabla A.3.

Luego de hacer los respectivos célculos, tenemos que la norma del error conjunto
de los 30 primeros punto es:

20

Ly = [[u —uM|ly = | > |u§ — ul |2 = /2,3942¢ — 05 = 0,004892

i=1

Hacemos saber que la notacion 1/2,3942¢ — 05 = 1/2,3942 % 10—5 = 1/0,00002394 .

Ahora miraremos si el error se puede acotar o limitar, es decir, encontrar w € RT,
tal que [|[u® — uN]||o <w,paral <i<n,1<j<m.

Como la solucién de la ecuacion (3.7) es u® = u(z,t) = % sech? ( 2‘&% (x—ct)), donde

% es la amplitud del soliton [17], [21], [22], [26], [27], ¥y que sech2< Ve (x— ct)> <1,

2vB
entonces por definicion:
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e n k n n n
u® — (uj — g (ufy —uj_ ) — N) ‘ (3.17)

[|u® = w0 = mazi<j<n

n

ul o, —2u"  42u  —uT ) ..
2 — s Jol J22 giguiendo con el desarrollo de 3.17, tenemos

donde R = g s

que:

[uf — uM|o = mari<j<n U — U}

k
g (i~ ) +X
agrupando algunos terminos, se tiene

k
[uf — u|| oo = mazi<j<n |(u° —uf) + (a%u?(uyﬂ — u?_l)) + N‘ (3.18)

en virtud a las propiedades de valor absoluto, aseguramos que

k
[l = u¥loo < Juf = uf| + |agruf (ufyy = ufy)| + ]
En seguida vamos a hacer las siguientes consideraciones
3c
i u® —ul| < —
) -
. k 3ca
i1) aﬁuy(uﬁl —uj )| < = 3c
2(h)? T«
aplicando transitividad de desigualdades, los incisos i, i, 772 nos garantizan que:
3 3
uf — u]|o < —C+30+iﬁ
o o

1
||ue—uN||oo§30<—+1+é)
o o

concluimos que ||u® —u® ||, esta acotado, y que w = 3¢ (é +1+ g), es decir que
el valor de la cota depende de la velocidad del solitéon y los parametros de dispersion
y no linealidad para 0 < k < (h)3 < 1.

3.3.1. Convergencia del error

Teniendo en cuenta las normas ya definidas, vamos a mirar la convergencia del

error. Se sabe que en Ly esta definida asf: ||u® — u® ||y = \/Z?:o [u§ — u?[2. Como

la soluciéon numérica es la ecuacion (3.12) la sustituimos por la expresion u”, y la
‘s ops _ 3c 2( e

solucion exacta (analitica) es u(x,t) = =¢ sech (WB (x — ct)).

Entonces tenemos lo siguiente:
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n

lus—u™lz =, [

J=0

2h

/{:(ugﬁr2 —2ul, +2uf 4 — u?_2)> '

k
ue — <u’;’ —a—(uf, tul ) =3 2]

e e n k n n
=¥l = o = (4~ gl + 1) - 5 o
(3.19)
Luego a esta expresion hallamos el limite cuando £ tiende a cero y tenemos:
; e n n n kj(u?—i-Q B 2U?+1 + 2“’?—1 - U’?—Q)
}LIL% u® — (uj — a%(uj—&-l +ujy)—p 2(h)? )| =0
(3.20)

Como converge a 0 [18], esto nos indica que las diferencias finitas si es un
método efectivo y consistente para hallar aproximaciones a la solucién analitica.

0.02

—— Grfica deal Emor con k-0.05

005

0.01

Error

0.005 |

a 5 10 15 20
Tiempo

Figura 3.4: Grafica del error (linea negra) para 0 <t < 20
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0.00012 T T T
—— Grfica del Emor con k-0.001 V

0.0001 b

BeD5 [ b

Error

6205 b

4e-05 |- 1

2e05 b

o I . \
0 5 10 15 20
Tiempo

Figura 3.5: Grafica del error (linea negra) cuando para 0 <t < 20

0.04 T T T T T T
——— Emor con k=005
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0.03 1
E 002 1
w
0.01 1
A
a T - T \ ,
a 20 40 &0 &80 100 120 140
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Figura 3.6: Graficas del error cuando k tiende a cero para 0 <t < 120

37



Capitulo 4

Conclusiones y Comentarios

En este trabajo se encontré una soluciéon y/o aproximacion numerica, a través
del método de diferencia finita a la ecuacion diferencial parcial Kortewew-de Vries
(KdV'). Las soluciones numéricas y exactas, se calculan con éxito. De acuerdo a la
implementacion de este método numérico y su desarrollo se pudo analizar junto a
sus condiciones iniciales y de contorno, el proceso de discretizaciéon usando el método
para encontrar el conjunto de valores que se ajustan a las restricciones y/o condi-
ciones iniciales. Es decir, resolviendo dicha ecuacion diferencial en una ecuaciéon en
diferencia. El método de diferencias finitas es eficiente y facil de aplicar a la ecuacion
KdV y también a problemas con ecuaciones diferenciales parciales. La aproxima-
cion de solucion numérica a la soluciéon analitica depende de los valores de At y
Ax que se escoja, y tiene una relacion directamente proporcional, osea que mientras
mas aproximen a cero, mas cerca a la soluciéon analitica cumpliendo con nuestro
objetivos general. Tambien podemos concluir que este trabajo es un buen candidato
para considerarse como una buena motivacion y realizar trabajos a futuro en el area
de métodos numéricos, es decir, solucionar numéricamente ecuaciones diferenciales
parciales que tienen términos de reacciéon y no linealidad como la ecuacién Fisher-
KPP, hallar la soluciéon numeérica de ecuaciones diferenciales parciales que modelan
procesos estocasticos como la ecuacion de Black-Scholes, solucionar ecuaciones di-
ferenciales parciales que tienen términos de reaccion y dispersion en 2 dimenciones
como la ecuacion Kadomtsev-Petviashvili. Un comentario adicional, queremos que
este trabajo impulse en un futuro a experimentar solucionando la ecuaciéon KdV im-
plementando otros métodos numéricos, como el método de elementos finitos (MEF),
el método de elementos finitos multiescala, el método Petrov-Galerkin-Wavelet, el
método de Lax-Friedrichs, el método pseudo-espectral de Fourier y muchos mas.
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Apéndice A

Anexos

A.1. Codigo en Octave para la solucién numérica
de la ecuacion de difusién del ejemplo 4 por
medio de diferencias finitas.

clear all

close all

% set global variables

global alpha

global n D2 dz

% model parameter

alpha = 2;

% spatial domain

z0 = 0.0;

zL = 1.0;

% uniform spatial grid

n = 201;

dz = (zL—20)/(n—1);

z = |z0:dz:zL | ;

% initial conditions (interior points)
X = ones(n—2,1);

% differentiation matrix (interior points)
D2 = diag(+1%ones(n—3,1), —1) +
diag(—2%ones(n—2,1),0) +...
diag(+1xones(n—3 ,1) ,1);

D2(1 ,1:2) = [-1 +1];

gamma = 1/(1+alphaxdz)—2;
D2(n—2,n—-3:n—2) = [+1 gamma |;
D2 = D2 / ( dzxdz );

% call to ODE solver

tout =[0:0.2:2]

xout=0.005

% boundary conditions at z = z0
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x0 = xout (: ,1);

% boundary conditions at z = zL
xn = xoutx(n—2)/(l+alphaxz ) ;
% plot results

xsol = [x0 :xout: xn |;

plot(z , xsol,’..”)

xlabel( 7 z 7);

ylabel (7 x(z , t ) 7);

title ( ’'Diffusion equation 7)

A.1.1. Codigo en Octave para la solucién numérica de la
ecuacion KdV por medio de diferencias finitas.

% Finite difference time—stepping for 1-D KdV equation
%u t + (3u”2) x + u_xxx = 0
% Parameters

dx=.9;

dt=.05;
nts=40;

a=[1];

b=[1 —1];
c=[1];

d=[1 -3 3 —1];
r=1:dx:300;

% Gaussian initial data:
u0=1xexp (—(.05%(r—50))."2);
u=u0 ;

% Computing finite differences:
for k=1:nts

u=u—(dt/dx)«* filter (b, a, 3%(u .x u))—(dt/(dx*xdxxdx))« filter (d, ¢, u);

end
plot (r,u0,r u)

A.1.2. Codigo en Octave para la solucién numérica de la
ecuacion KdV por el método de diferencias finitas de

Zabusky-Kruskal.

N = 1000;
T = 10.0;
p = 100;
h = 2xp/N;
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1:j
xx(ii) = p o+ (x(ii)/pi — 1);

% Set initial condition

for i = 1: j

ul((ii) = 2x(sech(xx(i)))"2;

dt = h"3 / (4+6%«(h~2*xmax(ul)));

for i = 1:j

u2(§i) = 2x(sech(xx(i) — 4 =dt))."2;

time = dt;

counter = 0;

b2 = —dt/(h) * 2;

v2 = dt/(h"3);

while time<(T)

time = time + dt;

u(l) = ul(l) + b2x((u2(2))"2 — (u2(j))"2) — v2 *(u2(3) — 2xu2(2)
Sown2(j) — u2( j-1));

u(2) = ul(2) + b2%((u2(3))"2 — (u2(1))"2) — v2 *(u2(4)— 2xu2(3)
+ 2xu2(1) — u2(j));

u(j—D=ul(j—1) + b2x ((u2(j))"2 — (u2(j—2))"2) — v2 *(u2(1)—
2xu2(j) + 2xu2(j—2)— u2(j—3));

u(j) = ul(j) + b2x((u2(1))"2 — (u2(j—1))"2) — v2 *(u2(2)— 2xu2(1)
+ 2xu2(j—1)— u2(j—2));

for i = 3:j-2

u(i) = ul(i) + b2x((u2(i+1))"2 — (u2(i—1))"2) — v2 *(u2(i+2)
Co2eu2(itl) ¢ 2ku2(i1) - u2(i-2));

end

counter = counter + 1;

ul = u2;

u2 = u;

end

u_ans = 2x(sech(xx — 4xtime))."2;

time

error = max(abs(u_ans — u))

)

plot (xx,u,”——",xx,u_ans,’ —7)

A.1.3. Codigo en Octave para la solucién numérica de la
ecuacion KdV por el método de Greig y Morris.

% Finite difference esquema de Greig & Morris KdV equation
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%u t + (3u”2) x +u xxx = 0
% Parameters

dx=.9;

dt=.05;
nts=40;

a=[1];

b=[1 —1];
c=[1];

d=[1 —2 2 —1];
r=1:dx:120;

% Gaussian initial data:
u0=1xexp(—(.05%(r —50)).~2);
u=ul;

% Computing finite differences:
for k=1:nts

u=u—(dt /(4xdx))* filter (b, a, Ix(u .x u))—(dt/(2xdxxdxxdx))*filter (d, c, t
end

plot (r,u0,’m’ ;r,u,’.”)

space (3cm)

xlabel (’tiempo 7)

ylabel ("Error )

A.1.4. Codigo en Octave para la solucién numérica de la
ecuacion KdV por el método de Goda.

% Finite difference time—stepping for 1-D KdV equation
%u t + (3u”2) x + u xxx = 0
% Parameters

dx=.9;

dt=.05;
nts=40;

a=|[1];

b=[1 —1J;
c=[1];

d=[1 -2 2 —1];
r=1:dx:120;

% Gaussian initial data:

u0=1xexp (—(.05%(r—50))."2);

u=ul;

% Computing finite differences:

for k=1:nts

u=u—(dt /(dx))« filter (b, a, 1x(u .x u))—(dt/(2+«dx*dxxdx))«* filter (d, ¢, u);
end

plot (r,u0,’m’ ,r,u, )

42



43

Anexos

0

0.0050

0.0100

0.0150

0.0200

0.0250

0.0300

0.0350

0.0400

0.0450

0.0500

0.0550

0.0600

0.0650

0.0700

0.0750

0.0800

0.0850

0.0900

0.0950

0.1000

0.1050

0.1100

0.1150

0.1200

0.1250

0.1300

0.1350

0.1400

0.1450

0.1500

0.1550

0.1600

0.1650

0.1700

0.1750

0.1800

0.1850

0.1900

0.1950

0.2000

0.2050

0.2100

0.2150

0.2200

0.2250

0.2300

0.2350

0.2400

0.2450

0.2500

0.2550

0.2600

0.2650

0.2700

0.2750

0.2800

0.2850

0.2900

0.2950

0.3000

0.3050

0.3100

0.3150

0.3200

0.3250

0.3300

0.3350

0.3400

0.3450

0.3500

0.3550

0.3600

0.3650

0.3700

0.3750

0.3800

0.3850

0.3900

0.3950

0.4000

0.4050

0.4100

0.4150

0.4200

0.4250

0.4300

0.4350

0.4400

0.4450
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0.6900
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0.8000

0.8050

0.8100

0.8150

0.8200

0.8250

0.8300

0.8350

0.8400

0.8450

0.8500

0.8550

0.8600

0.8650

0.8700

0.8750

0.8800

0.8850

0.8900

0.8950

0.9000

0.9050

0.9100

0.9150

0.9200

0.9250

0.9300

0.9350

0.9400

0.9450

0.9500

0.9550

0.9600

0.9650

0.9700

0.9750

0.9800

0.9850

0.9900

0.9950

1

Cuadro A.1: Valores que arrojo el software Octave de la variable z del ejemplo 4

A.2.

Tablas y Resultados
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5.0000e-03

1.0000e-02

1.5000e-02

2.0000e-02

2.5000e-02

3.0000e-02

3.5000e-02

4.0000e-02

4.5000e-02

5.0000e-02

9.5000e-02

6.0000e-02

6.5000e-02

7.0000e-02

7.5000e-02

8.0000e-02

8.5000e-02

9.0000e-02

9.5000e-02

1.0000e-01

1.0500e-01

1.1000e-01

1.1500e-01

1.2000e-01

1.2500e-01

1.3000e-01

1.3500e-01

1.4000e-01

1.4500e-01

1.5000e-01

1.5500e-01

1.6000e-01

1.6500e-01

1.7000e-01

1.7500e-01

1.8000e-01

1.8500e-01

1.9000e-01

1.9500e-01

2.0000e-01

2.0500e-01

2.1000e-01

2.1500e-01

2.2000e-01

2.2500e-01

2.3000e-01

2.3500e-01

2.4000e-01

2.4500e-01

2.5000e-01

2.5500e-01

2.6000e-01

2.6500e-01

2.7000e-01

2.7500e-01

2.8000e-01

2.8500e-01

2.9000e-01

2.9500e-01

3.0000e-01

3.0500e-01

3.1000e-01

3.1500e-01

3.2000e-01

3.2500e-01

3.3000e-01

3.3500e-01

3.4000e-01

3.4500e-01

3.5000e-01

3.5500e-01

3.6000e-01

3.6500e-01

3.7000e-01

3.7500e-01

3.8000e-01

3.8500e-01

3.9000e-01

3.9500e-01

4.0000e-01

4.0500e-01

4.1000e-01

4.1500e-01

4.2000e-01

4.2500e-01

4.3000e-01

4.3500e-01

4.4000e-01

4.4500e-01

4.5000e-01

4.5500e-01

4.6000e-01

4.6500e-01

4.7000e-01

4.7500e-01

4.8000e-01

4.8500e-01

4.9000e-01

4.9500e-01

5.0000e-01

5.0500e-01

5.1000e-01

5.1500e-01

5.2000e-01

5.2500e-01

9.3000e-01

9.3500e-01

5.4000e-01

9.4500e-01

0.5000e-01

9.5500e-01

5.6000e-01

5.6500e-01

5.7000e-01

95.7500e-01

9.8000e-01

9.8500e-01

5.9000e-01

9.9500e-01

6.0000e-01

6.0500e-01

6.1000e-01

6.1500e-01

6.2000e-01

6.2500e-01

6.3000e-01

6.3500e-01

6.4000e-01

6.4500e-01

6.5000e-01

6.5500e-01

6.6000e-01

6.6500e-01

6.7000e-01

6.7500e-01

6.8000e-01

6.8500e-01

6.9000e-01

6.9500e-01

7.0000e-01

7.0500e-01

7.1000e-01

7.1500e-01

7.2000e-01

7.2500e-01

7.3000e-01

7.3500e-01

7.4000e-01

7.4500e-01

7.5000e-01

7.5500e-01

7.6000e-01

7.6500e-01

7.7000e-01

7.7500e-01

7.8000e-01

7.8500e-01

7.9000e-01

7.9500e-01

8.0000e-01

8.0500e-01

8.1000e-01

8.1500e-01

8.2000e-01

8.2500e-01

8.3000e-01

8.3500e-01

8.4000e-01

8.4500e-01

8.5000e-01

8.5500e-01

8.6000e-01

8.6500e-01

8.7000e-01

8.7500e-01

8.8000e-01

8.8500e-01

8.9000e-01

8.9500e-01

9.0000e-01

9.0500e-01

9.1000e-01

9.1500e-01

9.2000e-01

9.2500e-01

9.3000e-01

9.3500e-01

9.4000e-01

9.4500e-01

9.5000e-01

9.5500e-01

9.6000e-01

9.6500e-01

9.7000e-01

9.7500e-01

9.8000e-01

9.8500e-01

Cuadro A.2: valores arrojados por Octave que son soluciéon numérica por medio de
diferencias finitas de (2.24)
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2.3020e-03

3.3735e-03

3.6739e-03

4.7016e-03

5.7788e-03

7.0740e-03

8.6243e-03

1.0472¢-02

1.2664e-02

1.5252¢-02

1.8295¢-02

2.1855e-02

2.6003e-02

3.0811e-02

3.6361e-02

4.2735e-02

5.0022¢-02

5.8314e-02

6.7703e-02

7.8283e-02

9.0148e-02

1.0339e-01

1.1809e-01

1.3434e-01

1.5219e-01

1.7172e-01

1.9297e-01

2.1597e-01

2.4073e-01

2.6725e-01

Cuadro A.3:

Error conjunto de los 30 primeros puntos, u; para 1 < j < 30
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