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En este proyecto, se estudid al grupo de las empresas colombianas que presentan sus estados financieros a
la superintendencia financiera comprendidos en el periodo 2019 - 2020, dichas empresas estan
segmentadas por: microempresa, pequefia empresa, mediana empresa y macroempresa. Se examino los
ingresos obtenidos en esos dos afos y se determind la significancia que tuvieron cada una de ellas frente a
la llegada de la pandemia(covid-19).

La metodologia de la investigacion es de caracter cuantitativo, es de tipo descriptivo con un disefio no
experimental donde se utilizé un modelo lineal generalizado teniendo en cuenta el enfoque clasico y
bayesiano para determinar cual de las dos presentan mejores resultados. Se expuso 1664 ingresos de
empresas colombianas de ambos afios tomados de la pagina web datos abierto Colombia y analogamente
366 datos de la TRM. Los diferentes procedimientos se realizaron utilizando el software estadistico R-studio.

En el analisis al modelo lineal generalizado con respuesta gamma se tiene que las microempresas y
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pequenas empresas presentan un buen ajuste tanto en el enfoque clasico como el bayesiano. Pero para la
mediana y macroempresa se observaron pequefas diferencias en el ajuste de ambos enfoques. Finalmente,
se tiene que el enfoque bayesiano genera mejores resultados y ademas, se observo que los ingresos de las
empresas en Colombia reportaron un decaimiento en el afio 2020 frente al afio 2019. Es decir, que la
pandemia si afecto significativamente a las empresas colombiana y especialmente a las microempresas y
pequefias empresas.

ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

In this project, we studied the group of Colombian companies that submit their financial statements to the
financial superintendence in the period 2019 - 2020, these companies are segmented by: microenterprise,
small enterprise, medium enterprise, and microenterprise. The income obtained in those two years was
examined and the significance that each of them had in the face of the arrival of the pandemic (covid-19) was
determined.

The research methodology is quantitative, descriptive with a non-experimental design where a generalized
linear model was used taking into account the classical and Bayesian approach to determine which of the two
presented better results. A total of 1664 incomes of Colombian companies from both years, taken from the
Colombia open data web page, and similarly 366 data from the TRM, were exposed. The different procedures
were carried out using the statistical software R-studio.

In the analysis of the generalized linear model with gamma response, micro and small companies show a
good fit in both the classical and Bayesian approaches. However, for the medium and macro enterprises,
small differences were observed in the fit of both approaches. Finally, we have that the Bayesian approach
generates better results and, in addition, it was observed that the income of companies in Colombia reported
a decline in 2020 compared to 2019. In other words, the pandemic did significantly affect Colombian
companies, especially micro and small companies.
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Resumen

En este proyecto, se estudié al grupo de las empresas colombianas que presentan
sus estados financieros a la superintendencia financiera comprendidos en el periodo
2019 — 2020, dichas empresas estan segmentadas por: microempresa, pequena
empresa, mediana empresa y macroempresa. Se examino los ingresos obtenidos en
esos dos anos y se determiné la significancia que tuvieron cada una de ellas frente
a la llegada de la pandemia (covid—19).

La metodologia de la investigacion es de caracter cuantitativo, es de tipo descrip-
tivo con un diseno no experimental donde se utilizé un modelo lineal generalizado
teniendo en cuenta el enfoque clasico y bayesiano para determinar cual de las dos
presentan mejores resultados. Se expuso 1664 ingresos de empresas colombianas
de ambos anos tomados de la pagina web datos abierto Colombia y analogamente
366 datos de la TRM. Los diferentes procedimientos se realizaron utilizando el
software estadistico R-studio.

En el analisis al modelo lineal generalizado con respuesta gamma se tiene que las
microempresas y pequenias empresas presentan un buen ajuste tanto en el enfoque
clasico como el bayesiano. Pero para la mediana y macroempresa se observaron
pequenas diferencias en el ajuste de ambos enfoques. Finalmente, se tiene que el
enfoque bayesiano genera mejores resultados y, ademads, se observé que los ingresos
de las empresas en Colombia reportaron un decaimiento en el ano 2020 frente al
ano 2019. Es decir, que la pandemia si afecto significativamente a las empresas
colombiana y especialmente a las microempresas y pequenas empresas.

Palabras clave: Gamma, Modelo Lineal Generalizado, Ingresos, Enfoque Clasico,
Enfoque Bayesiano.



Abstract

In this project, we studied the group of Colombian companies that submit their fi-
nancial statements to the financial superintendence in the period 2019 - 2020, these
companies are segmented by: microenterprise, small enterprise, medium enterprise,
and microenterprise. The income obtained in those two years was examined and
the significance that each of them had in the face of the arrival of the pandemic
(covid—19) was determined.

The research methodology is quantitative, descriptive with a non-experimental
design where a generalized linear model was used taking into account the classical
and Bayesian approach to determine which of the two presented better results.
A total of 1664 incomes of Colombian companies from both years, taken from
the Colombia open data web page, and similarly 366 data from the TRM, were
exposed. The different procedures were carried out using the statistical software
R-studio.

In the analysis of the generalized linear model with gamma response, micro and
small companies show a good fit in both the classical and Bayesian approaches.
However, for the medium and macro enterprises, small differences were observed in
the fit of both approaches. Finally, we have that the Bayesian approach generates
better results and, in addition, it was observed that the income of companies
in Colombia reported a decline in 2020 compared to 2019. In other words, the
pandemic did significantly affect Colombian companies, especially micro and small
companies.

Key words: Gamma, Generalized Linear Model, Income, Classical Approach,
Bayesian Approach.
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Planteamiento del Problema

Desde la confirmacion del COVID—19 generada en Wuhan, China y tras la llega-
da al continente americano en enero del 2020, la organizacién mundial de la salud
(OMS) declaro un estado de emergencia sanitaria por el COVID—19. Que afecto
toda la dimensién de vida social y econémica alrededor de todo el mundo. Améri-
ca Latina ha sido especialmente afectada por la pandemia tanto a nivel sanitario,
como a nivel socioeconémico. Debido a esto, grandes cantidades de empresas y
negocios han cerrado debido a la cuarentena y las restricciones del distanciamien-
to social. Pero, antes de la pandemia el pais ya tenia problemas de desempleo,
deudas externas y crisis fiscal. Lo que genero una prolongaciéon mas grave de estos
problemas a corto y largo plazo.

La pandemia ha generado grandes problemas econémicos, de acuerdo con la CE-
PAL, durante el 2020 cerraron 2,7 millones de empresas equivalentes al 19 % de
todas las firmas de la regién, se perdieron el 8.7 millones de empleos por culpa de
la cuarentena y las restricciones al distanciamiento social. Para ACOPI, esta afec-
tacion de la economia se presenta con mayor intensidad en las micro, pequenas y
medianas empresas (MiPymes) que son responsables de 17 millones de empleos en
el pais. De acuerdo con la Organizacién Internacional del Trabajo (OIT), el mer-
cado laboral ha sido uno de los mas afectados en el mundo puesto que se perdieron
345 millones de empleos y 5,5% del Producto Interno Bruto (PIB) equivalente
a los ingresos derivados de la destruccion de empleo. En Colombia, 1,5 millones
de personas perdieron sus empleos al comparar octubre 2020 con el mismo mes
2019, Segun el DANE el anio 2020 presento una tasa desempleo del 15,9 % y para
el ano 2019 una tasa del 10.5 %, es decir que aumenté un 5.4 % en el ano 2020. se
presentaron tantos cambios en la economia que incluso, el PIB (producto interno
bruto) en Colombia presento una disminucién de —6, 8 %, después de que en el
2019 se registrara un crecimiento del 2,9 %.

En Colombia el sector empresarial se encuentra segmentadas por microempresas,
pequenas empresas, mediana empresas y macroempresas. La mediana y la macro-
empresa generan dos tercios de empleos y aportan al producto interno bruto. La
micro y pequena empresa, aunque no generan grandes ingresos anuales son las que



estan mas presentes en el pais, pues en Colombia el 92 % del sector empresarial son
micro y pequenas empresas y todas juntas generan el 35% del producto interno
bruto de Colombia. Es decir que es fundamental para el desarrollo y crecimiento
del pais.

Todo el sector empresarial contribuye al 90 % del sector nacional y generan el 80 %
de empleos. Durante la pandemia estas empresas fueron afectadas drasticamente,
aunque no se tiene unas cifras exactas de nimeros de empresas que cerraron en el
ano 2019 y 2020. La caAmara y comercio de Bogotd revelo que para el ano 2020 se
liquidaron 37.000 empresas y 96 % pertenecen al sector empresarial. En Colombia
las microempresas fueron las més afectadas, segin el DANE para el ano 2020 se
estimé que 509.370 microempresas cerraron a nivel nacional.

Las afectaciones socioeconémicas por la pandemia a nivel nacional requieren de
estrategias para recuperar el empleo y los ingresos del sector productivo. En Co-
lombia el gobierno nacional planifico y evalué alternativas sectorizadas, con la
intencion de generar condiciones plenas y sostenibles para la recuperacién de la
economia. Debido a que en Colombia se encuentra una gran mayoria de micro y
pequenas empresas, las acciones de fortalecimiento de post pandemia deber ser en-
focada principalmente a estas a través de nuevas estrategias de mercadeo y nuevas
condiciones econdémicas.

En consecuencia, podemos decir que el impacto econémico ha afectado gravemente
en el sector empresarial de Colombia y su impacto es diferentes para la micro,
pequena, mediana y gran empresa debido a

» Impacto directo de la produccion
= Interrupcién de la cadena de suministro y del mercado

= Repercusiones financieras en las empresas y los mercados financieros

Por consiguiente, se quiere mirar el comportamiento de los ingresos de las empre-
sas en Colombia durante el periodo 2019 — 2020. Es apropiado plantearse como
pregunta de investigacion Existieron cambios significativos en los ingresos de las
empresas en Colombia a causa de la pandemia (Covid—19)?

Pregunta de Investigacion

JExistieron cambios significativos en los ingresos de la empresas en Colombia a
causa de la pandemia (Covid—19)7.
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Justificacion

La afectacion en el sector empresarial de Colombia por la pandemia del COVID—19
ha sido negativa para todos los departamentos y para la economia del pais. Los
sectores economicos tuvieron mayor restriccion de operacion por las obligaciones
impuestas del gobierno nacional (cuarentena obligatoria, restricciones al distancia-
miento social, entre otros) que produjo una disminucién intensiva de los bienes y
servicios.

Estas repercusiones negativas se extenderan a corto y largo plazo afectando prin-
cipalmente al sector empresarial llevando acabo afectaciones en el mercado laboral
y al sostenimiento de los hogares colombianos.

La importancia de la investigaciéon se justifica teniendo en cuenta que la pandemia
del COVID—19 ha generado un cambio drastico en la economia global y el en-
torno empresarial. En muchos casos —como en los sectores de servicios, comercio
y turismo— los impactos fueron inmediatos y brutales, mientras que otras areas
terminaron teniendo una mayor supervivencia en estos primeros meses y algunas
incluso se beneficiaron por la naturaleza de los servicios. (Inova, 2020)

El presente trabajo busca brindar informacién sobre las afectaciones que contra-
jeron la empresa por la llegada del COVID—19 como:

= Afectacién segtn el sector empresarial
= Niveles de disminucién de ingresos del 2020 frente al 2019

= Expectativa de apoyo a las empresas mas afectadas

La recoleccion y analisis de informacién se enfoca en la orientacion de los ingresos
generados por las empresas colombianas en el ano 2020 (Durante el COVID—19)
y compararlos con los del afio 2019 (Antes del COVID—19). Para determinar el
impacto social econémico que genero la pandemia en cada una de las empresas que
conforma el sector empresarial, e incentivar a prevenir las repercusiones de corto
y largo plazo presentadas por el COVID—19, que podrian conllevar a que muchas
de las empresas presentes decidan cerrar parcial o definitivamente sus operaciones
y otros se reinventaron o innovaron para no salir del mercado.
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Objetivos

Objetivo general

Analizar y modelar mediante un modelo lineal generalizado los ingresos de las
empresas en Colombia utilizando estimacién clasica y bayesiana.

Objetivos especificos
1. Estimar los parametros del modelo a través del enfoque clésico.
2. Estimar los parametros del modelo a través del enfoque bayesiano

3. Comparar los resultados obtenidos bajo las diferentes aproximaciones.
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Marco referencial

(Simbasica Numpaque & Bermidez Rubio, 2019) trabajaron en los ingresos
mensuales de los bogotanos, aplicando un modelo lineal generalizado con distri-
bucién Tweedie, distribucion Inversa Gaussiana ajustada a cero y distribucion
Gamma ajustada a cero dada la ventaja que tiene funcién de admitir ceros en
su variable respuesta de tipo continuo no negativa, pudiendo ser utilizada en el
analisis de los ingresos mensuales de los bogotanos realizada en el afio 2017 a sus
20 localidades, encuestando a mas de 77025 hogares, donde se examina el impac-
to que tiene las variables explicativas en la variable respuesta ingresos mensuales
promedio, del cual proporciona una vision sobre la situacion laboral y esto sirva
como estrategia del distrito en politicas piblicas enfocado a mejorar el bienestar
socioeconémico de los bogotanos. Teniendo en cuenta que, de todas las variables
explicativas usadas en el modelo, el nivel de educacién es el que tiene un mayor
peso a la hora de estimar los ingresos (p. 1).(13)

(Herndndez & Lasso, 2003) trabajaron en los efectos del salario minimo legal
(SML) sobre el empleo, en una funcién de demanda de trabajo, teniendo en cuenta
el efecto sustitucion y el efecto ingreso inducidos por el incremento del salario
minimo. Para empleados cubierto por el SML (jévenes y no calificados) y los no
cubiertos (adultos y calificados), para el periodo 1984 — 2000, dentro de un modelo
estdndar de demanda de factores (p. 131). Una de las principales conclusiones del
estudio es que el efecto neto del SML, sobre el empleo es positivo, tanto para la
poblacién cubierta como la no cubierta por este, cuando se considera en conjunto
el efecto sustitucion y el efecto ingresos. Por otro lado, se muestra que la demanda
de trabajo esta determinada por el ciclo econémico méas que por cambio en los
precios de los factores de produccién (p. 117).(6)

(Parra, 1999) trabajo en el campo de la distribucién del ingreso se ha incrementa-
do en los ultimos anos, por la necesidad de determinar el impacto de las medidas
recientes de politica sobre el bienestar de la economia (p. 135). También es la nece-
sidad de hacer énfasis en la diferenciacion al analizar los cambios de la distribucion
de trabajadores calificados y no calificados, puesto que cada uno presenta procesos
completamente diferentes. Este trabajo de investigacion es analizar la evolucién
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de la distribucion del ingreso de Colombia en los ultimos anos desde un enfoque
alternativo. Para esto se establece unos hechos bésicos que revelan su comporta-
miento durante este periodo, a partir de una metodologia no-paramétrica basada
en herramientas estadisticas que permiten identificar los cambios relevantes de la
distribucién (p. 136).(9)

(Sdnchez, 2005) hizo una recopilacién de trabajos recientes sobre los temas de
distribucion del ingreso, pobreza y politica social. En la década de los noventa hubo
aumento de la concentracion del ingreso urbano en Colombia, muy similar a las
tendencias de otros paises de América Latina y los Estados Unidos. Para explicar
este hecho se han tejido diversa hipdtesis, entre otras, el aumento de la demanda
por trabajadores calificados y de su salario relativo, la apertura econémica, el lento
incremento de la cobertura universitaria, la disminucién de la movilidad social, y
el aumento de la inestabilidad econémica. (|11])

(Ocampo et al., 2000) trabajaron en el articulo Mercado laboral y distribucién
del ingreso en Colombia en los anos noventa en el cual analiza el comportamiento
y los cambios del mercado laboral en Colombia en la década de los noventa. A
partir de la informacion disponible en las encuestas de hogares, lo cual analiza
posteriormente la dinamica laboral, por sectores econémicos, nivel educativo, y
posicién ocupacional. Después de resumir la investigacion sobre distribucion del
ingreso para el caso colombiano, cuyo objetivo es determinar los efectos de los
cambios observados en las condiciones del mercado laboral sobre la distribucion
del ingreso y la pobreza, para los sectores urbanos y rurales (p. 53).(15)

(Davila Aragén et al., 2016) trabajo en Célculo del valor en riesgo operacional
mediante redes bayesianas para una empresa financiera para identificar y cuan-
tificadores de riesgo operacional que dan lugar a los fraudes, la interrupcién de
la actividad productiva y la responsabilidad legal, lo cual es una amenaza cons-
tante en cualquier empresa. Para ello se toma un enfoque bayesiano y el modelo
causa-efecto dinamico que incorpora una informacion inicial a priori, lo cual se pue-
de agregar opiniones de experto o intervenciones de especialistas para finalmente
calcular el riesgo operacional. (1))

(Chiquito Tigua et al., 2020) trabajaron Red bayesiana para analizar los meca-
nismos de adaptaciéon de los comerciantes antes los retos de covid-19 en particular
los comerciantes ecuatorianos, debido a la crisis sanitaria, humana y econémica
que se vive en ecuador.

La llegada del covid—19 condujo a que los gobiernos impusieran acciones como,
el aislamiento, la cuarentena y el distanciamiento social con el fin de reducir la
curva de contagios, lo cual afecto la actividad econémica. Pues esto disminuyo
la produccion o incluso su interrupcion total, debido a que los comerciantes se
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sustentan en la oferta y demanda de sus comercializaciones, por lo que se creé
un trabajo de andlisis de sensibilidad a la evidencia en redes bayesianas.es un
analisis util para verificar la volatilidad de los mercados financieros relativos a los
comerciantes ecuatoriano.(14)

(Silva Veloza & Sanchez Hernandez, 2018) trabajaron en el ESTUDIO DEL
IPC EN EL DEPARTAMENTO DEL TOLIMA Y DEPARTAMENTOS ALE-
DANOS MEDIANTE GAMs sobre el indice de precio del consumidor (IPC) es
la variacién absoluta del precio de la canasta familiar, la cual estda definida por
el DANE, construido sobre una variante de tipo laspeyres, para un seguimiento
del gasto de consumo en los hogares de un pais, la cantidad puede variar a nivel
regional y por lo tanto en su acumulado nacional. Esta variacién puede ser distinta
en cada pais.

Es decir, el trabajo trata de comparar las IPC del Tolima y los departamentos cer-
canos (Cauca, Valle, Huila Quindio, Caldas, Risaralda, Cundinamarca), se toma
Un modelo lineal generalizado, especificamente en modelo adictivos generalizado
(GAMs) con fin de determinar posibles valores influénciales del Tolima y departa-
mentos circunvecino. (12)

(Lee, et al., 2018) realizaron una investigacién titulada: ”efectos de la relacién
entre el precio de las vivienda y los ingresos en la eleccién de la tenencia en Taiwan:
pronostico del rendimiento del modelo lineal generalizado jerarquico y el modelo
de regresion logistica binaria tradicional” Este estudio examiné los factores que
influyen en las elecciones de tenencia de los hogares en diferentes condados y
ciudades de Taiwan. Los datos recopilados en la Encuesta sobre el Estado de la
Vivienda de la Agencia de Construccion y Planificacion del Ministerio del Interior
se analizaron mediante modelos lineales generalizados jerarquicos (HGLM). El
estudio designé el sector de los hogares como una unidad en el nivel 1 y los condados
y ciudades como una unidad en el nivel 2, con la diferencia entre los condados y
ciudades representando el 9% de la variacién total en las decisiones de alquiler
y compra. Con base en los resultados empiricos, la eleccién de la tenencia se vio
afectada positiva y significativamente por factores de nivel 1 como el género, la
edad, el nivel educativo, el area per capita, el nimero de habitaciones per capita,
los préstamos privados y los ingresos permanentes. La variable de atributo de nivel
2, la relacién entre el precio de la vivienda y los ingresos tuvo un efecto negativo
significativo en la eleccién de la tenencia; una relaciéon més alta entre el precio
de la vivienda y los ingresos resulté en una mayor preferencia entre los hogares
hacia el arrendamiento en sus decisiones de arrendamiento o compra. Con respecto
a la comparacién de la capacidad de prondstico, la tasa de acierto de HGLM
(90,10 %) fue mayor que la del modelo de regresién logistica binaria (87,26 %). En
términos de precision de prondstico evaluada usando cuatro medidas de asociacion,
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HGLM super6 al modelo de regresiéon logistica binaria tradicional. Basado en una
validacion cruzada de diez veces, HGLM también mostré una mejor tasa de aciertos
que el modelo de regresién logistica binaria tradicional, lo que significa que los
resultados de la evaluacién fueron sélidos y confiables.(7)

(Cingano, 2014) realizaron una investigacion titulada: ” Tendencias de la desigual-
dad de ingresos y su impacto en el crecimiento econémico.”

1. En la mayoria de los paises de la OCDE, la diferencia entre ricos y pobres esta
en su nivel mas alto desde hace 30 anos. En la actualidad, el 10 % més rico de
la poblacién de la zona de la OCDE gana 9,5 veces los ingresos del 10 % maés
pobre; en la década de 1980 esta proporcion era de 7:1 y ha ido aumentando
continuamente desde entonces. Sin embargo, el aumento de la desigualdad
global de ingresos no se debe (inicamente) al incremento de la proporcién de
los ingresos superiores: a menudo, los ingresos inferiores crecen mucho mas
despacio durante los anos de prosperidad y caen durante las recesiones, lo
que hace que la pobreza de ingresos relativa (y en algunos paises, absoluta)
esté en el punto de mira de las politicas. Este documento explora si esta
evolucion puede tener un impacto en los resultados econémicos.

2. A partir de datos armonizados que abarcan los paises de la OCDE duran-
te los ultimos 30 anos, el andlisis econométrico sugiere que la desigualdad
de ingresos tiene un impacto negativo y estadisticamente significativo en el
crecimiento posterior. En concreto, lo que mas influye es la diferencia entre
los hogares con ingresos bajos y el resto de la poblacién. En cambio, no se
encuentran pruebas de que los que tienen ingresos altos se alejen del res-
to de la poblacion, lo que perjudica el crecimiento. El documento también
evalia la "teoria de la acumulacién de capital humano.®contrando pruebas
de que el capital humano es un canal a través del cual la desigualdad puede
afectar al crecimiento. Un analisis basado en microdatos de la Encuesta de
Aptitudes de los Adultos (PTAAC) muestra que el aumento de las dispari-
dades de ingresos deprime el desarrollo de las aptitudes entre los individuos
con antecedentes educativos parentales mas pobres, tanto en lo que respecta
a la cantidad de educacién alcanzada (por ejemplo, los anos de escolariza-
cién), como a su calidad (es decir, el dominio de las aptitudes). Sin embargo,
los resultados educativos de los individuos de entornos mas ricos no se ven
afectados por la desigualdad.

3. De ello se desprende que las politicas de reduccion de las desigualdades de
renta no sélo deben aplicarse para mejorar los resultados sociales, sino tam-
bién para sostener el crecimiento a largo plazo. Las politicas de redistribucion
a través de los impuestos y las transferencias son una herramienta clave para
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garantizar que los beneficios del crecimiento se distribuyan méas ampliamen-
te, y los resultados sugieren que no es necesario esperar que perjudiquen el
crecimiento. Pero también es importante promover la igualdad de oportuni-
dades en el acceso y la calidad de la educacion. Esto implica centrarse en las
familias con ninos y jovenes

— ya que es cuando se toman las decisiones sobre la acumulacion de capital
humano

— promover el empleo de los grupos desfavorecidos mediante politicas activas
del mercado de trabajo, ayudas para el cuidado de los ninos y prestaciones
en el trabajo.(3)

(Diaz Prieto et al., 2018) realizaron una investigacién titulada: ”Estimacién de
un modelo lineal generalizado mixto para datos de conteo con exceso de ceros.”
En este documento se presentan los andlisis realizados a partir del ejercicio de
modelacién de la cantidad de incendios forestales registrados en los 212 municipios
que componen los departamentos de Antioquia y Santander durante el ano 2013.
Para dicho anélisis se empled el método de modelos lineales generalizados mixtos
inflados de ceros en el que se estimé el efecto de diferentes variables climaticas y
geograficas medidas en cada municipio. El proceso de estimacion se realizé me-
diante modelos aditivos generalizados de ubicacién, escala y forma, en el cual se
obtuvieron los parametros mediante estimaciones lineales generalizas, estimaciones
no paramétricas y una estimacion de retardo espacial mediante modelos SAR.
En la cual concluyo lo siguiente:

1. Las variables analizadas tienen efectos significativos sobre la cantidad de
incendios registrados en cada municipio. Ya que sélo se evalué un ano, es
posible expandir esta investigaciéon, tanto a otros anos, como a otras regiones
del pafs.

2. La metodologia usada de modelos mixtos, incluyendo estimaciones no pa-
ramétricas y de autocorrelacion espacial, demostrd ser mejor que un modelo
lineal generalizado Poisson cero inflado, ya que las estimaciones presentaron
mejores resultados en los criterios de comparacion.

3. Las variables analizadas son estadisticamente significativas, lo que sugiere
que las estancias gubernamentales encargadas de la gestion del riesgo pueden
enfocar sus esfuerzos en funcion de estas variables hacia la prevencién de
futuros siniestros ambientales. (4])
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Marco teorico

Modelos lineales generalizados

Estudiaremos una extension de los modelos lineales a una familia mas general,
propuesta por (Nelder & Wedderburn, 1997), denominada Modelos Lineales
Generalizados (MLG). Esta familia unifica tanto los modelos con variables re-
puesta numéricas como categoricas lo cual lleva a considerar otras distribuciones
tales como la binomial, poisson, gamma, etc. ademas de la normal. ()

Dado que el modelo lineal general es un buen punto de partida para el estudio de
los modelos lineales generalizados, empezamos con una revision de los principales
aspectos del modelo lineal general. (8]

Los componentes de un modelo lineal generalizado

Los modelos lineales generalizados son una extension de los modelos lineales clasi-
cos, por lo que estos ultimos constituyen un punto de partida adecuado para la
discusion. Se supone que un vector de observaciones y con n componentes es una
realizacion de una variable aleatoria Y cuyos componentes se distribuyen indepen-
dientemente con medias p. La parte sistematica del modelo es una especificacion del
vector 4 en términos de un pequeno nimero de pardmetros desconocidos fy, ..., Bp.
En el caso de los modelos lineales ordinarios, esta especificacion toma la forma

p=>y_ ;B (1)
1

donde los [, son parametros cuyos valores suelen ser desconocidos y deben esti-
marse a partir de los datos. Si dejamos que ¢ indexe las observaciones, la parte
sistematica del modelo puede escribirse

p
1
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donde z;; es el valor de la jth covariable para la observacion . En notaciéon matricial
(donde pesnx1, X esnxpy fespx 1) podemos escribir

p=Xp

donde X es la matriz del modelo y (5 es el vector de parametros. esto completa la
especificacion de la parte sistemética del modelo.(8))

Para la parte aleatoria suponemos independencia y varianza constante de los erro-
res. Estas suposiciones son fuertes y es necesario comprobarlas, en la medida de lo
posible, a partir de los propios datos. Del mismo modo, la estructura de la parte
sistematica supone que conocemos las covariables que influyen en la media y que
podemos medirlas eficazmente sin errores; esta suposicion también debe compro-
barse, en la medida de lo posible. (8])

Una especializacion mas del modelo implica la suposicion mas fuerte de que los
errores siguen una distribucién gaussiana o normal con varianza constante o?.
Asi, podemos resumir el modelo lineal clasico en la forma:

Los componentes de Y son variables normales independientes con varianza cons-
tante o2 y

E(Y)=p donde p=Xp (3)

La generalizacién

Para simplificar la transicién a los modelos lineales generalizados, reorganizaremos
(3) ligeramente para producir la siguiente especificacién en tres partes:

1. El componente aleatorio: el componente de Y tiene distribuciones normales
independientes con E(Y) = u y varianza constante o?;

2. El componente sistematico: las covariables 1, x9, ..., 2, producen un predic-
tor lineal n dado por
p
n= Z ;Bj;
1

3. El vinculo entre los componentes aleatorio y sistematico:
H=1.

Esta generalizacién introduce un nuevo simbolo 7 para el predictor lineal y el tercer
componente especifica entonces que i y n son de hecho idénticos. Si escribimos

ni = g(Hi)
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entonces ¢(-) se llamard funcién de enlace. En esta formulacién, los modelos li-
neales cldsicos tienen una distribucién Normal (o Gaussiana) en el componente 1
y la funcién de identidad para el enlace en el componente 3. Los modelos linea-
les generalizados permiten dos extensiones; en primer lugar, la distribucion en el
componente 1 puede proceder de una familia exponencial distinta de la Normal y,
en segundo lugar, la funcion de enlace en el componente 3 puede convertirse en
cualquier funcion diferenciable monétona.

En primer lugar, examinamos la hip6tesis de distribucién ampliada. (8])

La Familia Exponencial

Como se ha mencionado anteriormente, los modelos lineales generalizados supo-
nen que la variable de respuesta tiene una distribucion que pertenece a una familia
particular, la familia exponencial. La definiciéon que presentaremos aqui es la ade-
cuada para los modelos de la variable de respuesta que nos interesa considerar en el
ambito de los MLG. Véase, por ejemplo, Cox y Hinkley (1974), para una definicién
més general de la familia exponencial de k pardmetros y sus propiedades.(8)

Definicién 1 (Familia exponencial). Se dice que una variable aleatoria Y tiene una
distribucién que pertenece a la familia de dispersién exponencial (o simplemente
familia exponencial) si su funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) o funcién
de masa de probabilidad (f.m.p.) puede escribirse de la forma

fr (4:0: ) = exp {ngm + c(m)} (4)

donde 0 y ¢ son pardmetros escalares, a(-), b(-) y ¢(+) son reales conocidos funcio-
nes.(8)

En la definicién anterior, 6 es la forma candnica del parametro de localizacion y ¢
es un parametro de dispersién que se supone, en general, conocido. En este caso la
distribucién descrita en (4) forma parte de la familia exponencial uniparamétrica.
Cuando se desconoce el parametro o, la distribucion puede o no formar parte de la
familia exponencial biparamétrica, como se define generalmente (véase, por ejem-
plo, Cox y Hinkley, 1974). También se admite que la funcién b(-) es diferenciable,
y que el soporte de la distribucion no depende de los parametros. En este caso
demostramos que la familia considerada obedece a las condiciones habituales de
regularidad. (8))

Valor medio y varianza

Sea 1(0; ¢;y) = log f,(6; ¢; y) Definamos la funcién puntuacién

S(0) = % (5)
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Se sabe que para las familias regulares tenemos

E(S(0)) =0
B(S2(0)) = E {(al(eé?n)?} __F5 [al(egg;w] (6)
y por lo tanto como, en el caso de que fy(y;0;0) esté dada por (4),
oy PO
l(@, ¢a Y) - a(¢) + (yv¢)

se obtiene v b'(&) 25(0) b"(@)

) R ) v
Donde b'(8) = 29 ¢ p"(g) = 220)
Asi, a partir de (6) y (7)

E(Y) == a($)E(S(0)) +b'(0) = b (0) (8)

var(Y) = aX(@)var(S(9)) = a*(6) ) —

1"

Vemos asi que la varianza de Y es el producto de dos funciones; una, b (), que
depende sélo del pardmetro canénico 6 (y por tanto del valor medio 1), y que se
denomina funcién de varianza que suele representarse por V' (u) y otra, a(¢), que
solo depende del parametro de dispersion ¢.

En muchas situaciones de interés, observamos que la funcién a(¢) toma la forma

donde w es una constante conocida, obteniendo asi la varianza de Y como el
producto del parametro de dispersion por una funcién de sélo el valor medio.
En este caso la funcién definida en (4) se escribe en la forma

w(yld —b(0))

fy (y; 0; ¢;w) = exp { ”

T c<y,¢,w>} (10)

Casos particulares

Veamos algunos ejemplos de distribuciones conocidas que pertenecen a la familia
en estudio. (8))
Normal
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Sea Y una variable aleatoria con distribucién normal de media p y varianza o2,

Y ~ N(u,0?%). La funcién de densidad de Y se expresa en la forma

1 1 9 1 w? 1 y2
o p{ 552 — ) }—exp {; (uy— 7) - —{10g27w + =

62 _ =2
9 =0 y

c(y,9) = % log % — d’TyZ obtenemos (4). Vemos facilmente que la funcién de varianza
viene dada por V(u) = 1.(8)

Poisson

En el caso de Y ~ P(pu), la funcién de probabilidad viene dada por

donde —oo < p, y < ooy 02 > 0. Entonces, para 0 = pu, b() =

_ MY
e MJ = exp {ylogp — p —logy!}

donde t > 0 ey = 0,1,... Sealogpu = 0, b(0) = ¢’, ¢ = 1y c(y,¢) = —logy!
obtenemos (4). Por tanto, se deduce que V( ) = p.(8)

Binomial

Sea Y* la proporcién de aciertos en n ensayos independientes, cada uno con proba-
bilidad de ocurrencia p. Suponemos que nY™* ~ B(n, i1). La funcién de probabilidad
funcién de probabilidad de Y* se expresa entonces en la forma

n ny* - n—ny* _ n * K _
(ny) p™ (1= p) exp {log (ny) +ny” log (1 — u) + nlog(1 u)}

donde 0 < p, y* < 1. Obtenemos (4) haciendo ¢ = n, 0 = log{ﬁ}, b(h) =

log(1+¢€%) y e(y*, ¢) = log (QE*) . La funcién de varianza viene dada por V(u) =
w1 = ).
Gamma

Sea Y una variable aleatoria con distribuciéon gamma de media p y coeficiente de

o1 . . :
variacién ¢~ 2, denotamos Y ~ G(u, ¢). La funcién de densidad de Y viene dada
por

% (%) exp ( yf) (logy) = explo { <—%> - logu} —logI'(¢)+

¢log(¢y) — logy]

Donde y, ¢, > 0y I'(¢p) = fooo t?~le~tdt es la funcién gamma. Luego, haciendo
0 = —}—1” b(0) = —log(—0), c(y,¢) = (¢ — 1)logy + ¢log ¢ — log'(¢) obtenemos
(4).
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Para 0 < ¢ < 1 la densidad de rango tiene un polo en el origen y disminuye mo-
noténicamente cuando y — oco. La exponencial es un caso especial cuando ¢ = 1.
Para ¢ > 1 la funcién de densidad asume cero en el origen, tiene un méximo en
Yy =pu— % y luego disminuye hasta y — co. A x? es otro caso especial cuando

¢ =%y = k. La distribucién normal esto se obtiene haciendo ¢ — oco. Es decir,

2
E2(Y)

cuando ¢ es grande Y ~ N(u, ¢~V (11)). Tenemos que ¢ = Varey) €S la inversa del

coeficiente de variaciéon de Y al cuadrado, es decir, ¢ = W donde C'V = ¥ ;/?;()Y)

. La funcién de varianza viene dada por V(i) = p?.(8)

Normal inversa

Sea Y una variable aleatoria con distribuciéon normal inversa de media p y parame-
tro de precisién ¢, denotada por Y ~ NI(u,¢) y cuya funcién de densidad viene
dada por

¢> oy — p)° y 1 1 2myP\ ¢
WGX"{‘W}:GX" Aam o () o)

donde y > 0, 4 > 0. Haciendo § = —# b(0) = —(—20)2 y c(y, ¢) = L1og {%y;}—

2
% obtenemos (4). La normal inversa se acerca a la normal cuando ¢ — oco. Es
decir, para grandes ¢ tenemos que Y ~ N(u, ¢~V (1)). A La funcién de varianza
viene dada por V(u) = p?.(8)
Las distribuciones mas importantes de la forma (1.4) de las que nos ocuparemos
se resumen en la tabla [Il

Cuadro 1: Caracteristicas de algunas distribuciones univariantes comunes en la
familia exponencial

Normal Poisson Binomial Gamma N. Inversa
Notacién N(p,0%) P(u)  B(n,p)  Gu¢) NI, o)
Rango de y 00 N <1 >0 >0
Parametro de dispersién: ¢ =~ o2 1 n W o
Funcién acumulativa: b(6) % el log(1+¢€%) —log(—0) —(—20)2
w(0) = E(Y;0) 0 ¢ - 1 (—20)2
Enlace candnico: 0(p) identidad log logit reciprocal P%
Funcién de la varianza: V(i) 1 m w(l — ) 1 w

El pardmetro candnico, denotado por 6, se define por (4). La relacién entre p y 6
se da en las lineas 5 y 6 de la tabla.
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Funciones de enlace

La funcién de enlace relaciona el predictor lineal 1 con el valor esperado p de un
dato y. En los modelos lineales clésicos la media y el predictor lineal son idénticos,
y el enlace idéntico es plausible en la medida en que tanto n como p pueden tomar
cualquier valor en la recta real. Sin embargo, cuando tratamos con recuentos y
la distribucién es Possion, debemos tener ;1 > 0, por lo que el vinculo de iden-
tidad es menos atractivo, en parte porque 1 puede ser negativo mientras que u
no debe serlo. Los modelos para recuentos basados en la independencia en datos
de clasificacién cruzada conducen naturalmente a efectos multiplicativos, y esto se
expresa mediante el enlace logaritmico, n = log i, con su inverso = €. Ahora los
efectos aditivos que contribuyen a n se convierten en efectos multiplicativos que
contribuyen a p y u es necesariamente positivo.(8)

Para la distribuciéon binomial tenemos 0 < p < 1 y un enlace debe satisfacer la
condicién de que mapea el intervalo (0, 1) sobre toda la recta real. En lo sucesivo
consideraremos tres funciones principales, a saber:

”Zlog{uﬁu)}

=" (u)
donde ®(-) es la funcién de distribucién acumulativa normal;

1. logit

2. probit

3. complementario log-log
n = log {—log(1 — )}

La familia de potencia de los enlaces es importante, al menos para las observaciones
con media positiva. Esta familia puede especificarse mediante

A
—1
n= % (1.11a)
con el valor limite
n = log u; como A —0 (1.11b)
o por
A
_ o A#0
n= { log 1 N (1.12)

La primera forma tiene la ventaja de una transiciéon suave cuando A pasa por
cero, pero con cualquiera de las dos formas hay que tomar medidas especiales en
cualquier célculo con A = 0.(8])
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Estadisticas suficientes y enlaces candnicos

Cada una de las distribuciones de la tabla [I] tiene una funcién de enlace especial
para la que existe un estadistico suficiente igual en dimensién a [ en el predictor
lineal n = ) z;;. Estos enlaces candnicos, como se llamaran, se producen cuando

0=n

donde 6 es el pardmetro canénico definido en (1.4) y mostrado en la Tabla
Los enlaces canodnicos para las distribuciones de dicha tabla son, por tanto, los
siguientes:

Cuadro 2: Los enlaces candnicos para las distribuciones en la familia exponencial

Normal n =W,
Poisson n = log u,

Binomial | n = log {ﬁ},

Gamma n=p ",
N. Inversa | n = pu~ 2,

Para los enlaces candnicos, la estadistica suficiente es XY en notacién vectorial,
con componentes

Ena j=1,2,...,p

sumando sobre las unidades. Sin embargo, hay que tener en cuenta que, aunque
los enlaces candnicos conducen a propiedades estadisticas deseables del modelo,
especialmente en muestras pequenas, en general no hay ninguna razén a priori
para que los efectos sisteméaticos de un modelo sean aditivos en la escala dada por
ese enlace. Es conveniente que lo sean, pero la conveniencia por si sola no debe
sustituir a la calidad del ajuste como criterio de seleccién del modelo. Sin embargo,
descubriremos que los vinculos canoénicos son a menudo eminentemente sensatos
desde el punto de vista cientifico.

Otros enlaces

Enlace Probit

Sea p la proporcion de aciertos de una distribucién binomial. El enlace se define
por

Ot (p) =,

donde ®(-) es la funcién de distribucién acumulativa de la normal estdndar.
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Enlace complementaria log-log
La distribucién de valores extremos (logaritmo de la exponencial) tiene una funcién
de densidad dada por

fy) = exp{y — exp(y)}

donde —o0 < y < oo. Entonces, la funcién de distribucion acumulativa viene dada
por

fly) =1—exp{—exp(y)}

1.0

—— Logistica -
— — - V. .Extremo Vs

Fly)
06
1

04
1

0.2
|

0.0

Figura 1: Funcién de distribucién acumulada de las curvas logisticas y de valores
extremos.

El modelo binomial con enlace complementario log-log se define como

p=1—exp{—exp(n)}

o, de forma equivalente,

log {—log(1 —p)} =7
El enlace logito se define de forma similar. La funcién de densidad de la distribucion
logistica viene dada por exp(y)

)

Ty
donde —oo < y < 00. De ello se deduce que la funcién de distribucién acumulativa
se expresa en la forma »

F(y):m
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El modelo logistico binomial se obtiene sustituyendo F(y) por p e y por n en la
expresién anterior. Como en el caso binomial el parametro de interés es siempre
una probabilidad, es muy razonable que se utilicen funciones de distribuciones
acumulativas para generar nuevas conexiones y, en consecuencia, nuevos modelos.
En la figura 1.1 mostramos la F(y) de la distribucién logistica y de la distribucién
de valores extremos para valores de y que varfan en el intervalo [-3,3]. Tenemos
que la curva logistica es simétrica en torno a F(y) = %, mientras que la curva de
valores extremos muestra comportamientos diferentes para F(y) < 3y F(y) > 1.

Enlace Box-Cox

Una clase importante de enlaces, al menos para las observaciones positivas, es la
clase de enlaces Box-Cox definida por

para A # 0y n = logu para A — 0. La idea ahora es aplicar la transformacién
Box-Cox a la media de la variable de respuesta

30
1

mu

ata
Figura 2: Enlace Box-Cox para algunos valores de .

en lugar de transformar la propia variable de respuesta. La figura 1.2 muestra el

comportamiento de p para algunos valores de A y para 71 que varia en el intervalo
[0,10].

Enlace Aranda-Ordaz
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Otra transformacién importante fue propuesta por Aranda-Ordaz (1981) para da-
tos binarios. La transformacién viene dada por
1—p) -1
0= log { (1—p) }
o
donde 0 < p < 1y « es una constante desconocida. Cuando a = 1 tenemos el
enlace logit n = log {L} Cuando a — 0 tenemos W — log(1 — p)~*

(1—p)
por lo que nn = log {—1log(1 — 1)} y por tanto obtenemos el enlace

=
_

0.6

mu

04
1

02
L

00
1

ata

Figura 3: Enlace Aranda-Ordaz para algunos valores de «.

complemento log-log. En la figura 1.3 vemos el comportamiento de y para algunos
valores de a. En muchas situaciones practicas el interés puede ser probar si el mo-
delo logistico es apropiado, Hy : @ = 1, contra la necesidad de una transformacion
de enlace, Hy : a # 1.

Los GLM se ajustan en la aplicaciéon R utilizando el comando glm. Para ilustrar
una aplicacion, supongamos que estamos interesados en ajustar un modelo de
Poisson con enlace canoénico y que la variable de respuesta se denota por resp con
variables explicativas covl y cov2. Podemos enviar los resultados del ajuste a un
archivo (objeto en R), por ejemplo con nombre fit.poisson, utilizando el comando

fit.poisson = glm(resp ~ covl + cov2, family = poisson)

Con el commando
summary (fit.poisson)

podemos obtener un resumen de los resultados del ajuste.
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Principios para reducir los datos

El uso de cualquier estadistico 7'(X) implica una reduccién de los datos mues-
trales. Sea X = (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple (un vector aleatorio) y
sea & = (T1,...,2n), Yy = (Y1, ..., Yn) muestras observadas (realizaciones de X). Si
decidimos usar el estadistico T'(X) en vez de toda la muestra, seran tratadas igual
dos muestras observadas cualesquiera z, y, siempre que T'(x) = T'(y). Es decir, al
usar el estadistico T', en lugar de toda la muestra, se pierde informacion. Se plantea
asi el problema de buscar estadisticos T' tales que la informacién que se pierde al
usarlos sea irrelevante para los fines que nos hayamos marcado. (j5)

Dado el espacio muestral y, la imagen de §2 mediante el vector aleatorio X, reducir
los datos en términos de un estadistico 1" es equivalente a dar una particion de Yy.
En efecto, sea T = {t : t = T'(z), para algin z € x}, la imagen de x mediante el
estadistico T. Entonces {A; = T~1(¢) : t € T} es una particién de y inducida por
T'. Al observar z y limitarnos a registrar el valor 7'(z), podremos saber que hemos
observado un elemento de Ap(,), pero desconoceremos cudl de ellos. (5))

Principio de suficiencia

Un estadistico T' es suficiente para un parametro 6 si captura toda la informa-
cién que sobre 6 contiene la muestra. Cualquier informacién adicional (es decir,
aparte del valor del estadistico T" que la muestra pueda aportar, no proporciona
informacion relevante sobre 6. Estas consideraciones se concretan en el siguiente
principio:

Definicién 2 (Principio de suficiencia). Si T' es un estadistico suficiente para 0,
cualquier inferencia sobre 6 ha de depender de la muestra X = (X3, ..., X,,) s6lo
a través del valor T'(X). Es decir, si x e y son tales que T'(z) = T'(y), entonces
la inferencia que se haga sobre # serd la misma tanto si se observa x como si se
observa y.(j5)

Formalmente, diremos que un estadistico T' es SUFICIENTE para 6 si la distribu-
cién condicionada de X dado el valor T'(X), no depende de 6.(5))

Veamos, en el caso discreto, que la informacién que sobre un parametro aporta un
estadistico suficiente es toda la informacién que aportaria la muestra completa. En
primer lugar, si t es uno de los posibles valores de T'(X), es decir, si Bp(T(X) =
t) > 0, entonces

Py(X =z|T(X)=T(z)) si T(x)

Py(X = 2|T(X) =t) = {0 s T(z) ;
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Asi que sélo son de interés las probabilidades condicionadas Pp(X = z|T(X) =
T'(x)). Si T es suficiente estas probabilidades no depende de 6, luego,

By(X = 2|T(X) = T(x)) = P(X = 2|T(X) = T(x))

Para todo 6. En este sentido entendemos que T captura toda la informacién sobre

0.(5)

Teorema 1. Si f(z|0) es la verosimilitud de un vector aleatorio X y q(t|0) es la
verosimilitud (funcion de densidad o de masa) de un estadistico T(X), se tiene la
siguiente equivalencia. T'(X) es un estadistico suficiente para 0 si y solo si para
cada x del espacio muestral x el cociente

f(x]0)
q(T'(x)]6)

no depende de 6.

Demostracion. Haremos la prueba para el caso discreto. El caso continuo no pre-
senta dificultades adicionales.
. 9)
Veamos primero que —Lt&
1108 DHINETO qUe g7 e)g)
se vio anteriormente,

no depende de 6 entonces T es suficiente. Como ya

Py(X = 2|T(X) =T(z)) si T(x)=t

Fy(X = 2[T(X) =t) = {0 si T(x) £t

Luego si T'(X) # t la funcién de masa de probabilidad condicionada vale 0 y, no
depende de 6. En el otro caso,

Py(X = z|T(X) = T(z)) = PH();(:T»”'(?’)g(f)TTx)T)(w)) B
Py(X=z)  f(z]0)

Py(T(X) =T(x))  ¢(T(x)]0)
que tampoco depende de €, de donde se sigue que T es suficiente.
Para probar el reciproco, basta con leer la igualdad anterior en orden inverso,

@0 e -
TEy = X = #lT(X) = T(@)

que no depende de 6 si T es suficiente.(5) m
El teorema 1 es 1til para comprobar si un estadistico es suficiente, pero no lo
es para buscar estadistico suficiente. El siguiente teorema si podrd usarse para

este cometido: permite encontrar estadistico suficiente mediante la inspeccién de
la funcién de densidad o la funcién de masa de probabilidad, segin el caso. ()
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Teorema 2 (Teorema de Factorizacién). Sea f(x|0) la verosimilitud de X =
(X1, ..., X,). El estadistico T(X) es suficiente para 0 si y solo si existen funciones
g(t|0) y h(x) tales que para cualquier x € x y cualquier 6 € © la funcion f(x|0)

puede factorizarse asi:
f(@|0) = g(T(2)|0)h(x).
Demostracion. (En el caso discreto) Supongamos primero que 7' es suficiente. To-
memos ¢(t|0) = Pp(T(X) =1t)y h(z) = P(X = z|T(X) = T(x)), que no depende
de 6 al ser T suficiente. Con esta eleccion,
f(z|0) = Py(X = )
P(X=2 y T(X)=T(z))
Pp(T(X ) T(x))P(X = |T(X) = T(x))
= g(T(x)[0)h(x).

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que f(z]0) = g(T'(x)|0)h(z) y que q(z|0)
es la funcién de masa de probabilidad de T'(X). Entonces,

fl) _ g(T(x)|6)hx)
(@0~ (T(a)b)
_ g(T@)|0)h()
S are, 9T )10 A(Y)
g(T(2)|0)h(x)
9T (@10 > a,, hv)
)
S are, M)

que es independiente de . Luego T es suficiente para 6.(5) m

Segun el teorema 2, para encontrar un estadistico suficiente se factoriza la funcion
de densidad (o la de masa) en dos partes: una, h(zx), que no contenga al parametro
0, y la otra que dependa de la muestra sélo a través de una funcién suya 7'(z). El
estadistico suficiente serd entonces T'(X).(5)

Estadisticos suficientes r—dimensional

Hasta ahora hemos visto tnicamente estadisticos suficientes con valores reales, es
decir, unidimensionales. Sin embargo, en la aplicacién del teorema de factorizacion
puede ocurrir que la funcién g(t|¢) dependa de la muestra a través de més de
una funcién suya. En ese caso la coleccién de esas funciones, digamos T'(X) =
(T1(X),...,T-(X)), es un estadistico suficiente r-dimensional. Las definiciones y
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resultados referentes a la suficiencia ya visto para el caso unidimensional también
se aplica al caso de r-dimensional. Usualmente, si el parametro 6 es de dimension
mayor que 1, entonces también lo serd el estadistico suficiente. (/5))

Estadisticos suficientes minimales

La factorizacién de la funciéon de verosimilitud no es tnica y como consecuencia
de ello, tampoco es 1nico el estadistico suficiente para un parametro. Ya vimos
que cualquier transformacion biyectiva de un estadistico suficiente da lugar a otro
estadistico suficiente. Pero auin hay muchos estadisticos suficientes. Por ejemplo,
la muestra completa X también es estadistico suficiente para el parametro:

f(@]0) = g(x|0)h(x),
donde h(z) =1, T(x) =z y g(x|0) = f(x|0).

Un estadistico suficiente 7'(X) se llama MINIMAL si para cualquier otro estadisti-
co S(X) se tiene que T'(X) es funcion de S(X). Es decir, si ocurre que S(z) = S(y)
entonces forzosamente se tiene que T'(z) = T'(y). Otra forma de expresar esto es
la siguiente: sea {A; : t € T} la particién del espacio muestral inducido por el es-
tadistico T'y sea { B, : s € S} la particién inducida por S; para cada s € S existe
un t € T tal que B, C A;. La particién inducida por cualquier estadistico suficiente
es mas fina que la inducida por el estadistico suficiente minimal. (5))

El siguiente teorema proporciona un método para encontrar el estadistico minimal.

Teorema 3. Sea f(z|0) la funcion de verosimilitud conjunta de X (discreta o
continua). Supongamos que existe una funcion T(z) tal que para cualquier par de
elementos del espacio muestral x, vy, el cociente

f(x0)
f(yo)

es constante como funcion de 0, si y sélo si T(x) = T(y). Entonces T(X) es un
estadistico suficiente minimal para 6.(5)

Demostracion. Para simplificar la demostracién, supongamos f(z|f) > 0 para todo
rexyb

Primero mostramos que 7'(X) es una estadistica suficiente. Sea

T={t:t=T(z) paraalgunos =z € x} sealaimagen de x bajo T'(z). Definir los
conjuntos de particién inducidos por T'(z) como A; = {x : T'(z) = t}. Para cada
Ay, elegir y fijar un elemento x, € A,;. Para cualquier € x, 27, es el elemento
fijo que estd en el mismo conjunto, A;, como x. Ya que = y x7(,) estan en el mismo
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conjunto Ay, T'(x) = T(xre)) v, por lo tanto, (f(xle) es constante en funcion de

6. Por lo tanto, podemos definir una funcién en x por h(x) = f(’;(fe))w) y h no
depende de 6. Definir una funcién en T por ¢(t|f) = f(z|0). Entonces se pude ver

que

ftale) = LERADEER) — ooyt

y, por el teorema de factorizacién, T'(X) es una estadistica suficiente para 6.
Ahora para demostrar que T'(X) es minimal, dejemos que T"(X) ser cualquier
otra estadistica suficiente. Por el Teorema de la factorizacion, existen funciones ¢’
y B’ tales que f(z]0) = ¢'(T"(x)|0)h'(x) Sean z e y dos puntos cualesquiera de la
muestra con 7"(z) = T"(y). Entonces

f)f) _ g'(T"(x)|0)n (x) _ W(x)
Fle) — g (Tyonly)  ky)

Como esta relaciéon no depende de 6, las hipdtesis del teorema implican que T'(z) =
T(y). Por tanto, T'(z) es una funcién de 7"(x) y T'(z) es minimal. (D) O

Estadisticos ancilares

Se define un ESTADISTICO ANCILAR como aquel cuya distribucién no depende
del parametro 6. Los estadisticos ancilares son los que resumen la parte de in-
formacion de la muestra que no recogen los estadisticos minimales suficientes. A
primera vista, parece que no deben aportar informacion relevante en la estimacién
del parametro de interés #. Sin embargo, hay ocasiones en que en combinacién con
otros estadisticos si son ttiles en la estimacion de 6.(5))

Estadisticos completos

Sea fr(t|0) la funcién de densidad (o de masa de probabilidad) de un estadistico
T. Diremos que la familia de distribucién { fr(t|0) : 6 € ©} es COMPLETA si se
da la implicacion siguiente:

Ey(g(T)) =0 paratodo 6 — Pyp(g(T)=0)=1 paratodo 0
En ese caso diremos que 7' es un ESTADISTICO COMPLETO.(5)

La definicién de completitud refuerza la de suficiencia en el sentido de que, si un
estadistico es suficiente y completo entonces, por una parte, es suficiente minimal
(el reciproco no es cierto) y, por otra, ese estadistico es independiente de cualquier
estadistico ancilar. Es decir, en el caso de que exista un estadistico suficiente y
completo si es cierta la idea intuitiva de que los estadisticos ancilares no puede
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aportar nada relevante a la estimacién del parametro. Esto no ocurre si y sélo si
se tiene estadisticos suficientes y minimales.(5))

Los siguientes resultados reflejan formalmente esa idea.(5)

Teorema 4. St T es un estadistico suficiente y completo para 0, entonces T es
suficiente minimal

Demostracion. (Extraida de Cristébal 1992, p. 200.) Sea .S un estadistico suficiente
para 6. Entonces, por la ley de la esperanza iterada,

Eq (T - F (g)) = Fy(T) — Ey(T) =0, paratodo 6¢€©

Por ser T' completo, se tiene que

(s (3)-0) o)

casi seguro, luego T es funcién de cualquier estadistico suficiente S y, por lo tanto,
es minimal. (5]) O

Probabilidad

El objetivo a continuacion es asignar a cada evento F un numero real no negativo
que indique el chance que tiene E de ocurrir. Supéngase que se realice un expe-
rimento n veces y que las condiciones en que éste se ejecuta se mantienen mas o
menos constantes.(2))

Axiomas de la Probabilidad

G. Bohlmann él define la probabilidad de un evento E' como un niimero no negativo
p(F) para el cual se satisface:

» Si E es un evento seguro entonces p(E) = 1.

= Si By y E5 son dos eventos, tales que ellos ocurren simultaneamente con
probabilidad cero, entonces la probabilidad de que E; o Es ocurran es igual

a p(E1) + p(Es).(2)
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Estadistica Bayesiana

Una forma de recoger la informacién previa sobre el parametro de interés es definir
una distribucién de probabilidad sobre el parametro, que se llama distribucion a
priori, de forma que las regiones mas probables a priori sean aquellas que contienen
los valores mas plausibles segin la informacion previa existente, antes de observar
ningin valor de datos. (Bernardo, 1993)

Teorema de Bayes

Si Ay E son eventos tales que P(E) # 0, P(A|E) y P(E|A) estén relacionados
por

P(EJA)P(A)
(E|A)P(A) + P(E|A)P(A)
_ P(EIA)P(A)

- P(B)

P(AIB) =

En particular,
P(AE) _ P(E|A)

P(B|E)  P(E|B)

cuando P(B) = P(A). Derivar este resultado a través de la maquinaria de la mo-
derna teoria de la probabilidad axiomatizada es trivial. Sin embargo, aparece como
un importante paso conceptual en la historia de la Estadistica, siendo la primera
inversién de probabilidades. La ecuacion ]ngg‘g = ig:gg expresa el hecho funda-
mental de que, para dos causas equiprobables, el cociente de sus probabilidades
dado un efecto particular es el mismo que el cociente de las probabilidades de este
efecto dado las dos causas. Este teorema también es un principio de actualizacion,
ya que describe la actualizacion de la probabilidad de A de P(A) a P(A|E) una
vez que se ha observado E. Thomas Bayes (1764) demostré en realidad una ver-
sion continua de este resultado, a saber, que dadas dos variables aleatorias = e y,
con distribucién condicional f(z|y) y distribucién marginal g(y), la distribucién
condicional de y dada x es

f(@ly)g(y)
[ f(zly)g(y)dy

Aunque este teorema de inversién es bastante natural desde un punto de vista pro-
babilistico Bayes y Laplace fueron mas alla y consideraron que la incertidumbre
sobre los parametros 6 de un modelo podria modelarse a través de una distribucién
de probabilidad de probabilidad 7 sobre ©, llamada distribucién a priori. La infe-
rencia se basa entonces en la distribucién de € condicionada a z, 7(6|z), llamada

glylz) =
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distribucion posterior y definida por

_ f(=|0)m(0)
m(0lz) = [ f(z]0)7(6)dd

Obsérvese que m(f|z) es en realidad proporcional a la distribucién de = condicio-
nada a 6, es decir, la probabilidad, multiplicada por la distribucién a priori de 6.
(Parece que la generalidad completa de 7(0|z) = % no fue percibida por
Bayes sino por Laplace, que la desarrollé en mayor medida). La principal adicién
aportado por un modelo estadistico bayesiano es, pues, considerar una distribucién

de probabilidad sobre los pardmetros.(10)

Definicién 3. Un modelo estadistico bayesiano estd formado por un modelo es-
tadistico paramétrico, f(x|6), y una distribucién a priori sobre los pardmetros,

7(6).(10)

Distribucién a priori y posteriori

Supongamos en este punto que, ademés de la distribucién muestral, f(z|f), se
dispone de una distribucién a priori sobre 0, w(f), es decir, que tratamos con un
modelo bayesiano completo. Dadas estas dos distribuciones, podemos construir
varias distribuciones, a saber (10)

1. la distribucién conjunta de (6, z),
¢(0,z) = f(z]|0)(0)

2. la distribucién marginal de =,
m(x) = /¢(9,$)d9
~ [ staloyr(opas

3. la distribucién posterior de 6, obtenida por la formula de Bayes,

F(al)x(0)
"01%) = T Faia)m0)a0
 Felo)m(o)

- mfa)

4. la distribucién predictiva de y, cuando y ~ g(y|@, ), obtenida por
o(ule) = [ glul6.0)w(0)2)a0
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Regiones de confianza

Ademas de proporcionar a un decisor aproximaciones del valor verdadero de un
pardametro 6, es decir, estimadores puntuales, y respuestas a preguntas sobre la
inclusién de # en un dominio especifico, es decir, procedimientos de prueba, a
veces es necesario dar ademas regiones de confianza sobre 6, es decir, subconjuntos
C, del espacio de parametros © en los que 6 deberia estar con alta probabilidad
(en el sentido frecuentista o en el bayesiano). Esta nocién también se extiende
a las transformaciones no biyectivas de #. También es de considerable interés en
entornos de previsién y prediccién ((10)

1. Intervalos creibles

Al igual que en el entorno de las pruebas, el paradigma bayesiano propone una
nocion de regiones de confianza que es mas natural que su contraparte frecuentista,
ya que, de nuevo, la notacién P(0 € C,) tiene sentido incluso condicionado a x.(10))

Definicién 4. Para una distribucion a priori 7, se dice que un conjunto C, es un
conjunto a—creible si
P70 e Cilz)>1—a

Esta regién se denomina regiéon a—creible HPD (para la densidad posterior més
alta) si se puede escribir bajo la forma

{0;7(0|z) > ko} C CF C {0;w(0|z) > ka},
donde k£, es el mayor limite tal que
PTOeCllz)>1—a

Considerar sélo las regiones HPD estda motivado por el hecho de que minimizan
el volumen entre las regiones a—creibles y, por lo tanto, pueden ser consideradas
como soluciones ptimas en un entorno de decision. (10))

2. Intervalos de confianza clasicos

En la teoria de Neyman—Pearson, las regiones de confianza pueden deducirse de
pruebas UMPU mediante un argumento de dualidad: Si

Co = {z;00(x) = 1}

es la region de aceptacion de la hipotesis nula Hy : 8 = 6y, siendo ¢y, una prueba
UMPU al nivel «, la region de confianza correspondiente es

C, ={0;z € Cy}
= {0; po(x) =1}
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y P(# € C;) = 1 — a. De forma mas general, se dice que una regiéon C, es una
region de confianza en el nivel «a (en el sentido frecuentista) si, para cada 6 € ©,

Pl e C,) >1—a.(l0)
3. Evaluacion tedrica de conjuntos de confianza

La eleccion de las regiones HPD suele estar relacionada con un requisito de mini-
mizacién de volumen, bajo la restriccion de cobertura

POeCylzr)>1—a

Varios autores han propuesto distintas derivaciones de las regiones de confianza
segln un criterio puramente tedrico de la decisién. Consideran funciones de pérdi-
da que incorporan a la vez requisitos de volumen y de cobertura. (En cierto modo
manera, el enfoque anterior corresponde a una pérdida bidimensional con compo-
nentes vol(C') y 1 — I¢(#)). Por ejemplo, una version sencilla de esta perspectiva
tedrica de la decision consiste en considerar la combinacion lineal

L(C, (9) = VOI(C) + C[(9¢C)
lo que conlleva el riesgo
R(C,0) = E[vol(C,)] + cP(0 ¢ C,)

(La constante ¢ puede estar relacionada con un nivel de confianza concreto)(10))
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Metodologia

Naturaleza de la Investigacion

La naturaleza de la investigacién es de caracter cuantitativo. la metodologia se
enmarca en un estudio con enfoque bayesiano y clasico. Para determinaron cual
de las dos genera mayores resultados. Estudio, no experimental y corte transver-
sal. Se determina de tipo no experimental, debido a que se estudié la situacién
sin intervenir como investigadores y corte transversal porque vamos a comparar
ingresos de dos anos.

Fuente de Informacion

La fuente de informacion principal es la pagina web datos abierto Colombia, de
ellos se obtuvo los ingresos de las empresas en el ano 2019 y 2020. datos abiertos
Colombia, es una pagina web de datos abiertos de informacian piblica de natura-
leza mixta, dispuestas en formatos que permiten su uso y sin restricciones legales,
que se rige ante la ley 1712 del 2014 sobre transparencia y acceso a la informacion
publica nacional. Los datos son copilados por cualquier persona sin autorizacion
para que terceros puedan reutilizarlos de forma libre y sin restricciones.

Poblacion

La base de datos utilizada tiene un registro anual desde el ano 2019 hasta el ano
2020, en total son 1664 datos, los cuales estan divididos por microempresa, pequena
empresa, mediana empresa y macroempresa.

Muestra

Para este trabajo, Se tiene 365 datos de la tasa representativa del mercado en el afio
2019 y 366 datos respectivamente para el ano 2020. Luego se genera un muestreo no
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probabilistico de los datos de los ingresos de las empresas colombianas. Dividida en
grupos como: microempresa, pequenia empresa, mediana empresa, macroempresa,
que contenga la misma cantidad de datos que la TRM del ano 2019 y 2020.

Instrumentos

Para llevar a cabo este trabajo de investigacién, se organizaron en la Hoja de
Calculo Excel los 1664 datos seleccionados del ano 2019 y los 1664 datos selec-
cionados del ano 2020, correspondientes a los ingresos generados por las empresas
colombianas. Luego con ayuda del programa RStudio se obtuvo el analisis descrip-
tivo, algunos graficos que facilitaron la comprensién del comportamiento de los
mismos y para calcular la varianza y la media de cada uno y en promedio de todos
los grupos.

Procesamiento y analisis de la informacién

Para el procesamiento y andlisis de la informacion se utilizaron los siguientes re-
cursos estadisticos:

Enfoque clasico
Distribuciéon Gamma

Sea Xi, ..., X,, es una muestra aleatoria de una distribucién Ga(a,5), con a > 0y
B > 0 desconocidos. La funcién de verosimilitud de av y /3 es

n a—1 n
L(e, Blz) = T(a)"p™ (H %‘) ey
=1 =1

La log-verosimilitud es
la, Blx) = —nlogT'(a) + nalog 4+ (o — 1) Zlong — BZJG]-
j=1 j=1

Al intentar maximizar analiticamente nos encontramos con el problema de derivar
log I'(v). Podemos maximizar numéricamente.
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Enfoque Bayesiano

La distribucién gamma de pardmetros a > 0y 5 > 0, I'(«, ), tiene funcién de
densidad

flz;a,B) = 5—x(a_1)e_6‘”, 0<z<oo

['(a)
donde

[a) = / tole™t dt
0
es la funcién gamma.

El parametro o se denomina parametro de forma porque es el que determina el
grado de asimetria y apuntamiento de la densidad (por ejemplo, el coeficiente de
asimetria de una I'(«, 3) es \/ia) El parametro 8 se denomina parametro de escala
porque donde mas influye es en la dispersion de la distribucién. Concretamente, si
X «T'(a, ) se cumple que E(X) = a1, y Var(X) = o 8.

Obtenidos al solucionar el sistema de ecuaciones 2 x 2 representados por la forma
matematica de la esperanza y la varianza de la distribucién Gamma de la siguiente
forma:

E(X) =a1p
Var(X) = oy 37

Despejando «y de la primera ecuacion obtenemos
E(X)
b

Remplazando en la segunda ecuacién por «y vamos a obtener

ap =

Var(X) = a, 57

()

= E(X)ﬁl

Despejando (; de la ecuacién anterior obtenemos
_ Var(X)
- EX)

y remplazando en la ecuacion de o obtenemos

A
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] =

Entonces, la funcion de verosimilitud es de la forma

L(x;]0) = %mo‘_le_ﬁx

Desde el enfoque bayesiano, a y [ son variables aleatorias, por tanto asignamos
una distribucion a priori de probabilidad

a, f~ Gamma(ay, f1) = h(0) a priori
luego, la distribucién a posteriori es de la forma

h(x1, 29, ..., xnlon, 1) o< L(z1|0)h(0)

T e X ——&

- T(a) F(Oél)

x x +7L B
(ﬂl _'_ Z’L 1 717, 1 ) (al+ ) 1 _(ﬁl"'zl L (21 $)2 )x
F(Oél + )

Por tanto, la distribucién a posteriori es una gamma de pardmetros

Gamma(ag—a1+ , Bo = 51+Z (z1 — 7) )

(zi|a, Br) = LA he o -t

n—1
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Resultados

Los datos utilizados en el presente analisis corresponden a los ingresos registrados
de los grupos de empresas ante la superintendencia financiera de Colombia, los
cuales se encuentra disponibles en la pagina web datos abiertos Colombia (https:
//www.datos.gov.co/). Asi mismo, el periodo que se analiza corresponde al ano
2019 — 2020, esto con la finalidad de identificar los posible traumatismo o estado
de crisis originados por la pandemia del coronavirus (COVID 19).

Para efectos del analisis se realizo la segmentacién de la informacion por tipos de
empresas, es decir, de la muestra total de empresas que se recolectaron a través de
la pagina web, se realizo la originacion de subgrupos por Microempresas, Pequenas
empresas, Medianas empresas y Macroempresas.

Luego de dicha segmentacion iniciamos analizando los ingresos asociados a las
MICROEMPRESAS los cuales se presentan en el Cuadro [3]

Cuadro 3: Descriptiva de los ingresos de las MICROEMPRESAS de Colombia

Variable Ingresos 2019  Ingresos 2020
Media 18093636 8961102
Mediana 11378825 3847215
Varianza 2.304303e+14 1.196676e+14
Des. Estandar 15179932 10939270
IQR 2.3e+07 10350309
Asimétrica 0.8325142 1.690996
Curtosis 2.428489 5.099902

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De acuerdo el Cuadro [3| Para el estudio realizado de las microempresas se observa
que los ingresos generados en el periodo 2019 presentaron ganancias en promedio
de 18093636 con una dispersién de 15179932 mientras que en el 2020 se generd
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en promedio 8961102 y con una dispersion de 10939270. es decir que las micro-
empresas en el ano 2020, presentaron una pérdida de 50,5 puntos porcentuales
con respecto a los ingresos del ano 2019. También se observa que la mitad de las
microempresas del 2019 ganan mas de 11378825 mientras que en el 2020 tan so-
lo la mitad presentaron ganancias mayores de 3847215, esto presenta un balance
critico para el ano 2020 (durante el covid—19). También se observa que ambas pre-
sentan una marcada asimetria positiva y leptocurtica, es decir se logra evidenciar
que para ambos periodos presentan datos agrupado que tienden a ingresos ba-
jos. Ahora, en el periodo 2020 presenta menor dispersion de ingresos que el 2019
esto solo refleja que el 50 % de los ingresos estan en 230000000 mientras que en
el 2020 es de 10350309. Esto quiere decir que la llegada del covid—19 perjudico
significativamente los ingresos de las microempresas colombianas.

A continuacién, presentamos las correspondientes distribuciones de las variables
de estudio, esto es, ingresos de las microempresas para el ano 2019 y 2020

Figura 4: Histograma de los ingresos de las MICROEMPRESAS de Colombia 2019
- 2020

MICROEMPRESAS ANO 2019 MICROEMPRESAS ANO 2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la gréfica[d] se observa que la gréfica izquierda el comportamiento de los datos
estdn muy relacionados a los presentados en el Cuadro[3] en efecto se evidencia una
marcada asimétria positiva en los datos, también podemos observar que la linea
roja representa la media para los datos de los ingresos del 2019 que es de 18093636
de lo cual podemos decir que la mayoria de los ingresos de las microempresas estan
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por debajo de la media, a diferencia de la linea azul representa la mediana para los
datos de los ingresos del 2019 es decir que la mitad de las microempresas generan
ingresos menores a 11378825.

De igual manera, en la grafica derecha se observa el comportamiento de los datos
es heterogenio, porque algunas empresas generan ingresos bajos y el resto de las
empresas generan ingresos altos, también se observa que la linea amarilla repre-
senta la media para los datos de los ingresos del 2020 es decir que las empresas
generan en promedio ingresos de 8961102, a diferencia de la linea morada repre-
senta la mediana para los datos de los ingresos del 2020 es decir que la mitad de
las microempresas generan ingresos menores a 3847215.

A continuacién, vamos a mirar la grafica de los ingresos de las MICROEMPRESAS
2019-2020. En conclusion, al realizar el andlisis de los indicadores de tendencia
central es claro la robustez de la mediana frente a presencia de datos extremos o
asimétricos

Figura 5: Comparacion de los histogramas de los ingresos de las MICROEMPRE-
SAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la grafica |5 se observa lo siguiente hay una disminucién en los ingresos de
las empresas para el ano 2020, eso se puede deducir ya que para ese ano 2020
muchas empresas bajaron sus ingresos, por las medidas tomadas del gobierno CO-
LOMBIANO. A diferencia del ano 2019, teniendo en cuenta que hay una diferencia
entre las medidas de tendencia central, la de color rojo y amarillo se hace referencia
a la media respectivamente con los anos comparados de igual forma el color azul y
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morado se hace referencia a la mediana respectivamente con los anos comparados.
A continuacién, vamos a ver la siguiente grafica

Figura 6: Boxplot de los ingresos de las MICROEMPRESAS colombiana
2019—-2020

MICROEMPRESA ANO 2019 MICROEMPRESA ANO 2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la figura [6] se observa una comparacién de boxplot de microempresas entre el
ano 2019 y 2020, lo cual se observa que en el anio 2019 los ingresos registrados por
las empresas son asimétricos positivos sin ningun valor mayor o menor al rango
maximo y minimo. Pero en el 2020 se observa una asimetria positiva muy sesgada
a la derecha, es decir, que muchas empresas generaron ingresos muy por debajo
al ano anterior y esto hizo que las empresas que no reportaron perdidas o que
generaran ganancias se presenten como valores atipicos.

De acuerdo con la metodologia presentada para estimar los parametros de la dis-
tribucion gamma a través de software estadistico Rstudio encontramos que:

Cuadro 4: Estimaciones de los parametros con respecto el anno 2019 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 1.424624 7.87362e-08
MV nlm 1.380963 7.87362e-08

MYV constrOptim  1.290966 7.137779e-08
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia
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Cuadro 5: Estimaciones de los pardmetros con respecto el ano 2020 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 0.6728749 7.508841e-08
MV nlm 0.7510452 7.508841e-08

MYV constrOptim  0.8568154  9.565275e-08
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro {4 y |5 se observa el comportamiento de los datos con respecto oy
con relacion al enfoque clasico, mirar en el Anexo 1.

Cuadro 6: Estimacién de los parametros enfoque bayesiano

Ingresos 2019 Ingresos 2020
alfa  1.420732 0.6710365
beta 12735435 13354120

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro [6] se observa el comportamiento de los datos con respecto o y 8 con
relacion al enfoque bayesiano, mirar en el Anexo 1.

Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, utilizaremos la funcién
gamma para ver su comportamiento con respecto a la densidad
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Figura 7: Gamma (Enfoque Clasico y Enfoque Bayesiano) VS Densidad de los
ingresos de las MICROEMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De la figura [7] se observa dos graficas de las microempresas colombianas del ano
2019 y 2020, con enfoques clasico y bayesiano a través de la distribucion gamma.
Donde se observa que los ingresos en ambos anos fueron diferentes. En el ano
2019 se presentaron mejores reportes que en el 2020 y ademads se tiene que el
comportamiento de la Gamma es muy similar en ambos enfoques. Por lo tanto,
la densidad de la distribucién gamma se ajusta a los ingresos de las empresas
colombianas tanto en el ano 2019 como en el 2020.

Por eso se aplico un modelo lineal generalizado GLM con respuesta Gamma, a
los datos para las MICROEMPRESAS para el ano 2019, mirar en el Anexo 2.
Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, observamos que en la
siguiente tabla tenemos:

Cuadro 7: Informaciéon del modelo para los ingresos de las MICROEMPRESAS
ano 2019

Coefficients:

Estimate  Std. Error t value Pr(> |t)
(Intercept)  1.033e-06  6.003e-08 17.21  <2e-16
TRM_2019  -2.910e-10 1.746e-11  -16.67 <2e-16

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia
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Como se observa en el Cuadro [7] en relacién de los ingresos 2019 con respecto
a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 2e — 16 diferente de 0,

por lo cual concluyo que es muy significativo los ingresos del presente ano de las
MICROEMPRESAS en Colombia con una confiabilidad del 99 % y el AIC: 12669.

Del mismo modo se aplicé el modelo, a los datos para las MICROEMPRESAS
para el ano 2020, mirar en el Anexo 2. Teniendo en cuenta los datos arrojados
por el software, observamos que en la siguiente tabla tenemos:

Cuadro 8: Informacion del modelo para los ingresos de las MICROEMPRESAS
ano 2020

Coeflicients:

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
(Intercept)  2.341e-08 1.207¢-07  0.194  0.846
TRM_2020  2.394e-11 3.280e-11  0.730  0.466
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [§] obtenemos en relacion de los ingresos 2020 con
respecto a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 0,846 diferente
de 0, por lo cual concluyo que es no es muy significativo los ingresos del presente
ano de las MICROEMPRESAS en Colombia ya que tenemos una confiabilidad del
15,4 % vy el AIC: 12456.

Luego de dicha segmentacion iniciamos analizando los ingresos asociados a las
PEQUENAS EMPRESA los cuales se presentan en el Cuadro |§|

Cuadro 9: Descriptiva de los ingresos de las PEQUENAS EMPRESAS de Colombia

Variable Ingresos 2019 Ingresos 2020
Media 181838984 117810633
Mediana 153967692 84875000
Varianza 1.169971e+16 9.764435e+15
Des. Estandar 108165178 98815155
IQR 166025142 128336428
Asimétrica 0.6480569 1.03704
Curtosis 2.251094 3.316428

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia
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De acuerdo el Cuadro [9 Para el estudio realizado de las pequenas empresas se
observa que los ingresos generados en el periodo 2019 presentaron ganancias en
promedio de 181838984 con una dispersion de 108165178 mientras que en el 2020
se generd en promedio 117810633 y con una dispersion de 98815155, es decir que
las pequenas empresas en el ano 2020 presentaron una pérdida de 35 puntos por-
centuales con respecto a los ingresos del ano 2019. También se observa que la mitad
de las pequenas empresas del 2019 ganan mas de 153967692 mientras que en el
2020 tan solo la mitad presentaron ganancias mayores de 98815155, esto presenta
un balance critico para el ano 2020 (durante el covid—19). También se observa
que ambas presentan una marcada asimetria positiva y leptocurtica, es decir se
logra evidenciar que para ambos periodos presentan datos agrupado que tienden
a ingresos bajos. Ahora, en el periodo 2020 presenta menor dispersion de ingresos
que el 2019 esto solo refleja que el 50 % de los ingresos estan en 166025142 mien-
tras que en el 2020 es de 128336428. Esto quiere decir que la llegada del covid—19
perjudico significativamente los ingresos de las empresas pequenas en Colombia.

A continuacién, presentamos las correspondientes distribuciones de las variables
de estudio, esto es, ingresos de las pequenas empresas para el ano 2019 y 2020

Figura 8: Histograma de los ingresos de las PEQUENAS EMPRESAS de Colombia
2019 - 2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la grafica[§ se observa que la gréfica izquierda el comportamiento de los datos
estdn muy relacionados a los presentados en el Cuadro [9, en efecto se evidencia
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una marcada asimétria positiva en los datos, también podemos observar que la
linea roja representa la media para los datos de los ingresos del 2019 que es de
181838984 de lo cual podemos decir que la mayoria de los ingresos de las pequenas
empresas estan por debajo de la media, a diferencia de la linea azul representa
la mediana para los datos de los ingresos del 2019 es decir que la mitad de las
pequenas empresas generan ingresos menores a 153967692.

De igual manera, en la grafica derecha se observa el comportamiento de los datos
es heterogenio, porque algunas empresas generan ingresos bajos y el resto de las
empresas generan ingresos altos, también se observa que la linea amarilla repre-
senta la media para los datos de los ingresos del 2020 es decir que las empresas
generan en promedio ingresos de 117810633, a diferencia de la linea morada repre-
senta la mediana para los datos de los ingresos del 2020 es decir que la mitad de
las pequenas empresas generan ingresos menores a 84875000.

A continuacién, vamos a mirar la grafica de los ingresos de las PEQUENAS EM-
PRESAS 2019-2020. En conclusién, al realizar el analisis de los indicadores de
tendencia central es claro la robustez de la mediana frente a presencia de datos
extremos o asimétricos

Figura 9: Comparacion de los histogramas de los ingresos de las PEQUENAS
EMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la grafica [9] se observa lo siguiente hay una disminucién en los ingresos de
las empresas para el ano 2020, eso se puede deducir ya que para ese ano 2020
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muchas empresas bajaron sus ingresos, por las medidas tomadas del gobierno CO-
LOMBIANO. A diferencia del ano 2019, teniendo en cuenta que hay una diferencia
entre las medidas de tendencia central, la de color rojo y amarillo se hace referencia
a la media respectivamente con los anos comparados de igual forma el color azul y
morado se hace referencia a la mediana respectivamente con los anos comparados.
A continuacién, vamos a ver la siguiente grafica

Figura 10: Boxplot de los ingresos de las PEQUENAS EMPRESAS colombiana
2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la figura [10| se observa una comparacién de boxplot de PEQUENAS EMPRE-
SAS entre el ano 2019 y 2020, lo cual se observa que en el ano 2019 los ingresos
registrados por las empresas son asimétricos positivos sin ningin valor mayor o
menor al rango maximo y minimo. Pero en el 2020 se observa una asimetria positi-
va con algunos ingresos mayores al rango maximo. es decir, que muchas empresas
generaron ingresos muy por debajo al ano anterior y esto hizo que las empresas
que no reportaron perdidas o que generaran ganancias se presenten por fuera del
rango maximo.

De acuerdo con la metodologia presentada para estimar los parametros de la dis-
tribucion gamma a través de software estadistico Rstudio encontramos que:
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Cuadro 10: Estimaciones de los parametros con respecto el ano 2019 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 2.833918 1.558477e-08
MV nlm 2.830429 1.558477e-08

MV constrOptim  2.833918 1.558477e-08
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Cuadro 11: Estimaciones de los parametros con respecto el ano 2020 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 1.425313 1.209833e-08
MV nlm 1.31273  1.209833e-08

MV constrOptim  1.425313  1.209833e-08
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro [10]y [L1] se observa el comportamiento de los datos con respecto a y
£ con relacién al enfoque clasico, mirar en el Anexo 1.

Cuadro 12: Estimacién de los pardmetros enfoque bayesiano

Ingresos 2019 Ingresos 2020
alfa  2.826175 1.421418
beta 64341020 82882457

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro|12]se observa el comportamiento de los datos con respecto o y 3 con
relacion al enfoque bayesiano, mirar en el Anexo 1.

Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, utilizaremos la funcién
gamma para ver su comportamiento con respecto a la densidad
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Figura 11: Gamma (Enfoque Cldsico y Enfoque Bayesiano) VS Densidad de los
ingresos de las PEQUENAS EMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De la figura se observa dos graficas de las pequenas empresas colombianas
del ano 2019 y 2020, con enfoques clasico y bayesiano a través de la distribucion
gamma. Donde se observa que los ingresos en ambos anos fueron diferentes. En
el ano 2019 se presenta una curva de ingresos bajos y crece hacia ingresos muy
altos donde trata de mantenerse bajando muy lento a diferencia del ano del 2020
que crece similar al ano anterior, pero decae mas rapido a ingresos altos. ademaés,
se tiene que el comportamiento de la Gamma es muy similar en ambos enfoques.
Por lo tanto, la densidad de la distribucién gamma se ajusta a los ingresos de las
empresas colombianas tanto en el ano 2019 como en el 2020.

Por eso se aplic6 un modelo lineal generalizado GLM con respuesta Gamma, a los
datos para las PEQUENAS EMPRESAS para el ano 2019, mirar en el Anexo

2. Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, observamos que en la
siguiente tabla tenemos:
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Cuadro 13: Informacién del modelo para los ingresos de las PEQUENAS EMPRE-
SAS ano 2019

Coeflicients:

Estimate  Std. Error t value Pr(> |t|)
(Intercept)  7.480e-08  3.697e-09  20.23  <2e-16
TRM_2019  -2.076e-11 1.090e-12  -19.05 <2e-16
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [13| obtenemos en relaciéon de los ingresos 2019 con
respecto a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 2e — 16 diferente
de 0, por lo cual concluyo que es muy significativo los ingresos del presente ano
de las PEQUENAS EMPRESAS en Colombia con una confiabilidad del 99% vy el
AIC: 14138.

Del mismo modo se aplicé el modelo, a los datos para las PEQUENAS EMPRESAS
para el ano 2020, mirar en el Anexo 2. Teniendo en cuenta los datos arrojados
por el software, observamos que en la siguiente tabla tenemos:

Cuadro 14: Informacién del modelo para los ingresos de las PEQUENAS EMPRE-
SAS ano 2020

Coeflicients:

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
(Intercept)  5.029e-09 6.363e-09  0.790  0.430
TRM_2020  9.380e-13 1.725e-12  0.544  0.587

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [14] obtenemos en relacion de los ingresos 2020 con
respecto a la TRM del mismo afio, observamos una significancia 0,430 diferente de
0, por lo cual concluyo que es no es muy significativo los ingresos del presente ano
de las PEQUENAS EMPRESAS en Colombia ya que tenemos una confiabilidad
del 57 % y el AIC: 14343.

Luego de dicha segmentacién iniciamos analizando los ingresos asociados a las
MEDIANAS EMPRESAS los cuales se presentan en el Cuadro
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Cuadro 15: Descriptiva de los ingresos de las MEDIANAS EMPRESAS de Colom-
bia

Variable Ingresos 2019 Ingresos 2020
Media 1371435041 1041989034
Mediana 1139982538 801093400
Varianza 6.877244e+17 6.106697e+17
Des. Estandar 829291493 781453591
IQR 1263323676 1043691031
Asimétrica 0.8463248 0.8981396
Curtosis 2.62253 3.085434

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De acuerdo el Cuadro Para el estudio realizado de las medianas empresas se
observa que los ingresos generados en el periodo 2019 presentaron ganancias en
promedio de 1371435,041 con una dispersion de 829291493 mientras que en el
2020 se generd en promedio 1041989034 y con una dispersion de 781453591, es
decir que las medianas empresas en el ano 2020 presentaron una pérdida de 24
puntos porcentuales con respecto a los ingresos del ano 2019. También se observa
que la mitad de las medianas empresas del 2019 ganan mas de 1139982538 mientras
que en el 2020 tan solo la mitad presentaron ganancias mayores de 801093400, esto
presenta un balance critico para el afo 2020 (durante el covid—19). También se
observa que ambas presentan una marcada asimetria positiva y leptocurtica, es
decir se logra evidenciar que para ambos periodos presentan datos agrupado que
tienden a ingresos bajos. Ahora, en el periodo 2020 presenta menor dispersién de
ingresos que el 2019 esto solo refleja que el 50 % de los ingresos estéan en 1263323676
mientras que en el 2020 es de 1043691031 Esto quiere decir que la llegada del
covid—19 perjudico significativamente los ingresos de las empresas medianas en
Colombia.

A continuacién, presentamos las correspondientes distribuciones de las variables
de estudio, esto es, ingresos de las empresas para el ano 2019 y 2020
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Figura 12: Histograma de los ingresos de las MEDIANAS EMPRESAS de Colom-
bia 2019 - 2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la gréfica[12] se observa que la gréfica izquierda el comportamiento de los datos
estdn muy relacionados a los presentados en el Cuadro en efecto se evidencia
una marcada asimétria positiva en los datos, también podemos observar que la
linea roja representa la media para los datos de los ingresos del 2019 que es de
1371435041 de lo cual podemos decir que la mayoria de los ingresos de las medianas
empresas estan por debajo de la media, a diferencia de la linea azul representa
la mediana para los datos de los ingresos del 2019 es decir que la mitad de las
medianas generan ingresos menores a 1139982538.

De igual manera, en la grafica derecha se observa el comportamiento de los datos
es heterogenio, porque algunas empresas generan ingresos bajos y el resto de las
empresas generan ingresos altos, también se observa que la linea amarilla repre-
senta la media para los datos de los ingresos del 2020 es decir que las empresas
generan en promedio ingresos de 1041989034, a diferencia de la linea morada re-
presenta la mediana para los datos de los ingresos del 2020 es decir que la mitad
de las medianas empresas generan ingresos menores a 801093400.

A continuacién, vamos a mirar la grafica de los ingresos de las MEDIANAS EM-
PRESAS 2019 — 2020. En conclusion, al realizar el anélisis de los indicadores de
tendencia central es claro la robustez de la mediana frente a presencia de datos
extremos o asimétricos
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Figura 13: Comparacion de los histogramas de los ingresos de las MEDIANAS
EMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la gréfica se observa lo siguiente hay una disminucién en los ingresos de
las empresas para el ano 2020, eso se puede deducir ya que para ese ano 2020
muchas empresas bajaron sus ingresos, por las medidas tomadas del gobierno CO-
LOMBIANO. A diferencia del anio 2019, teniendo en cuenta que hay una diferencia
entre las medidas de tendencia central, la de color rojo y amarillo se hace referencia
a la media respectivamente con los anos comparados de igual forma el color azul y
morado se hace referencia a la mediana respectivamente con los anos comparados.
A continuacién, vamos a ver la siguiente grafica
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Figura 14: Boxplot de los ingresos de las MEDIANAS EMPRESAS colombiana
2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la figura [14] se observa una comparacion de boxplot de MEDIANAS EMPRE-
SAS entre el ano 2019 y 2020, lo cual se observa que en el ano 2019 los ingresos
registrados por las empresas son asimétricos positivos agrupados a la izquierda
sin ningin valor mayor o menor al rango maximo y minimo. Pero en el 2020 se
observa una asimetria positiva muy agrupados a la izquierda con algunos ingresos
mayores al rango maximo. es decir, que muchas empresas generaron ingresos muy
por debajo al ano anterior y esto hizo que las empresas que no reportaron perdidas
0 que generaran ganancias se presenten por fuera del rango maximo.

De acuerdo con la metodologia presentada para estimar los parametros de la dis-
tribucion gamma a través de software estadistico Rstudio encontramos que:

Cuadro 16: Estimaciones de los parametros con respecto el ano 2019 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 2.742359 1.999627e-09
MYV constrOptim  2.818607 2.054883e-09

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia
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Cuadro 17: stimaciones de los parametros con respecto el ano 2020 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 1.782823 1.71098e-09
MV constrOptim  2.808335 2.047441e-09
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro [16] y [17] se observa el comportamiento de los datos con respecto a 'y
[ con relacién al enfoque clasico, mirar en el Anexo 1.

Cuadro 18: Estimacién de los parametros enfoque bayesiano

Ingresos 2019 Ingresos 2020
alfa  2.734866 1.777952
beta 501463328 586061556

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro |18 se observa el comportamiento de los datos con respecto a'y 3 con
relacion al enfoque bayesiano, mirar en el Anexo 1.

Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, utilizaremos la funcion
gamma para ver su comportamiento con respecto a la densidad
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Figura 15: Gamma (Enfoque Clédsico y Enfoque Bayesiano) VS Densidad de los
ingresos de las MEDIANAS EMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De la figura se observa dos graficas de las medianas empresas colombianas
del ano 2019 y 2020, con enfoques clasico y bayesiano a través de la distribucion
gamma. Donde se observa que los ingresos no presentan mucha diferencia. En el
ano 2019 y 2020 presenta una curva de ingresos bajos que crece hacia ingresos altos
y va decreciendo lentamente hasta llegar a pocas empresas que generan ingresos
muy altos. ademas, se tiene que el comportamiento de la Gamma en los ingresos
de las medianas empresas del ano 2019 es muy similar en ambos enfoques, pero
en el ano 2020 el enfoque bayesiano se ajusta mejor. Por lo tanto, la densidad de
la distribucién gamma con enfoque bayesiano se ajusta mejor a los ingresos de las
empresas colombianas en el ano 2019 como en el 2020.

Por eso se aplicé un modelo lineal generalizado GLM con respuesta Gamma, a
los datos para las MEDIANA EMPRESAS para el ano 2019, mirar en el Anexo
2. Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, observamos que en la
siguiente tabla tenemos:
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Cuadro 19: Informacién del modelo para los ingresos de las MEDIANAS EMPRE-
SAS ano 2019

Coeflicients:

Estimate  Std. Error t value Pr(> |t|)
(Intercept)  9.736e-09  4.969¢-10  19.59  <2e-16
TRM_ 2019  -2.698e-12 1.465e-13 -18.42 <2e-16
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro en relacion de los ingresos 2019 con respecto
a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 2e — 16 diferente de 0,
por lo cual concluyo que es muy significativo los ingresos del presente ano de las
MEDIANAS EMPRESAS en Colombia con una confiabilidad del 99 % y el AIC:
15599.

Del mismo modo se aplicé el modelo, a los datos para las MEDIANAS EMPRESAS
para el ano 2020, mirar en el Anexo 2. Teniendo en cuenta los datos arrojados
por el software, observamos que en la siguiente tabla tenemos:

Cuadro 20: Informacién del modelo para los ingresos de las MEDIANAS EMPRE-
SAS ano 2020

Coeflicients:

Estimate Std. Error t value Pr(> [t|)
(Intercept)  2.565e-10 6.323e-10  0.406  0.685
TRM_2020  1.909e-13 1.718e-13  1.111  0.267
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [20] obtenemos en relacion de los ingresos 2020 con
respecto a la TRM del mismo afio, observamos una significancia 0,685 diferente de
0, por lo cual concluyo que es no es muy significativo los ingresos del presente anio
de las MEDIANAS EMPRESAS en Colombia ya que tenemos una confiabilidad
del 31,5% y el AIC: 15935.

Luego de dicha segmentacién iniciamos analizando los ingresos asociados a las
MACROEMPRESAS los cuales se presentan en el Cuadro
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Cuadro 21: Descriptiva de los ingresos de las MACROEMPRESAS de Colombia

Variable Ingresos 2019 Ingresos 2020
Media 18716211130 11482833154
Mediana 2973572809 3816516539
Varianza 5.049276e+21 1.113596e+-21
Des. Estandar 71058260945 33370585977
IQR 8166677625 6287629466
Asimétrica 7.597395 9.504514
Curtosis 74.03492 117.0494

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De acuerdo el Cuadro[2I] Para el estudio realizado de las macroempresas se observa
que los ingresos generados en el periodo 2019 presentaron ganancias en promedio de
18716211130 con una dispersion de 71058260945 mientras que en el 2020 se generd
en promedio 11482833154 y con una dispersion de 33370585977. es decir, que las
macroempresas en el ano 2020 presentaron una pérdida de 30 puntos porcentuales
con respecto a los ingresos del ano 2019. También se observa que la mitad de las
macroempresas empresas en el 2019 ganan mas de 2973572809 mientras que en el
2020 tan solo la mitad presentaron ganancias mayores de 3816516539, esto presenta
un balance critico para el ano 2020 (durante el covid—19). También se observa
que ambas presentan una marcada asimetria positiva y leptocurtica, es decir se
logra evidenciar que para ambos periodos presentan datos agrupado que tienden a
ingresos bajos. Ahora, en el periodo 2020 presenta menor dispersion de ingresos que
el 2019 esto solo refleja que el 50 % de los ingresos estdan en 8166677625 mientras
que en el 2020 es de 6287629466 Esto quiere decir que la llegada del covid—19
perjudico significativamente los ingresos de las macroempresas en Colombia.

A continuacién, presentamos las correspondientes distribuciones de las variables
de estudio, esto es, ingresos de las empresas para el ano 2019 y 2020
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Figura 16: Histograma de los ingresos de las MACROEMPRESAS de Colombia
2019 - 2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la gréfica [I6] se observa que la grifica izquierda el comportamiento de los
datos estdn muy relacionados a los presentados en el Cuadro en efecto se
evidencia una marcada asimétria positiva en los datos, también podemos observar
que la linea roja representa la media para los datos de los ingresos del 2019 que
es de 18716211130 de lo cual podemos decir que la mayoria de los ingresos de
las microempresas estan por debajo de la media, a diferencia de la linea azul
representa la mediana para los datos de los ingresos del 2019 es decir que la mitad
de las microempresas generan ingresos menores a 2973572809.

De igual manera, en la grafica derecha se observa el comportamiento de los datos
es heterogenio, porque algunas empresas generan ingresos bajos y el resto de las
empresas generan ingresos altos, también se observa que la linea amarilla repre-
senta la media para los datos de los ingresos del 2020 es decir que las empresas
generan en promedio ingresos de 11482833154, a diferencia de la linea morada re-
presenta la mediana para los datos de los ingresos del 2020 es decir que la mitad
de las microempresas generan ingresos menores a 3816516539.

A continuacién, vamos a mirar la grafica de los ingresos de las MACROEMPRE-
SAS 2019 — 2020. En conclusién, al realizar el anélisis de los indicadores de tenden-
cia central es claro la robustez de la mediana frente a presencia de datos extremos
o asimétricos
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Figura 17: Comparacion de los histogramas de los ingresos de las MACROEM-
PRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la gréfica se observa lo siguiente hay una disminucién en los ingresos de
las empresas para el ano 2020, eso se puede deducir ya que para ese ano 2020
muchas empresas bajaron sus ingresos, por las medidas tomadas del gobierno CO-
LOMBIANO. A diferencia del anio 2019, teniendo en cuenta que hay una diferencia
entre las medidas de tendencia central, la de color rojo y amarillo se hace referencia
a la media respectivamente con los anos comparados de igual forma el color azul y
morado se hace referencia a la mediana respectivamente con los anos comparados.
A continuacién, vamos a ver la siguiente grafica
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Figura 18: Boxplot de los ingresos de las MACROEMPRESAS colombiana
2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En la figura [18] se observa una comparacion de boxplot de macroempresas entre el
ano 2019 y 2020, lo cual se observa que en el ano 2019 y 2020 los ingresos registrados
por las empresas son asimétricos positivos muy sesgada a la izquierda con algunos
ingresos mayores al rango méaximo. Es decir, que algunas macroempresas generaron
grandes ingresos en el ano 2020 y 2019

De acuerdo con la metodologia presentada para estimar los parametros de la dis-
tribucion gamma a través de software estadistico Rstudio encontramos que:

Cuadro 22: Estimaciones de los parametros con respecto el ano 2019 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 1 5.342962e-11
MV constrOptim 1 5.342962¢-11
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia
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Cuadro 23: stimaciones de los parametros con respecto el ano 2020 enfoque clasico

alfa beta
Momentos 1 8.708652e-11
MV constrOptim 1 8.708652¢-11
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro [22]y [23] se observa el comportamiento de los datos con respecto a 'y
[ con relacién al enfoque clasico, mirar en el Anexo 1.

Cuadro 24: Estimacién de los parametros enfoque bayesiano

Ingresos 2019 Ingresos 2020
alfa  0.0693756 0.1184051
beta 269780908829 96979203085

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

En el Cuadro [24] se observa el comportamiento de los datos con respecto a'y 3 con
relacion al enfoque bayesiano, mirar en el Anexo 1.

Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, utilizaremos la funcion
gamma para ver su comportamiento con respecto a la densidad
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Figura 19: Gamma (Enfoque Clésico y Enfoque Bayesiano) VS Densidad de los
ingresos de las MACROEMPRESAS colombiana 2019—2020
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Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

De la figura [19] se observa dos graficas de las macroempresas colombianas del ano
2019 y 2020, con enfoques clasico y bayesiano a través de la distribucion gamma.
Donde se observa que los ingresos no presentan mucha diferencia. En el ano 2019
y 2020 presenta una curva de ingresos bajos que crece hacia ingresos altos y va
decreciendo hasta llegar a pocas empresas que generan ingresos muy altos. ademaés,
se tiene que el comportamiento de la Gamma en los ingresos de las macroempresas
en ambos anos son muy diferentes con ambos enfoques.

Con el enfoque bayesiano se tiene una curva muy por debajo a la densidad de los
ingresos de las macroempresas colombianas y con el enfoque clasico se tiene una
curva decreciente por encima de la curva de los ingresos. Por lo tanto la que mejor
se ajusta es el enfoque clasico tanto en el ano 2019 como en el 2020.

Por eso se aplico un modelo lineal generalizado GLM con respuesta Gamma, a
los datos para las MACROEMPRESAS para el ano 2019, mirar en el Anexo
2. Teniendo en cuenta los datos arrojados por el software, observamos que en la
siguiente tabla tenemos:
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Cuadro 25: Informacién del modelo para los ingresos de las MACROEMPRESAS
ano 2019

Coeflicients:

Estimate  Std. Error t value Pr(> |t|)
(Intercept)  5.295e-10  3.166e-10  1.672  0.0953
TRM_ 2019  -1.412e-13 9.441e-14 -1.496 0.1356

Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [25] obtenemos en relacién de los ingresos 2019 con
respecto a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 0,0953 diferente
de 0, por lo cual concluyo que es no es muy significativo los ingresos del presente
ano de las MACROEMPRESAS en Colombia ya que tenemos una confiabilidad
del 90,47 % vy el AIC: 17596.

Del mismo modo se aplicé el modelo, a los datos para las MACROEMPRESAS
para el ano 2020, mirar en el Anexo 2. Teniendo en cuenta los datos arrojados
por el software, observamos que en la siguiente tabla tenemos:

Cuadro 26: Informacién del modelo para los ingresos de las MACROEMPRESAS
ano 2020

Coeflicients:

Estimate  Std. Error t value Pr(> |¢])
(Intercept)  2.456e-10  2.414e-10  1.018  0.310
TRM_2020 -4.268e-14 6.450e-14  -0.662  0.509
Fuente: Base de datos tomados de la pagina web datos abiertos Colombia

Como se observa en el Cuadro [26] obtenemos en relacion de los ingresos 2020 con
respecto a la TRM del mismo ano, observamos una significancia 0,310 diferente
de 0, por lo cual concluyo que es no es muy significativo los ingresos del presente
ano de las MACROEMPRESAS en Colombia ya que tenemos una confiabilidad
del 69 % y el AIC: 17672.
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Conclusiones

= De acuerdo con los analisis realizados a las empresas colombianas en el ano
2019 y 2020 se puede concluir que los ingresos reportados de las empresas
en esos dos anos varian de acuerdo con su tamano. Si son micro, pequena,
mediana o macroempresas. Esto significa que la llegada del covid—19 afecto
de forma diferente a esos grupos. En el caso de la micro y pequena empresa
en el ano 2020 se observa que presento un gran déficit de ingresos salarial
en comparacion al ano 2019, esto implica que afecto drasticamente a las
personas menos asalariados, mientras que en la macro y mediana empresa
a pesar de su disminucién de ingresos en el 2020 no presento gran riesgo
durante el covid—19.

= Al realizar las comparaciones del enfoque bayesiano y clasico. se obtuvo que
ambas presentaron un comportamiento similar ante los ingresos de la micro,
pequena, mediana y macroempresas. Se observo que ambas generan una cur-
va muy concentrada asimétrica a la derecha donde se obtiene que la mayoria
de las empresas colombianas, generan ingresos bajos y muy pocos generan
ingresos muy altos. Pero teniendo en cuenta el ajuste de la curva de los dos
enfoques con respecto al grupo de empresas. Se obtiene que el enfoque ba-
yesiano genera una vision méas detallada y clara de los ingresos de las micro,
pequena, mediana y macroempresas de Colombia.

= Se utilizé el enfoque bayesiano y aplicando el modelo lineal generalizado con
respuesta gamma se tuvieron cifras preocupantes, porque se obtuvo que todo
el grupo de las empresas colombianas se comporté como la tasa representa-
tiva del mercado (TRM) en el ano 2019. Pero en el ano 2020 se comporté
muy diferente. es decir, que hubo un decaimiento intensivo en los ingresos
de las micro, pequena, mediana y macroempresas de Colombia. Por lo tan-
to, la llegada del covid—19 en el ano 2020 en Colombia, tuvo un impacto
significativo para los ingresos de las empresas y especialmente a las micro y
pequenas empresas.
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Recomendacion

= En un estudio previo, se recomienda analizar los ingresos de las mismas
empresas en el ano 2021 y 2020, para observar si después del 2020 (durante
el covid—19) se presenté una disminucién de empresas en Colombia.
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Anexo 1

MICROEMPRESAS

> media<—mean( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 °)
> varianza<—var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°)
> alfa<—media"2/varianza

> alfa

[1] 1.420732

> beta<-varianza/media

> beta

(1] 12735435

Repetimos el mismo proceso para el ano 2020

> media<-mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °)
> alfa<—media"2/varianza

> alfa

(1] 0.6710365

> beta<-varianza/media

> beta

[1] 13354120

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:
G-z y B=2n
a Q2
Sa

Primero calculamos los estadisticos X, y Sfb

> xb<-mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 °)

> s2<—mean ((Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°

+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°))"2)
> xb

72



1] 18093636
2

[
>
[1] 2.298007ec+14

— oy —

1

Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud

> log.vero2 <— function (theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2019, theta[l], theta[2])))

Maximizamos con la funcién nlm

> Lmax2.1 <— nlm(log.vero2, c(al.mom, la_mom))

> Lmax2.1

$minimum

[1] 6476.158

$estimate
[1] 1.380963e+00 7.873620e—08

$gradient
[1] —2.196413e 06 0.000000e+00

$code
(1] 1

$iterations
[1] 4

Maximizamos con la funciéon constrOptim

> Lmax2.2 <— constrOptim (theta =

+ grad = NULL,
> Lmax2.2

$par
(1] 1.290966e+00 7.137779e—08
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$value

[1] 6475.383

$counts

function gradient
163 NA

$convergence
[1] 0

$message
NULL

$outer.iterations
[1] 2

$barrier.value
[1] 9.612684e—05

De igual forma se repite para el ano 2020.

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:

2

x5 X,
= vV ity

n

Primero calculamos los estadisticos X,, y S2

> xb<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 ‘)

> s2<-mean (( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °

+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020°))"2)
> xb

(1] 8961102

> 52

(1] 1.193407e+14

Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud

> log.vero2 <— function (theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2020, theta[l], theta[2])))
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Maximizamos con la funcién nlm

> Lmax2.1 <— nlm(log.vero2, c(al.mom, la_mom))

> Lmax2.1

$minimum
[1] 6225.643

$estimate
(1] 7.510452¢ 01 7.508841ec 08

$gradient
[1] 0.000121272 0.000000000

$code
[1] 1

$iterations
[1] 4

Maximizamos con la funcién constrOptim

> Lmax2.2 <— constrOptim (theta

+ grad = NULL,

> Lmax2.2

$par
[1] 8.568154e—01 9.565275e—08

$value
[1] 6222.026

$counts
function gradient

167 NA

$convergence

[1] 0

$message
NULL
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$outer.iterations
[1] 2

$barrier.value
(1] 9.892231e 05

PEQUENAS EMPRESAS

> media<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 °)
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°)
> alfa<-media"2/varianza

> alfa

(1] 2.826175

> beta<—varianza/media

> beta

[1] 64341020

Repetimos el mismo proceso para el ano 2020

> media<—mean( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 ‘)
> varianza<—var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °)
> alfa<—media"2/varianza

> alfa

[1] 1.421418

> beta<-varianza/media

> beta

(1] 82882457

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:
a=22 y f=2r
- Q2
Sn

Primero calculamos los estadisticos X,, y S2

> xb<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ")

> s2<-mean (( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°

+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°))"2)
> xb

(1] 181838984

> 52

(1] 1.166774e+16
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Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud

> log.vero2 <— function(theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2019, theta[l], theta[2])))

Maximizamos con la funcién nlm

> Lmax2.1 <— nlm(log.vero2, c(al.mom, la_mom))

> Lmax2.1

$minimum
[1] 7243.543

$estimate
(1] 2.830429e+00 1.558477e 08

$gradient
[1] 0.0002150002 0.0000000000

$code
[1] 1

$iterations
[1] 2

Maximizamos con la funcién constrOptim

> Lmax2.2 <— constrOptim (theta

c(allmom, la_mom), f

+ grad = NULL, ui = diag(1l, 2), ci

> Lmax2.2

$par
[1] 2.833918e+00 1.558477e—08

$value

[1] 7243.544

$counts
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[1] 0

$convergence
[1] 0

$message
NULL

$outer.iterations
[1] 1

$barrier.value

[1] —1.180613e-05

De igual forma se repite para el ano 2020.

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:
a=22 y f=2r
- Q2
STL

Primero calculamos los estadisticos X,, y S2

> xb<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )

> s2<-mean (( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020°

+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °))"2)
> xb

(1] 117810633

> 52

[1] 9.737756e+15

Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud

> log.vero2 <— function (theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2020, theta[l], theta[2])))

Maximizamos con la funcién nlm

> Lmax2.1 <— nlm(log.vero2, c(al.mom, la_mom))
> Lmax2.1
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$minimum
[1] 7171.294

$estimate
[1] 1.312730e+00 1.209833e¢—08

$gradient
[1] —0.0004257527 0.0000000000

$code
(1] 1

$iterations
[1] 4

Maximizamos con la funcién constrOptim

> Lmax2.2 <— constrOptim (theta =

+ grad = NULL,
> Lmax2.2

$par
[1] 1.425313e+00 1.209833e—08

$value
(1] 7173.793

$counts
[1] 0

$convergence

(1] 0

$message
NULL

$outer.iterations
[1] 1

$barrier.value
(1] 9.201947e¢ 05
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MEDIANAS EMPRESAS

> media<-mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 °)
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°)
> alfa<-media"2/varianza

> alfa

[1] 2.734866

> beta<—varianza/media

> beta

(1] 501463328

Repetimos el mismo proceso para el ano 2020

> media<-—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °)
> alfa<—media"2/varianza

> alfa

(1] 1.777952

> beta<-varianza/media

> beta

(1] 586061556

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:
a=22 y f=2r
o Q2
Sn

Primero calculamos los estadisticos X,, y S2

> xb<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ")

> s2<-mean (( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°

+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°))"2)
> xb

[1] 1371435041

> 52

(1] 6.858454e+17

Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud
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> log.vero2 <— function (theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2019 ¢, theta[l], theta[2])))

Maximizamos con la funcién constrOptim

> Lmax2.2 < constrOptim (theta = c(al.mom, lamom), f = log.vero2,
v grad = NULL, ui = diag(1l, 2), ci = c(0, 0))

> Lmax2.2

$par

[1] 2.818607e+00 2.054883¢-—-09

$value
(1] 7977.694

$counts

function gradient
252 NA

$convergence

[1] 0

$message
NULL

$outer.iterations

[1] 3

$barrier.value
(1] 8.045022¢ 06

De igual forma se repite para el ano 2020.

Como valores iniciales podemos tomar los estimadores de momentos, que son:
G-z y B=2n
Q2 Q2
S S2

Primero calculamos los estadisticos X,, y S2

> xb<—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )
> s2<-mean (( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °
+ —mean ( Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020°‘))"2)
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> xb

[1] 1041989034

> s2

[1] 6.090012e+17

Ahora calculamos los estimadores de momentos

> al.mom <— xb"2 / s2
> la_mom <— xb / s2

Definimos la log-verosimilitud

> log.vero2 <— function (theta) — sum(log (dgamma(
Base_de_datos$ ‘2020, theta[l], theta[2])))

Maximizamos con la funcién constrOptim

> Lmax2.2 <— constrOptim (theta

+
> Lmax2.2

$par

grad = NULL,

[1] 2.808335e+00 2.047441e-09

$value
(1] 7977.724

$counts

function gradient
1492 NA

$convergence

(1] 0

$message
NULL

$outer.iterations
(1] 13

$barrier.value

[1] —6.762422e—06
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MACROEMPRESAS

> media<-mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 °)
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019°)
> alfa<-media"2/varianza

> alfa

(1] 0.0693756

> beta<—varianza/media

> beta

(1] 269780908829

Repetimos el mismo proceso para el ano 2020

> media<-—mean(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )
> varianza<-var(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °)
> alfa<—media"2/varianza

> alfa

(1] 0.1184051

> beta<-varianza/media

> beta

(1] 96979203085
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Anexo 2

MICROEMPRESAS

> TRM_2019<—c (Datos.TRM$TRM2019)

> TRM_2019=TRM 2019 [! is .na(TRM_2019) |

> ingresos2019 <—c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ‘[1:365])

> Datos<—data.frame(ingresos2019 ,TRM_2019)

> Modelol<—glm(ingresos2019-TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)

veremos el resumen del modelo

> summary ( Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2019 — TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—1.7461 —0.5496 —0.2903 0.2115 1.7975

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 1.033e—06 6.003e—08 17.21 <2e—16 sk
TRM_2019 —2.910e—10 1.746e—11 —16.67 <2e—16 #x*x

Signif. codes: 0 *xx 0.001 *x 0.01 «= 0.05 . 0.1 1

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.5415776)

Null deviance: 316.87 on 364 degrees of freedom
Residual deviance: 169.83 on 363 degrees of freedom
AIC: 12669
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Number of Fisher Scoring iterations: 6

Del mismo modo aplicaremos el mismo proceso anterior para analizar los datos
arrojado para los ingresos de las MICROEMPRESAS de Colombia en el periodo
2020.

> TRM_2020<—c ( Datos.TRM$TRM2020)

> TRM_2020=TRM_2020 [! is .na(TRM_2020)]

> ingresos2020<-c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 °)
> Datos<—data.frame(ingresos2020 ,TRM_2020)

>

Modelol<—glm (ingresos2020—TRM_2020, family = Gamma,data = Datos)

veremos el resumen del modelo

> summary ( Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2020 — TRM_2020, family = Gamma, data

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—1.6679 —1.3374 —0.7355 0.3160 2.2896

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.341e—08 1.207e—07  0.194 0.846
TRM_2020 2.394e—-11 3.280e—-11 0.730 0.466

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 1.467457)
Null deviance: 502.89 on 365 degrees of freedom

Residual deviance: 502.12 on 364 degrees of freedom

AIC: 12456

Number of Fisher Scoring iterations: 7

PEQUENAS EMPRESAS

> TRM_2019<—c (Datos. TRM$TRM2019)

> TRM_2019=TRM 2019 [! is .na(TRM_2019) |

> ingresos2019<—c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ‘[1:365])
> Datos<-data.frame(ingresos2019 ,TRM_2019)
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> Modelol<—glm (ingresos2019—-TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)
veremos el resumen del modelo

> summary (Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2019 — TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)

Deviance Residuals:
Min 1Q  Median 3Q Max
—0.8457 —0.3417 —0.1299 0.2054 1.2855

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 7.480e—08 3.697e—09 20.23  <2e—16 sxx
TRM_2019 —2.076e—11 1.090e—12 —19.05 <2e—16 **x

Signif. codes: 0 *xxx 0.001 *x 0.01 * 0.05 . 0.1 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.2032695)

Null deviance: 136.705 on 364 degrees of freedom
Residual deviance: 60.219 on 363 degrees of freedom
AIC: 14138

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Del mismo modo aplicaremos el mismo proceso anterior para analizar los datos
arrojado para los ingresos de las PEQUENAS EMPRESAS de Colombia en el
periodo 2020.

> TRM_2020<—c ( Datos.TRM$TRM2020)

> TRM_2020=TRM_2020[! is .na(TRM_2020) ]

> ingresos2020<—c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )

> Datos<—data.frame(ingresos2020 ,TRM_2020)

> Modelol<-glm(ingresos2020-TRM_2020, family = Gamma, data = Datos)

veremos el resumen del modelo

> summary (Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2020 ~ TRM_2020, family = Gamma, data = Datos)

86



Deviance Residuals:
Min 1Q  Median 3Q Max
—2.7504 —0.8071 —0.2912 0.4401 1.5192

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 5.029e¢—09 6.363e—09  0.790 0.430
TRM_2020 9.380e—13 1.725e—12 0.544 0.587

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.6936018)

Null deviance: 372.76 on 365 degrees of freedom
Residual deviance: 372.56 on 364 degrees of freedom
AIC: 14343

Number of Fisher Scoring iterations: 6

MEDIANAS EMPRESAS

TRM_2019<—c (Datos. TRM$TRM2019)

TRM_2019=TRM_2019 [! is . na(TRM_2019) |
ingresos2019<—c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ‘[1:365])
Datos<-data.frame(ingresos2019 ,TRM_2019)

Modelol<—glm (ingresos2019—-TRM_2019, family = Gamma,data = Datos)

V V.V VYV

veremos el resumen del modelo

> summary (Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2019 — TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)

Deviance Residuals:
Min 1Q  Median 3Q Max
—0.7602 —0.3176 —0.1509 0.1789 1.3895

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 9.736e—09 4.969e—10 19.59  <2e—16 *x*x
TRM_2019 —2.698e—12 1.465e—13 —18.42 <2e—16 *x*x
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Signif. codes: 0 xxx 0.001 xx 0.01 %= 0.05 . 0.1 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.2091281)

Null deviance: 130.651 on 364 degrees of freedom
Residual deviance: 57.072 on 363 degrees of freedom
AIC: 15599

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Del mismo modo aplicaremos el mismo proceso anterior para analizar los datos
arrojado para los ingresos de las MEDIANAS EMPRESAS de Colombia en el
periodo 2020.

> TRM_2020<—c (Datos. TRM$TRM2020)

> TRM_2020=TRM_2020 ! is .na(TRM_2020)]

> ingresos2020<-c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2020 )

> Datos<-data.frame(ingresos2020 ,TRM-2020)

> Modelol<—glm(ingresos2020-TRM_2020, family = Gamma,data = Datos)

veremos el resumen del modelo

> summary (Modelol)

Call:
glm (formula = ingresos2020 — TRM_2020, family = Gamma, data = Datos)

Deviance Residuals:
Min 1Q  Median 3Q Max
—3.4584 —0.7272 —0.2103 0.4319 1.3013

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.565e—10 6.323e—10  0.406 0.685
TRM_2020 1.909e—-13 1.718e—13 1.111 0.267

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.543106)
Null deviance: 356.15 on 365 degrees of freedom

Residual deviance: 355.49 on 364 degrees of freedom
AIC: 15935
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Number of Fisher Scoring iterations: 6

MACROEMPRESAS

> TRM_2019<—c (Datos_TRM$TRM2019)

> TRM_2019=TRM_2019 [! is .na(TRM_2019)]

> ingresos2019<—c(Base_de_datos$ ‘ACTIVOS 2019 ‘[1:365])

> Datos<-data.frame(ingresos2019 ,TRM_2019)

> Modelol<—glm (ingresos2019—-TRM_2019, family = Gamma, data = Datos)

veremos el resumen del modelo

> summary ( Modelol)

Call:
glm(formula = ingresos2019 -~ TRM 2019, family = Gamma, data = Datosl)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—2.7551 —2.0419 —1.2260 —0.7875 7.5100

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 5.295e¢e—10 3.166e—10 1.672 0.0953
TRM_2019 —1.412e—13 9.441e—14 —1.496 0.1356

Signif. codes: 0 xxx 0.001 xx 0.01 %= 0.05 . 0.1 1

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 12.99136)
Null deviance: 1209.9 on 364 degrees of freedom

Residual deviance: 1180.2 on 363 degrees of freedom

AIC: 17596

Number of Fisher Scoring iterations: 10
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