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RESUMEN

Este estudio se centra en la teoria general de la relatividad y los enigmati-
cos agujeros negros. Se analiza el teorema de singularidad de R. Penrose y la
problematica asociada en esta teoria. La solucion propuesta implica la cons-
truccién tedrica de espacios-tiempo donde los agujeros negros son esféricos,
estaticos y sin singularidad. Son conocidos como “black-bounce”.



ABSTRACT

This study focuses on the general theory of relativity and the enigma-
tic black holes. R. Penrose’s singularity theorem and the associated issues in
this theory are analyzed. The proposed solution involves the theoretical cons-
truction of spacetimes where black holes are spherical, static, and without
singularity. They are known as “black-bounce”.



CONVENCIONES Y NOTACION

En este trabajo se utilizara para todo tipo de calculo tensorial el convenio
de Einsten, y se usan unidades geometrizadas (C=1, G=1).

La signatura utilizada para la métrica es g, = diag(—1,1,1,1) o en otros
textos conocida como (-,+,+,+).

Representaremos los vectores o tensores covariantes de la siguiente mane-
ra (z,), (1)) y los vectores o tensores contravariantes de la siguiente manera
(z#), (T").

Definimos otros simbolos utilizados en este trabajo.

I' Simbolo de Christoffel.

R? 4., Tensor de Riemann, R, Tensor de Ricci, R Escalar de Ricci.

0, Derivada parcial, V,, Derivada covariante.

K Invariante de Kretschmann.

G, Tensor de Einstein.

M Variedad.
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Capitulo 1

Introduccion

Existe una creencia errénea respecto a lo que significa una singularidad
en un agujero negro. Desde los primeros dias de la teoria de la relatividad
desarrollada por Einstein y su posterior ampliacion por Schwarzschild, se han
estudiado ciertas regiones en las cuales el espacio-tiempo se comportaria de
una manera que la teoria de la relatividad general clasica no podria descri-
bir, mostrando un comportamiento singular. Aqui es donde se encontré un
desafio directo para esta teoria, lo que llevé a la proposicién de nuevos mode-
los para su completitud. Incluso se llegd a intentar evitar las singularidades
o a intentar consolidar la teoria general de la relatividad con la mecéanica
cuantica, buscando una formulacién cuantizada de la gravedad para tratar
de eliminar estas singularidades.

Desde 1916 hasta 1965 se pudo ver un avance con respecto al tema de las
singularidades y su comprensién, y finalmente con el trabajo de Penrose |16]
se logré llegar a una forma generalizada de describir el colapso de una estre-
lla formando el agujero negro y su “inevitable” formacién de la singularidad
en los llamados teoremas de singularidad. No obstante, a finales de los 60
surgieron nuevas formas de desarrollar el problema de las singularidades en
los agujeros negros. Fue por estas fechas donde Bardeen mostré la primera
solucién de un agujero negro regular, lo que inspiraria a construir un sinfin de
alternativas de agujeros negros que no contaran con singularidad. Reciente-
mente se lograria una solucién de agujero negro con la particularidad de que
cambiando un pardametro, este podria ser un agujero negro regular del tipo
de Bardeen o un agujero de gusano de tipo Morris-Thorne [15]; Estos llama-
dos “black-bounce” por etapas intermedias que pasan por un “rebote negro”
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(hacia una futura encarnacién del universo), un “rebote nulo” extremo (hacia
una futura encarnacién del universo). [19)].

Por lo tanto, el objetivo principal de este trabajo es construir matemati-
camente soluciones de agujeros negros esféricos y estaticos de tipo “black-
bounce”. Ademads, como objetivos especificos se muestra una fuente fisica
generadora para dichas soluciones y se propone desarrollar el tema del pro-
blema de las singularidades planteadas por Penrose.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 2 se
discutira todo lo relacionado con los fundamentos para entender la relatividad
general, asi como el entendimiento de lo que son los diferentes agujeros negros
junto con las partes que estos tienen y sus respectivas singularidades, ademas
de algunos temas necesarios para entender la metodologia de desarrollo.

En el capitulo 3 se presentara la solucion para la construccién de agujeros
negros esféricos y estaticos de tipo “black-bounce”. En el capitulo 4 se pre-
sentaran los resultados obtenidos del trabajo y, finalmente, en el capitulo 5 se
expondran las conclusiones, que abordaran la explicacién de la fuente fisica
generadora en la que se presenta un “black-bounce”, junto con el analisis del
problema de las singularidades de Penrose.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Tiempo y Espacio

Explicaremos de manera detenida lo relacionado con el espacio y el tiem-
po de manera clasica, y pasaremos a dar una breve explicacién de lo que
nos ensenan de relatividad especial de manera breve para asi entender mejor
la evolucién de la idea del espacio-tiempo que tanto se usa en relatividad
general. Se tratara de enfocar mas de una manera explicativa, asi como todo
lo relacionado al trabajo.

2.1.1. Relatividad Especial

Para entender la relatividad general, es necesario comprender lo que sig-
nifica para nosotros, como fisicos, el espacio y el tiempo. Desde la época
de Galileo, se creia que tanto el espacio como el tiempo eran entidades se-
paradas. Ademas, se crefa que el tiempo era algo absoluto y, si analizamos
un sistema de coordenadas galileanas O, tendria que ser exactamente igual
cualquier suceso fisico que ocurriera en un sistema de coordenadas O’ y vice-
versa (siempre y cuando O’ sea un sistema libre de rotacién y con velocidad
uniforme con respecto a O).

Estas transformaciones se escriben de la siguiente manera [7].

=z —vt
=t

11
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<

t=cons
x=x"

z 7

Figura 2.1: Sistema de coordenadas Galileanas, donde p y ¢ son eventos
distintos ocurriendo al mismo tiempo.

Todo esto era como se concebia el tiempo y el espacio anteriormente.
Se crefa que el significado de los datos temporales era absoluto, es decir,
independiente del estado de movimiento del cuerpo en referencia. No obs-
tante, en 1905, un trabajo publicado por A. Einstein cambiaria el rumbo del
pensamiento sobre el tiempo y el espacio. Su profesor, H. Minkowski, uniria
y le daria un nuevo uso al espacio y al tiempo, proponiendo un desarrollo
geométrico para dar explicacién a fendémenos que, con anterioridad, no se
podrian resolver con el concepto clasico. El trabajo de Einstein fue influen-
ciado por el trabajo de Planck, Maxwell, Faraday, Michelson y Morley, entre
otros grandes fisicos y matematicos. En general, del electromagnetismo, ya
que sentaron las bases para el concepto de la luz en el vacio y el apoyo expe-
rimental para sostener la teoria restringida de la relatividad. Se corrigieron y
agregaron conceptos como el de la simultaneidad, la equivalencia de la masa
inercial y masa pesante, la energia, junto con el nuevo concepto del campo
gravitatorio. Con un nuevo sistema de coordenadas, el espacio y el tiempo se
unirian, formando lo que ahora conocemos como espacio-tiempo. Teniendo
todas las caracteristicas descritas anteriormente y, principalmente gracias a
la investigacion del experimento de Michelson y Morley, se logré construir
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las transformaciones de Lorentz.

Con el nuevo sistema espacio-temporal, podemos permitirnos decir que si
tenemos un sistema de coordenadas inerciales semejantes O y O'; y ocurre un
evento p, un observador en O con coordenadas (¢, x,y, z) y otro observador
O’ con coordenadas (¢, 2/, ', 2’) ue se mueve con velocidad ¢ en direccién x,
pasando por el observador O, entonces las coordenadas O a partir de las
transformaciones de Loretz vendrian escritas de la siguiente manera [7].

, z— vt

C i

, t — v/

BN

Con esto planteado, el espacio-tiempo se puede graficar como una nueva
coordenada y ademas podemos resolver que el tiempo en que viaja un rayo
de luz no sea un problema multiplicando esto por ¢, es por eso que existira
una nueva coordenada ¢t y un nuevo concepto, el tiempo luz (eliminando la
¢ de nuestro sistema).

Este diagrama tiene informacion sobre la geometria del espacio-tiempo y
los diferentes tipos de conexiones entre los eventos que estas pueden seguir en
dos sistemas de coordenadas inerciales. Estas regiones son llamadas de tipo
luz, tipo espacio, tipo tiempo. Cuando la particula u observador se encuentra
en la trayectoria nula del espacio-tiempo, este se situara en los bordes del
cono, como la luz, de ahi su nombre y esta tiene que ser un rayo de luz,
ya que ningun observador puede viajar mas rapido que la luz. Cuando la
particula u observador se encuentra en la trayectoria negativa, se encontrara
dentro de la zona verde y es de tipo tiempo, donde en sistema de referencia
puede ocurrir que dos eventos ocurran en el mismo lugar en distintos tiempos.
Cuando la particula u observador se encuentra en la trayectoria positiva, es
de tipo espacio y es todo lo que esta por fuera del cono de luz.

2.1.2. Relatividad general

Una vez entendido el concepto de espacio-tiempo, se comenzé a generali-
zar mas sobre esta nueva fisica, teniendo nuevos entendimientos de fenémenos
que ya se tenian; como la gravedad. Tenemos que decir que, asi como en la
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TipoLuz

Futuro
—» de

cono

= Tipo

31 x " espacio
!

Pasado
— de cono
de luz

Figura 2.2: Cono de luz (2D) con sus posibles eventos causales.

teoria de Newton se decia que tempus est absolutum y spatium est absolutum,
en términos de la teoria de la relatividad se puede traducir continuum spatii
et temporis est absolutum. Y cuando nos referimos a absolutum en esa tltima
palabra, no sélo decimos “fisicamente real”, sino también “independientes de
sus propiedades fisicas pero no siendo, él mismo, influido por las condicio-
nes fisicas”. Esto es importante porque gracias al principio de equivalencia
sabemos que la igualdad de la masa inerte y de la masa gravitatoria, que
en la mecanica newtoniana tenian distinta definicion, afirma que la acelera-
cién impartida a un cuerpo por un campo gravitatorio es independiente de
la naturaleza del cuerpo. Esto principalmente nos indica que la presencia de
curvatura en el espacio-tiempo es la causante de la gravedad, y no una fuerza
como se planteaba anteriormente.
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2.2. La métrica

Figura 2.3: Espacio-tiempo de Minkowski (2D) con su elemento de linea entre
dos eventos causales en un plano suave e infinito.

Las trayectorias del espacio-tiempo estan relacionadas con distancias en
geometrias euclidianas o no euclidianas (geometrias Riemannianas), en las
cuales se puede analizar todo lo descrito anteriormente. Se escribe en su
forma infinitesimal la métrica de H. Minkowski de la siguiente manera ||:

ds* = —c*dt* + da® + dy? + dz*

Donde ds? serfa el elemento de linea que describiria una trayectoria (sien-
do ds? = 0 para trayectorias tipo luz, ds* < 0 para trayectorias tipo tiempo y
ds? > 0 para trayectorias tipo espacio). La métrica, por propdsitos del prin-
cipio de equivalencia y la geometria que tienden a tener los objetos estelares,
es de geometria esférica. Reescribiendo la ecuacién anterior:

ds? = —2dt* + dr?® + r*d6? + r’sin*0do?

Un ejemplo visual de estas dos geometrias se puede ver ilustrado en la
siguiente imagen.
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e Ay

(r+dr, ¢ +dpy .
(x + dx,y + dy) a
ds &
&Y d—e

=Y
" |

Figura 2.4: Coordenadas cartesianas y esféricas (2D), ambas equivalentes al
trazar dos puntos en un plano y sus distancias.|10]

2.3. Variedad diferencial

Para empezar a entender un poco mas de la mateméatica usada en el
tema de la relatividad general, se necesita entender el por qué se usan va-
riedades matematicas para describir los comportamientos de esta fisica. En
principio, si podemos considerar el espacio-tiempo en escalas muy pequenas,
se comportard como la métrica que describimos anteriormente (Minkowski).
Sin embargo, si consideramos un espacio-tiempo mas global, podremos ver
una curvatura que es causada por la presencia de materia que hay en el
espacio-tiempo.

Una analogia buena para entender esto es que si un barco desea desplazar-
se hacia el horizonte con la idea de viajar a otro lugar donde no haya estado,
se va a dar cuenta de que va a volver al mismo lugar y se encontrara con que
la tierra no es plana (con motivos de ofender a los terraplanistas). Entonces,
encontraremos un area de estudio matematica que tiene como nombre topo-
logia y en la que la variedad hace parte como objeto geométrico. Esta nos
ayudara a generalizar espacios en distintas dimensiones y a hacer transfor-
maciones que se mantendran invariantes. Es por esto que es de gran interés
en esta rama de la fisica, ya que el espacio-tiempo existira en diferentes geo-
metrias con distintas dimensiones. En especifico, para el espacio-tiempo de
Minkowski pertenecerfa a un espacio real de 4 dimensiones R?. [7]
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M = {(t,z,y,2)|(t,z,y,2) € R}

La idea general del por qué se usa esta drea de la matematica es porque
nos ayuda a hacer una descripcion de la geometria usando el célculo que
ya conocemos, diferencial e integral, para la especificacion de todo tipo de
geometrias. Es por esto que también tiene como nombre esta drea de las
matematicas como geometria diferencial.

2.3.1. Vectores y Tensores

Los vectores son objetos mateméaticos que en un principio conocemos co-
mo algo con magnitud y direccién. Sin embargo, son algo mas abstracto que
esa definicién y también son utilizados para escribir espacio-tiempo como los
de Minkowski, es por esto que necesitamos describir para qué nos sirven los
vectores y tensores en el estudio de nuestros espacio-tiempos. Empezando por
los vectores, a pesar de que son muy usados en fisica aqui tendran una dife-
rencia primordial y es que serdn cuadri-vectores, tendremos una componente
mas que describird la direccion de nuestro vector, aunque en esencia son lo
mismo tendran una pequena diferencia; por ejemplo, los cuadri-vectores no
tienen tal cosa como el producto cruz, y abandonaremos la idea de posicion
y desplazamiento ya que no es una idea local en este tema. Ahora bien, tam-
bién tenemos que tener en cuenta la curvatura, cosa de la que atin no se ha
hablado, pero si tenemos en cuenta lo hablado anteriormente en la geometria
diferencial, nos encontraremos con espacio-tiempo mas complejos en donde
las distancias no seran equivalentes para toda base de vectores.

Para no extendernos mucho, diremos que un vector esta bien definido ya
que habra un campo de vectores definido a = a(x), y también existird su
descomposicién de este vector en las componentes respectivas, lo que sera un
uso de la base vectorial. Una base es cualquier vector que expanda el espacio
vectorial, y podremos expresar esto con el convenio de Einstein de tal forma
que. [10]

a(z) = a®(x)ea(r)

De los sub y supraindices hablaremos mas adelante. Podemos, con ayu-
da del producto escalar, definir bases ortonormales que son de ayuda para
espacios-tiempos planos como el de Minkowski, tal que:
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e(2)o - €() g = Tag

Donde 1,5 = diag(—1,1,1,1). Esta sera la base de la forma tensorial del
espacio-tiempo de Minkowsi, aunque ya hablaré de esto.

Los tensores son vectores de rango 1. Pero antes de hablar de lleno de
los tensores, explicaremos la base dual junto con los indices que vimos en
las ecuaciones anteriores. La base dual, como su nombre indica, es una base
que se usa como elemento matematico para describir cambios en una base
normal y asi poder decir los cambios que esta tuvo con respecto a la variacién
de la base normal. Son como dos mapas en donde podemos decir que tanto
cambian unas de otras, basicamente. Es por esto que decimos que cuando
aumenta la norma de la base normal, las componentes disminuyen, y cuando
disminuyen la norma de la base dual, los componentes aumentan. De ahi que
digamos que cuando los indices estan abajo, covarian, y cuando estan arriba,
contravarien. Ver més en [7].

v = v*é, — Base Normal

U =1,% — Base Dual

Pues ahora bien, en los tensores pasa lo mismo que en los vectores (ya
que técnicamente son lo mismo), pero se generaliza para poder trabajar con
invariantes y poder transformarlas sin que nos dé ningtin tipo de problema al
trabajar con ellas. Basicamente, ese es el uso del tensor, y lo necesitaremos
para la métrica.

Definimos al rango de los tensores como el nimero de vectores que tiene
cada tensor de la base.

€, — Rango 1 (Vector)
€a ® €3 — Rango 2
€a ® €3 R e,... + Rango n
Hay que tener en cuenta que este circulo con la equis se le denomina

producto tensorial, y sus bases no se pueden conmutar, a diferencia de los
productos usados normalmente en algebra lineal.
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2.3.2. Tensor métrico

Si quisieramos contruir una métrica donde podemos trabajar con la ma-
temdtica tensorial, tenemos que definir a la metrica como: |10]

B _ (N]& (N]& R B
Jor €0 eet @ o

El principio de equivalencia sugiere que en ciertas regiones de la curva-
tura existiran propiedades locales donde en ciertos puntos el espacio-tiempo
plano serd igual o, mejor dicho, indistinguible. Esto se le denomina marco de
referencia inercial.

Gap = Nap

Si se necesita un explicacién mds rigurosa se puede encontrar en [7],[10]

Entonces, podemos describir nuestras métricas en forma tensorial. Esto
nos ayudara a describir la fisica sin tener que preocuparnos de alterar o
hacer malos cédlculos matematicos y ademas de hacerlo de forma mas general.
Un ejemplo de esto es la métrica en coordenadas esféricas con sus cuadri-
coordenadas x“.

ds? = gop(z)drdx”

100 0
010 0

ger@ =19 02 o0
0 0 0 r’sin®f

Esta metrica se puede escribrir con sus componentes diagonales, como ya
hicimos anteriormente con minkowski en coordenadas cartesianas. De modo
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que gos(z) = diag(—1,1,7% r?sin?0), y como matriz simetrica 4r4 tendrd
10 componentes independientes. Hay que tener en cuenta que la forma de
la metrica g,3 sera diferente para la misma geometria dependiendo de las
coordenadas utilizadas.

2.4. Curvatura

Generalmente, uno sabe de manera intuitiva lo que la curvatura es, ya que
podemos imaginar en nuestro espacio de tres dimensiones. Claramente, luego
de lo explicado anteriormente, podemos ver que la curvatura esta relacionada
con la métrica que, a fin de cuentas, es la que define nuestra variedad. Hay que
tener muy presente que la masa y la energia seran la fuente de esta curvatura,
la cual estara caracterizada por el tensor de curvatura de Riemann. Pero hay
que tener en cuenta otras cosas para saber como trabajar en esta curvatura.

2.4.1. “Conexién” y Geodésicas

Todas las formas en las que la curvatura se hace presente se pueden ob-
servar en algo que se llama “conexion”. Esta conexién nos dara informacion
de vectores que se encuentran en espacios tangenciales de puntos cercanos.
Esta conexién, que se construye a partir de la métrica, esta encapsulada en
algo que se denomina simbolo de Christoffel, dado por : 7], |10]

primer orden:

1
F,uzza = 5(8;191/0 + aygou - 809;“/) (21>

segundo orden:

1
A Ao Ao
Fuy = 59 (augua + az/gau - aag/u/) =4 F/wa (22>
La notacién de Ff;u hace pensar que esto puede ser un tensor, pero no lo
es. Es por esto que le decimos simbolo. Se le dice conexién porque esta ayuda
a describir la “trayectoria”’ minima entre dos puntos (concepto que también
se ve en cursos de mecanica clasica para trayectorias rectas con las ecuaciones
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de Euler-Lagrange) con la ecuacién de la geodésica (lo més parecido a una
recta en un espacio curvo). [7], [10]

d?at i dxz? dx°

oz ey =0

Una representacién de una geodésica se puede ver en un espacio S? donde
tomaremos una esfera y que sélo podemos movernos en la superficie, pues si
apuntamos hacia adelante en linea recta veremos que nos curvaremos y lle-
garemos al mismo sitio, a esto se le denomina circulo maximo (ejemplos de
esto, el ecuador en la Tierra). También definiremos el paralelismo como dos
vectores iniciando en un punto que se consideran paralelos y cuando nos des-
placemos estos se correran cierto angulo, esto se le conoce como transporte
paralelo.

Geodésica
-*

2. 5

Transporte Parelelismo
paralelo

"Circulo maximo"

Figura 2.5: Geodésica y transporte paralelo.
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2.4.2. Tensor de Riemann

Por ultimo, podemos decir que la informacion de la curvatura se encuentra
en el tensor de Riemann. Todo lo que uno quiere saber acerca de la curvatura
en una variedad estd dado por este tensor. |7], [10]

Rpaul/ = 8urﬁa - 8VFZO' + FZ)\FI)/\J - FIIZAF;);U (23)

Hay que tener en cuenta que para casos donde el espacio-tiempo sea plano
estos se desvaneceran (seran iguales a cero).

2.5. Ecuaciones de Einstein

Hemos hablado de la curvatura, pero no existira tal cosa si no tenemos
una fuente de la misma, y al final de cuentas, es la que nos ayudara a entender
la fisica del espacio-tiempo. Podemos ver una relacién muy peculiar entre la
parte geométrica y la parte fisica que esta caracterizada en las ecuaciones de
Einstein. Podemos decir que la medida del espacio-tiempo curvo serd igual a
la medida de la densidad de energia-materia. Asi como en las ecuaciones de
Maxwell gobiernan cémo los campos magnéticos y eléctricos responden a las
cargas y corrientes, las ecuaciones de campo de Einstein gobiernan cémo la
métrica responde a la energia y al momento.

2.5.1. Fisica en espacio-tiempos curvados

Podemos ver una gran similitud En la ecuaciéon de Poisson para el poten-
cial Newtoniano. [7]

V2® = 47Gp

Observemos que al lado izquierdo tenemos un laplaciano actuando en el
potencial gravitacional, y en el lado derecho tenemos una medida de distribu-
cién de masa. Sabemos que la generalizacion de la masa viene dada por algo
llamado el tensor de energia-momento 7,,. El potencial gravitacional deberia
ser reemplazado por la métrica debido a la idea del principio de equivalen-
cia que ya hablamos anteriormente, reproduciendo asi la gravedad. Entonces
decimos: [7]
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[V2g];w (08 T;w (2.4)

Por facilidad de notacion, necesitamos que esto esté completamente en
forma tensorial y siguiendo el formalismo de que las derivadas parciales sean
cambiadas por derivadas covariantes d, — V, (para que se sigan cumpliendo
en espacios curvos). Para esto, hacemos uso del tensor de Riemann ya des-
crito anteriormente, ya que este contiene primeras derivadas de la métrica y
junto con la conexion, que también tiene primeras derivadas, obtendremos
segundas derivadas de la métrica en el tensor R’;,,. Y como no tiene el
nimero correcto de indices, podemos hacer uso de la matematica tensorial
para contraer indices.

A
Ruu =R UAV
Este se le denomina el tensor de Ricci, Entonces nuestra ecuacion (2.4)
se veria transformada como:
R, = KT, (2.5)
Existe un problema ya que por conservaciéon de energia si necesitamos
preservar,
VT, =0

tendremos que:

VR, =0
Pero esto no es cierto para una geometria arbitraria, se ve en la identidad
de bianchi que: (mirar 7] para mejor desarrollo)
1
VHR,, = §V,,R (2.6)

1
VM&W—E%Jazo (2.7)
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Podemos contraer con la métrica el tensor de Ricci para hallar el escalar
de Ricci o escalar de curvatura, y esto se puede hacer con cualquier tensor.

R —_— g/“’R‘ul/

Entonces, nuestra ecuacién de campo (2.5) propuesta se puede ver con-
traida por la expresion anterior como:

R = kg"'T,, = kT (2.8)

Demostrando asi que si en la ecuacién (2.8)

VT =0

Se cumpliria la conservacion de la energia y el momento. Luego habla-
remos mas del tensor T'. Entonces, podemos ver que si trabajamos con la
identidad de Bianchi (2.7), podemos llegar al tensor que conserva todo, el
tensor de Einstein G,. Ver desarrollo en [7].

1
R, — §Rg“,, =G =K1, (2.9)

No demostraremos el cémo se hallé la constante x? = 8. Entonces, pode-
mos concluir que nuestra primera ecuacién (2.4) se transformé en la ecuacion
(2.9), de manera que con la ecuacién de Einstein podemos describir la fisica
de nuestro espacio-tiempo uniendo geometria y fisica en una sola ecuacién.

2.5.2. Condiciones de energia

Discutiremos ahora lo que el tensor de energia-momento nos informara,
ya que podemos hacernos la pregunta: ;para qué nos sirve saber el tensor de
energia-momento de una métrica si esta puede ser cualquier cosa? Esto es
una de las preguntas que algunos de los fisicos mas puristas (de la manera
experimental de la palabra, claramente) se ven obligados a pensar, y tienen
razén. En ausencia de ciertas restricciones, tendremos resultados que fisica-
mente no tienen sentido o pueden ser llamados no reales. Es por esto que
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necesitamos ciertas condiciones que nos ayuden a delimitar la arbitrariedad
del tensor T),,.

Por propdsitos de intuicién fisica, y que no explicaremos aqui, podemos
considerar un fluido perfecto como fuente de energia y momento, descrito en
la siguiente ecuacién [7]:

T,uy = dzag(p,p,p,p) (210>

Tw = (p+p)UU, + pguy

Donde U, es la cuadri-velocidad del fluido. Entonces, existiran ciertas
condiciones de energia que describiremos, pero no entraremos en el tema de
explicar lo que un vector nulo es o lo que un vector “killing” es, o un vector
tipo tiempo es. Que si estan relacionados con cosas que dijimos anteriormente
pero no se explicaron a profundidad en este texto.

» La Condicién de energia debil o sus siglas en ingles WEC, implica
que T),,t"t" > 0 para cualquier vector tipo tiempo t* o equivalente a
que p > 0y p+p > 0. lo que nos dice esto es que no existiran densidades
de energias negativas

» La Condicién de energia fuerte o sus siglas en ingles SEC, nos dice
que (T, — %T)‘,\g,w)t“t” > 0 para todos los vectores tipo tiempo t*, o
equivalente a que p+p > 0y p+ 3p > 0. Lo que nos dice esto es que
la gravedad es atractiva

» Condicién de energia dominante o sus siglas en DEC, nos muestra
que T, T"t"t* < 0 donde T*t,, no puede ser un vector tipo espacio,
o equivalente a que p > |p|. Esto implica que no se permitira propaga-
ciones de energia mas rapida que la luz.

» La Condicién de energia nula o sus siglas en ingles NEC, nos implica
que T}, 0*¢" para todo vector nulo ¢#, o equivalente a que p +p > 0.
Esto nos dice que al igual que la WEC la densidad de energia no va ser
negativa pero en casos limites.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 26

Se puede ver que hay una relacion entre cada una de ellas, en general se
puede ver cudl contiene a la otra y cual no en la siguiente imagen.

Nula
pt+p=0
Débil Fuerte
p=0y p+p=0 p+p=20y p+3p=0

\4

Dominate

p =Ipl

Figura 2.6: Condiciones de energia y su relacién.
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2.6. Agujeros negros

Uno de los grandes éxitos de la teoria en la actualidad es la prediccion
de los agujeros negros. En este capitulo hablaremos de algunos de ellos y
algunas caracteristicas que se necesitan para entender su comportamiento.
K. Schwarzschild, fisico aleméan, fue uno de los principales en proponer una
solucion de las ecuaciones de Einstein para un campo gravitacional estatico
dotado de masa y simétricamente esférico en vacio, y que después de mucho
tiempo se le otorgaria el nombre de agujero negro. Existen diferentes tipos
de agujeros negros, en este trabajo se analizara algunos de ellos como, por
ejemplo, esférico estédtico con carga (Reissner-Nordstrom), rotante (Kerr) y
rotante con carga (Kerr-Newman).

2.6.1. La métrica de Schwarzschild

Esta primera solucion de las ecuaciénes de campo de Einsten, estan defi-
nidas por la siguiente metrica [7]:

ds* = —(1 — g)dﬂ + (1 - %)Hzr? + r2dQ? (2.11)

Donde el angulo sélido dQ? = (d6? + sin?0d¢), donde M representa la
masa del objeto estelar y r el radio.

Con esta métrica, podemos hacer uso de todas las ecuaciones aprendidas
en las secciones anteriores y podemos verificar que esta es una solucion en
vacio, ya que el tensor de Ricci se hara nulo. En general, podemos seguir un
patron para poder describir toda la métrica, siguiendo la siguiente férmula:

9w =T = R\, = R, — R (2.12)

Lo que se quiere representar es que si tenemos una métrica, podemos
calcular la conexién con los simbolos de Christoffel. Teniendo estos simbolos,
podemos hacer uso del tensor de Riemann, el cual nos dira si nuestra métrica
es curva o no. Con el tensor de Riemann, podemos calcular el tensor de
Ricci, el cual tiene relacion directa con el tensor de energia-momento y sus
fuentes, y finalmente, podemos calcular el escalar de curvatura de Ricci que
conoceremos como un invariante de curvatura, pero ya hablaremos de esto.
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2.6.2. Teorema de Birkhoff

El teorema de Birkhoff es una muestra de que la métrica de Schwarzschild
es una solucién tnica en vacio con simetria esférica e independiente del tiem-
po, por lo que le daria su caracteristica estatica. Definiremos ansatz como la
forma general de describir métricas con una geometria en especifico, para el
caso esférico y estatico se ve en la siguiente ecuacion [7]:

ds? = —e* M at? + P dr? 4 r2d0? (2.13)

Con esto, podemos computar y desarrollar la matematica de la geometria
diferencial para poder describir la fisica de esta métrica.

2.6.3. Singularidades e invariantes de curvatura

Podemos ver a simple vista que surge un problema en la métrica de Sch-
warzschild cuando r toma valores iguales a cero r = 0 y cuando se hace igual
al radio de Schwarzschild r = r, = 2M. Si nos tomamos la molestia de cal-
cular los invariantes de curvatura para entender qué es lo que pasa en estos
puntos de la curvatura, nos daremos cuenta de ciertas cosas.

Principalmente calcularemos tres invariantes de curvatura. En general,
las conjugaciones del tensor de Riemann. El més simple de estos es el escalar
de curvatura de Ricci R, y podemos construir escalares de mayor orden,
pero en este trabajo serdn utilizados sélo tres de ellos: el ya mencionado
R = ¢g"R,,, el denominado Invariante de Kretschmann K = RM*" R, ,;,
y R* R,,. Podemos construir mas, pero estos son los principales, ya que el
resto son conjugaciones de estos invariantes. Ahora bien, si calculamos el
invariante K, nos podemos dar cuenta de que [7]:

ASM?
K =R Ry = ——

= (2.14)

Los invariantes de curvatura nos dirdan cuando hay una singularidad real
en la curvatura. Esto nos sera de utilidad para saber cuando una singularidad
es fisica (real) o meramente matematica (falsa por cambio de coordenadas).
Podemos ver en la ecuacién (10) y en ningin otro invariante, que cuando
r = r, = 2M no habra ningin problema de divergencias, y podremos concluir
que fue una mala eleccién de coordenadas. Es mas, algo curioso es que la
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region r = 2M es el horizonte de sucesos. Pero cuando r» = 0, seguiremos
teniendo el mismo problema, no podremos deshacernos facilmente de esta
singularidad.

La singularidad es un problema que en la relatividad general se ha tratado
de abordar de diferentes formas, ya sea apelando a la QFT (Quantum Field
Theory) o, como ocurre en este trabajo, considerando topologias exéticas
como las de Bardeen. Lo tunico cierto acerca de las singularidades es que
demuestran que la teoria de Einstein sigue siendo incompleta y nos cuesta
entender qué es lo que realmente sucede en esta regiéon del espacio-tiempo.

2.6.4. Teorema de singularidad de Penrose (1965)

R.Penrose en su articulo [16] demuestra de una manera muy brillante el
cémo deberia de ser un agujero negro para que este definitivamente tenga
una singularidad. El enunciado de este teorema dice asi:

= Sea M un espacio-tiempo para el cudl la condicion de convergencia nula
se satisface , es decir R, ¢#¢” > 0 para todos los vectores nulos /* € M,
si existe una hipersuperficie de cauchy no compacta > y una superficie
atrapada cerrada S, entonces M es geodésicamente nulo incompleto.

Lo que este teorema trata de decirnos es que todo espacio-tiempo que
cumpla con las ecuaciones de Einstein y que: i) cumpla con las condiciones
de energia débil y, por ende, la nula (si se incumple la nula, se incumplen
todas las condiciones de energia). ii) Que el espacio-tiempo globalmente hi-
perbdlico no se rompa. Un espacio-tiempo globalmente hiperbélico debe tener
una superficie de Cauchy no compacta y la existencia de superficies cerradas
atrapadas. Si todo esto se cumple, entonces se dice que tenemos una geodési-

ca nula incompleta, en otras palabras, una singularidad. se puede ver més en
[11], [14], [11]
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2.7. Agujeros negros del tipo “black-bounce”

Estas soluciones de las ecuaciones de Einstein son las primeras en configu-
rar una métrica donde se pueden obtener agujeros negros sin singularidades.
Dependiendo de si queremos o no variar un parametro, se pueden convertir
en agujeros negros regulares (sin singularidades y bien comportados) o agu-
jeros de gusano. La solucion de estos agujeros negros fue llevada a cabo por
Simpson y Visser. |19)

2m 2m ! _
ds® = — (1 — ﬁ) dt? + (1 - \/ﬁ) + (r* 4 @) (d6* + sin®0dp*)
Podemos observar la siguiente métrica que interpola entre la métrica de
Schwarzschild y un agujero de gusano atravesable del tipo Morris-Thorne, y
en estados intermedios pasa por un “black-bounce” (un rebote entre una en-
carnacién futura del universo) y un extremo “Null-bounce” (un rebote entre
una encarnacién futura del universo), ademas de un agujero de gusano atra-
vesable. También, contara con una masa cuasi-local que es una generalizacion
de la masa, pero no profundizaremos mucho en este tema. [1], |12].
En el presente trabajo se desarrollara lo relacionado con la geometria de
esta métrica y encontraremos los invariantes de curvatura para poder ver que
esta no cuenta con ninguna singularidad.

2.7.1. Agujeros negros regulares

Una de las primeras propuestas de regularidad en un agujero negro (no
singularidad y bien comportamiento) fue la métrica propuesta por Bardeen
en 1968 [3], la cudl era una solucién de las ecuaciones de campo de Einstein
en presencia de campos electromagnéticos (igual que la solucién de Reissner-
Nordstrom) y que cumple caracteristicas que anteriormente fueron desarro-
lladas por otros companieros [9], [17]. Esta solucién de Bardeen abrié un nuevo
horizonte para el desarrollo de nuevas soluciones en donde los agujeros negros
pudieran evadir de alguna forma los teoremas de singularidad de Penrose, y
que fueron de inspiracién para los “black-bounce”.

Podemos ver la métrica de Bardeen aqui:

2mr? 2mr? -1
2 2 2, 2102
ds® = — (1 — —(7’2 +92)3/2) dt” + (1 — —(7“2 +92>3/2) dr® + r=df
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El parametro m esta asociado, como ya dijimos anteriormente, con una
evaluacién de la masa ADM |[1]. Podremos ver que esta métrica tiene los
escalares de curvatura bien definidos, por lo que seria regular o, en otras
palabras, no cuenta con singularidades. Desde aqui se empezarian a formar
nuevas propuestas al estilo de Bardeen y que servirian de ejemplo para decir
que no puede existir una forma de probar la no existencia de teoremas de
singularidad generales [16]. Luego fue propuesta una fuente para esta solucion
de campos de Einstein llamada electrodinamica no lineal (NLED) [2].

2.7.2. Agujero de gusano (Morris-Thorne)

En el articulo publicado por Morris-Thorne en 1988 [15] proponen una
solucion de las ecuaciones de Einstein donde existird una posibilidad para
poder viajar a través de un agujero negro por algo que denominamos agu-
jero de gusano. Podemos ver que existiran ciertas caracteristicas de como se
comporta esta soluciéon junto con su desarrollo matematico, cosa que no sera
de interés en el trabajo. Su metrica sigue la siguiente forma:

ds* = —c*dt? + dI* + (b + 1?)(d6* + sin*0d¢?) (2.15)

Aqui una representacion visual del objeto en cuestién hecho en wolfram
alpha.

Figura 2.7: Agujero de gusano Morris-Thorne



Capitulo 3

Metodologia

3.1. Calculo de invariantes de curvatura para Agujeros
negros esféricos estaticos

Utilizaremos la ecuacién (2.13) del teorema de Birkhoff, discutido en la
seccién 2.6, para poder describir agujeros negros estaticos y esféricos. En un
sistema matricial, podemos representarlo de la siguiente manera:

—e 0 0 0

0 e28(r) 0

Guo = 0 0 12 0
0 0 0 7r2sindf

Necesitaremos calcular la métrica contravariante para poder realizar cier-
tas operaciones, haciendo uso de la inversa mediante algebra basica.

— (1) 0 0

w _ 0 =m 0 0

71 0 0 & 0
0 0 0 rzsi}ﬂde
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3.1.1. Meétrica Schwarzschild

Reemplazamos la métrica de Schwarzschild

2l _ Ly (1 _ ﬂ)
2 T

e2B(r) — —lln (1 — %)
2 r

Calculamos las primeras derivadas de la métrica que seran utilizadas en
la ecuacién de los simbolos de Christoffel (ver ecuacién (2.1)). Hay que tener
en cuenta que todos los cdlculos realizados (hechos en Maple 18) van a tener
la siguiente notacion:

t—Lir— 2,0 = 3;¢0 — 4

las componentes que no son cero seran:

(11,2 = -2
(2,2,2) = — 2M

7 (—r+2M)?
(3,3,2) =2r
(4,4,2) = 2rsin(6)?
(4,4,3) = 2r*sin(0)cos(0)
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Calculamos las segundas derivadas de la métrica derivando nuevamente
las primeras. Las componentes que no son cero seran:

4M
(1,1,2,2) = =
4M
2,2,2,2 _—
(r+2M)
3,2,2

( ) =
(3, )=
(4,4,2,2) —23m( )2
(4,4,2,3) = 4rsin(0)cos(0)
(4,4,3,3) = 2r*(2cos(0)* — 1)

Con estas derivadas, pasamos a calcular los simbolos de Christoffel de
primer orden (ver ecuacién (2.1)) y segundo orden (ver ecuacién (2.2)) (los

de segundo orden los utilizamos solo como comparacién con otros libros, ver
anexos). Las componentes que no son cero son:

o = oy
M
NPT )
M
T _
222 (—r 1 2M)?
Pogz =7
Doy = rsin(6)?
[330 = —r
[344 = r25in(0)cos(6)
F442 = —TSiTL(Q)Q

L3 = —r?sin(6)cos(f)
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Procedemos a calcular el tensor de Riemann con la ecuacién (2.3), lo
haremos en su forma totalmente covariante. Las componentes que no se des-
vanecen son:

2M
R1212 = _7"_3
—r 4+ 2M)M
Rizi3 = | 3 )
(=7 + 2M)Msin(0)?
R1414 = - r2
M
Mo = =2 0m
Msin(0)?
Tl

Rsyzq = 2r M sin(6)?

Ahora podemos hacer el calculo del tensor de Ricci. Contrayendo con la
métrica inversa ¢g"”, las componentes no nulas del tensor de Riemann son:

Ri1 =0 Ri2 =0
Ri3=0 Ri4=0
Ry =0 Ry =0
Ry3 =0 Ry =0
R31 =0 R =0
R33 =0 R3y =0
Ry =0 Ry =0
Ry3 =0 Ry =0

Con esto, procedemos a calcular el escalar de curvatura de Ricci y, por
ende, nuestro primer invariante de curvatura, combinandolo con ¢g"” y el
tensor de Ricci. Pero a simple vista, se observa que:

R=0
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Calculamos nuestro segundo invariante de curvatura, el invariante de
Kretschmann, con la ecuacién (2.14), formando los productos de las com-
ponentes que no son cero del tensor de Riemann.

Pero primero necesitamos las componentes inversas, por lo que subiremos
los indices con la métrica contravariante g"”.

RG}\TOA — Rpo-/wnggJ)\guTgua (3 1)

Como son indices mudos, podemos volver a las variables.

RG/\Ta —y RPOWV

Entonces, calculando las componentes no nulas del tensor de Riemann:

Rl212 _ _2M
r3
M
R1313 - _ 0
r4(—r +2M)
R4 _ M

rtsin(0)2(—r + 2M)
R2323 _ (=r+2M)M

6
R2424 _ (—r +2M)M
r8sin(6)?
2M
3434 _
R = r7sin(0)?

Haciendo los productos de los componentes no cero:

K = R,5u RF7"
K = 4(R1212R"" + Ri313R"™" + Riy1a R + Rogog R
+Ro124 R*** + Ry R*™)
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48 M*?
76

K= (3.2)

Por tltimo, obtenemos nuestro tltimo invariante, contrayendo de una
manera analoga a como se hizo en (3.1) pero ahora con el tensor de Ricci.
Sin embargo, ya vamos viendo que son nulas. Por ende:

Ky = R, R"

K2:0

Podemos ver que si hacemos r — 0 en alguno de los invariantes de cur-
vatura, nos darda un nimero infinito. Esto nos indica que existe una region
singular en r = 0.

3.2. Tensor energia-momento para Schwarzschild

Utilizando la ecuacién (2.9) de la seccién 2.5, podemos hallar el tensor de
energia-momento (sabiendo que x* = 87). Sin embargo, dado que nuestros
tensores con los que se construye el tensor de energia-momento son todos
nulos, entonces:

py = 0 (33)
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3.2.1. Meétrica de Reissner-Nordstrom

Reemplazamos la métrica de Reissner-Nordstrom.

1 2M 2
—e20() = _Ip (1 -—+ Q—)

2 r r2

Calculamos las primeras derivadas de la métrica, las componentes que no
son cero seran:

2Mr — Q?
(1,1,2) :—%
50 9y 2r(Mr — Q?)

T (@M — Q2 — 2y

Calculamos las segundas derivadas de la métrica derivando nuevamente
las primeras, las componentes que no son cero seran:

_ a2
(1,1,2,2) = 2(2M7’4 3Q%)
r
4 2,.2
2.2.2.2 2(2]\/[7" + Q" —3Q°r?)
(2Mr — Q% — r2)3
3,3,2,2

4,4,2,3) = 4rsin(0)cos(0)

( ) =
( ) =
(4,4,2,2) = 23m( )?
( ) =
(4,4,3,3) = 2r*(2cos(0)* — 1)
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Con estas derivadas, pasamos a calcular los simbolos de Christoffel de
primer orden y segundo orden (los de segundo orden los usamos solo como
comparaciéon con otros libros, ver anexos). Las componentes que no son cero
son:

Mr — Q?
FllQZTQ
Mr —Q?
F121=——3Q
r
r(Mr — Q?)
[oo0 = — SRR
(2Mr — Q? —1r?)
[ogg =1

F244 = rsin(0)2

[330 = —r
['s344 = r?sin(0)cos(6)
F442 = —7“52'71(0)2

L3 = —1r2sin(0)cos(0)

Procedemos a calcular el tensor de Riemann, las componentes no nulas
son:

2Mr — 3Q?
Rig12 = ——4Q
”

LMy Q- Q)

1313 = i
R L (2Mr — Q% — r?)(Mr — Q*)sin(0)*

1414 = i

Mr — Q?
Rozp3 = oM —QF — 12
(Mr — Q?)sin(0)?

Royos = oM — Q2 — 12

Rsgsy = sin(0)*(2Mr — Q?)
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Ahora podemos hacer el calculo del tensor de Ricci. Contrayendo con la
métrica inversa g"”, las componentes no nulas del tensor de Riemann son:

R _<2M7’—Q2—7’2)Q2 R - QZ
= 6 2= 72 2 _ 2
r r2(2Mr — Q% —r?)
2 in(0)202
Ry = L Ry = —SmO7Q7

r2

Con esto, procedemos a calcular el escalar de curvatura de Ricci y, por
ende, nuestro primer invariante de curvatura, contrayéndolo con las compo-
nentes no nulas de g"” y las componentes no nulas del tensor de Ricci:

R=g"Ry + ¢**Roy + ¢** Rss + g** Ry,

R=0

Necesitamos las componentes inversas del tensor de Riemann, realizando
el mismo procedimiento que en la ecuacién (3.1).
Calculamos las componentes no nulas del tensor de Riemann:

2Mr — 3Q*
1212
R = ——
RI313 _ _ Mr—@?
rt(2Mr — Q? — r?)
R4 _ _ Mr — Q?

risin(0)2(2Mr — Q% —12)
R2323 _ (2Mr — Q? — TQ)(MT - QQ)
8
R2424 _ (2Mr — Q* — TQ)(MT - QQ)
r8sin(0)?
R334 _ 2Mr — Q?
r8sin(6)?
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Haciendo los productos de los componentes no cero para hallar K:

K = Ry R™
K = 4(R121oR™"? + Ryz13 R™® + Ryyq R™™ + Rysos R##
+ Rogoa R + Ryp3 PP

8(6M2r* — 12MQ*r + 7Q*")
8

K = (3.4)
Por tltimo, obtenemos nuestro tltimo invariante, contrayendo de una

manera analoga a como se hizo en (3.1), pero ahora con el tensor de Ricci,

utilizando las componentes no nulas del tensor de Ricci contravariante.

% (2Mr — @ — )@
R = 2 _ 2 Ryz = — 6
r2(2Mr — Q? —r?) r
Q° Q°
Haa = 76 Has r6sin(6)?

Hallamos nuestro tercer invariante.

K2 = RMVRMV
Ky = Rij1R"™ + RyoR* + R33R* + Ry R

Entonces.

Ky = —% (3.5)
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3.3. Tensor energia-momento para Reissner-Nordstrom

Utilizando la ecuacién (2.9) de la seccién 2.5, podemos hallar el tensor de
energia-momento.

(QMT—S?er—r2)Q2 0 0 0
Q2
T = 0 T 8nr2(2Mr—Q2—12) 0 0
uv QQ
0 0 T 82 0
0 O 0 _ sin(9)2Q2

Podemos expresarlo en su término mixto.

£ 0 0 0
0 2L 9 0
™", — . 8754 o . (3.6)
T 8nrd )
0 0 ((J——

8mrd

3.4. Calculo de invariantes de curvatura para agujeros
negros de tipo “black bounce” esféricos estaticos

Utilizaremos una version modificada de la ecuaciéon (2.13) del teorema
de Birkhoft, discutido en la seccién 2.6, para poder describir agujeros negros
estaticos y esféricos del tipo “black bounce”. Nuestro teorema modificado
quedaria:

ds? = —e20) gt + PO 4 3 (r)2d0 (3.7)

En un sistema matricial, podemos representarlo de la siguiente manera:

—e2r) 0 0

0 e28(r) 0

Guw = 0 0 S(r)? 0
0 0 0 X(r)%sin’dd
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Necesitaremos calcular la métrica contravariante para poder realizar cier-
tas operaciones, haciendo uso de la inversa mediante algebra basica.

—m (1) 0 0
uv 0 e2B(r) 0 0
g = 0 0 o 0
1

0 0 3(r)2sin2df

3.4.1. Meétrica de Simpson-Visser

Reemplazamos la métrica de Simpson-Visser

_prat) _ L <1 _ Q_m)
2 VT2 + a?

1 2
) (1 S >
2 V2 +a?
Junto con el pardmetro de regularizacion.

S(r) = Vr? + a2

Calculamos las primeras derivadas de la métrica. Las componentes que
Nno Son Cero seran:

. 2(mr)
<1’ L, 2) - (a2 i 7n2>2/3

L 2r(mr)
(2.2,2)= Va2 +r2(va? +r?2 —2m)?
(3,3,2) = 2r

(4,4,2) = 2rsin(6)?
(4,4,3) = 2(a® + r*)sin(0)cos(0)
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Calculamos las segundas derivadas de la métrica, derivando nuevamente
las primeras. Las componentes que no son cero seran:

(1,1,2,2) = —

(2,2,2,2) =

2((a® 4 r2)32a® — r2(a® + )32 — Va® + r2a®r? — Va2 + r2r?

2m(a® — 2r?%)
(a2 1 r2)5/2

— 2a*m — 2a*mr?)

3,3,2,2

4,4,2,3

( )=
(4,4,2,2) = 25m( )?
( 3) =
( ) =

(Va?+1r2—2m

= 4rsin(0)cos(0)

4,4,3,3) = 2(a® +1%)(2c0s(0)* — 1)

)3(a? + 12)5/2

Con estas derivadas, pasamos a calcular los simbolos de Christoffel de
primer orden (2.1) y segundo orden (2.2) (los de segundo orden los usamos
solo como comparacion de otros libros, ver anexos). Las componentes que no

SO11 CEro SOo1:

Ty = _mr

(a® + 12)3/2

mr
[9 = (a1 2y
[g0 = — il
Va2 +r2(va? +r2 —2m)?

Pz =7
F244 = TSiTL(@)Z
[330 = —r

[suq = (r? 4 a®)sin(6)cos(f)
F442 = —7"87:71(0)2

Lz = —(r? + a*)sin(0)cos(0)

Procedemos a calcular el tensor de Riemann. Las componentes no nulas

SOI:



CAPITULO 3. METODOLOGIA 45

m(a?® — 2r?)

R1212 = (a2 + 7”2)5/2
Rowr — (Va2 + r2 — 2m)mr?
Rov — (Va2 +r? —2m)mr?sin(6)?

Ry = — \/a27+r2a2 — 2a’m + mr?
(a2 +1r2) (Va2 + 12 — 2m)
Ryt — — sin(0)%(Va? + r2a® — 2a*m + mr?)
(a2 4+ r2) (Va2 +r2 — 2m)
Roson — sin(0)?(va? + r2a* 4+ 2mr?)

Ahora podemos hacer el cdlculo del tensor de Ricci. Contrayendo con la
métrica inversa g"”, las componentes no nulas del tensor de Riemann son:

(\/a27—|—7‘2 — 2m)ma?® a2(2\/a27—i-7“2 — 3m)

R = — =
1 (a2 + 12)3 2 (a2 + r2)2(vVa2 + 12 — 2m)
2a°m 2sin(0)%a*m
By 2 o 2sinm

(a® +12)3/2 (a2 4 r2)3/2

Con esto, procedemos a calcular el escalar de curvatura de Ricci y, por
ende, nuestro primer invariante de curvatura, contrayéndolo con las compo-
nentes no nulas de g"” y las componentes no nulas del tensor de Ricci:

R =g" Ry + ¢g*Ros + g% Ry3 + g** Ryy

2a*(—3m + Va? + r?)

R = (a2 + r2)5/2

(3.8)



CAPITULO 3. METODOLOGIA 46

Necesitamos las componentes inversas del tensor de Riemann, siguiendo
el mismo procedimiento de la ecuacién (3.1).
Calculamos las componentes no nulas del tensor de Riemann:

_ m(a® —2r?)

1212
R - (a2 4 7"2)5/2
RI3I3 _ mir?
(a® 4+ 7“2)3(\/01274—7“2 —2m)
1414 _ mr?
sin(0)2(a? + r2)3(vVa? + r2 — 2m)
R _ (Va2 + 12 — 2m)(vVa® + r2a® — 2a*m + mr?)

(a? 4 r2)4
R (Va2 + 12 — 2m)(vVa® + r2a® — 2a*m + mr?)
sin(0)?(a? + r2)4
R334 _ Va2 + r2a? + 2mr?
sin(0)2(a? + r?)9/2

Haciendo los productos de los componentes no cero para hallar K:

K = R,5u, RF7™
K = 4(R1212R"" + Ri313R"™" + Ry R™™ 4 Rygo R
+R2424R2424 + R3434R3434>

K =
4(8va? + r2a*m — 8va? + r2a*mr? — 3a® — 9a*m? — 3a'r® + 12a®m?r? — 12m?r?)
(a? 4+ 1r2)5

factorizandolo de tal manera que quede como en [19].

1 2 4 a2[8a*m(r? — a?
DGR 59

+3a*(r? + a?) + 3m?*(3a* — 4a’r* + 4r*)}
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Por 1ltimo, obtenemos nuestro tltimo invariante, contrayendo de manera
andloga a como se hizo en (3.1), pero ahora con el tensor de Ricci utilizando
las componentes no nulas del tensor de Ricci contravariante.

2 (vVa® + 12 — 2m)a?(2v/a® + 12 — 3m)

Ry =— ma Roy = 2 2\3
(a2 +12)2(Va + 12 — 2m) (a? 4 r?)
2ma? 2ma?
Ry3=—————— Ry = —
53 (a? +r2)7/2 i sin(0)?(a? + r2)7/2
Ky =R, R"
Ky = RjyR" + Ry R* + Ry R* + Ry R™
Entonces.

2a*(6v/a? + r?m — 2a® — 9m? — 2r?)
(a2 + 12)?

Factorizandolo de tal manera que quede como en: [19).

K=~

Ky = a4[4(\/ﬁ - 55)15)2 + (3m)?] (3.10)

3.5. Tensor energia-momento para Simpson-Visser

Utilizando la ecuacién (2.9) de la seccién 2.5, podemos hallar el tensor de
energia-momento. Ver anexos para mayores procedimientos.

Podemos expresarlo en su término mixto.

a?(Va2+r2—4m
B S(ﬂ(GQirz);fQ) 0 0
a2
TH 0 8m(a?+r2)? 0 0
v 0 0 _a2(7m+\/a2+r2) 0
8m(a2+r2)5/2
0 0 0 _112(777’77‘1’\/@)

(3.11)
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3.5.1. Meétrica de “black-bounce” Reissner-Nordstrom-Simpson-
Visser

Nuestros invariantes de curvatura quedarian. (Si se quieren ver los célcu-
los como anteriormente, ver anexos).

Para el invariante de curvatura de Ricci:

R 2(sz/m —3m + Va2 + r2a? — 3mr? + Va2 + r2r?)a?

(a? + 1r2)7/2

factorizandolo de tal manera que quede como en [8].

2 2
R=—(orom fa2)3 Q% + 1% + a® — 3mV/12 + a7 (3.12)

Para el invariante de curvatura de Krestchmann:

1
K= _m(4<10Q2a4m a2+ 12 — 22v/a? + r2Q%a’*mr?
a?+r
+24v a2 + r2Q*mr* 4+ 8a®mva2 + r2
—8Va? + r2a*mr* — 3Q%* + 10Qa*r?
—14Q""* — 4Q%a® + 2Q%a"r* + 6Q%*a’r* — 3a®

—9a%m? — 6a°r? + 3a*m?*r? — 3a*r* — 12m*r%))

factorizandolo de tal manera que quede como en [8].

K = ﬁ{(?ﬂf — 10a’r* 4 1474 Q*
+V12 4+ a2[2a*(2a* — 3r*)V1r? + a2
—2m(5a* — 11a*r? + 12r*)]Q* + 3a®+
(9m? + 6r%)a’® + 3r*(r* — m?)a*

—8ma®(a® — r*)Vr2 + a2 + 12m?*r°}

(3.13)
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Para el invariante de curvatura, Krestchmann 2:

2
Ky =~ =(8Q%a*mVa? + 12 — 2va2 4 r2Q%a*mr?

(a® +12)
+6a’mva2 + r2 + 6Va2 + r2a*mr? — 2Q%a* + 2Q%a*r? — 2Q**
—20Q%a% — 4Q%a*r?* — 2Q%a*r* — 2a® — 9am?

—4a%r% — 9a*m?r? — 2a*r?)

factorizandolo de tal manera que quede como en [g].

4(r* —a*r? + a*)
(r2 4 a?)8 @
4a2[m(r2 o 4a2> + (7,2 + a2)3/2] ) ”
(r2 + a2)11/2 Q (3.14)
N 2a*[2r* — 6m(r? + a?)3/? + (9m? + 4a?)(r® + a?) — 2a]
(r2 4 a2)8

K2:

3.6. Tensor energia-momento para “black-bounce” Reissner-
Nordstrom-Simpson-Visser

Utilizando la ecuacién (2.9) de la seccién 2.5, podemos hallar el tensor
de energia-momento. Ver anexos para mayores procedimientos. Vamos a se-
parar nuestro tensor de energia-momento para un mejor uso de ecuaciones e
interpretacion, tal que:

1
_G“V = TMV = (Tbb)ull + (TQ)MV
8T

Entonces:



CAPITULO 3. METODOLOGIA

_ d?’(Va?+r2—4m) 0
0 %
T MV _ 87 (a?+r?)
(Tis) 0 0
0 0
y
Q(r?~24?)
8m(r24a2)3 0
0 Q27'2
To)H, = 8m(r24a2)3
(To) 0 0
0 0

0
0
2a%(—3m++vaZ+r?)
T 8m(a?+12)5/2
0 —
0 0
0 0
2,2
sy O
0 Q2T2

90

0
0

0
2a%(—3m-++a2+r?)

87 (a2+12)5/2

(3.15)

(3.16)
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Resultados

4.1. Resultados geométricos

Sabemos, segiin la seccion 2.6, que los invariantes de curvatura nos daran
una buena senal de si nuestra geometria contarda con o sin singularidades.
Podemos ver en las ecuaciones (3.8), (3.9), (3.10) que los invariantes para
estas métricas no divergiran (similar a su caso andlogo de los invariantes de
curvatura de Schwarzschild). Notemos que diciendo que a = 0 recuperaremos
la métrica de Schwarzschild, por lo que asumiremos a # 0. Si decimos que
en el limite r — 0,

(4.1)

at [4(@ — gm)2 + (Sm)ﬂ

Vemos que todos los invariantes de curvatura son finitos y se comportan
adecuadamente, lo que nos indica que no tendran singularidades. Ahora bien,
se puede variar el parametro a de diferentes maneras para observar como se
comporta. Notamos que para a > 0 tendrd un comportamiento globalmente

51
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regular, como ya hemos visto [13]. Para a € (0,2m], habra dos horizontes.
Esto ocurre cuando /7y 4+ a? = 2m , entonces nuestros dos horizontes seran
r+ = 1/(2m)? — a?. Este es un andlisis similar al que se hace en las coorde-
nadas radiales nulas en los libros 7], [10]). Es un agujero negro regular en el
sentido de Bardeen, con el centro siendo un rebote localizado en r = 0. para
a = 2m, tendremos un agujero de gusano con entrada localizada en r = 0,
siendo una entrada extrema nula. Por lo tanto, esta entrada solo puede ser
cruzada en una direccion. Para a > 2m, tendremos un agujero de gusano con
doble entrada en r = 0. Podemos visualizar esto mejor en los diagramas de
Penrose en las coordenadas de Kruskal. [7].

Lo mismo sucedera para los invariantes de curvatura del “black-bounce”,
andlogo al de la métrica de Reissner-Nordstrom. Las ecuaciones (3.12), (3.13),
(3.14) seran globalmente regulares cuando el limite de r — 0

R 2@+ ai— 3ma)

a

12 8(2a — bm)

4(3a® — 8ma + 9m?
K _8Q4_|_ - Q2+ ( )
a a

ab

(4.2)

4(a — 4m)

4a? — 12ma + 18m?
K2 - EQAL + CL7 Q2 +

ab

Entonces podemos hacer una teorema para analizar la finitud de todas
nuestras componentes que no son cero del tensor de Riemann (se puede ver
mds estrictamente comprobado en [18])

Teorema 1: Para cualquier espaciotiempo estatico, en la region estric-
tamente estatica, el escalar de Kretschmann es semidefinido positivo, siendo
una suma de cuadrados que involucra todas las componentes no nulas 2, .-
Entonces, si este escalar es finito, todas las componentes ortonormales del
tensor de curvatura de Riemann deben ser también finitas. En consecuencia,
para los espaciostiempos candidatos estaticos, la confirmacién de la finitud
global del escalar de Kretschmann es suficiente para llegar a la conclusién de
la regularidad de la curvatura en el sentido de Bardeen.
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4.2. Resultados fisicos

Del tensor de energia-momento para la métrica de SV (3.11) obtuvimos
los valores de (—p, p,p,p) (2.10). Primero, debemos notar que para fuera del
horizonte, vr2 + a2 > 2m, tendremos —p = T%, p = T",, p = T% = T%,.
Entonces.

B QQ(W — 4m)

87 (a? + r2)5/2

Sumando p y p, obtenemos:

1 a’(va2+1r2—4m a?
p+p:_{ ( 2 215/2 )+ 2 22}
8T (a® +12) (a® +1r?)
—a®(V/r? + a® — 2m)

47 (r? 4 a?)5/?

(4.3)

Segundo, debemos notar que para dentro del horizonte, v/r2 + a? < 2m,
tendremos (se cambiardn las componentes ¢ y r, componentes tipo tiempo y
tipo espacio) —p =T",, p="T"%, p=T% = T?,. Entonces, de las ecuaciones
(3.11).

a2

= 8m(a? + r2)?

a?(vVa? +r? — 4m)

87 (a2 + r2)5/2

prp== (a2 + 12)2 - (a2 + 12)5/2

8
_a?(Vr? +a? — 2m)

47t (r2 + a?)>/?

1 {_ a? az(\/a2+r2—4m)}
(4.4)




CAPITULO 4. RESULTADOS 54

Entonces, podemos generalizar para cualquier horizonte.

a? ‘\/r2 + a2 — 2m|

- _ 4.5
PP 47 (r? 4 a?)5/? (4:5)
Y pasara similarmente para (3.15)(3.16) (bbRN).
a? |r? 4 a® — 2my/r? + a? + Q?
pip=—2] | (46)

A7 (r? 4+ a?)3

Podemos interpretar que las condiciones de energia clésicas se violan por
efectos semi-clasicos cuanticos entonces el fluido hipotético tiene que ser an-
isotropo

Y, se presenta un segundo teorema donde podemos ver la violacion /cumplimiento
de las condiciones de energia estandares de la relatividad general. (se puede
ver més estrictamente comprobado en [18])

Teorema 2: Para cualquier esfera de fluido anisétropo estéatico con ele-
mento lineal como en la ecuacion (3.7), todas las condiciones estdndar de
energfa puntual se violan siempre que —e?*") #£ 0y €25 £ 0, S(r) > 0, y
¥'(r) < 0.

4.3. Mostrando una fuente generadora

Todas las soluciones de agujeros negros regulares estan asociadas a solu-
ciones donde:

(Tneep)”s X [Thazwen)"s (4.7)

Que son basicamente una correccion a altos ordenes en el tensor de Max-
well F),, y esto se puede extender a una teorfa no lineal. Confirmando que
estos agujeros negros son soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.
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Conclusiones

Se logré analizar la regularidad de los agujeros negros del tipo “black-
bounce” estaticos y esféricos haciendo uso de los invariantes de curvatura,
verificando que no divergen en ningun lugar, como se ve en las ecuaciones
(4.1) y (4.2). Por lo tanto, podemos decir que son globalmente regulares.

También podemos decir que se calcularon las condiciones de energia que
presentan dichas métricas, y podemos concluir que en la ecuacion (4.5) se ve
que la condicién de energia nula es violada (por lo tanto, todas las demas, ver
subseccién (2.5.2)). Ademds, observamos que esta métrica puede variar entre
distintas métricas dependiendo del valor que se tome del parametro a. Como
podemos observar y como explicamos en la subseccion (2.6), la condicién de
convergencia nula no se cumple, ya que p + p van a ser negativos.

Se puede concluir que se evade, de cierta forma, el problema que genera
el teorema de las singularidades de Penrose, ya que las soluciones que este
propone nos impiden hacer calculos en las regiones singulares y ver distintos
analisis del espacio-tiempo en estas regiones. Ademas, podemos decir que
evitamos que nuestro espacio-tiempo sea geodésicamente incompleto [6]:

= Las condiciones de energia son violadas, principalmente la condicién de
energia débil (WEC).

= Se rompe la hiperbolicidad global.
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Ademas, decimos que las fuentes de dichas soluciones provienen de cam-
pos electromagnéticos no lineales por lo que son soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein. [5],[4],]20]

Para terminar, tenemos que decir que aun rodean grandes misterios alre-
dedor de los agujeros negros y que las soluciones de tipo “black-bounce” son
una de las explicaciones que hacen uso de teorias clasicas de la relatividad
general para dar explicacion a distintas situaciones del espacio-tiempo.
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Anexos

Repositorio de calculos extra en Github
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https://github.com/Kzsti/Invariantes-de-Curvatura-y-Tensor-de-Einstein.git
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