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Abstract

The Hodgkin and Huxley model is a set of coupled differential equations which can describe the
temporal dynamics of the electrical potential of the membrane when there is a stimulus created
by an ionic current, which takes place through the opening of ionic channels located in the
membrane. Membrane, this conventional model is deterministic. In the present degree work,
a stochastic formulation of the Hodgkin and Huxley model is developed to represent neural
physiology. here the way to incorporate noise into the model was studied to obtain an efficient
formulation that described with good precision the fluctuations in the potential. Membrane,
then, it was assumed that for a small number of channels, states of the activation variables are
considered if they are open or if they are closed; if they are open they are worth 1, if they are
closed they worth 0 this with the aim or purpose of deducing the stochastic system for these
channels, this gave rise to considering a fluctuating current which is assumed to be normally
distributed, thus, it is considered that the temporal evolution of the ionic current is determined
by a Wiener process, so it was no longer considered a deterministic model but a stochastic
model.

The results obtained are consistent with those reported in the literature, which demonstrates that

the proposed model is efficient in simulating the stochastic dynamics of the neural membrane

potential.
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Resumen.

El modelo de Hodking y Huxley son un conjunto de ecuaciones diferenciales acopla-
das las cuales pueden describir la dindmica temporal del potencial eléctrico de membrana
cuando existe un estimulo creado por una corriente i6nica, la cual tiene ugar a través
de la apertura de canales iénicos situados en la membrana, este modelo convencional es
de cardcter determinista. En el presente trabajo de grado se desarrolla una formulacién
estocastica del modelo de Hodking y Huxley para representar la fisiologia neural, aqui
se estudié la forma de incorporar el ruide dentro del modelo para obtener una formu-
lacion eficiente que describiera con buena precision las fluctuaciones en el potencial de
membrana, entonces, se asumié que para un numero peguenio de canales se consideran
unos posibles estados de las variables de activacion si estan abiertos o si estan cerrados;
si estédn abiertos valen 1, si estan cerrados valen 0 esto con el fin o el propésito de deducir
el sistema estocistico para estos canales, esto dio lugar para considerar una corriente
fluctuante la cual se asume que se distribuye normalmente, siendo asi, se considera que
la evolucién temporal de la corriente iénica estd determinada por un proceso de Wiener,
por lo que ya no se consideraba un modelo determinista si no un modelo estocastico. Los
resultados obtenidos son consistentes con los reportados en la literatura lo que demuestra

que el modelo propuesto es eficiente para simular la dinamica estocéstica del potencial
de membrana neural.

v
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Capitulo 1

Introduccion.

Las células eléctricamente activas son foco de estudio en distintas disciplinas de las
ciencias naturales, el potencial de membrana es un pardmetro de suma importancia para
los modelos que se basan en conductancia eléctrica la cual depende del funcionamiento
de canales i6nicos situados en la membrana celular y tienen la caracteristica de abrir y
cerrar sus compuertas ionicas, uno de los modelos de conductancia mas relevantes que
describe la dinamica electrofisiologica neural es el modelo de Hodking y Huxley el cual
describe la evolucién temporal del potencial de membrana debido a un estimulo eléctrico
deriva de la apertura y cierre de los canales idnicos (Hodking y Huxley, 1972), en este
modelo la dindmica del potencial eléctrico de membrana depende de las conductancias
ionicas y de algunas variables de activacion asociadas a los canales. Se ha evidenciado que
existe un comportamiento estocéstico en el funcionamiento de los canales idnicos (Hille,
2001), este comportamiento se ha estudiado en diferentes modelos neuronales como por
ejemplo la estimulacion eléetrica del nervio auditivo (Imennov y Rubstein, 2009) y en
estudios electrofisiolégicos de la corteza entorrinal (White et al, 1998) y en el estudio de
la dindmica de las neuronas piramidales CA1 del hipocampo (Cannon ct al, 2010), todos
estos estudios han abierto las puertas para proponer y desarrollar modelos estocasticos
basados en conductancia de igual manera existe la posibilidad de que al considerar ruido
en los canales este pueda tener influencia en el procesamiento de la informacién (Sengup-
ta et al, 2010), otros trabajos han reportado ruido en canales i6nicos de otros sistemas
como por ejemplo la actividad de las celulas receptoras de fri6 (Finke et al, 2008) y en
los receptores nicoliticos de acetileolina (Keleshian et al, 2000).

Estas investigaciones mencionadas en el parrafo anterior dan confianza al momento de
considerar implementar un ruido en un modelo de neurofisiologia como lo es el modelo de
Hodking y Huxley, considerando que en cada uno de los canales se realizan transiciones
independientes y aleatorias, debido a los posibles estados de los canales iénicos lo cual
conduce de un modelo determinista a uno estocastico (Groff et al, 2010). La linea de
investigacion enfocada a formular modelos estocasticos para modelos de conductancia fue
iniciada por Fox y Lu en sus trabajos (Fox y Lu, 1994), (Fox, 1997) cn sus intentos lograron
describir el modelo HH como un proceso de Markov, de igual forma en la actualidad estan
surgiendo nuevas téenicas que se enfocan en implementar de la mejor manera ruido blanco
como una sefial aleatoria que se caracteriza por el hecho de que sus variaciones de sefial en
dos tiempos diferentes no guardan correlacién estadistica. En el modelo HH para lograr
una formulacién estocdstica eficiente y confiable (Goldwyn, 2011), (Linaro et al, 2011)
y (Orio, 2011). En la presente investigacion se realizar ima formulacién estocastica del
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modelo de Hodking y Huxley considerando una corriente fluctuante como un proceso
de wiener mediante las técnicas descritas por (Allen, 2007), esto con el fin de construir
un sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas que puede ser solucionado mediante
métodos numéricos como el de Fuler Maruyama descrito por (Kloeden y Platen, 1992), los
reultados obtennidos son comparados con los encontrados en la literatura, con el objetivo

de analizar la consistencia y viabilidad de la implementacién de un modelo estocdstico
para la dindimica neuronal.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo General.

e Elaborar simulacién de potencial de membrana neuronal mediante las ecuaciones
estocasticas del modelo de Hodking-Huxley.

2.2. Objetivos Especiﬁcos.

e Deducir las ecuaciones estocasticas del modelo de Hodking-Huxley.
o Simular la dindmica estocdstica del potencial de membrana celular.

e Comparar resultados con métodos deterministas para analizar la viabilidad del
método de solucién.



Capitulo 3

Justificacion.

La dindmica neuronal es un tema de gran interés en la comunidad cientifica, esto se
debe a que un buen entendimiento de la electrofisiologia neural puede ayudar a desarrollar
tratamientos y medicamentos para tratar problemas neuronales, en la actualidad existen
diversos modelos que describen la dindmica temporal del potencial de membrana neural
pero tltimamente el enfoque se ha orientado a formular modelos estocdsticos ya que estos
permiten tener una aproximacion mas coherente con lo que sucede realmente en el proceso
de las corrientes i6nicas las enales modelan la dindmica del potencial, es por esto que es
pertinente proponer, desarrollar y solucionar modelos neurales estocésticos que permitan
tener un panorama aproximado a la verdadera naturaleza de la dindmica ncuronal.



Capitulo 4

Métodos Teoédricos de Solucién.

4.1. LA MEMBRANA CELULAR.

La membrana celular es una estructura fundamental de todas las células que separa, el
interior de la célula del ambiente externo. Esta estructura es crucial para el mantenimiento
de la homeostasis celular, ya que controla el flujo de moléeulas y iones dentro y fuera
de la célula. La membrana celular es una bicapa lipidica compuesta principalmente de
fosfolipidos, que tienen una cabeza hidrofilica y una cola hidrofébica. Estos fosfolipidos
se organizan de tal manera que las cabezas hidrofficas se orientan hacia el exterior y
el interior de la célula, mientras que las colas hidrofébicas se orientan hacia el interior
de la bicapa lipidica, ademés de los fosfolipidos, la membrana celular contiene protefnas
que cumplen diversas funciones, como el transporte de moléculas y iones, la comunicacién
celular y la adhesion celular. Las proteinas de la membrana pueden ser integrales, es decir,
atravesar la bicapa lipidica, o periféricas, es decir, adheridas a la superficie de la bicapa
lipidica, también hay otros componentes importantes en la membrana celular, como los
ghicidos, que forman la glicocalix, una capa de carbohidratos que recubre la superficie
de la membrana celular y juega un papel importante en el reconocimiento celular y la
proteccion contra el medio ambiente.

4.1.1. Canales I6nicos.

Los canales iénicos se clasifican en funcién de los iones que transportan. Los canales de
sodio permiten la entrada de iones de sodio cargados positivamente en la célula, mientras
que los canales de potasio permiten la salida de iones de potasio cargados positivamente
de la célula, ademés, existen canales iénicos especificos para otros iones, como el calcio
y el cloro. La apertura v cierre de los canales idnicos estd regulada por una variedad de
factores, como los cambios en el potencial de membrana, la presencia de ligandos especifi-
cos, la interaccidén con proteinas intracelulares, entre otros. La apertura de los canales
iénicos puede provocar cambios en el potencial de membrana de la célula, lo que puede
desencadenar la liberacion de neurotransmisores, la contraceion muscular, la secrecién de
hormonas, entre otras respuestas celulares.

Los canales iénicos son especialmente importantes en las células nerviosas y muscu-
lares, donde desempeiian un papel clave en la gencracidén v transmisién del potencial de
accién. Durante el potencial de accidn, los canales de sodio se abren primero, permitien-
do la entrada de iones de sodio cargados positivamente a la célula, lo que provoca una
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despolarizacién de la membrana, luego, los canales de sodio se cierran y los canales de
potasio se abren, permitiendo la salida de iones de potasio cargados positivamente de la
célula, lo que repolariza la membrana.

Figura 4.1: Estructura bédsica de los canales idénicos en la membrana.
Fuente: NATURE. (2002). 415, 213-218.

El funcionamiento de los canales iénicos puede clasificarse en cuatro partes funda-
- mentales, las cuales se muestran a continuacion:

1. Puerta de activacién o compuerta de activacién: Es la parte del canal idnico
que se abre o cierra en respuesta a cambios especificos en el potencial eléctrico a
través de la membrana celular, esta puerta es tipicamente activada por voltajes
negativos y se encuentra en los canales de sodio y calcio.

2. Puerta de activacién o compuerta de inactivacién: Es la parte del canal
ibnico que se cierra en respuesta a cambios especificos en el potencial eléctrico a
través de la membrana celular. Esta puerta es tipicamente activada por voltajes
positivos y sc encuentra en los canales de sodio y calcio.

3. Puerta de desactivacién o compuerta de desactivacién: Es la parte del
canal iénico que se cierra cuando se eliminan los estimulos eléctricos que activaron

la puerta de activacion, esta puerta se encuentra en los canales de potasio y permite
la salida de iones de potasio de la célula.

4. Filtro selectivo o poro de selectividad: Es la parte del canal idnico que per-
mite el paso de iones especificos mientras excluye otros, esta parte estd altamente
especializada y se encuentra en los canales idnicos para permitir que los iones de
tamafio y carga especificos pasen a través del canal.

4.1.2. Bomba Sodio-Potasio.

La bomba de sodio-potasio es una proteina que se encuentra en la membrana celular
de todas las células vivas, es esencial para mantener la homeostasis celular y el funcio-
namiento adecuado de muchos procesos biolégicos. La bomba de sodio-potasio utiliza la
cnergla almacenada en lag moléculas de adenosin trifosfato (ATP) para transportar iones
de sodio (Na™) y potasio (K*) a través de la membrana celular. La bomba de sodio-
potasio transporta 3 iones de sodio (Nat) hacia el exterior de la célula a cambio de 2
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iones de potasio (K™) hacia el interior de la célula, este intercambio i6nico es importante
porque ayuda a mantener la diferencia de potencial eléctrico a través de la membrana ce-
lular, que es necesaria para la transmisién nerviosa y otras funciones celulares. La bomba
de sodio-potasio consta de una subunidad « grande, que contiene los sitios de unién para
los iones de sodio y potasio, y una subunidad 8 pequefia, que se une a la subunidad o
y ayuda en la regulacién de la actividad de la bomba, cuando los iones de sodio se unen
a la subunidad «, se produce un cambio conformacional en la proteina, lo que provoca
que la bomba transporte los iones de sodio hacia el exterior de la célula, luego, los iones
de potasio se unen a la subunidad «, lo que provoca otro cambio conformacional en la
proteina y permite que la bomba transporte los iones de potasio hacia el interior de la
célula. La bomba de sodio-potasio es un ejemplo importante de transporte activo, ya que
utiliza energia para mover iones a través de la membrana celular, ademas, es critica para

la homeostasis cclular y ¢l mantenimiento de la diferencia de potencial cléetrico en la
membrana celular.

Espacio extraceluiar

® ®

i

®

Cell membrane

Espacio Intracelular

Figura 4.2: Representacién grifica de la bomba Sodio-Potasio.
Fuente: HEROD, SHONK y SHONKWILER. Mathematical Biology.

Teniendo en cuenta la importancia que tiene la bomba sodio-potasio en los procesos
que se llevan a cabo en la membrana celular, los procesos realizados por la bomba pueden
clasificarse en seis fases las cuales se deseriben de a continuacién:

Unidn de 3 iones de Na™ a la bomba: La bomba de sodio-potasio se encuentra en

la membrana plasmética de la célula y se une a 3 iones de sodio (Na™) desde el interior
de la célula.

Fosforilacién: La bomba de sodio-potasio utiliza una molécula de ATP para fosfo-
rilar una proteina que forma parte de la bomba, conocida como la subunidad «. Esta
fosforilacion causa un cambio conformacional en la bomba, lo que permite que los iones
de sodio sean liberados hacia el exterior de la célula.

Liberacién de iones de Na' al exterior de la célula: Una vez que la bomba ha
sido fosforilada, los 3 iones de sodio son liberados hacia el exterior de la célula.

Unién de 2 iones de K* a la bomba: Después de que los iones de sodio son
liberados, la bomba de sodio-potasio se une a 2 iones de potasio (K) desde el exterior
de la célula.
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Desfosforilacion: La subunidad « de la bomba de sodio-potasio es desfosforilada,

lo que causa otro cambio conformacional en la bomba que permite la liberacion de los 2
iones de potasio al interior de la célula.

Liberacién de iones de K* al interior de la célula: Una vez que la bomba ha
sido desfosforilada, los 2 iones de potasio son liberados hacia el interior de la célula.

La bomba de sodio-potasio utiliza la energia del ATP para mover activamente los
iones de sodio desde el interior hacia el exterior de la célula, y los iones de potasio desde
el exterior hacia el interior de la célula, lo que permite mantener el equilibrio adecuado

de iones y la generacion de potenciales eléctricos v la transmisién de sefiales nerviosas y
musculares.

4.1.3. Modelo Eléctrico de la Membrana Celular.

El circuito de la membrana constituido por los elementos de iones basales como lo
son los iones de Nat, K+ y C1™, la bomba sodio-potasio y la capacitancia de membrana,
cada canal idénico por s solo representa una diferencia de potencial V, una corriente 1 y
una resistencia R o conductancia G. El potencial de sodio es positivo en el lado externo,
por lo tanto, el canal debe tratar en la primera oportunidad de apertura de enviar iones
hacia adentro creando una corriente dirigida hacia adentro, por otro lado, el potencial de
potasio es negativo en el lado interno, por lo que con la apertura del canal se envian iones
hacia afuera, es decir, se establece una corriente dirigida hacia afuera. El canal de cloro
insertado en la membrana cumple la funcién de enviar los iones hacia adentro o hacia
afuera dependiendo de las necesidades de la membrana de acnerdo al potencial que se
tenga en un instante dado. Por la disposicién de los canales en la membrana y resistencias
que representan, este circuito formado por los 3 canales basales estdn en paralelo entre
cllos mismos, en analogia con los circuitos eléctricos, en la que la corriente se direcciona
por los sitios de menor resistencia y que la resistencia total equivalente es menor que la
menor resistencia existente en el circuito, este caso se manifiesta en la membrana como
la contribucién de los canales generando una baja resistencia para facilitar el movimiento
de los iones, el potencial es igual para cada elemento del circuito dado que se aplica las
propiedades de electricidad para los circuitos en paralelo.

Medio extracelular

bomba
Na-K
—— O
EK

—rT‘T

Medlo Intracelular

Figura 4.3: Modelo del circuito eléctrico andlogo a la membrana celular.
Fuente: PROPIA.

Hoy en dfa un sin niimero de circuitos de este tipo con canales de diversos tipos hacen
parte de lo que se conoce ahora como los Rafs lipidicos o regiones funcionales, por otra
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parte, la diferencia fisica entre células de dos 6rganos radica en los tipos y densidad de
canales que posee su membrana.

4.1.4. Potencial de Nernts.

El potencial de Nerst, también conocido como la ecuacién de Nerst, es una férmula
que describe la relacion entre el potencial eléctrico de una célula y la concentracién de
iones a ambos lados de la membrana celular, fue desarrollado por el quimico alemdn
Walther Nernst en 1889, la ecuacion de Nerst se utiliza comiinmente en biologfa para

calcular ¢l potencial de equilibrio de un ion especifico a través de una membrana celular,
esta ecuacion tiene la siguiente forma:

RT [X

AV = (2,3)—Z-Fln [[X]]:: (4.1)

donde [X]e; y [X]in hace referencia a la concentraci6n i6nica en el exterior e interior

de la célula respectivamente, R es la constante universal de los gases, T' es la temperatura
de la solucién tomada en grados Kelvin, Z es la valencia del i6n en referencia y F cs la
constante de Faraday cuyo valor es 2,3 % 10%cal/mol * Vol. La ecuacién 4.1 nos muestra
que el potencial de Nerst depende de la relacion entre las concentraciones de iones dentro
y fuera de la célula, asi como de la carga del ion en cuestién, por lo tanto, la ecuacién
de Nerst es importante para entender cémo los gradientes de concentracion de iones a

través de la membrana celular pueden afectar la excitabilidad celular y la transmision de
sefiales nerviosas.

El potencial de Nernst es importante electrofisiologia y en otros campos relacionados
con la electroquimica porque permite predecir el potencial eléctrico que se establecerd a
través de una membrana celular o una interfaz entre dos soluciones de electrolitos cuando
las concentraciones de los iones difieren a ambos lados de la membrana o de la interfaz,
la ecuacidén de Nernst es til para calcular el potencial de cquilibrio de un ion especifico,
lo que puede ser importante para entender coémo las células regulan la entrada y salida de
iones, por ejemplo, el potencial de Nernst puede ser utilizado para predecir la direccién
y velocidad del flujo de iones a través de los canales i6nicos en la membrana celular, lo
que es fundamental para la transmisién de sehales eléetricas en las células nerviosas y
musculares, ademas, la ecuacion de Nernst puede ser aplicada en la electroquimica y en
la ingenierfa quimica, para predecir la distribucién de iones entre dos fases y la capacidad
de una celda electroquimica para producir una corriente eléctrica.

4.1.5. Potencial de Membrana.

El potencial de membrana celular es la diferencia de potencial eléctrico que existe a
través de la membrana plasmética de una célula, este potencial de membrana es generado
por la distribucion desigual de iones entre el interior y el exterior de la célula, y es esencial
para la realizacion de diversas funciones celulares, en condiciones normales, el interior de
la célula tiene una carga eléctrica negativa en relacién con el exterior de la célula, lo que
se debe en gran parte a la actividad de la bomba de sodio-potasio y a la permeabilidad
selectiva de la membrana a los iones, en reposo, el potencial de membrana tipico en las
células nerviosas y musculares es de alrededor de -70 mV (milivoltios), lo que significa
que el interior de la célula tiene una carga negativa de alrededor de 70 mV en relacién con
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el exterior. Bl potencial de membrana celular se puede modificar mediante la apertura o
el clerre de canales iénicos especificos en la membrana, 1o que permite la entrada o salida
de iones cargados. Cuando los canales i6nicos se abren y permiten la entrada de iones
cargados positivamente a la célula, el potencial de membrana se vuelve menos negativo,
y se dice que la célula sc ha despolarizado, por otro lado, cuando los canales iénicos se
abren y permiten la salida de iones cargados positivamente desde la célula, el potencial de
membrana se vuelve mas negativo, v se dice que la célula se ha hiperpolarizado. Siendo
asi, se tiene que el potencial de membrana celular es importante para muchas funciones
celulares, incluyendo la generacién de potenciales de accién en las células nerviosas y

musculares, el transporte activo de iones y otras moléculas a través de la membrana, y
la comunicacién intercelular.

4.1.6. Potencial de Accidén.

El potencial de accién es un tipo de sefial eléctrica que se produce en las células ex-
citables, como las neuronas y las células musculares, se refiere a un rapido cambio en el
potencial eléctrico a través de la membrana celular que se produce cuando la célula se
despolariza por encima de un umbral critico. Durante el potencial de accién, la célula
experimenta una breve fase de despolarizacion, en la que la carga eléctrica en el interior
de la célula se vuelve més positiva, seguida por una fase de repolarizacién, en la que
la célula recupera su carga eléctrica original, la duracién y la amplitud del potencial de
accion varian segin el tipo de célula, pero en general se caracteriza por ser un cambio
réapido y transitorio del potencial eléctrico de la célula.

El potencial de accién es importante en la transmision de senales eléctricas en el sis-
tema nervioso y en la contraccién muscular en el sistema muscular, en las neuronas, la
propagacion del potencial de accién permite la transmisién de informacién a lo largo del
axdén y entre neuronas, en las células musculares, el potencial de accidén desencadena la
liberacién de calcio, lo que lleva a la contraccién muscular. El estudio del potencial de
accién ha sido crucial para comprender el funcionamiento del sistema nervioso y mus-
cular, asi como para el desarrollo de tecnologias como los electroencefalogramas y los

clectrocardiogramas, que utilizan el potencial de accién para medir la actividad cléctrica
en el cerebro y el corazon.

4.1.7. La Neurona.

Las neuronas son células especializadas del sistema nervioso que estan disefadas para
recibir, procesar y transmitir informacion en forma de impulsos eléctricos y quimicos, son
las unidades bésicas del sistema nervioso v juegan un papel fundamental en la comu-
nicacién entre diferentes partes del cuerpo, las neuronas tienen una estructura tnica y
altamente especializada que les permite realizar sus funciones especificas, estdn compues-
tas por un cuerpo celular o soma, dendritas, un axén y terminales sindpticos. El cuerpo
celular o soma contiene el nicleo de la célula y la mayoria de sus organulos, incluyendo
el aparato de Golgi y el reticulo endopldsmico. Las dendritas son extensiones cortas y
ramificadas que se originan en el cuerpo celular y estan disefiadas para recibir informacion
de otras células ncuronales. El axén, por otro lado, es una extension larga y delgada que
se origina en el cuerpo celular y lleva la informacién lejos de la célula hacia otras células
neuronales o hacia células musculares o glandulares. Los terminales sindpticos son lag
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estrueturas en los extremos de los axones que se conectan con otras células neuronales o
con células musculares o glandulares. Las neuronas son células especializadas del sistema
nervioso que permiten la comunicacién y el procesamiento de informacion en forma de
impulsos eléctricos y quimicos, su estructura tinica y altamente especializada les permite
realizar sus funciones especificas de mancra cficiente y efectiva.
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Figura 4.4: Modelo ilustrado de una neurona.
Fuente: HEROD y SHONKWILER. (2009). Mathematical Biology. Segunda Edicién.

4.2. EL MODELO DE HODKING Y HUXLEY.

El modelo de Hodgkin y Huxley es una aplicacién matemética que describe la propa-
gacién del potencial de accién en las neuronas. Fue desarrollado por los neurocientificos
britdnicos Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley en la década de 1950 y es
considerado como uno de los principales avances en el estudio de la neurofisiologia, el
modelo se basa en la idea de que el potencial de accién se produce debido a la apertura y
cierre de canales i6nicos especificos en la membrana celular, los canales idnicos permiten
el flujo de iones a través de la membrana celular, lo que produce cambios en el potencial
eléctrico. El modelo de Hodgkin y Huxley describe los cambios en el potencial eléctrico en
la membrana celular en términos de cuatro corrientes iénicas principales: la corriente de
sodio (Na*), la corriente de potasio (K), la corriente de calcio (Ca2¥) y la corriente de
cloruro (C17), estas corrientes se describen mateméticamente como ecnaciones diferencia-
les parciales que se relacionan entre si y con el potencial eléctrico en la membrana celular.
Este modelo permitié a los investigadores entender cémo los canales iénicos controlan el
potencial de accién en las neuronas y cémo las enfermedades y trastornos neurolégicos
pueden afectar la propagacion de los impulsos nerviosos. El modelo ha sido fundamental
en el desarrollo de nuevos tratamientos para enfermedades como la epilepsia y ha llevado

a importantes avances en nuestra comprensién del sistema nervioso y la neurofisiologia
en general,

La estructura matematica del modelo HH consiste en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales acopladas, las cuales deseriben la evolucion temporal de las variables de activacion
y del potencial de accién, el sistema de ecuaciones diferenciales que deseribe el modelo
de Hodking y Huxley tiene la siguiente forma:

C,,lgt— == —:(}.L(V =5 EL) e ﬁNahm3(V s EN(L) e :(jkn‘l(v s Ek) + [ (42)
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dm

—r = am(l = m) = B (4.3)
dh v
Et_ = Oz;,_(l - h) — Prh (4-4)
dn
— =m(l=n) = fun (4.5)

Donde C), es la capacitancia por unidad de area, V es el potencial eléctrico debido a
la concentracién de iones en el exterior e interior de la célula, 7; es la conductancia de
fuga por unidad de drea, G, ¥ Gy, son las conductancias méximas por unidad de drea
del potasio y el sodio respectivamente, m, h y n son las variables de activacién de Na,
de inactivacién de Na™ y de activacién de K™ respectivamente, E., En, v Ex son los
potenciales asociados a las conductancias de fuga de Nat y de K respectivamente, I es
la corriente de estimulo inyectada por unidad de drea; o, Bm, an, Bh, 0 ¥ By s0n tasas

de cambio asociadas a las dindmicas de las variables de activacion m, h y n, estas tasas
de cambio vienen dadas de la siguiente forma,

(V) = (0.)— 0 (46)
o [—To— - 1]
o, (V) = (0,0T)exp [t}%gﬁé_)-] (4.7)
an(V) = (0,01) E:‘; = j:% (4.8)
eap | =522 1]
By, = dexp [%%E@] (4.9)
1
By = (4.10)
T
erp [——-—1-6-—-—-} +1
B, = (0,125)ezp {(_“L_Vé.‘é‘_ﬁi)} (4.11)

Este sistema de ecuaciones puede resolverse de forma numérica, su solucién es de-
terminista, para nuestro proposito, nos interesa realizar una formulacion estocéstica del
modelo HH en donde el potencial de membrana se considera como una variable aleatoria,
donde sus valores cambian debido a una fluctuacién en las corrientes ionicas.

4.3. MODELO ESTOCASTICO DE HODKING Y
HUXLEY.

En la realidad, se ha observado que las propiedades eléctricas de las neuronas son alea-
torias, esto quiere decir que un modelo que considere un ruido aleatorio en la informacion,
seria mas aproximado a la naturaleza eléctrica neuronal, esta aleatoriedad puede deberse
a varios factores, como la variabilidad en el niimero y la distribucién de canales iénicos en
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la membrana celular, la aleatoriedad de las propiedades fisicas de la membrana celular, las
fluctuaciones en las propiedades eléctricas de las células vecinas. Para nuestro propésito,
consideraremos fluctuaciones en la informacién numérica proveniente de las variables de
activacion y desactivacién de los canales i6nicos, debido a que estas variables, se refieren
a la probabilidad de apertura y cierre de los canales iénicos en respuesta a cambios en el
potencial eléctrico de la membrana celular, como consecuencia, se genera una corriente
idnica con un ruido el cual supondremos que se distribuye normalmente, siendo asf, las
variables de activacién representan la probabilidad de apertura de log canales iénicos en
la membrana celular, estas variables pueden tomar valores entre 0 y 1, donde 0 indica que
el canal estd completamente cerrado y 1 indica que el canal estd completamente abierto.
Ahora, para construir una formulacién estocdstica consideramos los posibles estados de
los canales de activacién en un instante de tiempo A, considerando los posibles valores
de las variables de activacién y desactivacién, los posibles estados de estas variables son:

m 1

hl =|1 (4.12)
nl, 11]
] 1]

hi =10 (4.13)
nl, _1_
"] 0]

h| =1 (4.14)
L7y 1]
(1] M7

hl =1 (4.15)
nl, 10]
'm] 1]

hi =10 (4.16)
R 5 b{),
m] 0]

hi =11 (4.17)
RLAF WQ»

hi =10 {:4,18)
L7, 1]
] 0]

bl =0 (4.19)
L7 ] 0]

Ahora, las probabilidades de que ocurra cada uno de estos eventos en un instante de
tiempo At estan dadas mediante la siguiente expresion,

Py = At(mhn) (4.20)

Py = At(mn) (4.21)
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Py = At(hn) (4.29)
Py = At(mh) | (4.23)
P = (At)m (4.24)
Ps = (At)h (4.25)

Py = (At)n (4.26)

Py=0 (4.27)

Considerando los posibles eventos de las variables de activacién y sus respectivas
probabilidades podemos encontrar el valor esperado de las variables de activacién de su
covarianza de la forma,

m 8 m
E|h|=YFB|h (4.28)
n =1 nj,
[ 8 m
E [h {mhn} =Y F||h [mhn]( = B(m,n, h)At (4.29)
n o . A

Teniendo en cuenta las ccuaciones 4.28 y 4.29 sistema de Hodking y Huxley estocdstico
esta dado de la forma,

dm _ Y R w12 @Wi()

i (1 —m) — B + (Bi(m)) - (4.30)
dh R 172 AW (t)
_(},‘E == Q’h(l h) Brh + (BZ(h)) T— (431)
o dWs(t
= o (1 —n) — Bun + (Bg(n))‘/zﬁ:_*—(—) (4.32)
dt di

dv o _ 2 - ‘ y
C'm‘:ﬁ;“ = ~F,(V =~ Er) = Gnpm*(V — En,) = Gn(V — Ep) + 1 (4.33)

Donde ﬁ;(t) es un proceso de Wiener, este es un proceso cstocéstico compuesto por
variables aleatorias Wi(t) , Wa(t) y Wi(t) definidas sobre cierto intervalo [ty, 7], estas
variables aleatorias cumplen las siguientes propiedades:

- W{(t = 0) = 0 con probabilidad P = 1.

- Para incrementos en el intervalo 0 < » < t < 7T el incremento de la variable
alcatoria esta distribuido normalmente con media 0 y varianza ¢ — s, de tal forma
que W(t) — W(r) ~ /1 =7N(0,1) donde N(0,1) es una funcién de distribucion
normal.
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» Para intervalos 0 <7 <1 <u < v < T los incrementos W () — W (r) y W (v) — W (u)
son independientes. '

4.4. EL METODO DE EULER MARUYAMA.

El método numérico de Euler-Maruyama es ampliamente utilizado para solucionar
de forma numérica sistemas de ecuaciones diferenciales estocdsticas. Sea un sistema de
ecuaciones diferenciales de I'té de la forma,

_.)
% = (X, t)dt + b(?{’,t)lﬂ%vg- (4.34)

Fl sistema descrito por la ecuacion 4.34 es solucionado utilizando el método de Euler-
Maruyama de la forma,

Xipr = Ko+ (X 1) + 0(Xs, 1) 2dW; (4.35)

Entonces, aplicando la ecuacién 4.35 para solucionar numéricamente las ecuaciones

4.30, 4.31, y 4.32 tenemos que el sistema de ecuaciones que deseribe la evolucién temporal
de las variables de activacién a solucionar es el siguiente,

Mip1 = Mi + (igr ~ t)(@n(1 — mi) — Bin) + Bi(ma)/2Wi (k) (4.36)
hivt = hi+ (tisn — t) (en(1 = h) = Bp) + Ba(hs) 2 Wir(ty) (4.37)
iy = i + (g1 — £3) (o (1 = 1) = Bo) + Ba(na)*Wa(t:) (4.38)

CnVinr = Vit (tips — 1) (—FL(Vi = EL) — Gnohm® (Vi = Ena) =G0 (Vi — Ex) + 1) (4.39)

Las ecuaciones 4.36, 4.37, 4.38, y 4.39 son la expresién estocédstica del modelo eléctrico
neuronal el cual sera utilizado en este trabajo para realizar las simulaciones numéricas.
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Resultados.

Los resultados obtenidos de aplicar el método de Euler Maruyama descrito por la
ecuacién 4.35 al sistema descrito por las ecuaciones 4.30 - 4.33, las simulaciones fueron

realizadas utilizando el software de compilacién matemdtica MatLab, para las simulacio-
nes se consideran los siguientes pardmetros:

Cn=1, Eng=50mV , Ex=-7TmV , Ep=-5438mV , g, =03

Ona =120 , G =36 , Vo=-—66mV |, mg=0,053mV

3

ho =0,5mV |, ny=0,318mV

En el primer experimento se simula el potencial de membrana en 100 s para un
estimulo de 6.3662 pA inyectado en t = 30ms hasta ¢ = 50ms para 500 rutas aleatorias.
En el segundo experimento se aumento el valor de la corriente de estimulo hasta 63.66
#A para el mismo intervalo de ¢ = 30ms hasta t = 50ms. En el tercer experimento se
toma el valor del estimulo del experimento anterior con la diferencia que se simula un
estimule que va desde t = 10ms hasta ¢ = 50ms. En el cuarto experimento se aumenta
el estimulo a 636.62 pA de t = 20ms hasta t = 60ms.

tls] | ElVi] | o[Vi] | Euler determinista
10 | -64.03 | 8.29 -64.99
20 | -64.86 | 5.62 -64.99
30 | -64.80 | 3.94 -64.99
40 | -69.18 | 4.80 -69.65
50 | -47.03 | 29.66 -51.76
60 | -66.88 | 2.15 -70.80
70 | -64.14 | 7.50 -64.52
80 | -64.33 | 7.77 -65.07
950 | -65.13 | 2.48 -64.99
100 | -64.33 | 8.74 -64.99

Tabla 5.1: Media y desviacién estandar del potencial de membrana para un estimulo de
I.. = 6,3662uA durante ¢ = 30ms hasta ¢t = 50ms.
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tls] | EVi] | o[Vi] | BEuler determinista
10 | -64.03 | 8.29 -64.99
20 | -64.86 | 5.62 -64.99
30 | -64.79 | 3.04 -64.99
40 | -15.77 | 17.90 -2.46
50 | -56.20 | 16.49 -67.38
60 | -66.97 | 1.04 -66.87
70 | -64.08 | 7.40 -64.86
80 | -64.78 | 4.60 -64.99
90 | -65.12 | 2.49 -64.99
100 | -64.32 | 8.75 -64.99

Tabla 5.2: Media y desviacién estandar del potencial de membrana para un estimulo de
ez = 63,66pA durante ¢ = 30ms hasta £ = 50ms.

t[s] | BV)] | o[Vi] | Euler determinista
10 | -64.03 | 8.29 -64.99
20 | -15.79 | 17.66 2.51
30 | -56.71 | 16.00 -67.38
40 | -57.98 | 8.40 -59.05
50 | -44.26 | 17.29 -48.70
60 | -66.70 | 1.46 -66.01
70 | -64.04 | 7.94 -64.98
80 | -64.70 | 4.68 -64.98
90 | -65.13 | 2.49 -65.00
100 | -64.30 | 8.74 -65.00

Tabla 5.3: Media y desviacién estéandar del potencial de membrana para un estimulo de
Iew = 63,66uA durante t = 10ms hasta ¢ = 50mes.

tls] | EVi] | o[Vi] | Buler determinista
10 | -64.03 | 8.29 -(4.99
20 | -64.86 | 5.62 -64.99
30 | -27.55 | 2.55 -27.47
40 | -27.51 | 2.40 -27.40
o0 | -27.28 | 2.45 -27.40
60 | -27.65 | 2.32 -27.40
70 | -68.03 | 0.74 -68.04
80 | -62.68 | 11.55 -64.69
90 | -65.28 | 2.56 -65.01
100 | -64.27 | 8.63 -64.99

Tabla 5.4: Media v desviacion estdndar del potencial de membrana para un estimulo de
lop = 636,61A durante t = 20m.s hasta £ = 60ms.
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Figura 5.1: Evolucién temporal en media del potencial de membrana para [., = 6,366
durante ¢t = 30ms hasta £ = 50ms.
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Figura 5.2: Evolucion temporal del potencial de membrana determinista para I, =
6,366 durante ¢t = 30ms hasta ¢ = 50ms.
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Figura 5.3: Evolucién temporal en media del potencial de membrana para I,, = 63,66

durante ¢ = 30ms hasta f = 50m.s.
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Figura 5.4: Evolucién temporal del potencial de membrana determinista para I,
63,66 durante £ = 30ms hasta t = 50ms.
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Figura 5.5: Evolucién temporal en media de las variables de activacién de Na, K y
desactivacién de Na para I, = 63,66 durante £ = 10ms hasta ¢t = 50ms.
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Figura 5.7: Evolucién temporal del potencial de membrana determinista para I, =
63,66 durante ¢ = 10ms hasta ¢ = 50ms.
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Capitulo 6

Analisis de Resultados.

6.1. Evolucién del potencial de membrana para dife-
rentes 1.

6.1.1. Grafica 5.1.

La figura 5.1 se presenta dos regiones marcadamente distintas. La primera para t < 0
ms (recordemos que ¢ = 0 ms es el tiempo de disparo), y la segunda para ¢t > 0 ms. En
la primera regién se observa que para todos los valores de n, el BTA se superpone. Esto
muestra los resultados obtenidos cuando se estimula a la neurona del modelo presentado
en el capitulo 4.2 con una corriente I = 6,3662 /em?, y una componente estocdstica
con distribucién gaussiana de media cero y varianza o=1. Se muestra la grifica para
diferentes valores de n con correlacién temporal t=30ms hasta t=50ms. Para 500 rutas
aleatorias y sus valores son consecuentes con los reportados en la literatura para el método
determinista. Reafirmando el resultado ya conocido que indicaba que el estimulo que da
inicio a una rafaga es independiente de la cantidad de disparos que tenga la misma. En
la segunda regién se observa que la grafica tiene un patrén oscilatorio con frecuencia
propia con las mismas frecuencias para todos los valores de n y cada BTA tiene diferentes
méaximos segin la cantidad de disparos que tenga la rafaga. También puede observarse
que previo a la terminacion de una rafaga con n disparos, el BTA tiene una importante
componente negativa. Esto se debe a que para contrarrestar la generacién de un nuevo
disparo dentro de la réfaga la neurona necesita una corriente negativa que cancele el
efecto de la corriente positiva (corriente lenta) es decir se presenta el STA completo (para
todos los valores de n, todos los estimulos que proceden algiin disparo); por debajo de la
linea horizontal del eje, este valor promedio de la corriente lenta cuando hay un cambio
abrupto del potencial de membrana. Se observa que ambas corrientes son oscilatorias que
se encuentran a igual fase, pero con amplitudes significativamente diferentes y opuestas,
es decir donde una tiene un méximo la otra tiene un minimo.

6.1.2. Grafica 5.2.

La figura 5.2 la morfologfa de los PA apenas varia pese al grado de desmielinizacién
leve, aunque el valor de amplitud estable del potencial de accién se ha reducido por de-
bajo de los 13/15mV. La frecuencia de auto excitacién tampoco se ha visto alterada los
potenciales son de menor amplitud. La evolucion temporal del potencial de membrana
celular de una neurona considerando el modelo de Hodgkin-Huxley para el cual se im-
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plementa ¢l método de Euler para solucionar ¢l sistema de ccuaciones diferenciales de
Hodgkin-Huxley determinista para I, = 6,366pA durante t=30ms hasta t=50ms. En
este caso vemos como se muestran os potenciales de accién a efectos de comprobacién de
que tanto el estimulo como la propagacion del PA se han materializado convenientemente
en todos los compartimentos, la neurona presenta una amplitud situada en torno a 15mV
con un estimulo que generan 2 potenciales de aceién con una morfologia y periodicidad
correctas y ajustadas a los resultados esperados. El primer potencial de accién posee una
amplitud ligeramente mas alta, pero a partir del segundo potencial consolida su estabi-

lidad en el estrecho rango de los 25-30mV. El umbral de amplitud de la estimulacién se
sittia en este caso en los 6,3664A de amplitud.

6.1.3. Grafica 5.3.

La figura 5.3 se muestran los potenciales de accién a efectos de comprobacién de
comprobacién de que la propagacion de los PA se ha materializado convenientemente en
todos los compartimentos. Se trata de un modclo de neurona autoexcitable, la neurona
analizada en este caso presenta una amplitud estacionaria situada en torno a los 20mV
y un total de 3 potenciales de accién autogenerados. La frecuencia de estos Pas, dados
los 30 milisegundos (ms) de simulacién, es de 433 Hz; estando dotados de una morfologia
y periodicidad correctas y ajustadas a los resultados esperables. El primer potencial de
accion posee una amplitud ligeramente mas alta, pero a partir del segundo y tercer
potencial su valor se va atenuando hasta consolidar su estabilidad nuevamente cuando se
regenere en el estrecho rango de los 15-20 mV.

6.1.4. Grafica 5.4.

La figura 5.4 muestra la evolueién temporal del potencial de membrana determinista
para I, = 63,66pA durante t=30ms hasta t=50ms . En este caso se muestran todos
los PA a efectos de verificacién de que la propagacion de los potenciales de accién se ha
producido satisfactoriamente en todos los compartimentos. Se trata de un modelo de una
neurona no autoexcitable (células piramidales de estallido intrinseco), por lo que precisan
de una corriente de estimulo previa que desencadene la despolarizacion dendritica y la
generacion del PA. La morfologia de los PA apenas varia con un grado de desmielinizacion
leve, aunque el valor de amplitud estable del potencial de accién se ha reducido.

6.1.5. Grafica 5.5.

La figura 5.5 Evolucién temporal del potencial de membrana celular de una neurona
considerando el modelo de Hodgkin Huxley para el cual se implementa el método de Euler
para solucionar el sistema de ecuaciones diferenciales de Hodgkin — Huxley en media de
las variables de activacién de Na™, KT, y desactivacién de Na* para 1., = 63,66 pA
durante t=10ms hasta t=50ms. Para 500 rutas alecatorias, la evolucion de la velocidad de
propagacion en este tipo de neurona no es perfectamente descendente, sino que registra
fluctuaciones de signo opuesto en muchos casos (ver figura 5.5). La propagacién del PA
se acelera con una desmielizacion leve, disminuye para la moderada y se desploma para
un grado de deterior severo. La desmielinizacion transversal presenta el efecto de reducir
sensiblemente la velocidad de propagacion, aunque cuando esta desmielinizada longitu-
dinal aumenta, por adquirir una situacién de estabilidad. La desmielinizacién combinada
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disminuye ligeramente la velocidad de propagacion del PA.

6.1.6. Grafica 5.6.

En la figura 5.6 el método de Buler-Maruyama para ecuaciones diferenciales ordinarias
puede ser extendido para el caso de las ecuaciones diferenciales estocdsticas (alcatorias)
proporcionando, de manera general, soluciones numéricas convergentes a las COTTESpOn-
dientes soluciones tedricas. Una de las magnitudes comiinmente utilizadas para caracte-
rizar los disparos de una neurona en el campo de la neurofisiologia experimental, es la
varianza de los intervalos o interspike (ISIs). Los ISIs son los tiempos entre los disparos
de la neurona. Con estos tiempos se arman histogramas de frecuencia y se calcula la
varianza de esa distribucién de tiempos, Este tipo de andlisis no toma en cuenta toda la

sefial del potencial de membrana y por ende a la informacién inherente a las oscilaciones
del sistema, que reflejan corrientes.

6.1.7. Grafica 5.7.

En la figura 5.7 evolucién temporal de membrana determinista para I, = 63,66 pA
durante t=10ms hasta t=50ms para 500 rutas aleatorias se muestran los potenciales de
accion a efectos de comprobacion de comprobacion de que la propagacion de los PA se ha
materializado convenientemente en todos los compartimentos. Se trata de un modelo de
neurona autoexcitable, la neurona analizada en este caso presenta una amplitud estacio-
naria situada en torno a los 20mV y un total de 6 potenciales de accién autogenerados.
La frecuencia de estos Pas, dados los 30 milisegundos (ms) de simulacion, es de 433 Hz:
estando dotados de una morfologia y periodicidad correctas y ajustadas a los resultados
esperables. El primer potencial de accién posee una amplitud ligeramente méas alta, pe-
ro a partir del segundo y tercer potencial su valor se va atenuando hasta consolidar su
estabilidad nuevamente cuando se regenere en el estrecho rango de los 10 - 5 mV.

6.1.8. Grafica 5.8.

En la figura 5.8 la evolucién temporal del potencial de membrana determinista para
Tee = 63,66 pA duwrante t=30ms hasta t=50ms. Fn cste caso sec muestran todos los
PA a efectos de verificacién de que la propagacién de los potenciales de aceién se ha
producido satisfactoriamente en todos los compartimentos. Se trata de un modelo de una
neurona no autoexcitable (células piramidales de estallido intrinseco), por lo que precisan
de una corriente de estimulo previa que desencadene la despolarizacién dendritica y la
generacion del PA. La morfologia de los PA apenas varia con un grado de desmielinizacion
leve, aunque el valor de amplitud estable del potencial de accién se ha reducido para un
total de 6 potenciales.

6.1.9. Grafica 5.9.

En la figura 5.9 la evolucién temporal en la media de las variables de activacién de
Na* y desactivacién de Na* para I, = 63,66 pA durante t=10ms hasta t=50ms para
las especies que interviencn cn el potencial, los canales de sodio dependientes de poten-
cial, poseen al menos tres estados: desactivado (cerrado), activado (abierto) e inactivado
(cerrado). En estado normal los canales se encuentran en estado desactivado. Acd para
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la practica sc le inyecta una corriente y se registra su valor numérico simulado en el
programa Matlab para 500 rutas aleatorias

6.1.10. Grafica 5.10.

En la figura 5.10 la evolucion temporal de las variables de activacion determinista de
Na*, K+, y desactivacion de Nat para 1., = 63,66 pA durante t=10ms hasta t=50ms
para las especies que intervienen en el potencial, los canales de sodio dependientes de
potencial, poseen al menos tres estados: desactivado (cerrado), activado (abierto) e inac-
tivado (cerrado). En estado normal los canales se encuentran en estado desactivado. Acé
para la practica se le inyecta una corriente y se registra su valor numérico.

6.1.11. Gréafica 5.11.

Enla figura 5.11 simulacion y Evolucién temporal en media del potencial de membrana
celular de neurona para l., = 636,6 pA durante t=20ms hasta t=60ms Considerando el
modelo de Hodgkin-Huxley para el cual se implementa el método de Euler para solucionar
el sistema de ecuaciones diferenciales de Hodgkin-Huxley.

6.1.12. Grafica 5.12.

En la figura 5.12 la evolucién temporal en media de lag variantes de activacion de
Nat, K+ y desactivacion de Na* para I, = 636,6 A durante t=20ms hasta t=60ms.
Considerando el modelo de Hodgkin-Huxley para el cual se implementa el método de
Euler para solucionar el sistema de ecuaciones diferenciales de Hodgkin-Huxley.
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Conclusion.

Se realizan simulaciones numéricas del modelo de Hodking y Huxley aplicando una
formulacién estocastica la cual fue construida teniendo en cuenta consideraciones tedricas
de los procesos que se llevan acabo en la membrana celular, el nuevo sistema estocéastico
es solucionado utilizando el esquema de Euler Maruyma, los resultados obtenidos tiene
buenas aproximaciones en media del potencial de membrana celular en comparacién con
el método de Euler determinista. se puede concluir que una formulacién estocdstica para
la dindmica electrofisiologica neuronal es viable y se puede construir y simular mediante
métodos numéricos.
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