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RESUMEN DEL CONTENIDO: (Maximo 250 palabras)

En este Trabajo de Grado se calcularon analiticamente los valores propios de un
Hamiltoniano No Hermitico y a partir de ellos se establecieron las condiciones en las que
se presenta el fenomeno de bloqueo de un fotdn en un sistema acoplado atomo-cavidad
con pérdidas por decaimiento de cavidad, k, y emision espontanea, y. En este enfoque no
Hermitico, la dinamica del sistema total esta descrita por un Hamiltoniano Jaynes-
Cummings con un término adicional que corresponde a un agente externo forzante y dos
términos no Hermiticos que corresponden a los procesos de pérdidas. Se compararon
nuestros resultados tedricos con la solucion numérica de la ecuacion
maestra de Lindblad, que utiliza un Hamiltoniano Hermitico, constituido por el Hamiltoniano
Jaynes-Cummings y el agente externo forzante. Usando este enfoque Hermitico, se
determina la funcion de correlacion de segundo orden g2(0). El bloqueo de un foton, segun
el enfoque Hermitico, se presenta cuando g2(0) « 1 y nuestro trabajo muestra que esto
ocurre cuando se satisfacen las condiciones establecidas en el enfoque no Hermitico.
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ABSTRACT

In this undergraduate work, the eigenvalues of a Non-Hermitian Hamiltonian were
analytically calculated and from them the conditions were established in which the
phenomenon of blocking a photon occurs in a coupled atom-cavity system with losses due
to cavity decay, k ,and spontaneous emission, y. In this non-Hermitian approach, the
dynamics of the total system is described by a Jaynes-Cummings Hamiltonian with an
additional term corresponding to an external driving agent and two non-Hermitian terms
corresponding to loss processes. Our theoretical results were compared with the numerical
solution of the Lindblad master equation, which uses a Hermitic Hamiltonian, consisting of
the Jaynes-Cummings Hamiltonian and the external forcing agent. Using this Hermitian
approach, the second-order correlation function g2(0) is determined. The blocking of a
photon, according to the Hermitian approach, occurs when g2?(0) «< 1 and our work shows
that this occurs when the conditions established in the non-Hermitian approach are
satisfied.
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Resumen

En este Trabajo de Grado se calcularon analiticamente los valores propios de un Hamiltoniano No
Hermitico y a partir de ellos se establecieron las condiciones en las que se presenta el fenémeno
de bloqueo de un fotén en un sistema acoplado atomo-cavidad con pérdidas por decaimiento de
cavidad, k, y emision espontanea, v. En este enfoque no Hermitico, la dinamica del sistema total
estd descrita por un Hamiltoniano Jaynes-Cummings con un término adicional que corresponde
a un agente externo forzante y dos términos no Hermiticos que corresponden a los procesos de
pérdidas. Se compararon nuestros resultados tedéricos con la solucién numeérica de la ecuacién
maestra de Lindblad, que utiliza un Hamiltoniano Hermitico, constituido por el Hamiltoniano
Jaynes-Cummings y el agente externo forzante. Usando este enfoque Hermitico, se determina
la funcién de correlacién de segundo orden ¢*(0). El bloqueo de un fotén, segin el enfoque
Hermitico, se presenta cuando g*(0) < 1 y nuestro trabajo muestra que esto ocurre cuando se
satisfacen las condiciones establecidas en el enfoque no Hermitico.
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Abstract

In this undergraduate work, the eigenvalues of a Non-Hermitian Hamiltonian were analytically
calculated and from them the conditions were established in which the phenomenon of bloc-
king a photon occurs in a coupled atom-cavity system with losses due to cavity decay, x, and
spontaneous emission, . In this non-Hermitian approach, the dynamics of the total system
is described by a Jaynes-Cummings Hamiltonian with an additional term corresponding to
an external driving agent and two non-Hermitian terms corresponding to loss processes. Our
theoretical results were compared with the numerical solution of the Lindblad master equation,
which uses a Hermitic Hamiltonian, consisting of the Jaynes-Cummings Hamiltonian and the
external forcing agent. Using this Hermitian approach, the second-order correlation function
g*(0) is determined. The blocking of a photon, according to the Hermitian approach, occurs
when ¢?(0) < 1 and our work shows that this occurs when the conditions established in the
non-Hermitian approach are satisfied.
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Capitulo 1

Introduccion

La generacion y manipulacion de fotones individuales son requisitos cruciales en la tecnologia de
la informacion. El principio fisico basico para la generacion de fotones individuales es el efecto
de bloqueo de fotones, que es un fenémeno que ocurre cuando un fotén, en una cavidad no lineal,
bloquea la transmisién de un segundo fotén [2,3]. En general, para tener una fuente de fotones
de este tipo se necesitan sistemas capaces de producir luz con estadistica sub-poissoniana y
que exhiba antiagrupamiento (antibunching) cuando son forzados por un campo de luz clésico.
Existen dos mecanismos fisicos principales para producir el bloqueo de fotones:

e Bloqueo de fotones convencional (conventional photon blockade, CPB por sus siglas en
inglés), donde se requieren no linealidades relativamente altas para cambiar la estruc-
tura de niveles de energia del sistema. Desde que se propuso, se convirtié en un tema
de investigacion fundamental y de aplicaciones practicas [4-18]. Se observé por primera
vez en un sistema acoplado dtomo-cavidad 6ptica [19]. Posteriormente fue reportado en
sistemas de puntos cudnticos acoplados a cavidades de cristal foténico [20] y en circuitos
de electrodindmica cudntica de cavidades [21,22].

e Bloqueo de fotones no convencional (unconventional photon blockade, UPB por sus siglas
en inglés), obtenido con no linealidades mucho més pequenas que la tasa de decaimiento
de los modos de cavidad [23]. Se ha observado en sistemas optomecédnicos [24], sistemas
acoplados punto cudntico-cavidad éptica bimodal [25,26] y en sistemas de doble pozo
cuantico embebido en una cavidad éptica de micropilar [27].

En este Trabajo de Grado se estudié un esquema de bloqueo de fotones distinto a CPB y UPB,
en un sistema acoplado atomo-cavidad con pérdidas por emision espontanea y decaimiento de
cavidad. Se seguirdn las ideas del trabajo de Zhou [1], en el cual se hace la descripcién en
términos de los valores propios de un Hamiltoniano no Hermitico.

La forma tradicional de estudiar el fenémeno de bloqueo de fotones en un sistema acoplado
atomo-cavidad con pérdidas consiste en encontrar primero el operador densidad del sistema,
p(t), resolviendo la Ecuacién Maestra de Lindblad (que involucra un Hamiltoniano Hermitico),
y a partir de éste calcular la funcién de correlacién de segundo orden ¢ (0). EI bloqueo de
fotones ocurre cuando g (0) < 1. Sin embargo, como se mencioné anteriormente, en nuestro
trabajo se utilizaran los valores propios de un Hamiltoniano no Hermitico para establecer las
condiciones en las que se presenta el bloqueo de fotones en un sistema acoplado atomo-cavidad
con pérdidas.

Solucionar el problema de valores y estados propios de un Hamiltoniano (aunque no sea Hermiti-
co), en una base de estados pequena, es mucho mas sencillo que resolver la Ecuacién Maestra
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de Lindblad, en la misma base. Si ademads, se logra que los dos resultados coincidan entonces
se puede establecer el método de Hamiltoniano no Hermitico como un método més sencillo y
confiable.

En este Trabajo de Grado se da respuesta a la siguiente pregunta:

., COMO EXPLICAR EL FENOMENO DE BLOQUEO DE FOTONES, EN UN SISTEMA ACOPLADO
ATOMO-CAVIDAD, UTILIZANDO LOS VALORES PROPIOS DE UN HAMILTONIANO NO HERMITI-
co?

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

e Determinar las condiciones para las cuales aparece el fenémeno de bloqueo de fotones
utilizando los valores propios de un Hamiltoniano no Hermitico.

1.1.2. Objetivos Especificos

e Calcular los valores propios del Hamiltoniano no Hermitico.
e (Calcular las funciones de correlacién de segundo orden.

e Comparar los resultados obtenidos con la solucion de la Ecuacién Maestra de Lindblad.

1.2. Estructura del Trabajo de Grado

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera; en el Capitulo 2 se hace una breve des-
cripcion del marco tedrico necesario llavar a cabo los calculos. Algunos detalles sobre los Ha-
miltonianos y la Ecuacién Maestra de Lindblad son considerados en los Apéndices A, By C. En
el Capitulo 3, se presentan los resultados y andlisis. Finalmente, en el capitulo 4 presentamos
las conclusiones.



Capitulo 2

Métodos Teoricos de Solucion

2.1. Descripcién del Sistema

El sistema acoplado dtomo-cavidad que se considera en el trabajo se ilustra esquematicamente
en la Figura 2.1

w

a

Figura 2.1: Ilustracion esquematica del sistema acoplado atomo-cavidad. Figura tomada del
trabajo de Zhou, et al. [1].

El sistema consiste de un atomo de dos niveles; estado base |g) y estado excitado |e), con
frecuencia de transicion w,, acoplado a una cavidad monomodo, con frecuencia de resonancia
wq, que esta siendo forzada por un laser de onda continua, de frecuencia wy e intensidad €. Se
incluyen pérdidas por emisién espontanea atomica a una tasa 7y y por decaimiento de cavidad
a una tasa k.

2.2. Hamiltoniano Hermitico

El sistema de la Figura 2.1 es descrito por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings mas un término
de forzado (considerando i = 1) [28,29],

H=w."6+w.ala+ gas™ +a's) + ¢ (ae™ + ale ™), (2.1)
donde a v a' son los operadores aniquilacién y creacién de fotones de cavidad, respectivamente;
o =|g){e] y 67 = |e)(g| son los operadores desexcitacién y excitaciéon del dtomo, respectiva-
mente, y g es la intensidad de interaccién coherente datomo-cavidad.

Pasando un marco rotante a la frecuencia del laser wy, el Hamiltoniano (2.1) se convierte en

3



4 CAPITULO 2. METODOS TEORICOS DE SOLUCION

H, = A676 + Ajala+ glas™ +a'6) + ¢ (a+af), (2.2)

donde A, = w, —wqg y Ay = w, — wy corresponden a las diferencias de frecuencias atomo-laser
y cavidad-laser, respectivamente.

En el Apéndice A se muestra detalladamente la transformacién que lleva del Hamiltoniano (2.1)
al Hamiltoniano (2.2).

2.3. Ecuacion Maestra de Lindblad

Debido a las interacciones con el entorno, los sistemas de la electrodindamica cuantica de ca-
vidades deben ser descritos con una teoria de sistemas cuanticos abiertos que incluya efectos
disipativos. Sin embargo, la dindmica descrita a través del Hamiltoniano (2.2), no tiene en
cuenta los efectos de pérdida relacionados, por ejemplo, a emisién espontanea y escape de fo-
tones a través de la paredes de la cavidad. Una manera de incluir estos efectos es utilizar el
enfoque de la Ecuacién Maestra de Lindblad [30-32]. Para el sistema acoplado dtomo-cavidad, se
consideran dos fuentes de pérdidas, (i) disipacién del campo de cavidad hacia el exterior, con
tasa de decaimiento r; (i7) emision espontdnea a una tasa . Segin el enfoque de la Ecuacién
Maestra de Lindblad, la dindmica del sistema acoplado atomo-cavidad estd determinada por el
operador densidad reducida, p(t), del sistema QD-cavidad que satisface la ecuacién

db . . .
d_? = —i[H,, p] + & £[a] + v £[5], (2.3)

donde £ es denominado super-operador de Lindblad. El efecto de £ cuando actta sobre un
operador ¢ estd dado por

. 1 1
£[¢] = epet — 5@*&;3 - 5/3@*@. (2.4)

Los términos asociados a disipacién de campo y emisién espontdanea se encuentran reemplazando
¢=ay ¢ =0, respectivamente, en la ecuacién (2.4).
Para resolver la ecuacién (2.3) se usard la base de estados:

{In,7)} ={In,9),In, )} j=9g,e ; n=0,1,23,..., (2.5)
donde j es el indice que etiqueta los estados del atomo y n es el nimero de fotones. En esta
base los elementos matriciales del operador p tendran la siguiente forma

Pmknj = (M, klpln,j) k,j=g,e mn=0,1,23,..., (2.6)
tal que, segin (2.3),

d

. R . .
27 Pmang = (ZAa (n—m) =5 (n+ m)) Pmgmg = 19V MPn—1)emg + 19V 1Pmg,(n-1)c

—1EVM + 1@ s1)gmg + 1EVPmg (n-1)g = IEVMPm-1)gmg + IEVT + 1pimg (n11)g
"Hf\/(m + 1)(” + 1)p(m+1)g,(n+1)g + YPme,ne; (2'7)




2.4, HAMILTONIANO NO HERMITICO 5

d . K .
%pme,ne = <ZAa (n - m) - 5(” + m) - ’Y) Pme,ne + wygvn + 1pme,(n+1)g

—29 vVim + 1p(m+1)g,ne —ievm + 1p(m+l)e,ne + ig\/ﬁpme,(n—l)e
_Z‘gmp(mfl)e,ne +ievn + 1pme,(n71)e + H\/<m + 1)(” + 1>p(m+1)e,(n+1)ea (28)

d _ 1 .
%pmg,ne = <Z [Aa(n - m) + Ae] - 5 [’%(n + m) + ’7]) Pmg,mne — ngp(m—l)e,ne
+Zg vn+1 Pmg,(n+1)g —tevm+1 P(m+1)g,ne + 15\/_ng (n—1)e 25\/_P (m—1)g,ne

+ieV N + 1pmg (nt1)e + r/(m+1)(n + 1) p(mt1)g,(nt1)e> (2.9)

d . 1 .
%pne,mg - (_Z [Aa(n - m) + Ae] - 5 [’{<n + m) + 7]) Prnemg — WGV TN + 1p(n+1)g,mg

+ig\/apne,(m—l)e —evn + 1p(n+1)e,mg + igﬁpne,(m—l)g - ig\/ﬁp(n—l)e,mg
+ievm + 1pne,(m+1)g + "i\/(n + 1)(m + 1)p(n+1)e,(m+1)g- (210)

En el Apéndice B se muestra una deduccién detallada de las ecuaciones (2.7), (2.8), (2.9) y
(2.10)
2.4. Hamiltoniano No Hermitico
El Hamiltoniano no Hermitico se propone de la forma [1,33, 34]
B = - i%dla— —ilots
= 22a a 15675, (2.11)

donde las tasas de pérdida k y v se introducen fenomenolégicamente.

2.5. Funcién de correlacién de segundo orden

La funcién de correlacién de segundo orden g (7) esta definida como [35]

(n(t)a(t + 7))
()

g?(r) = (2.12)

donde t es tiempo en el que se detecta un fotéon y t + 7 es un tiempo posterior en el que se
detecta un segundo fotén y 7 = a'a. Cuando 7 = 0 y en estado estacionario se obtiene [1]

¢?(0) = e (2.13)

Para obtener una fuente de un fotén se debe garantizar que ¢ (0) < 1.



Capitulo 3

Resultados y Analisis

El célculo de los valores propios del Hamiltoniano no Hermitico (2.11) conduce a

n+1 —

wl [—i(k+2nk +7) +2(A, — A¢) +4nA,

I,

+1/162(n + 1) — [k — 7 + 2i(Dg — Ae)ﬂ . (3.0)

En el Apéndice C se muestra la deduccién detallada de la ecuacién (3.1).
Considerando el limite de forzado débil ¢ < k se puede asumir n = 0, con lo cual (3.1) queda

wi = }1 —i(k+7) +2(A0 + A¢) £ \/1692 — [k =y +2i(De — Ae)ﬂ : (3.2)

Ademas, restringiéndonos a valores propios reales se deben satisfacer las condiciones

Ny =N, =N, 3.3
K= =7,
1
g2 Z 1727 (35)

y por tanto, (3.2) se puede escribir como

1
wi=A+ Z\/1692 — 42, (3.6)

Ahora, para que ocurra el bloqueo de fotones, estos valores propios se deben anular. La razén
de esto es que wl = 0 significa que no hay fotones. Esta restriccién adicional se puede satisfacer
cuando:

(a)

A=, (3.7)
1
2 1 9
=t (3.8)
(b) X
g > 172, (3.9)
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con lo cual
V16¢% — 492 = /1692 = 4g, (3.10)
entonces,
wi=A~A+g, (3.11)
y para que (3.11) se anule,
A = Fg. (3.12)

3.1. Analisis de Resultados

En la Figura 3.1 se muestra la grafica, obtenida a partir de la solucién numérica de la Ecuacién
Maestra de Lindblad, de Ln[g?(0)] como una funcién de A/~ para cuatro casos diferentes: g/v =
{0.5,2,5,10}. Se observa que las condiciones de bloqueo de un fotén obtenidas analiticamente,
a partir del Hamiltoniano no Hermitico, son satisfechas cuando los valores de A/~ hacen que
Ln[g?(0)] tenga un minimo negativo, lo que ocurre sélamente cuando ¢*(0) < 1 (condicién
de antiagrupamiento de fotones). Asi, en cada uno de esos minimos negativos se presenta el
fenémeno de bloqueo de un fotén (que corresponde en nuestro enfoque no Hermitico a w} = 0).

Ln[g®(0)]
15} — g/y=0,5
: — gly=2
i 9/y=5
b/ g/y=10

Figura 3.1: Ln[g?(0)] como una funcién de A/~ para diferentes valores de g/v, considerando
k/y=—1.

Podemos explicar el origen de este bloqueo de un fotén aludiendo a que al estar antiagrupados,
g*(0) < 1, los fotones estan separados una distancia relativamente grande; esto significa que
después de que pasa un primer fotén transcurre un tiempo finito relativamente largo antes de
que pase un segundo fotén. Si unido a esto los valores de A /v satisfacen (3.7) o (3.12), entonces,
después de que pasa el primer fotén la restriccién wl = 0 obliga a que se bloquee el paso de un
segundo fotdn.



8 CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS

Por ejemplo, en el caso g/v = 0.5 se observa que el bloqueo aparece una sola vez cuando el A /v
es nulo y esto coincide con la condicién (3.7). Para el caso g/v = 10 se observan varios minimos
negativos pero la mayor probabilidad de bloqueo se presenta en dos valores de A/v, donde
los minimos negativos son mas pronunciados, y este se da cuando se cumplen las condiciones
(3.12). Nétese que A puede ser negativo ya que es una diferencia de frecuencias.

Una caracteristica de nuestro enfoque no Hemitico, como lo muestra la ecuacion (3.4), es que
la tasa k debe ser negativa. Esto contrasta con la formulacion de Ecuacion Maestra de Lind-
blad donde dicha cantidad es estrictamente positiva. En este aspecto, debemos resaltar que
recientemente se ha explorado la posibilidad de valores negativos de &, tanto teérica [36, 37]
como experimentalmente [38—42|. Tedricamente, k = Koy — &, donde Koy es la tasa de pérdida
intrinsica (positiva) y £ es un término de ganancia. Cuando £ < Koy, entonces £ > 0 (término
estandar de pérdidas en la Ecuacién Maestra de Lindblad).

En la Figura 3.2 se hace la comparacién de los casos £ > 0 (asumiendo x/v = 1, linea roja) y
k < 0 asumiendo k/y = —1, linea azul) para los valores (a) g/y = 0.5y (b) g/v = 5.

Ln[g®(0)]

Aly

A ‘ ’ ‘ —
_10—\V/ 5 Y’m Y

-5t
(a) g/ =0.5. (b) g/v=5.

Figura 3.2: Ln[g?(0)] como funcién de A/~ considerando £ > 0y k < 0.

En las graficas 3.2a y 3.2b se evidencia que los minimos negativos del caso x < 0, son més
profundos que los del caso k > 0. Asi, se puede concluir que en el caso k < 0, de nuestro
enfoque no Hermitico, el bloqueo de un solo fotén se nota de manera mas clara que en caso
estandar k > 0, del enfoque de Ecuacién Maestra de Lindblad.

La Figura 3.2b también muestra que con el enfoque no Hermitico se predicen bloqueos que no
existen en la teorfa Hermitica de Ecuacién Maestra de Lindblad. Note que para |A/v| ~ 1.5
hay un bloqueo pero este no es tan profundo como el que se da en |A/v| = 5. Esto indica
que la probabilidad de que ocurra un bloqueo en |A/v| &~ 1.5 es muy pequena, pero no nula,
comparada con la de A/y =5 donde se cumple la condicién (3.12).

Para finalizar, en las Figuras 3.3 y 3.4 se muestran las graficas de Ln[n] para los mismos casos
de las Figuras 3.1 y 3.2.

En estas graficas, las condiciones (3.7) y (3.12) para el bloqueo de un fotén se satisfacen donde
aparecen maximos.

Como debe ser, estos maximos se presentan en los mismos valores de A/~ para los cuales se
dan los méximos de Ln[g®(0)].

Se debe tener en cuenta que el calculo de n = (a'a) es mas sencillo que el de la funcién de
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Ln[n(0)]
5
1 Lo 1 1 1 1 A/
-15 -10 - 1 15 Y
05
— g/y=0,5
-1 : — g/V=2
: — g/y=5
-20t — g/y=10

Figura 3.3: Ln[n] como una funcién de A/~ para diferentes valores de g/, considerando x/vy =
—1.

Ln[n(0)]

4

Ln[n(0)]

2_

(a) g/v = 0.5. (b) g/ = 5.

Figura 3.4: Ln[n] como funcién de A/~ considerando x > 0y x < 0.

(afataa)

correlacién de segundo orden 9(2)(0) = y por tanto, para nuestro sistema podemos

(afa)?
proponer otro criterio para identificar el bloqueo de un foton: el bloqueo de un foton se presenta
cuando Ln[n] es mdzimo.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo, a través de un Hamiltoniano no Hermitico, se estudié el bloqueo de un fotén
en un sistema constituido por un atomo que interactia con un campo cuantizado, forzado por
un agente externo. Se han obtenido, mediante un calculo analitico, las condiciones para que se
presente el fenémeno de bloqueo de fotones utilizando los valores propios de este Hamiltoniano
no Hermitico. Ademas, se realizé un calculo numérico, usando el enfoque Hermitico de Ecuacién
Maestra de Lindblad y se comprob6 que con nuestras condiciones se produce el bloqueo en este
otro enfoque. En nuestro enfoque no Hermitico, el bloqueo de un solo fotén se nota de manera
mas clara que en el enfoque de Ecuacidon Maestra de Lindblad Asi, el enfoque de Hamiltoniano no
Hermitico, es apropiado para determinar bloqueo de fotones.

10



Apéndice A
Deduccion del Hamiltoniano Hermitico

El operador Hamiltoniano que describe la dindmica de un sistema de dos niveles (QD) interac-
tuando con una cavidad mono-modo, forzada por un laser esta dado por la ecuacién (2.1)

A

H = w,a'a +w.676 + g(ac™t +a'6) + ¢ (ae™ + ale ™) (A.1)

Los operadores de la materia conmutan con los operadores del campo.

Este hamiltoniano se puede transformar a un marco que rote a frecuencia del laser wy, usando:

B = T (%*) 7 (A2)

donde
T = eiwadlat p—iwasTot (A.3)
Tt = giwadét giwaalat (A4)

Ahora vamos a encontrar: 7T HT

A A A . ATA . ATA ~ ~ ~ ~ ~ A ~ ~ ~ . ~ i i ATA i ATA
TTHT — piwdd Ute'LLUda at (waaTa—i—weJJra—i-g(aJJr +(ITO'> +e (aezwdt —|—(IT6 det)) e iwaa ate iwqo 6t

(A.5)

A A A . ,\TA . ,\T,\ ~ ~ i ,\T,\ i ,\T,\ . ,\TA . ,\T,\ ~ ~ i ATA i ATA
TTHT — pwad Utezwda at (waaTa) e~ Wwaa ate iwgb ot + ewdd Utezwda at (CUGO'TO‘) e~ wad ate iwqa ot

. ATA . ATA ~ ~ . ATA i ATA . ,\TA . ATA ~ A i ATA i ATA
+ezwd0 atezwda at (gCLTO') e~ wad ate iwgo ot 4 elwad crtezwda at (gCLO'T) e~ wad ate iwgo ot

. A-i—A . ,\-I—A ~ . _ ,\1—,\ o ,\-l—,\ . ATA . ATA ~ _ _ ,\1—,\ o ,\-l—,\
+€zwd0 atezwda at (€aezwdt) e wqa at6 wwqo ot + ezwda Utezwda at (5aT€ zwdt) e wqa at6 wwqo ot (A6)
Se va a calcular cada de termino de la ecuacién (A.6):

Primer término

A

A ~ ~ . ATA i ATA ~ ~ . ATA i ATA
TT (waaTa) T = waezwda ote iwgo ot (CLT(I) elwaa ate iwgalat (A?)

11
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Tt (weata) T = weata (A.8)

Segundo término
Tt (we&T&) T — weeiwdafate—iwdafat (&T&) piwad ot ,—iw5iot (A.9)
T (w6'6) T = wo's (A.10)

Tercer término

A ~ ~ A . ATA . ATA ~ ~ i ATA i ,\TA
TT (gCLTO') T = gezwda crtezwda at (CLTO') e~ wad ate iwgqa' ot

N P t Tot ~ — T
_ gezwda ata’[ —iwga atezwdd O'to.e twq6'6t (All)

Usando la identidad Lema de Barker-Hausdorff y el conmutador de los operadores @ y a'

2 3
eiwd@T&t&Te—iwd&T&t —at 4 i(wdt) [&Td,&T] + (Z(J\J;'t) [ATA7 [&Td, AT]] (Zcéd't) [de, [&Td, [dT&,dTH]
L)l s [ata, [ata, [ata,al]]]] + . (A12)
gioadlatgto—iwaatat _ ot g pat | Pwit? at + Pugt? o degtt o Pwgt® (’Wdt)mdf

6 af 24 af 120 ml
(A.13)

Teniendo en cuenta las potencias de 7 la ecuacion A.13 se puede escribir de la siguiente manera:

o s 1 1 1 1
gl -iwailat _ (1 — Swt)? + s (wat) + ) l +i (wﬂ ~glat) g at)” - > .
cos(wdt) sen?:Jdt)
(A.14)
ezwdaTat T —zwdaTat [cos(wdt) —l—zsen(wdt)] Al (A.15)
piwadlat yt o—iwaatat _ iwat 5t (A.16)
Ahora, para ¢wd'0tge—iwactot
Lo
Recordando que 676 = 3 (6.+1)
piad o1 5 —i0a6161 _ (i/2wabet g o (i/Dao 1 (A.17)

Ahora usando de nuevo la identidad Lema de Barker-Hausdorff y el conmutador de los opera-
dores 6 y 61
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X Loa? Ly L (wat)* T
et 0t G oidadtot 6+iiwdt(—2&)—%(4&)—i%(—&%)%—%(}ﬁ&)%—i%(—%&)+...
(A.18)

o o ata 1 1 , 1 1 .
eldeTUt&e—ldeTUt — (1 — §(wdt)2 + ﬁ(Wdt)4 + ) o+1 <—wdt + a(wdt) — —(wdt) + .. ) o

120
cosE:Jdt) —se;L?wdt)
(A.19)
piwad ot 5 —iwatot _ (cos(wgt) — isen(wgt)) & (A.20)
piwad 16t 5 —ibadtot _ —iwat 5 (A.21)
Entonces reemplazamos las ecuaciones A.16 y A.21 en la ecuacion A.11
Al (ga'5) T = geite=atgls (A.22)
Tt (gale) T = ga's (A.23)
cuarto término
T,T (gd&T) T _ geiwddet&e—iwd&T&teiwd6T5ta-Te—iwd&T&t (A24)

—iwgatat

Para ewat'atge vamos aplicar la identidad Baker-Hausdorff y el conmutador de los ope-

radores @ y af

2! 3!
t b Tt Tata Tata t b Tata Tata Tada Tata
“‘jf!) ata [ata, [a'a, a'a.a)))] + “40 [, fata, [ata, ala. [a'a.a] )] + .. (1.25)
-2 2 -3 4 4 5
piwattatg o=ttt _ g _ o, D@, V@) Plwat) Blwat) o

2 6 24 120

Teniendo en cuenta las potencias de i la ecuacién queda

1 1 1 1
glwadlatyp—ivaalat _ (1 — §(wdt) 51 —(wgt)* + .. ) a+1 <—wdt + é(wdt>3 150 —(wat)® + .. ) a

[ J/ . J/
-~ -~

cos(wgt) —sen(wqt)

(A.27)
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elwadlatge—iwadlal — (cog(wat) — isen(wat)) (A.28)

. Atar ATa 4 A~
elwaa atae iwga'at _ e zwdt& (A29)

ahora para giwad ot 5t g—iwadT ot

1 .
Recordaremos que 616 = 3 (&Z + 1)
piwad Gt 5t j—iwabTot _ (i/2)wadt 5t ,—(i/2)wab-t (A.30)
Se aplica Baker-Hausdorff y el conmutador de los operadores 6, y '
i
—wdt

2

() 7.0 0.01]

U N (
eladtotgtemivadtot — 5t 4 §Wdt (62,0 + 2!

M (6., (6., [6..61]]] + m (62, 62 [0, [62,6"]]]]

* 3! 4!
5
<§wdt
o (62,62, [62. [0, [62,6T]]]]] + - (A.31)
Z‘2 ) Z‘3 5 Z‘4 A
o 1 — (wat) = (wat) —=(wat)
eiwad ot gt o—idaclot _ 5t 4 iiwdt(—Z&T) + Lz (467) + L6 (867) + Lz T 5"
)
— wdt
w32 (325 + (A.32)
120
ahora teniendo en cuenta las potencias de i la ecuacién A.32 queda
eeadttgtomstor _ (1 L2 0 Lt Y ot (wat — S(wat)® + ——(wat)? + ... ) &1
2 24 6 120
cos(vwdt) senzgjdt)
(A.33)
iwgstot at —ivgétot . A4
e a'e = (cos(wgt) + isen(wqgt)) & (A.34)
eiwd&T&t&TGfiwd&f&t _ eiwdta_]‘ (A.35)
Ahora las ecuaciones A.29 y A.35 se reemplazan en la ecuacién A.24
Tt (g&&T) T = ge “atgeiat gt (A.36)

T' (gao") T = g e ao' (A.37)
1



Quinto término

TTedT _ geiwd&T&tefiwd&T&t eiwddfat&efiwddfdt piwat

~
efzwdt&

A ~ A . ATA s ATA ~ _ .
TTeaT — ggzwda crte iwgo ot ae zwdtezwdt

J/ S/

vV vV
1 1
TteaT = ca

Sexto término

TngTT _ geiwd&T&tefiwd&T&t eiwddfdthefiwdd*&t o wat
A

/

v~
ezwdtdj-

A N A . ~ T ~ _ ~ T ~ . i N
TTECLTT —¢ gzwda O'te w0 Uigzwdte zwdi CLT
TV TV

1 1

’TngTT = eal ‘
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(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

ahora las ecuaciones A.8, A.10, A.23, A.38, A.41 y A.44 se reemplazan en la ecuacion A.6

TTHT = wai'a + weo'e + g (a1 + act) + ¢ (a+ af)

Ahora el segundo término de la ecuacion A.2 se puede escribir de la siguiente manera

o1t - jwgot ot iwgatat —iwgstet —iwgata
i < T =4 (deO'TO' 4 deaTa) elwdd crtezwda ateflwda ateflwda at

ot

at N AN 7

N~ ~~

S\
i (%) T = (—wab'6 — wea'a)

por tanto, las ecuaciones A.45 y A.48 las reemplazo en la ecuacién A.2

o7\ - bl s
i < T =4 (deO'TO' + deCLTCL) elwdd Utefuuda ot plwad atefuuda at

A

H, = (w, —wg) a'a + (we —wa) 676 + g (a'6 + ac") + ¢ (a +a)

H, = Njala+ Ao'6 + g (a'o +ac’) +e (a+al)

donde A, = w, — wy es la Diferencia de freceuncia entre el campo y el agente forzante.

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

Ne = we — wy es la Diferencia de frecuencia entre el sistema de dos niveles y el agente

forzante.



Apéndice B

Deduccion de la ecuacion Maestra de
Lindblad

Se desea resolver la ecuacion maestra de Born-Markov en la forma de Lindblad

dp T A Al Ara

i —i[H,, p] + k £la] + v £[0] (B.1)
ArA /\/\/\T ]'/\T/\/\ 1/\/\1‘/\

Lla] = apa’ — 50'ap — 5pa'a (B.2)
Sral o oaant Lagpa 1oy

£[6] = 6p6t — §0Tap - 5,00% (B.3)

ah _

. 1 1 1
— [ acat — Latas — Laata o6t — Lotes— Lost6 B4
0 i|Hqp]+ K (apa 50'ap = 5pa'a +v | gpo 500 —5p5'6 (B.4)

Se va a resolver el conmutador que hay en la ecuacién B.4, entocnes teniendo en cuenta la
ecuacién A.50

[H,,p] = [(Lad'a + 2676 + g (al6 + act) + e (a+a')), ] (B.5)

[H,,p] = Nedlap — Dopata + AiTop — Nepste + galop — gpa'e
+ga6'p — gpact + cap — epa + a'p — epal (B.7)

Ahora la ecucion B.7 la reemplazo en la ecuacién B.4

ah _

= = il Ngilap — Dopata+ No'6p — DNepo'e + galop — gpa'e + gac'p — gpac’ + eap — epa

1 1 1
+ealp —epal] + (a,aeﬂ — 5&%;) — 5;3&*@) 1y (&[;&T _ Z6tep—

16



dp
d;):_ZA alap+i D, pata —i N 6T6p+i N poTe —igalap +igpale — igac'p
Koatas— % sate 4 voost — Lotes— 1
—zaap+28pa—zea p—l—zépa —i—/ﬁ@pa —Ea ap — Epa a-+yopo —50 O'p—E
@:—(m +f) afaﬁ+<m —f) it — (@A +1) &T&f)+(m T
dt 2 2 c 2 <2

—iga'ep +igpa’e —igad'p +igpact —icap + icpa — icdl p+icpal + kapa +yopo’

Para resolver la ecuacién B.10 se usara la base:

{In, 1)} ={In,9),|n,e)} =g, ; n=0,1,23, ...

En esta base los elementos matriciales del operador p tendran la siguiente forma

ﬁmk’,nj: <mak|ﬁ|n7]> kvj:g>e m7n:O717273a“--

tal que

(0,91p10,9) <0,g]p|0,e) (0,9|p1,9) (0,glp[1,e)...
(0,e]pl0,g) (0,e|pl0,e) (0,elp[l,g) (0,e|p|l,e)...
(1,91p0,9) (1,g1pl0,e) (1,9lp/1,9) (1,glp[1,¢€)...

>
I

En general, se distinguen los siguientes elecmentos matriciales genéricos

. . . J— *
Pmgng > Pmemne 3 Pmgne 3 Pne,mg = pmgme

e Para el elemento matricial ., = (M, g|p|n, g) la ecuacién queda escrita como
d

. R At A A . R Andt A
Epmg,ng = - (Z Aoz +§> <mag|aTap|nag> + <Z Aa _§> <m,g|paTa|n,g)

(ZA+ )mgl%lng (A——> mnglng

dp
dt

d
n,g )= %pmg,ng

—ig(m, gla'épln, g) +ig(m, g| p&*s n, g) — ig(m,glﬁé’%ln,m
\0,./ ~—

+ig(m, glpact|n, g) — is(m, glap|n, g) +ic(m, g|paln, g)

—ie(m, gla'p|n, g) + ie(m, g|pa’|n, g) + K (m, glapat|n, g)

+7 (m, gl6p5"|n, g)

17

) po'a

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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d

. K DR . K PN
Epmg,ng = - (Z Aoz +§> <mag|aTap|nag> + <Z Aa _§> <m,g|paTa|n,g)
—ig(m, gla'épln, g) + ig(m, g|pacT|n, g) — ie(m, glapln, g)
+ie(m, g|paln, g) — ie(m, gla'pln, g) + ie(m, g|pa'|n, g)
+r (m, glapa’|n, g) +~ (m, glopoT|n, g) (B.17)
Se debe tener en ceunta que
an) = nn — 1) (B.18)
afln) = vn +1|n + 1) (B.19)
ataln) = n|n) (B.20)
d . K . ) K .
—bmang = — (i L0 +5 ) mm, glpln. ) + (i £a =5 ) nlm, glpln. )

—igy/m{m — 1, g|p|n, g) + igv/n(m, g|p5t|n — 1, g) —iev/'m + Lim + 1, g|p|n, g)
+iev/n{m, glpln — 1,g) —iev/m{m — 1, g|pn, g) +iev/'n + 1(m, g[pln + 1, )
+rvVm+1vn+ 1(m, g|p|n, g) + v (m, g|p|n, g) (B.21)

d . K . . R . .
%pmgyng = (Z Ay (n—m) — E(n + m)) Pmgng — Zgﬁp(m—l)e,ng + Zg\/ﬁpmm(n—l)e

—tevm + 1Ia(m+1)g,ng + Z.<€\/ﬁlamg,(n—1)g - ig\/mﬁ(m—l)g,ng +ievn + 1ﬁmg,(n+1)g
+K \/(TI’L + 1)(” + 1)ﬁ(m+1)g,(n+1)g + ’7ﬁme,ne (B22)

e Para el elemento matricial pyene = (M, e|p|n, €) la ecuacién queda escrita como
<m, e
d

T Pmene = = (z JAWS +%) (m,e|a’ap|n,e) + (z JAWE —%) (m, e|pa'aln, e)
- (z JAVS —|—%> (m,e|6tap|n, e) + <@ JAVS —%) (m, e|pé'ain, e)

—ig{m, e| 367 |n, e) +ig(m,e|pa'o|n, e) —ig(m,elao'pln, e)

dp d
o S B.2
dt n7€> dtpme,ne ( 3)

0
tig(m, el it |, ¢) — ie(m, elapln, e) + ie{m, elpaln, e)
0

—ie(m, ela’pn, e) +ic(m,e|pal|n, e) + k (m,elapa’|n, e)
+y (m, e| 6667 |n, €) (B.24)
0
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d
Epme’"e = — <z A, +%) (m, e\dT&ﬁ\n, e) + (z A, —%) (m, e|ﬁ&Td\n, e

- (2 JAVS +%> (m,e|lé'op|n, e) + <z JAVS —%) (m, e|poTé|n, e

+ig{m,e|pa'cin, e) —ig(m,elad’pin, e) —ic(m, elapn, e

+ie(m, e|paln, ) — ic(m, ela’ pn, e) + ic(m, e|pa’|n, e

e ~ ~—  ~— ~

(B.25)

+k (m, elapa’|n, e
i (i 20 +5 ) mim,eloln, e + (i 20 =5 ) nim, el
— Pmene = — |1 Do +—= ) m{m, e|p|n, e i Ny —— ) n{m,elpn,e
dtp ; 5 P 5 P

)
— (z A —I—%) (m,e|p|n, e) + <Z A —1> (m, e|p|n, €)
)
)

+igvn + L{m,elpin+1,9) —igvVm + L{(m + 1, g|p|n,e) —icvVm + 1(m + 1,¢|p|n, e
+iev/n{m,elpln — 1,e) —iev/m{m — 1,¢|p|n, e) + iev/n + 1{m,e|pln + 1,¢
+evVm+1vn+1(m+1,elpn+1,e) (B.26)

d . K 4 .
%pme,ne - <Z AoL (TL - m) - 5(” + m) - ’Y> Pme,ne + wygvn + 1pme,(n+1)g —igvm + 1p(m+1)g,ne

—ievm + 1p(m+l)e,ne + ig\/ﬁpme,(n—l)e - ig\/ﬁp(m—l)e,ne +ievn+1 me,(n+1)e
+rV/ (m +1)(n + D pnsnemine  (B.27)

e Para el elemento matricial ppg.. = (M, g|p|n, €) la ecuacion queda escrita como

dp d
<m,g o n,e> = Epmgﬂw (B.28)

d
T Pmame = = (z JAWE —|—%> (m, glatapln, e) + (2 JAVS —%) (m, glpa‘aln, e)

— (i 8043 (m.gl o n.e) + (i & =7 ) (. glp5toln, )
0
—ig(m, gla'5pln, c) +ig(m. glpa's|n, ¢) — ig(m, g 355 |n. e)

+ig(m, g| pac’ |n, e) —ie(m, glapin, e) + ic(m, g|pa|n, e)
0
—ig(m, gla'pln, ) +ic(m, g|pa'in, e) + w (m, glapatin, e)
+v(m,e|gpd' |n,e B.29
v (m, e 646" |n, €) (B.29)

d R
Sbmane = = (i 80 +5 ) mbm, glpln, ) + (i 80 =5 ) nim, glpln, )
+ (i 80 =% ) (megloln, €) = igv/m(m = 1, elpln, ) + igv/n + 1(m. gljln + 1,9)

—ievm + 1<m + 1vg|ﬁ|n7€> + Z55\/%(771’7g|pA|/n' - 17 €> - Z(’f\/E(m - 17g|15|n7 6)
+ievn + L{m,glpln + 1,e) + k Vm + 1vn+ 1{m+ 1,g|p|n + 1,¢) (B.30)
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d , 1 .
Epmg,n@ = (Z [A(I(n - m) + Ae] - 5 [K’(n + m) + ’Y]) Pmg,mne — ngp(mfl)e,ne

+lg v+ 1 Pmg,(n+1)g —evm+1 P(m+1)g,ne + Zg\/_pmg (n—1)e Zs\/_p(m 1)g,ne
+ievn+ 1 Pmg,(n+1)e T li\/ m +1 (n + 1)p(m+1)g7(n+1)e (B.31)

e Para el elemento matricial ppe gy = (1, €|p|m, g) la ecuacién queda escrita como

dp d
= — B.32
dt m,g> dtpne,mg ( 3 )

<ne
d

7 Preang = — (Z A, —i—%) (n,ela'apim, g) + (2 VAV —%) (n, e|pa'alm, g)

— <@ JAVS —i—%) (n,el6Toplm, g) + <2 JAVS —%) (n, e|%]m,g>
—zgne]g//\mg —l—zgne[paj/\mg zgne]aap]mg>

wig(n, el g) — i=(melaglm. g) + ic(n lpilm, g
_i€<n7 e\&TpA|m,g> + ie(n, €|ﬁdT|m7 g> tHR <TL, €|dﬁ&T’m7g>
+v(n,e| cpt' |m, B.33
v (n,e| 646" [m, g) (B.33)

d
- Premg = (z JAWE —|—%> (n,ela'apim, g) + (z JAWS —%) (n,e|pa‘alm, g)

— (i 8c+2) (n,eloaplm. g) = igin, elad’plm, g)
+ig(n.elpac!m, g) — i=(n.elaplm. g) + i=(n. el pilm, g)
—iz(n, elal plm, g) + ie(n, elpal[m. g) + r (n,elapim, ) (B.34)

d . .
buemy = = (i B +5 ) i, elplm. ) + (i 20 =5 ) min, lolm. g)

— (i 8 +L) . elplm, g) — ig/n T T(n+ 1, glolm, g) + igv/m(n, elplm — 1)

—ievn + ]_<TL +1, e|/3|m,g) + i€m<n7 6’,5’771 - 179) - zgﬁ(n -1, e|ﬁ|m,g)
+ievm + 1(n,elplm +1,9) + k vVn+ 1vVm+ 1L{n+ 1 elpim +1,9) (B.35)

d

. 1 .
%pne,mg = (_Z [Aa<n - m) + Ae] ) [’i(n + m) + 7]) Pre;mg — LGV T+ 1p(ni1)g,mg

+Z.g\/’r_npne,(mfl)e —ievn + 1p(n+1)e,mg + Z‘<€\/Epne,(mfl)g - Z.<€\/ﬁp(nfl)e mg
eV + 1pne mi1yg + £V (0 + D) (m + 1)pgiye,iming (B.36)
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Ahora se va a resolver un caso particular usando las ecuaciones generales de la deduccién de la
ecuacién maestra. Para resolver las ecuaciones (B.22), (B.27), (B.31), y (B.36) se usara la base
{In,e),|n+1,g)} con n =0 osea,

{10,€),11,9)} (B.37)

En esta base el operador p tendra la forma:

)5 _ ( pDe,Oe pOe,lg ) (B38)

P1g0e Plg,lg

B Para resolver el elemento matricial poeoe = (0, €|p|0, ) se utilizara la ecuacién B.27

d , K . e
EPOe,Oe = (Z Ag (O - 0) - 5(0 + O) - 7) Poe,0e + g 0+ 1p0@,(0+1)g —1g 0+ 1p(0+1)g,Oe

—iE\/ 0+ 1P(0+1)e,0€ + z'sx/ﬁpOe,(o,l)e — iE\/ﬁp(0,1)€7oe + i&\/ 0+ 1p0€7(0+1)6

+KA/ (0 + 1)(0 + 1)p(0+1)e,(0+1)6 (B39)

d . . . .
Poe,0e = —7P0e,0e + 13Poe,1g — 19P1g,0e — LEP(1)e,0e + LEPoe,(1)e + Rp1e,le <B40)
dt

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuacién (B.40) queda:

d . .
27 P0e0e = ~VP0e 06+ 1GPoe,1g = 19P1g,00 (B.41)

B Para encontrar a po. 1, se utilizard la ecuacién (B.36)

d

. 1 L
%pOe,lg - (_Z [Aa<o - 1) + Ae] - 5 [5(0 + 1) + 7]) pOe,lg — 19 0 + 1p(()—&-l)g,lg

‘l‘ig\/IPOe,(l—l)e — 1V 0 + 1po1)e,1g + i5\/IP0e,(1—1)g - i5\/6,0(0—1)e,1g
+ievV 1+ 1pge,(141)g + BV 0+ 1)(1+ 1)p(0+1)e7(1+1)g (B.42)

d ) 1 ) . . .
—, Poe1g = <Z [Aa - Ae] 5 [/f + /7]) Poe,1g — L9P1g,1g + 19P0e,0e — 1€P1e,1g + 1€ Poe,0g

dt 2
+iEV2p0cg + KV (1)(2)p1e29  (B.43)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuacién (B.43) queda:

d

: 1 : 4
%pOG,lg = (Z [Aa - Ae] - 5 [KJ + 7]) Poe,1g — 19P1g,1g + 19 P0e,0e (B44)
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B Para encontrar a py . se utilizara la ecuacién (B.31)

d _ 1 .
27 P190e = (Z [Ba(0=1) + Ac] = S [k(0O+1) + 'ﬂ) Prg0e = 19V 1P 1)epe
+Zg V 0+ 1,0197(04_1)9 — 1€ V 1+ ].,0(1_,.1)9706 + Z.g\/aplg,(O—l)e — 2'8\/Ip(1_1)g706
+1ev0 + 1p1g,(0+1)e + K (1 + 1)(0 -+ 1)p(1+1)g,(0+1)e (B45)
d . 1 . . . . .
E/Olg,Oe =\ [Aa - Ae] - 5 ["i + ’7] P1g,0e — G P0e,0e + tgpP1g1g — 16\/5,029706 — 1€P0g,0e + 1€P1g,1e

+r1/(2)(1)p2g e (B.46)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuacién (B.46) queda:

d : 1 . .
%plgpe = <_Z [Aa - Ae] - 5 [Kv + P)/]) P1g,0e — 1GPoe,0e + 19P1g,1g (B47)
B Para encontrar a py,1, se utilizara la ecuacién (B.22)
d , K . . . . .
ZiP191e = (@ Do (1=1) =51+ 1)) Protg = 19V1P0 119 + 19V 1Prg -1
—1eV1 4+ 1pa41yg19 + ieﬁﬁlg»(lfl)g - igﬁﬁ(lfl)g,lg +ieV1 4 1p1g,141)9
+5 AV (1+ 1)1+ 1)pat1)g,a41)9 + Y Pee (B.48)
d , K . : . . .
Eplgﬂg = <Z A(I (0) - §(2>> 1g9,1g — Zg\/IPOG,lg + Zg\/Iplg,Oe
+£V(2)(2)P2g,29 + 7 Pre,1e (B.49)
Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuacion (B.49) queda:
d . . o
g1 lete = TR Pig1g — 19P0e g + 29P14,0e (B.50)




Apéndice C

Valores propios de un Hamiltoniano no
Hermitico

Condiciones analiticas para bloqueo de un solo fotén.

i, = —z%fﬁ& (C.1)
Hy = —ing& (C.2)

donde
v es la emision expontanea
k es la fuga a través de la cavidad

Estas seran las perdidas que se modelan con terminos no hermiticos asi que el hamiltoniano
total que describe el sistema sera no hemitico y lo construiremos con las ecuaciones (A.50),

(C.1)y (C.2)

H=H,+ H, + H; (C.3)
H=Dlat D616+ g (alo +ast) + = (a+al) —iso'o —izala (C.4)
= (00 —i%) dla+ (D0 —i9) 61 + 9 (a6 +a6") + = (a+al) (C.5)

Accién general de operadores sobre la base de estados
aln) = /nln—1) ; alln) =vn+1n+1) ;5 alaln) =n|n)
gle)y=1lg) : ¢&'le)y=0 ; &'6le) =|e)
lg) =0 5 do'lg)=le) ; &'6le)=0

La representacién matricial de H, en la base |n, e); |n + 1, g) es de la forma:

f}{: <n76‘H|?7 6> <n76|H|7}+1ag> (C6)
(n+1,9/H[n,e) (n+1,9/Hn+1,g)

23
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Se va a calcular cada termino de la matriz teniendo en cuenta los operadores sobre la base de
estados.

o(n, e|]§f|n, e) = (n,e [(Aa - z%) ata + <Ae - @%) 616 + g (a'o + ao') + ¢ (a+al) ’ n,e)

(C.7)
<n,e\ﬁ[|n, e) = (n,e ‘ (Aa — z%) n‘ n,e) + (n,e ‘ (Ae — z%) ‘ n,e)
—i—(n,e‘g (\/n—%—l’n+1,g)+0>+0 (C.8)
(n, e|]f1|n, e) = <Aa — @%) nin,eln,e) + (Ae - @%) (n,eln,e) + gvn+ 1{n,eln+1,9) (C.9)
(n, e|1’f]|n7 e) =n (Aa — zg) + (Ae — z%) (C.10)
o(n, el Hln+1,9) = (n,e|[(8a - @g) dla+ (B, - @%) 616 + g (a6 +ao') + (a+a")] ] n+1, g)

(C.11)

(n,e\ﬁ[\njtl,g) = (n,e’(Aa—ig> (n+1)‘n+1,g>—{—0+(n,e‘g\/n—i—l’n,e)—i—() (C.12)

(n,e|Hn+1,9) = (Aa — z%) (n+1)(n,eln+1,9) + gvn+ 1(n,e|n, e) (C.13)
(n,e[ﬁ]n—i—l,g) =gvn+1 (C.14)

O(n—i—l,g]ﬁ[]n, e) = (n+l,g ’ [(Aa — zg) ala + (Ae — z%) 66 +g (dT& + &&T) +e(a+ &T)} ‘ n,e)
(C.15)

(n+1,g|]§f|n,e> = <n+1ag‘(Aa_Zg) n‘n,e>—i—(n—i—l,g’(Ae—z%)‘n,e)

—i—(n—l—l,g‘g\/n—i-l‘n—i-l,g)—i-o (C.16)

(n+ Logln,e) = (80 =% ) nin+ Lgln,e) + (Dc = i3 ) (n+1,gln.e)
+gvn+1(n+1,gln+1,9) (C.17)

(n+1,9|H|n,e) = gv/n+ 1 (C.18)
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K v

o(n+1,g/Hn+1,g)=(n+1,g ‘ [(Aa - z—) ata + (Ae - i—) 516 +g (a6 +acT) +e(a+ eﬁ)} ‘

2 2

n+1,9)

2 K
(n+1,9/H[n+1,9) = <n+1,g‘<Aa—z§> (n+1)‘n+1,g>+0+<n+1,g‘gvn+1‘n,e>+0
(C.20)

(n+ Lgln+1,9) = (Da = i5) (0 + 1)+ 1, gln+1,9) + gV + Ln + 1, gln.€) (C:21)

(n+1,9/Hn+1,9) = (n+1) (Aa—ig> (C.22)

La representacion matricial de H es

N n(Aa—iE>+Ae—iz gvn+1
gvn+1 (n+1) (Aa — 25)
Las frecuencias propias corresponden a los valores propios de (C.23). Note que £ = hw y
considerando i = 1 los valores propios de (C.23) serdn frecuencias.
Los valores propios se encuentran con la siguiente condicién
R Y
n(Aa—@—>—l—Ae—z——w gvn+1
2 2 K =0 (C.24)
gvn+1 (n+1) (Aa—z;)—w

Asi que

w? — [2n A, —%(27% +r+7)+ (Do + Ae)] w
4 {n (Aa _ %) + A - g} {(n +1) (Aa - %)] _P1)=0 (C.25)

cuya solucién es

Wi +1) _ Z_l[_z(,i +2nK +7) + 2(Dg — Do) +4n A,

+/16g2(n + 1) — [ — 7 + 2i(Dg — AL))?] (C.26)

Asumiendo forzado debil (¢ pequeno) se considera n = 0 (una exitacién en el sistema), asi que
la ecuacién (C.26) queda

Wi =2 =ik ) +2(80 + A) \/1692 — [k =7 +2i(8, — L)) (C.27)

1
4

(C.19)
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Los procesos de decaimiento se describen con la parte real de wl.

Condiciones para que wl sea real.

k+v=0 — KrK=—v

DNg—De=0 — A=A =A

Estas condiciones se aplican en la ecuacién (C.27)

wil) = 1 [2(Aa + A) £ /1692 — (v + 7)2}

4

[4 A +1/16g2 — 472}
1
w = A+ V1697 — 472

Adicionalmente, se debe exigir que:

| =

o =

16g° —4v* >0 —  16g° > 492
4 2
1 7

2
>
9 =16

1
25 1 2
=5

asi que las condiciones de valores propios son las ecuaciones (C.28), (C.29) y (C.33)

Para que wl (valores propios) sea nulo se debe exigir en (C.32) que:

(a) A=0

Asi que

V1692 — 472 = /16¢% = 4g

entonces la ecuacié (C.32) queda:

1
W) = A ~(4g)

4
wg) =A+yg
para que (C.36) sea nulo
A =+g

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)
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