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En este Trabajo de Grado se calcularon analíticamente los valores propios de un 

Hamiltoniano No Hermítico y a partir de ellos se establecieron las condiciones en las que 

se presenta el fenómeno de bloqueo de un fotón en un sistema acoplado átomo-cavidad 

con pérdidas por decaimiento de cavidad, 𝜅, y emisión espontánea, 𝛾. En este enfoque no 

Hermítico, la dinámica del sistema total está descrita por un Hamiltoniano Jaynes- 

Cummings con un término adicional que corresponde a un agente externo forzante y dos 

términos no Hermíticos que corresponden a los procesos de pérdidas. Se compararon 

nuestros resultados teóricos con la solución numérica de la ecuación 

maestra de Lindblad, que utiliza un Hamiltoniano Hermítico, constituido por el Hamiltoniano 

Jaynes-Cummings y el agente externo forzante. Usando este enfoque Hermítico, se 

determina la función de correlación de segundo orden 𝑔2(0). El bloqueo de un fotón, según 

el enfoque Hermítico, se presenta cuando 𝑔2(0)  ≪  1 y nuestro trabajo muestra que esto 

ocurre cuando se satisfacen las condiciones establecidas en el enfoque no Hermítico. 
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solution of the Lindblad master equation, which uses a Hermitic Hamiltonian, consisting of 

the Jaynes-Cummings Hamiltonian and the external forcing agent. Using this Hermitian 

approach, the second-order correlation function 𝑔2(0)  is determined. The blocking of a 

photon, according to the Hermitian approach, occurs when 𝑔2(0) ≪ 1 and our work shows 
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Bloqueo de Fotones Inducido por un Hamiltoniano no

Hermı́tico

Trabajo de Grado para optar al t́ıtulo de F́ısico(a)

Desarrollado por:

Adriana Bustos Losada
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ciencia, las cuales han aportado a mi formación como investigadora, dado que es la principal
forma de impulsar el conocimiento y la ciencia para el crecimiento de mi páıs.
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Resumen

En este Trabajo de Grado se calcularon anaĺıticamente los valores propios de un Hamiltoniano No
Herḿıtico y a partir de ellos se establecieron las condiciones en las que se presenta el fenómeno
de bloqueo de un fotón en un sistema acoplado átomo-cavidad con pérdidas por decaimiento de
cavidad, κ, y emisión espontánea, γ. En este enfoque no Hermı́tico, la dinámica del sistema total
está descrita por un Hamiltoniano Jaynes-Cummings con un término adicional que corresponde
a un agente externo forzante y dos términos no Hermı́ticos que corresponden a los procesos de
pérdidas. Se compararon nuestros resultados teóricos con la solución numérica de la ecuación
maestra de Lindblad, que utiliza un Hamiltoniano Hermı́tico, constituido por el Hamiltoniano
Jaynes-Cummings y el agente externo forzante. Usando este enfoque Hermı́tico, se determina
la función de correlación de segundo orden g2(0). El bloqueo de un fotón, según el enfoque
Hermı́tico, se presenta cuando g2(0) ≪ 1 y nuestro trabajo muestra que esto ocurre cuando se
satisfacen las condiciones establecidas en el enfoque no Hermı́tico.
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Abstract

In this undergraduate work, the eigenvalues of a Non-Hermitian Hamiltonian were analytically
calculated and from them the conditions were established in which the phenomenon of bloc-
king a photon occurs in a coupled atom-cavity system with losses due to cavity decay, κ, and
spontaneous emission, γ. In this non-Hermitian approach, the dynamics of the total system
is described by a Jaynes-Cummings Hamiltonian with an additional term corresponding to
an external driving agent and two non-Hermitian terms corresponding to loss processes. Our
theoretical results were compared with the numerical solution of the Lindblad master equation,
which uses a Hermitic Hamiltonian, consisting of the Jaynes-Cummings Hamiltonian and the
external forcing agent. Using this Hermitian approach, the second-order correlation function
g2(0) is determined. The blocking of a photon, according to the Hermitian approach, occurs
when g2(0) ≪ 1 and our work shows that this occurs when the conditions established in the
non-Hermitian approach are satisfied.
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1.1.2. Objetivos Espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2. Estructura del Trabajo de Grado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Caṕıtulo 1

Introducción

La generación y manipulación de fotones individuales son requisitos cruciales en la tecnoloǵıa de
la información. El principio f́ısico básico para la generación de fotones individuales es el efecto
de bloqueo de fotones, que es un fenómeno que ocurre cuando un fotón, en una cavidad no lineal,
bloquea la transmisión de un segundo fotón [2,3]. En general, para tener una fuente de fotones
de este tipo se necesitan sistemas capaces de producir luz con estad́ıstica sub-poissoniana y
que exhiba antiagrupamiento (antibunching) cuando son forzados por un campo de luz clásico.
Existen dos mecanismos f́ısicos principales para producir el bloqueo de fotones:

• Bloqueo de fotones convencional (conventional photon blockade, CPB por sus siglas en
inglés), donde se requieren no linealidades relativamente altas para cambiar la estruc-
tura de niveles de enerǵıa del sistema. Desde que se propuso, se convirtió en un tema
de investigación fundamental y de aplicaciones practicas [4–18]. Se observó por primera
vez en un sistema acoplado átomo-cavidad óptica [19]. Posteriormente fue reportado en
sistemas de puntos cuánticos acoplados a cavidades de cristal fotónico [20] y en circuitos
de electrodinámica cuántica de cavidades [21,22].

• Bloqueo de fotones no convencional (unconventional photon blockade, UPB por sus siglas
en inglés), obtenido con no linealidades mucho más pequeñas que la tasa de decaimiento
de los modos de cavidad [23]. Se ha observado en sistemas optomecánicos [24], sistemas
acoplados punto cuántico-cavidad óptica bimodal [25, 26] y en sistemas de doble pozo
cuántico embebido en una cavidad óptica de micropilar [27].

En este Trabajo de Grado se estudió un esquema de bloqueo de fotones distinto a CPB y UPB,
en un sistema acoplado átomo-cavidad con pérdidas por emisión espontánea y decaimiento de
cavidad. Se seguirán las ideas del trabajo de Zhou [1], en el cual se hace la descripción en
términos de los valores propios de un Hamiltoniano no Herḿıtico.
La forma tradicional de estudiar el fenómeno de bloqueo de fotones en un sistema acoplado
átomo-cavidad con pérdidas consiste en encontrar primero el operador densidad del sistema,
ρ̂(t), resolviendo la Ecuación Maestra de Lindblad (que involucra un Hamiltoniano Hermı́tico),
y a partir de éste calcular la función de correlación de segundo orden g(2)(0). El bloqueo de
fotones ocurre cuando g(2)(0) ≪ 1. Sin embargo, como se mencionó anteriormente, en nuestro
trabajo se utilizarán los valores propios de un Hamiltoniano no Herḿıtico para establecer las
condiciones en las que se presenta el bloqueo de fotones en un sistema acoplado átomo-cavidad
con pérdidas.
Solucionar el problema de valores y estados propios de un Hamiltoniano (aunque no sea Hermı́ti-
co), en una base de estados pequeña, es mucho más sencillo que resolver la Ecuación Maestra

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de Lindblad, en la misma base. Si además, se logra que los dos resultados coincidan entonces
se puede establecer el método de Hamiltoniano no Herḿıtico como un método más sencillo y
confiable.

En este Trabajo de Grado se da respuesta a la siguiente pregunta:

¿Como explicar el fenómeno de bloqueo de fotones, en un sistema acoplado
átomo-cavidad, utilizando los valores propios de un Hamiltoniano no Herḿıti-
co?

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

• Determinar las condiciones para las cuales aparece el fenómeno de bloqueo de fotones
utilizando los valores propios de un Hamiltoniano no Herḿıtico.

1.1.2. Objetivos Espećıficos

• Calcular los valores propios del Hamiltoniano no Herḿıtico.

• Calcular las funciones de correlación de segundo orden.

• Comparar los resultados obtenidos con la solución de la Ecuación Maestra de Lindblad.

1.2. Estructura del Trabajo de Grado

Este trabajo está organizado de la siguiente manera; en el Caṕıtulo 2 se hace una breve des-
cripción del marco teórico necesario llavar a cabo los cálculos. Algunos detalles sobre los Ha-
miltonianos y la Ecuación Maestra de Lindblad son considerados en los Apéndices A, B y C. En
el Caṕıtulo 3, se presentan los resultados y análisis. Finalmente, en el capitulo 4 presentamos
las conclusiones.



Caṕıtulo 2

Métodos Teóricos de Solución

2.1. Descripción del Sistema

El sistema acoplado átomo-cavidad que se considera en el trabajo se ilustra esquemáticamente
en la Figura 2.1

Figura 2.1: Ilustración esquemática del sistema acoplado átomo-cavidad. Figura tomada del
trabajo de Zhou, et al. [1].

El sistema consiste de un átomo de dos niveles; estado base |g⟩ y estado excitado |e⟩, con
frecuencia de transición ωe, acoplado a una cavidad monomodo, con frecuencia de resonancia
ωa, que está siendo forzada por un láser de onda continua, de frecuencia ωd e intensidad ε. Se
incluyen pérdidas por emisión espontánea atómica a una tasa γ y por decaimiento de cavidad
a una tasa κ.

2.2. Hamiltoniano Hermı́tico

El sistema de la Figura 2.1 es descrito por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings mas un término
de forzado (considerando ℏ = 1) [28,29],

Ĥ = ωeσ̂
+σ̂ + ωaâ

†â + g(âσ̂+ + â†σ̂) + ε
(
âeiωdt + â†e−iωdt

)
, (2.1)

donde â y â† son los operadores aniquilación y creación de fotones de cavidad, respectivamente;
σ̂ = |g⟩⟨e| y σ̂+ = |e⟩⟨g| son los operadores desexcitación y excitación del átomo, respectiva-
mente, y g es la intensidad de interacción coherente átomo-cavidad.
Pasando un marco rotante a la frecuencia del láser ωd, el Hamiltoniano (2.1) se convierte en

3



4 CAPÍTULO 2. MÉTODOS TEÓRICOS DE SOLUCIÓN

Ĥr = ∆eσ̂
+σ̂ + ∆aâ

†â + g(âσ̂+ + â†σ̂) + ε
(
â + â†

)
, (2.2)

donde ∆e = ωe − ωd y ∆a = ωa − ωd corresponden a las diferencias de frecuencias átomo-láser
y cavidad-láser, respectivamente.

En el Apéndice A se muestra detalladamente la transformación que lleva del Hamiltoniano (2.1)
al Hamiltoniano (2.2).

2.3. Ecuación Maestra de Lindblad

Debido a las interacciones con el entorno, los sistemas de la electrodinámica cuántica de ca-
vidades deben ser descritos con una teoŕıa de sistemas cuánticos abiertos que incluya efectos
disipativos. Sin embargo, la dinámica descrita a través del Hamiltoniano (2.2), no tiene en
cuenta los efectos de pérdida relacionados, por ejemplo, a emisión espontánea y escape de fo-
tones a través de la paredes de la cavidad. Una manera de incluir estos efectos es utilizar el
enfoque de la Ecuación Maestra de Lindblad [30–32]. Para el sistema acoplado átomo-cavidad, se
consideran dos fuentes de pérdidas, (i) disipación del campo de cavidad hacia el exterior, con
tasa de decaimiento κ; (ii) emisión espontánea a una tasa γ. Según el enfoque de la Ecuación
Maestra de Lindblad, la dinámica del sistema acoplado átomo-cavidad está determinada por el
operador densidad reducida, ρ̂(t), del sistema QD-cavidad que satisface la ecuación

dρ̂

dt
= −i[ Ĥr, ρ̂ ] + κ L̂[â] + γ L̂[σ̂], (2.3)

donde L̂ es denominado super-operador de Lindblad. El efecto de L̂ cuando actúa sobre un
operador ĉ está dado por

L̂[ĉ] = ĉρ̂ĉ† − 1

2
ĉ†ĉρ̂− 1

2
ρ̂ĉ†ĉ. (2.4)

Los términos asociados a disipación de campo y emisión espontánea se encuentran reemplazando
ĉ = â y ĉ = σ̂, respectivamente, en la ecuación (2.4).

Para resolver la ecuación (2.3) se usará la base de estados:

{|n, j⟩} = {|n, g⟩, |n, e⟩} j = g, e ; n = 0, 1, 2, 3, . . . , (2.5)

donde j es el ı́ndice que etiqueta los estados del átomo y n es el número de fotones. En esta
base los elementos matriciales del operador ρ̂ tendrán la siguiente forma

ρ̂mk,nj = ⟨m, k|ρ̂|n, j⟩ k, j = g, e m, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (2.6)

tal que, según (2.3),

d

dt
ρmg,ng =

(
i△a (n−m) − κ

2
(n + m)

)
ρmg,ng − ig

√
mρ(m−1)e,ng + ig

√
nρmg,(n−1)e

−iε
√
m + 1ρ(m+1)g,ng + iε

√
nρmg,(n−1)g − iε

√
mρ(m−1)g,ng + iε

√
n + 1ρmg,(n+1)g

+κ
√

(m + 1)(n + 1)ρ(m+1)g,(n+1)g + γρme,ne, (2.7)
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d

dt
ρme,ne =

(
i△a (n−m) − κ

2
(n + m) − γ

)
ρme,ne + ig

√
n + 1ρme,(n+1)g

−ig
√
m + 1ρ(m+1)g,ne − iε

√
m + 1ρ(m+1)e,ne + iε

√
nρme,(n−1)e

−iε
√
mρ(m−1)e,ne + iε

√
n + 1ρme,(n−1)e + κ

√
(m + 1)(n + 1)ρ(m+1)e,(n+1)e, (2.8)

d

dt
ρmg,ne =

(
i [△a(n−m) + △e] −

1

2
[κ(n + m) + γ]

)
ρmg,ne − ig

√
mρ(m−1)e,ne

+ig
√
n + 1ρmg,(n+1)g − iε

√
m + 1ρ(m+1)g,ne + iε

√
nρmg,(n−1)e − iε

√
mρ(m−1)g,ne

+iε
√
n + 1ρmg,(n+1)e + κ

√
(m + 1)(n + 1)ρ(m+1)g,(n+1)e, (2.9)

d

dt
ρne,mg =

(
−i [△a(n−m) + △e] −

1

2
[κ(n + m) + γ]

)
ρne,mg − ig

√
n + 1ρ(n+1)g,mg

+ig
√
mρne,(m−1)e − iε

√
n + 1ρ(n+1)e,mg + iε

√
mρne,(m−1)g − iε

√
nρ(n−1)e,mg

+iε
√
m + 1ρne,(m+1)g + κ

√
(n + 1)(m + 1)ρ(n+1)e,(m+1)g. (2.10)

En el Apéndice B se muestra una deducción detallada de las ecuaciones (2.7), (2.8), (2.9) y
(2.10)

2.4. Hamiltoniano No Hermı́tico

El Hamiltoniano no Herḿıtico se propone de la forma [1,33,34]

Ĥ
NH

= Ĥr − i
κ

2
â†â−−i

γ

2
σ̂+σ̂, (2.11)

donde las tasas de pérdida κ y γ se introducen fenomenológicamente.

2.5. Función de correlación de segundo orden

La función de correlación de segundo orden g(2)(τ) esta definida como [35]

g(2)(τ) =
⟨n̂(t)n̂(t + τ)⟩

⟨n̂2⟩
, (2.12)

donde t es tiempo en el que se detecta un fotón y t + τ es un tiempo posterior en el que se
detecta un segundo fotón y n̂ = â†â. Cuando τ = 0 y en estado estacionario se obtiene [1]

g(2)(0) =
⟨â†â†ââ⟩
⟨â†â2⟩

. (2.13)

Para obtener una fuente de un fotón se debe garantizar que g(2)(0) ≪ 1.
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Resultados y Análisis

El cálculo de los valores propios del Hamiltoniano no Herḿıtico (2.11) conduce a

ωn+1
± =

1

4
[−i(κ + 2nκ + γ) + 2(△a −△e) + 4n△a

±
√

16g2(n + 1) − [κ− γ + 2i(△a −△e)]2
]
. (3.1)

En el Apéndice C se muestra la deducción detallada de la ecuación (3.1).
Considerando el ĺımite de forzado débil ε ≪ κ se puede asumir n = 0, con lo cual (3.1) queda

ω1
± =

1

4

[
−i(κ + γ) + 2(△a + △e) ±

√
16g2 − [κ− γ + 2i(△a −△e)]

2

]
. (3.2)

Además, restringiéndonos a valores propios reales se deben satisfacer las condiciones

△a = △e = △, (3.3)

κ = −γ, (3.4)

g2 ≥ 1

4
γ2, (3.5)

y por tanto, (3.2) se puede escribir como

ω1
± = △± 1

4

√
16g2 − 4γ2. (3.6)

Ahora, para que ocurra el bloqueo de fotones, estos valores propios se deben anular. La razón
de esto es que ω1

± = 0 significa que no hay fotones. Esta restricción adicional se puede satisfacer
cuando:

(a)
△ = 0, (3.7)

g2 =
1

4
γ2. (3.8)

(b)

g2 ≫ 1

4
γ2, (3.9)

6
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con lo cual

√
16g2 − 4γ2 ≈

√
16g2 = 4g, (3.10)

entonces,

ω1
± = △± g, (3.11)

y para que (3.11) se anule,

△ = ∓g. (3.12)

3.1. Análisis de Resultados

En la Figura 3.1 se muestra la gráfica, obtenida a partir de la solución numérica de la Ecuación
Maestra de Lindblad, de Ln[g2(0)] como una función de ∆/γ para cuatro casos diferentes: g/γ =
{0.5, 2, 5, 10}. Se observa que las condiciones de bloqueo de un fotón obtenidas anaĺıticamente,
a partir del Hamiltoniano no Herḿıtico, son satisfechas cuando los valores de ∆/γ hacen que
Ln[g2(0)] tenga un mı́nimo negativo, lo que ocurre sólamente cuando g2(0) ≪ 1 (condición
de antiagrupamiento de fotones). Aśı, en cada uno de esos mı́nimos negativos se presenta el
fenómeno de bloqueo de un fotón (que corresponde en nuestro enfoque no Herḿıtico a ω1

± = 0).

g/γ=0,5
g/γ=2
g/γ=5
g/γ=10

-10 -5 5 10
Δ/γ

-5

5

10

15

Ln[g(2)(0)]

Figura 3.1: Ln[g2(0)] como una función de △/γ para diferentes valores de g/γ, considerando
κ/γ = −1.

Podemos explicar el origen de este bloqueo de un fotón aludiendo a que al estar antiagrupados,
g2(0) ≪ 1, los fotones están separados una distancia relativamente grande; esto significa que
después de que pasa un primer fotón transcurre un tiempo finito relativamente largo antes de
que pase un segundo fotón. Si unido a esto los valores de ∆/γ satisfacen (3.7) o (3.12), entonces,
después de que pasa el primer fotón la restricción ω1

± = 0 obliga a que se bloquee el paso de un
segundo fotón.
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Por ejemplo, en el caso g/γ = 0.5 se observa que el bloqueo aparece una sola vez cuando el △/γ
es nulo y esto coincide con la condición (3.7). Para el caso g/γ = 10 se observan varios mı́nimos
negativos pero la mayor probabilidad de bloqueo se presenta en dos valores de ∆/γ, donde
los mı́nimos negativos son mas pronunciados, y este se da cuando se cumplen las condiciones
(3.12). Nótese que △ puede ser negativo ya que es una diferencia de frecuencias.

Una caracteŕıstica de nuestro enfoque no Heḿıtico, como lo muestra la ecuación (3.4), es que
la tasa κ debe ser negativa. Esto contrasta con la formulación de Ecuación Maestra de Lind-
blad donde dicha cantidad es estrictamente positiva. En este aspecto, debemos resaltar que
recientemente se ha explorado la posibilidad de valores negativos de κ, tanto teórica [36, 37]
como experimentalmente [38–42]. Teóricamente, κ = κout − ξ, donde κout es la tasa de pérdida
intŕınsica (positiva) y ξ es un término de ganancia. Cuando ξ < κout, entonces κ > 0 (término
estandar de pérdidas en la Ecuación Maestra de Lindblad).
En la Figura 3.2 se hace la comparación de los casos κ > 0 (asumiendo κ/γ = 1, ĺınea roja) y
κ < 0 asumiendo κ/γ = −1, ĺınea azul) para los valores (a) g/γ = 0.5 y (b) g/γ = 5.

κ/γ=1

κ/γ=-1

-2 -1 1 2
Δ/γ

-8

-6

-4

-2

2

Ln[g(2)(0)]

(a) g/γ = 0.5.

κ/γ=1

κ/γ=-1

-10 -5 5 10
Δ/γ

-5

5

10

Ln[g(2)(0)]

(b) g/γ = 5.

Figura 3.2: Ln[g2(0)] como función de △/γ considerando κ > 0 y κ < 0.

En las gráficas 3.2a y 3.2b se evidencia que los mı́nimos negativos del caso κ < 0, son más
profundos que los del caso κ > 0. Aśı, se puede concluir que en el caso κ < 0, de nuestro
enfoque no Herḿıtico, el bloqueo de un solo fotón se nota de manera más clara que en caso
estándar κ > 0, del enfoque de Ecuación Maestra de Lindblad.
La Figura 3.2b también muestra que con el enfoque no Herḿıtico se predicen bloqueos que no
existen en la teoŕıa Hermı́tica de Ecuación Maestra de Lindblad. Note que para |△/γ| ≈ 1.5
hay un bloqueo pero este no es tan profundo como el que se da en |△/γ| = 5. Esto indica
que la probabilidad de que ocurra un bloqueo en |△/γ| ≈ 1.5 es muy pequeña, pero no nula,
comparada con la de △/γ = 5 donde se cumple la condición (3.12).

Para finalizar, en las Figuras 3.3 y 3.4 se muestran las gráficas de Ln[n] para los mismos casos
de las Figuras 3.1 y 3.2.
En estas gráficas, las condiciones (3.7) y (3.12) para el bloqueo de un fotón se satisfacen donde
aparecen máximos.
Como debe ser, estos máximos se presentan en los mismos valores de ∆/γ para los cuales se
dan los máximos de Ln[g(2)(0)].
Se debe tener en cuenta que el cálculo de n = ⟨â†â⟩ es más sencillo que el de la función de
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g/γ=0,5
g/γ=2
g/γ=5
g/γ=10

-15 -10 -5 5 10 15
Δ/γ

-20

-15

-10

-5

5

Ln[n(0)]

Figura 3.3: Ln[n] como una función de △/γ para diferentes valores de g/γ, considerando κ/γ =
−1.

κ/γ=1

κ/γ=-1

-4 -2 2 4
Δ/γ

-8

-6

-4

-2

2

4

Ln[n(0)]

(a) g/γ = 0.5.

κ/γ=1

κ/γ=-1

-15 -10 -5 5 10 15
Δ/γ

-12

-10

-8

-6

-4

-2

Ln[n(0)]

(b) g/γ = 5.

Figura 3.4: Ln[n] como función de △/γ considerando κ > 0 y κ < 0.

correlación de segundo orden g(2)(0) =
⟨â†â†ââ⟩
⟨â†â⟩2

y por tanto, para nuestro sistema podemos

proponer otro criterio para identificar el bloqueo de un fotón: el bloqueo de un fotón se presenta
cuando Ln[n] es máximo.
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Conclusiones

En este trabajo, a través de un Hamiltoniano no Herḿıtico, se estudió el bloqueo de un fotón
en un sistema constituido por un átomo que interactúa con un campo cuantizado, forzado por
un agente externo. Se han obtenido, mediante un cálculo anaĺıtico, las condiciones para que se
presente el fenómeno de bloqueo de fotones utilizando los valores propios de este Hamiltoniano
no Herḿıtico. Además, se realizó un cálculo numérico, usando el enfoque Hermı́tico de Ecuación
Maestra de Lindblad y se comprobó que con nuestras condiciones se produce el bloqueo en este
otro enfoque. En nuestro enfoque no Herḿıtico, el bloqueo de un solo fotón se nota de manera
más clara que en el enfoque de Ecuación Maestra de Lindblad Aśı, el enfoque de Hamiltoniano no
Herḿıtico, es apropiado para determinar bloqueo de fotones.

10



Apéndice A

Deducción del Hamiltoniano Hermı́tico

El operador Hamiltoniano que describe la dinámica de un sistema de dos niveles (QD) interac-
tuando con una cavidad mono-modo, forzada por un laser esta dado por la ecuación (2.1)

Ĥ = ωaâ
†â + ωeσ̂

+σ̂ + g(âσ̂+ + â†σ̂) + ε
(
âeiωdt + â†e−iωdt

)
(A.1)

Los operadores de la materia conmutan con los operadores del campo.

Este hamiltoniano se puede transformar a un marco que rote a frecuencia del laser ωd, usando:

Ĥr = T̂ †ĤT̂ + i

(
∂T̂ †

∂t

)
T̂ (A.2)

donde

T̂ = e−iωdâ
†âte−iωdσ̂

†σ̂t (A.3)

T̂ † = eiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât (A.4)

Ahora vamos a encontrar: T̂ †ĤT̂

T̂ †ĤT̂ = eiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât
(
ωaâ

†â + ωeσ̂
+σ̂ + g(âσ̂+ + â†σ̂) + ε

(
âeiωdt + â†e−iωdt

))
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t

(A.5)

T̂ †ĤT̂ = eiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât
(
ωaâ

†â
)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t + eiωdσ̂

†σ̂teiωdâ
†ât
(
ωeσ̂

†σ̂
)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t

+eiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât
(
gâ†σ̂

)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t + eiωdσ̂

†σ̂teiωdâ
†ât
(
gâσ̂†) e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t

+eiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât
(
εâeiωdt

)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t + eiωdσ̂

†σ̂teiωdâ
†ât
(
εâ†e−iωdt

)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t (A.6)

Se va a calcular cada de termino de la ecuación (A.6):

Primer término

T̂ † (ωaâ
†â
)
T̂ = ωae

iωdσ̂
†σ̂te−iωdσ̂

†σ̂t
(
â†â
)
eiωdâ

†âte−iωdâ
†ât (A.7)

11
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T̂ † (ωaâ
†â
)
T̂ = ωaâ

†â (A.8)

Segundo término

T̂ † (ωeσ̂
†σ̂
)
T̂ = ωee

iωdâ
†âte−iωdâ

†ât
(
σ̂†σ̂
)
eiωdσ̂

†σ̂te−iωdσ̂
†σ̂t (A.9)

T̂ † (ωeσ̂
†σ̂
)
T̂ = ωeσ̂

†σ̂ (A.10)

Tercer término

T̂ † (gâ†σ̂) T̂ = geiωdσ̂
†σ̂teiωdâ

†ât
(
â†σ̂
)
e−iωdâ

†âte−iωdσ̂
†σ̂t

= geiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†âteiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iωdσ̂

†σ̂t (A.11)

Usando la identidad Lema de Barker-Hausdorff y el conmutador de los operadores â y â†

eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât = â† + i(ωdt)
[
â†â, â†

]
+

(iωdt)
2

2!

[
â†â,

[
â†â, â†

]]
+

(iωdt)
3

3!

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â, â†

]]]
+

(iωdt)
4

4!

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â, â†

]]]]
+ .... (A.12)

eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât = â† + iωdtâ
† +

i2ω2
dt

2

2
â† +

i3ω3
dt

3

6
â† +

i4ω4
dt

4

24
â† +

i5ω5
dt

5

120
â† + ... +

(iωdt)
m

m!
â†

(A.13)
Teniendo en cuenta las potencias de i la ecuación A.13 se puede escribir de la siguiente manera:

eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât =

(
1 − 1

2
(ωdt)

2 +
1

24
(ωdt)

4 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

cos(ωdt)

â† + i

(
ωdt−

1

6
(ωdt)

3 +
1

120
(ωdt)

5 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

sen(ωdt)

â†

(A.14)

eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât = [cos(ωdt) + isen(ωdt)] â
† (A.15)

eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât = eiωdtâ† (A.16)

Ahora, para eiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iωdσ̂

†σ̂t

Recordando que σ̂†σ̂ =
1

2

(
σ̂z + 1̂

)
eiωdσ̂

†σ̂tσ̂e−iω̂dσ̂
†σ̂t = e(i/2)ωdσ̂ztσ̂e−(i/2)ωdσ̂zt (A.17)

Ahora usando de nuevo la identidad Lema de Barker-Hausdorff y el conmutador de los opera-
dores σ̂ y σ̂†
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eiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iω̂dσ̂

†σ̂t = σ̂+i
1

�2
ωdt(−�2σ̂)−

1

�4
(ωdt)

2

2
(�4σ̂)−i

1

�8
(ωdt)

3

6
(−�8σ̂)+

1

��16
(ωdt)

4

24
(��16σ̂)+i

1

��32(ωdt)5

120
(−��32σ̂)+...

(A.18)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iω̂dσ̂

†σ̂t =

(
1 − 1

2
(ωdt)

2 +
1

24
(ωdt)

4 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

cos(ωdt)

σ̂+i

(
−ωdt +

1

6
(ωdt)

3 − 1

120
(ωdt)

5 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

−sen(ωdt)

σ̂

(A.19)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iω̂dσ̂

†σ̂t = (cos(ωdt) − isen(ωdt)) σ̂ (A.20)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂e−iω̂dσ̂

†σ̂t = e−iωdtσ̂ (A.21)

Entonces reemplazamos las ecuaciones A.16 y A.21 en la ecuación A.11

T̂ † (gâ†σ̂) T̂ = geiωdte−iωdtâ†σ̂ (A.22)

T̂ † (gâ†σ̂) T̂ = gâ†σ̂ (A.23)

cuarto término

T̂ † (gâσ̂†) T̂ = geiωdâ
†âtâe−iωdâ

†âteiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iωdσ̂

†σ̂t (A.24)

Para eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât vamos aplicar la identidad Baker-Hausdorff y el conmutador de los ope-
radores â y â†

eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât = â + iωdt
[
â†â, â

]
+

(iωdt)
2

2!

[
â†â,

[
â†â, â

]]
+

(iωdt)
3

3!

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â, â

]]]
+

(iωdt)
4

4!

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â, â

]]]]
+

(iωdt)
5

5!

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â,

[
â†â, â

]]]]]
+ ....(A.25)

eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât = â− iωdtâ +
i2(ωdt)

2

2
â− i3(ωdt)

6
â +

i4(ωdt)
4

24
â− i5(ωdt)

120
â + ... (A.26)

Teniendo en cuenta las potencias de i la ecuación queda

eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât =

(
1 − 1

2
(ωdt)

2 +
1

24
(ω4t)

4 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

cos(ωdt)

â + i

(
−ωdt +

1

6
(ωdt)

3 − 1

120
(ωdt)

5 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

−sen(ωdt)

â

(A.27)
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eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât = (cos(ωdt) − isen(ωdt)) â (A.28)

eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât = e−iωdtâ (A.29)

ahora para eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iωdσ̂

†σ̂t

Recordaremos que σ̂†σ̂ =
1

2

(
σ̂z + 1̂

)
eiωdσ̂

†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂
†σ̂t = e(i/2)ωdσ̂ztσ̂†e−(i/2)ωdσ̂zt (A.30)

Se aplica Baker-Hausdorff y el conmutador de los operadores σ̂z y σ̂†

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂

†σ̂t = σ̂† +
i

2
ωdt
[
σ̂z, σ̂

†]+

(
i

2
ωdt

)2

2!

[
σ̂z,
[
σ̂z, σ̂

†]]

+

(
i

2
ωdt

)3

3!

[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z, σ̂

†]]]+

(
i

2
ωdt

)4

4!

[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z, σ̂

†]]]]

+

(
i

2
ωdt

)5

5!

[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z,
[
σ̂z, σ̂

†]]]]]+ ... (A.31)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂

†σ̂t = σ̂† + i
1

�2
ωdt(−�2σ̂

†) +

i2

�4
(ωdt)

2

2
(�4σ̂

†) +

i3

�8
(ωdt)

3

6
(�8σ̂

†) +

i4

��16
(ωdt)

4

24
(��16σ̂†)

+

i5

��32
(ωdt)

5

120
(��32σ̂†) + ... (A.32)

ahora teniendo en cuenta las potencias de i la ecuación A.32 queda

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂

†σ̂t =

(
1 − 1

2
(ωdt)

2 +
1

24
(ωdt)

4 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

cos(ωdt)

σ̂†+i

(
ωdt−

1

6
(ωdt)

3 +
1

120
(ωdt)

5 + ...

)
︸ ︷︷ ︸

sen(ωdt)

σ̂†

(A.33)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂

†σ̂t = (cos(ωdt) + isen(ωdt)) σ̂
† (A.34)

eiωdσ̂
†σ̂tσ̂†e−iω̂dσ̂

†σ̂t = eiωdtσ̂† (A.35)

Ahora las ecuaciones A.29 y A.35 se reemplazan en la ecuación A.24

T̂ † (gâσ̂†) T̂ = ge−iωdtâeiωdtσ̂† (A.36)

T̂ † (gâσ̂†) T̂ = g e−iωdteiωdt︸ ︷︷ ︸
1

âσ̂† (A.37)
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T̂ † (gâσ̂†) T̂ = gâσ̂† (A.38)

Quinto término

T̂ †εâT̂ = εeiωdσ̂
†σ̂te−iωdσ̂

†σ̂t eiωdâ
†âtâe−iωdâ

†ât︸ ︷︷ ︸
e−iωdtâ

eiωdt (A.39)

T̂ †εâT̂ = ε eiωdσ̂
†σ̂te−iωdσ̂

†σ̂t︸ ︷︷ ︸
1

â e−iωdteiωdt︸ ︷︷ ︸
1

(A.40)

T̂ †εâT̂ = εâ (A.41)

Sexto término

T̂ †εâ†T̂ = εeiωdσ̂
†σ̂te−iωdσ̂

†σ̂t eiωdâ
†âtâ†e−iωdâ

†ât︸ ︷︷ ︸
eiωdtâ†

e−iωdt (A.42)

T̂ †εâ†T̂ = ε eiωdσ̂
†σ̂te−iωdσ̂

†σ̂t︸ ︷︷ ︸
1

eiωdte−iωdt︸ ︷︷ ︸
1

â† (A.43)

T̂ †εâ†T̂ = εâ† (A.44)

ahora las ecuaciones A.8, A.10, A.23, A.38, A.41 y A.44 se reemplazan en la ecuación A.6

T̂ †ĤT̂ = ωaâ
†â + ωeσ̂

†σ̂ + g
(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)
(A.45)

Ahora el segundo término de la ecuación A.2 se puede escribir de la siguiente manera

i

(
∂T̂ †

∂t

)
T̂ = i

(
iωdσ̂

†σ̂ + iωdâ
†â
)
eiωdσ̂

†σ̂teiωdâ
†âte−iωdσ̂

†σ̂te−iωdâ
†ât (A.46)

i

(
∂T̂ †

∂t

)
T̂ = i

(
iωdσ̂

†σ̂ + iωdâ
†â
)
eiωdσ̂

†σ̂te−iωdσ̂
†σ̂t︸ ︷︷ ︸

1

eiωdâ
†âte−iωdâ

†ât︸ ︷︷ ︸
1

(A.47)

i

(
∂T̂ †

∂t

)
T̂ =

(
−ωdσ̂

†σ̂ − ωdâ
†â
)

(A.48)

por tanto, las ecuaciones A.45 y A.48 las reemplazo en la ecuación A.2

Ĥr = (ωa − ωd) â
†â + (ωe − ωd) σ̂

†σ̂ + g
(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)
(A.49)

Ĥr = △aâ
†â + △eσ̂

†σ̂ + g
(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)
(A.50)

donde △a = ωa − ωd es la Diferencia de freceuncia entre el campo y el agente forzante.

△e = ωe − ωd es la Diferencia de frecuencia entre el sistema de dos niveles y el agente
forzante.



Apéndice B

Deducción de la ecuación Maestra de
Lindblad

Se desea resolver la ecuación maestra de Born-Markov en la forma de Lindblad

dρ̂

dt
= −i[ Ĥr, ρ̂ ] + κ L̂[â] + γ L̂[σ̂] (B.1)

L̂[â] = âρ̂â† − 1

2
â†âρ̂− 1

2
ρ̂â†â (B.2)

L̂[σ̂] = σ̂ρ̂σ̂† − 1

2
σ̂†σ̂ρ̂− 1

2
ρ̂σ̂†σ̂ (B.3)

Las ecuaciones B.2 y B.3 se reemplazan en la ecuación B.1

dρ̂

dt
= −i[ Ĥr, ρ̂ ] + κ

(
âρ̂â† − 1

2
â†âρ̂− 1

2
ρ̂â†â

)
+ γ

(
σ̂ρ̂σ̂† − 1

2
σ̂†σ̂ρ̂− 1

2
ρ̂σ̂†σ̂

)
(B.4)

Se va a resolver el conmutador que hay en la ecuación B.4, entocnes teniendo en cuenta la
ecuación A.50

[ Ĥr, ρ̂ ] = [
(
△aâ

†â + △eσ̂
†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

))
, ρ̂ ] (B.5)

[ Ĥr, ρ̂ ] = △a[ â
†â, ρ̂ ] + △e[ σ̂

†σ̂, ρ̂ ] + g[ â†σ̂, ρ̂ ] + g[ âσ̂†, ρ̂ ] + ε[ â, ρ̂ ] + ε[ â†, ρ̂ ] (B.6)

[ Ĥr, ρ̂ ] = △aâ
†âρ̂−△aρ̂â

†â + △eσ̂
†σ̂ρ̂−△eρ̂σ̂

†σ̂ + gâ†σ̂ρ̂− gρ̂â†σ̂

+gâσ̂†ρ̂− gρ̂âσ̂† + εâρ̂− ερ̂â + εâ†ρ̂− ερ̂â† (B.7)

Ahora la ecución B.7 la reemplazo en la ecuación B.4

dρ̂

dt
= −i[△aâ

†âρ̂−△aρ̂â
†â + △eσ̂

†σ̂ρ̂−△eρ̂σ̂
†σ̂ + gâ†σ̂ρ̂− gρ̂â†σ̂ + gâσ̂†ρ̂− gρ̂âσ̂† + εâρ̂− ερ̂â

+εâ†ρ̂− ερ̂â† ] + κ

(
âρ̂â† − 1

2
â†âρ̂− 1

2
ρ̂â†â

)
+ γ

(
σ̂ρ̂σ̂† − 1

2
σ̂†σ̂ρ̂− 1

2
ρ̂σ̂†σ̂

)
(B.8)

16
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dρ̂

dt
= −i△a â

†âρ̂ + i△a ρ̂â
†â− i△e σ̂

†σ̂ρ̂ + i△e ρ̂σ̂
†σ̂ − igâ†σ̂ρ̂ + igρ̂â†σ̂ − igâσ̂†ρ̂ + igρ̂âσ̂†

−iεâρ̂ + iερ̂â− iεâ†ρ̂ + iερ̂â† + κ âρ̂â† − κ

2
â†âρ̂− κ

2
ρ̂â†â + γ σ̂ρ̂σ̂† − γ

2
σ̂†σ̂ρ̂− γ

2
ρ̂σ̂†σ̂ (B.9)

dρ̂

dt
= −

(
i△a +

κ

2

)
â†âρ̂ +

(
i△a −

κ

2

)
ρ̂â†â−

(
i△e +

γ

2

)
σ̂†σ̂ρ̂ +

(
i△e −

γ

2

)
ρ̂σ̂†σ̂

−igâ†σ̂ρ̂ + igρ̂â†σ̂ − igâσ̂†ρ̂ + igρ̂âσ̂† − iεâρ̂ + iερ̂â− iεâ†ρ̂ + iερ̂â† + κ âρ̂â† + γ σ̂ρ̂σ̂† (B.10)

Para resolver la ecuación B.10 se usará la base:

{|n, j⟩} = {|n, g⟩, |n, e⟩} j = g, e ; n = 0, 1, 2, 3, ..... (B.11)

En esta base los elementos matriciales del operador ρ̂ tendrán la siguiente forma

ρ̂mk,nj = ⟨m, k|ρ̂|n, j⟩ k, j = g, e m, n = 0, 1, 2, 3, .... (B.12)

tal que

ρ̂ =


⟨0, g|ρ̂|0, g⟩ ⟨0, g|ρ̂|0, e⟩ ⟨0, g|ρ̂|1, g⟩ ⟨0, g|ρ̂|1, e⟩...
⟨0, e|ρ̂|0, g⟩ ⟨0, e|ρ̂|0, e⟩ ⟨0, e|ρ̂|1, g⟩ ⟨0, e|ρ̂|1, e⟩...
⟨1, g|ρ̂|0, g⟩ ⟨1, g|ρ̂|0, e⟩ ⟨1, g|ρ̂|1, g⟩ ⟨1, g|ρ̂|1, e⟩...

. . . .

. . . .

. . . .

 (B.13)

En general, se distinguen los siguientes elecmentos matriciales genéricos

ρmg,ng ; ρme,ne ; ρmg,ne ; ρne,mg = ρ∗mg,ne (B.14)

• Para el elemento matricial ρmg,ng = ⟨m, g|ρ̂|n, g⟩ la ecuación queda escrita como〈
m, g

∣∣∣∣dρ̂dt
∣∣∣∣n, g〉 =

d

dt
ρmg,ng (B.15)

d

dt
ρmg,ng = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨m, g|â†âρ̂|n, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨m, g|ρ̂â†â|n, g⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨m, g|���σ̂†σ̂ρ̂︸︷︷︸

0

|n, g⟩ +
(
i△e −

γ

2

)
⟨m, g|���ρ̂σ̂†σ̂︸︷︷︸

0

|n, g⟩

−ig⟨m, g|â†σ̂ρ̂|n, g⟩ + ig⟨m, g|���ρ̂â†σ̂︸︷︷︸
0

|n, g⟩ − ig⟨m, g|���âσ̂†ρ̂︸︷︷︸
0

|n, g⟩

+ig⟨m, g|ρ̂âσ̂†|n, g⟩ − iε⟨m, g|âρ̂|n, g⟩ + iε⟨m, g|ρ̂â|n, g⟩
−iε⟨m, g|â†ρ̂|n, g⟩ + iε⟨m, g|ρ̂â†|n, g⟩ + κ ⟨m, g|âρ̂â†|n, g⟩

+γ ⟨m, g|σ̂ρ̂σ̂†|n, g⟩ (B.16)
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d

dt
ρmg,ng = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨m, g|â†âρ̂|n, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨m, g|ρ̂â†â|n, g⟩

−ig⟨m, g|â†σ̂ρ̂|n, g⟩ + ig⟨m, g|ρ̂âσ̂†|n, g⟩ − iε⟨m, g|âρ̂|n, g⟩
+iε⟨m, g|ρ̂â|n, g⟩ − iε⟨m, g|â†ρ̂|n, g⟩ + iε⟨m, g|ρ̂â†|n, g⟩

+κ ⟨m, g|âρ̂â†|n, g⟩ + γ ⟨m, g|σ̂ρ̂σ̂†|n, g⟩ (B.17)

Se debe tener en ceunta que

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ (B.18)

â†|n⟩ =
√
n + 1|n + 1⟩ (B.19)

â†â|n⟩ = n|n⟩ (B.20)

d

dt
ρmg,ng = −

(
i△a +

κ

2

)
m⟨m, g|ρ̂|n, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
n⟨m, g|ρ̂|n, g⟩

−ig
√
m⟨m− 1, g|ρ̂|n, g⟩ + ig

√
n⟨m, g|ρ̂σ̂†|n− 1, g⟩ − iε

√
m + 1⟨m + 1, g|ρ̂|n, g⟩

+iε
√
n⟨m, g|ρ̂|n− 1, g⟩ − iε

√
m⟨m− 1, g|ρ̂|n, g⟩ + iε

√
n + 1⟨m, g|ρ̂|n + 1, g⟩

+κ
√
m + 1

√
n + 1⟨m, g|ρ̂|n, g⟩ + γ ⟨m, g|ρ̂|n, g⟩ (B.21)

d

dt
ρmg,ng =

(
i△a (n−m) − κ

2
(n + m)

)
ρ̂mg,ng − ig

√
mρ̂(m−1)e,ng + ig

√
nρ̂mg,(n−1)e

−iε
√
m + 1ρ̂(m+1)g,ng + iε

√
nρ̂mg,(n−1)g − iε

√
mρ̂(m−1)g,ng + iε

√
n + 1ρ̂mg,(n+1)g

+κ
√

(m + 1)(n + 1)ρ̂(m+1)g,(n+1)g + γ ρ̂me,ne (B.22)

• Para el elemento matricial ρme,ne = ⟨m, e|ρ̂|n, e⟩ la ecuación queda escrita como〈
m, e

∣∣∣∣dρ̂dt
∣∣∣∣n, e〉 =

d

dt
ρme,ne (B.23)

d

dt
ρme,ne = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨m, e|â†âρ̂|n, e⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨m, e|ρ̂â†â|n, e⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨m, e|σ̂†σ̂ρ̂|n, e⟩ +

(
i△e −

γ

2

)
⟨m, e|ρ̂σ̂†σ̂|n, e⟩

−ig⟨m, e|���â†σ̂ρ̂︸︷︷︸
0

|n, e⟩ + ig⟨m, e|ρ̂â†σ̂|n, e⟩ − ig⟨m, e|âσ̂†ρ̂|n, e⟩

+ig⟨m, e|���ρ̂âσ̂†︸︷︷︸
0

|n, e⟩ − iε⟨m, e|âρ̂|n, e⟩ + iε⟨m, e|ρ̂â|n, e⟩

−iε⟨m, e|â†ρ̂|n, e⟩ + iε⟨m, e|ρ̂â†|n, e⟩ + κ ⟨m, e|âρ̂â†|n, e⟩
+γ ⟨m, e|���σ̂ρ̂σ̂†︸︷︷︸

0

|n, e⟩ (B.24)
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d

dt
ρme,ne = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨m, e|â†âρ̂|n, e⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨m, e|ρ̂â†â|n, e⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨m, e|σ̂†σ̂ρ̂|n, e⟩ +

(
i△e −

γ

2

)
⟨m, e|ρ̂σ̂†σ̂|n, e⟩

+ig⟨m, e|ρ̂â†σ̂|n, e⟩ − ig⟨m, e|âσ̂†ρ̂|n, e⟩ − iε⟨m, e|âρ̂|n, e⟩
+iε⟨m, e|ρ̂â|n, e⟩ − iε⟨m, e|â†ρ̂|n, e⟩ + iε⟨m, e|ρ̂â†|n, e⟩

+κ ⟨m, e|âρ̂â†|n, e⟩ (B.25)

d

dt
ρme,ne = −

(
i△a +

κ

2

)
m⟨m, e|ρ̂|n, e⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
n⟨m, e|ρ̂|n, e⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨m, e|ρ̂|n, e⟩ +

(
i△e −

γ

2

)
⟨m, e|ρ̂|n, e⟩

+ig
√
n + 1⟨m, e|ρ̂|n + 1, g⟩ − ig

√
m + 1⟨m + 1, g|ρ̂|n, e⟩ − iε

√
m + 1⟨m + 1, e|ρ̂|n, e⟩

+iε
√
n⟨m, e|ρ̂|n− 1, e⟩ − iε

√
m⟨m− 1, e|ρ̂|n, e⟩ + iε

√
n + 1⟨m, e|ρ̂|n + 1, e⟩

+κ
√
m + 1

√
n + 1⟨m + 1, e|ρ̂|n + 1, e⟩ (B.26)

d

dt
ρme,ne =

(
i △a (n−m) − κ

2
(n + m) − γ

)
ρme,ne + ig

√
n + 1ρme,(n+1)g − ig

√
m + 1ρ(m+1)g,ne

−iε
√
m + 1ρ(m+1)e,ne + iε

√
nρme,(n−1)e − iε

√
mρ(m−1)e,ne + iε

√
n + 1ρme,(n+1)e

+κ
√

(m + 1)(n + 1)ρ(m+1)e,(n+1)e (B.27)

• Para el elemento matricial ρmg,ne = ⟨m, g|ρ̂|n, e⟩ la ecuación queda escrita como〈
m, g

∣∣∣∣dρ̂dt
∣∣∣∣n, e〉 =

d

dt
ρmg,ne (B.28)

d

dt
ρmg,ne = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨m, g|â†âρ̂|n, e⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨m, g|ρ̂â†â|n, e⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨m, g|���σ̂†σ̂ρ̂︸︷︷︸

0

|n, e⟩ +
(
i△e −

γ

2

)
⟨m, g|ρ̂σ̂†σ̂|n, e⟩

−ig⟨m, g|â†σ̂ρ̂|n, e⟩ + ig⟨m, g|ρ̂â†σ̂|n, e⟩ − ig⟨m, g|���âσ̂†ρ̂︸︷︷︸
0

|n, e⟩

+ig⟨m, g|���ρ̂âσ̂†︸︷︷︸
0

|n, e⟩ − iε⟨m, g|âρ̂|n, e⟩ + iε⟨m, g|ρ̂â|n, e⟩

−iε⟨m, g|â†ρ̂|n, e⟩ + iε⟨m, g|ρ̂â†|n, e⟩ + κ ⟨m, g|âρ̂â†|n, e⟩
+γ ⟨m, e|���σ̂ρ̂σ̂†︸︷︷︸

0

|n, e⟩ (B.29)

d

dt
ρmg,ne = −

(
i△a +

κ

2

)
m⟨m, g|ρ̂|n, e⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
n⟨m, g|ρ̂|n, e⟩

+
(
i△e −

γ

2

)
⟨m, g|ρ̂|n, e⟩ − ig

√
m⟨m− 1, e|ρ̂|n, e⟩ + ig

√
n + 1⟨m, g|ρ̂|n + 1, g⟩

−iε
√
m + 1⟨m + 1, g|ρ̂|n, e⟩ + iε

√
n⟨m, g|ρ̂|n− 1, e⟩ − iε

√
m⟨m− 1, g|ρ̂|n, e⟩

+iε
√
n + 1⟨m, g|ρ̂|n + 1, e⟩ + κ

√
m + 1

√
n + 1⟨m + 1, g|ρ̂|n + 1, e⟩ (B.30)
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d

dt
ρmg,ne =

(
i [△a(n−m) + △e] −

1

2
[κ(n + m) + γ]

)
ρmg,ne − ig

√
mρ(m−1)e,ne

+ig
√
n + 1ρmg,(n+1)g − iε

√
m + 1ρ(m+1)g,ne + iε

√
nρmg,(n−1)e − iε

√
mρ(m−1)g,ne

+iε
√
n + 1ρmg,(n+1)e + κ

√
(m + 1)(n + 1)ρ(m+1)g,(n+1)e (B.31)

• Para el elemento matricial ρne,mg = ⟨n, e|ρ̂|m, g⟩ la ecuación queda escrita como〈
n, e

∣∣∣∣dρ̂dt
∣∣∣∣m, g

〉
=

d

dt
ρne,mg (B.32)

d

dt
ρne,mg = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨n, e|â†âρ̂|m, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨n, e|ρ̂â†â|m, g⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨n, e|σ̂†σ̂ρ̂|m, g⟩ +

(
i△e −

γ

2

)
⟨n, e|���ρ̂σ̂†σ̂︸︷︷︸

0

|m, g⟩

−ig⟨n, e|���â†σ̂ρ̂︸︷︷︸
0

|m, g⟩ + ig⟨n, e|���ρ̂â†σ̂︸︷︷︸
0

|m, g⟩ − ig⟨n, e|âσ̂†ρ̂|m, g⟩

+ig⟨n, e|ρ̂âσ̂†|m, g⟩ − iε⟨n, e|âρ̂|m, g⟩ + iε⟨n, e|ρ̂â|m, g⟩
−iε⟨n, e|â†ρ̂|m, g⟩ + iε⟨n, e|ρ̂â†|m, g⟩ + κ ⟨n, e|âρ̂â†|m, g⟩

+γ ⟨n, e|���σ̂ρ̂σ̂†︸︷︷︸
0

|m, g⟩ (B.33)

d

dt
ρne,mg = −

(
i△a +

κ

2

)
⟨n, e|â†âρ̂|m, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
⟨n, e|ρ̂â†â|m, g⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨n, e|σ̂†σ̂ρ̂|m, g⟩ − ig⟨n, e|âσ̂†ρ̂|m, g⟩

+ig⟨n, e|ρ̂âσ̂†|m, g⟩ − iε⟨n, e|âρ̂|m, g⟩ + iε⟨n, e|ρ̂â|m, g⟩
−iε⟨n, e|â†ρ̂|m, g⟩ + iε⟨n, e|ρ̂â†|m, g⟩ + κ ⟨n, e|âρ̂â†|m, g⟩ (B.34)

d

dt
ρne,mg = −

(
i△a +

κ

2

)
n⟨n, e|ρ̂|m, g⟩ +

(
i△a −

κ

2

)
m⟨n, e|ρ̂|m, g⟩

−
(
i△e +

γ

2

)
⟨n, e|ρ̂|m, g⟩ − ig

√
n + 1⟨n + 1, g|ρ̂|m, g⟩ + ig

√
m⟨n, e|ρ̂|m− 1, e⟩

−iε
√
n + 1⟨n + 1, e|ρ̂|m, g⟩ + iε

√
m⟨n, e|ρ̂|m− 1, g⟩ − iε

√
n⟨n− 1, e|ρ̂|m, g⟩

+iε
√
m + 1⟨n, e|ρ̂|m + 1, g⟩ + κ

√
n + 1

√
m + 1⟨n + 1, e|ρ̂|m + 1, g⟩ (B.35)

d

dt
ρne,mg =

(
−i [△a(n−m) + △e] −

1

2
[κ(n + m) + γ]

)
ρne,mg − ig

√
n + 1ρ(n+1)g,mg

+ig
√
mρne,(m−1)e − iε

√
n + 1ρ(n+1)e,mg + iε

√
mρne,(m−1)g − iε

√
nρ(n−1)e,mg

+iε
√
m + 1ρne,(m+1)g + κ

√
(n + 1)(m + 1)ρ(n+1)e,(m+1)g (B.36)
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Ahora se va a resolver un caso particular usando las ecuaciones generales de la deducción de la
ecuación maestra. Para resolver las ecuaciones (B.22), (B.27), (B.31), y (B.36) se usará la base
{|n, e⟩, |n + 1, g⟩} con n = 0 osea,

{|0, e⟩, |1, g⟩} (B.37)

En esta base el operador ρ̂ tendrá la forma:

ρ̂ =

(
ρ0e,0e ρ0e,1g
ρ1g,0e ρ1g,1g

)
(B.38)

■ Para resolver el elemento matricial ρ0e,0e = ⟨0, e|ρ̂|0, e⟩ se utilizará la ecuación B.27

d

dt
ρ0e,0e =

(
i △a (0 − 0) − κ

2
(0 + 0) − γ

)
ρ0e,0e + ig

√
0 + 1ρ0e,(0+1)g − ig

√
0 + 1ρ(0+1)g,0e

−iε
√

0 + 1ρ(0+1)e,0e + iε
√

0ρ0e,(0−1)e − iε
√

0ρ(0−1)e,0e + iε
√

0 + 1ρ0e,(0+1)e

+κ
√

(0 + 1)(0 + 1)ρ(0+1)e,(0+1)e (B.39)

d

dt
ρ0e,0e = −γρ0e,0e + igρ0e,1g − igρ1g,0e − iερ(1)e,0e + iερ0e,(1)e + κρ1e,1e (B.40)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuación (B.40) queda:

d

dt
ρ0e,0e = −γρ0e,0e + igρ0e,1g − igρ1g,0e (B.41)

■ Para encontrar a ρ0e,1g se utilizará la ecuación (B.36)

d

dt
ρ0e,1g =

(
−i [△a(0 − 1) + △e] −

1

2
[κ(0 + 1) + γ]

)
ρ0e,1g − ig

√
0 + 1ρ(0+1)g,1g

+ig
√

1ρ0e,(1−1)e − iε
√

0 + 1ρ(0+1)e,1g + iε
√

1ρ0e,(1−1)g − iε
√

0ρ(0−1)e,1g

+iε
√

1 + 1ρ0e,(1+1)g + κ
√

(0 + 1)(1 + 1)ρ(0+1)e,(1+1)g (B.42)

d

dt
ρ0e,1g =

(
i [△a −△e] −

1

2
[κ + γ]

)
ρ0e,1g − igρ1g,1g + igρ0e,0e − iερ1e,1g + iερ0e,0g

+iε
√

2ρ0e,2g + κ
√

(1)(2)ρ1e,2g (B.43)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuación (B.43) queda:

d

dt
ρ0e,1g =

(
i [△a −△e] −

1

2
[κ + γ]

)
ρ0e,1g − igρ1g,1g + igρ0e,0e (B.44)
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■ Para encontrar a ρ1g,0e se utilizará la ecuación (B.31)

d

dt
ρ1g,0e =

(
i [△a(0 − 1) + △e] −

1

2
[κ(0 + 1) + γ]

)
ρ1g,0e − ig

√
1ρ(1−1)e,0e

+ig
√

0 + 1ρ1g,(0+1)g − iε
√

1 + 1ρ(1+1)g,0e + iε
√

0ρ1g,(0−1)e − iε
√

1ρ(1−1)g,0e

+iε
√

0 + 1ρ1g,(0+1)e + κ
√

(1 + 1)(0 + 1)ρ(1+1)g,(0+1)e (B.45)

d

dt
ρ1g,0e =

(
−i [△a −△e] −

1

2
[κ + γ]

)
ρ1g,0e − igρ0e,0e + igρ1g,1g − iε

√
2ρ2g,0e − iερ0g,0e + iερ1g,1e

+κ
√

(2)(1)ρ2g,1e (B.46)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuación (B.46) queda:

d

dt
ρ1g,0e =

(
−i [△a −△e] −

1

2
[κ + γ]

)
ρ1g,0e − igρ0e,0e + igρ1g,1g (B.47)

■ Para encontrar a ρ1g,1g se utilizará la ecuación (B.22)

d

dt
ρ1g,1g =

(
i△a (1 − 1) − κ

2
(1 + 1)

)
ρ̂1g,1g − ig

√
1ρ̂(1−1)e,1g + ig

√
1ρ̂1g,(1−1)e

−iε
√

1 + 1ρ̂(1+1)g,1g + iε
√

1ρ̂1g,(1−1)g − iε
√

1ρ̂(1−1)g,1g + iε
√

1 + 1ρ̂1g,(1+1)g

+κ
√

(1 + 1)(1 + 1)ρ̂(1+1)g,(1+1)g + γ ρ̂1e,1e (B.48)

d

dt
ρ1g,1g =

(
i△a (0) − κ

2
(2)
)
ρ̂1g,1g − ig

√
1ρ̂0e,1g + ig

√
1ρ̂1g,0e

−iε
√

2ρ̂2g,1g + iε
√

1ρ̂1g,0g − iε
√

1ρ̂0g,1g + iε
√

2ρ̂1g,2g

+κ
√

(2)(2)ρ̂2g,2g + γ ρ̂1e,1e (B.49)

Teniendo en cuenta la base que se esta utilizando la ecuación (B.49) queda:

d

dt
ρ1g,1g = −κ ρ̂1g,1g − igρ̂0e,1g + igρ̂1g,0e (B.50)



Apéndice C

Valores propios de un Hamiltoniano no
Hermı́tico

Condiciones analiticas para bloqueo de un solo fotón.

Ĥee = −i
γ

2
σ̂†σ̂ (C.1)

Ĥf = −i
κ

2
â†â (C.2)

donde
γ es la emisión expontanea
κ es la fuga a través de la cavidad

Estas seran las perdidas que se modelan con terminos no hermı́ticos aśı que el hamiltoniano
total que describe el sistema sera no hemı́tico y lo construiremos con las ecuaciones (A.50),
(C.1) y (C.2)

ˆ̃H = Ĥr + Ĥee + Ĥf (C.3)

ˆ̃H = △aâ
†â + △eσ̂

†σ̂ + g
(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)
− i

γ

2
σ̂†σ̂ − i

κ

2
â†â (C.4)

ˆ̃H =
(
△a − i

κ

2

)
â†â +

(
△e − i

γ

2

)
σ̂†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)
(C.5)

Acción general de operadores sobre la base de estados

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ ; â†|n⟩ =

√
n + 1|n + 1⟩ ; â†â|n⟩ = n|n⟩

σ̂|e⟩ = |g⟩ ; σ̂†|e⟩ = 0 ; σ̂†σ̂|e⟩ = |e⟩

σ̂|g⟩ = 0 ; σ̂†|g⟩ = |e⟩ ; σ̂†σ̂|e⟩ = 0

La representación matricial de ˆ̃H, en la base |n, e⟩; |n + 1, g⟩ es de la forma:

ˆ̃H =

(
⟨n, e| ˆ̃H|n, e⟩ ⟨n, e| ˆ̃H|n + 1, g⟩

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n, e⟩ ⟨n + 1, g| ˆ̃H|n + 1, g⟩

)
(C.6)
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Se va a calcular cada termino de la matriz teniendo en cuenta los operadores sobre la base de
estados.

•⟨n, e| ˆ̃H|n, e⟩ = ⟨n, e
∣∣∣[(△a − i

κ

2

)
â†â +

(
△e − i

γ

2

)
σ̂†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)]∣∣∣n, e⟩
(C.7)

⟨n, e| ˆ̃H|n, e⟩ = ⟨n, e
∣∣∣(△a − i

κ

2

)
n
∣∣∣n, e⟩ + ⟨n, e

∣∣∣(△e − i
γ

2

)∣∣∣n, e⟩
+⟨n, e

∣∣∣g (√n + 1
∣∣∣n + 1, g⟩ + o

)
+ 0 (C.8)

⟨n, e| ˆ̃H|n, e⟩ =
(
△a − i

κ

2

)
n⟨n, e|n, e⟩ +

(
△e − i

γ

2

)
⟨n, e|n, e⟩ + g

√
n + 1⟨n, e|n + 1, g⟩ (C.9)

⟨n, e| ˆ̃H|n, e⟩ = n
(
△a − i

κ

2

)
+
(
△e − i

γ

2

)
(C.10)

•⟨n, e| ˆ̃H|n+1, g⟩ = ⟨n, e
∣∣∣[(△a − i

κ

2

)
â†â +

(
△e − i

γ

2

)
σ̂†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)]∣∣∣n+1, g⟩
(C.11)

⟨n, e| ˆ̃H|n + 1, g⟩ = ⟨n, e
∣∣∣(△a − i

κ

2

)
(n + 1)

∣∣∣n + 1, g⟩ + 0 + ⟨n, e
∣∣∣g√n + 1

∣∣∣n, e⟩ + 0 (C.12)

⟨n, e| ˆ̃H|n + 1, g⟩ =
(
△a − i

κ

2

)
(n + 1)⟨n, e|n + 1, g⟩ + g

√
n + 1⟨n, e|n, e⟩ (C.13)

⟨n, e| ˆ̃H|n + 1, g⟩ = g
√
n + 1 (C.14)

•⟨n+1, g| ˆ̃H|n, e⟩ = ⟨n+1, g
∣∣∣[(△a − i

κ

2

)
â†â +

(
△e − i

γ

2

)
σ̂†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)]∣∣∣n, e⟩
(C.15)

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n, e⟩ = ⟨n + 1, g
∣∣∣(△a − i

κ

2

)
n
∣∣∣n, e⟩ + ⟨n + 1, g

∣∣∣(△e − i
γ

2

)∣∣∣n, e⟩
+⟨n + 1, g

∣∣∣g√n + 1
∣∣∣n + 1, g⟩ + 0 (C.16)

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n, e⟩ =
(
△a − i

κ

2

)
n⟨n + 1, g|n, e⟩ +

(
△e − i

γ

2

)
⟨n + 1, g|n, e⟩

+g
√
n + 1⟨n + 1, g|n + 1, g⟩ (C.17)

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n, e⟩ = g
√
n + 1 (C.18)
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•⟨n + 1, g| ˆ̃H|n + 1, g⟩ = ⟨n + 1, g
∣∣∣[(△a − i

κ

2

)
â†â +

(
△e − i

γ

2

)
σ̂†σ̂ + g

(
â†σ̂ + âσ̂†)+ ε

(
â + â†

)]∣∣∣
n + 1, g⟩ (C.19)

⟨n+ 1, g| ˆ̃H|n+ 1, g⟩ = ⟨n+ 1, g
∣∣∣(△a − i

κ

2

)
(n + 1)

∣∣∣n+ 1, g⟩+ 0 + ⟨n+ 1, g
∣∣∣g√n + 1

∣∣∣n, e⟩+ 0

(C.20)

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n + 1, g⟩ =
(
△a − i

κ

2

)
(n + 1)⟨n + 1, g|n + 1, g⟩ + g

√
n + 1⟨n + 1, g|n, e⟩ (C.21)

⟨n + 1, g| ˆ̃H|n + 1, g⟩ = (n + 1)
(
△a − i

κ

2

)
(C.22)

La representación matricial de ˆ̃H es

ˆ̃H(n+1) =

 n
(
△a − i

κ

2

)
+ △e − i

γ

2
g
√
n + 1

g
√
n + 1 (n + 1)

(
△a − i

κ

2

)  (C.23)

Las frecuencias propias corresponden a los valores propios de (C.23). Note que E = ℏω y
considerando ℏ = 1 los valores propios de (C.23) serán frecuencias.
Los valores propios se encuentran con la siguiente condición∣∣∣∣∣∣

n
(
△a − i

κ

2

)
+ △e − i

γ

2
− ω g

√
n + 1

g
√
n + 1 (n + 1)

(
△a − i

κ

2

)
− ω

∣∣∣∣∣∣ = 0 (C.24)

Aśı que

ω2 −
[
2n△a −

i

2
(2nκ + κ + γ) + (△a + △e)

]
ω

+

[
n

(
△a −

iκ

2

)
+ △e −

iγ

2

] [
(n + 1)

(
△a −

iκ

2

)]
− g2(n + 1) = 0 (C.25)

cuya solución es

ω
(n+1)
± =

1

4
[−i(κ + 2nκ + γ) + 2(△a −△e) + 4n△a

±
√

16g2(n + 1) − [κ− γ + 2i(△a −△e)]2] (C.26)

Asumiendo forzado debil (ε pequeño) se considera n = 0 (una exitación en el sistema), aśı que
la ecuación (C.26) queda

ω
(1)
± =

1

4

[
−i(κ + γ) + 2(△a + △e) ±

√
16g2 − [κ− γ + 2i(△a −△e)]

2

]
(C.27)
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Los procesos de decaimiento se describen con la parte real de ω1
±.

Condiciones para que ω1
± sea real.

κ + γ = 0 → κ = −γ (C.28)

△a −△e = 0 → △a = △e = △ (C.29)

Estas condiciones se aplican en la ecuación (C.27)

ω
(1)
± =

1

4

[
2(△a + △a) ±

√
16g2 − (γ + γ)2

]
(C.30)

ω
(1)
± =

1

4

[
4 △±

√
16g2 − 4γ2

]
(C.31)

ω
(1)
± = △± 1

4

√
16g2 − 4γ2 (C.32)

Adicionalmente, se debe exigir que:

16g2 − 4γ2 ≥ 0 → 16g2 ≥ 4γ2

g2 ≥ 4

16
γ2

g2 ≥ 1

4
γ2 (C.33)

aśı que las condiciones de valores propios son las ecuaciones (C.28), (C.29) y (C.33)

Para que ω1
± (valores propios) sea nulo se debe exigir en (C.32) que:

(a) △ = 0 (C.34)

g2 =
1

4
γ2 (C.35)

(b) g2 ≫ 1

4
γ2 (C.36)

Aśı que √
16g2 − 4γ2 ≈

√
16g2 = 4g (C.37)

entonces la ecuació (C.32) queda:

ω
(1)
± = △± 1

4
(4g) (C.38)

ω
(1)
± = △± g (C.39)

para que (C.36) sea nulo

△ = ±g (C.40)
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