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RESUMEN

En este trabajo se estudio el proceso de Penrose para la métrica de Kerr y para un agujero
de tipo Black-Bounce-Kerr. Para ello, primero se derivo la métrica de Schwarzschild usando
las ecuaciones de estructura de Cartan, luego, se empled el algoritmo de Newman-Janis para
generar la métrica de Kerr y, posteriormente, se estudio el proceso de Penrose. Por tltimo,
se calculo la eficiencia para ambos casos y se logré inferir que al eliminar la singularidad no
aumenta la eficiencia.
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ABSTRACT

In this work the Penrose process for the Kerr metric and for a Black-Bounce-Kerr type hole
was studied. To do this, first the Schwarzschild metric was derived using the Cartan structure
equations, then the Newman-Janis algorithm was used to generate the Kerr metric and, later,
the Penrose process was studied. Finally, the efficiency was calculated for both cases and it was
possible to infer that eliminating the singularity does not increase the efficiency.
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Capitulo

INTRODUCCION

La relatividad general es una teoria de gravitacion formulada por Albert Einstein en 1915, que
describe las propiedades de los fenémenos mecanicos y electromagnéticos, el espacio y tiempo,
en presencia de un cuerpo gravitatorio. De esta forma, la solucién més sencilla de las ecuaciones
de campo de Einstein es la métrica de Schwarzschild que explica la geometria del espaciotiem-
po en el exterior de un cuerpo gravitatorio esféricamente simétrico y estatico. No obstante, la
solucion a las ecuaciones de campo de Einstein para un cuerpo gravitatorio rotante da como
resultado la métrica de Kerr, la cual se considera como la version general a la métrica de Sch-
warzschild, pues describe la geometria del espaciotiempo de un cuerpo gravitatorio en rotacion.
Por lo tanto, ambas métricas proporcionan adecuadamente la geometria del espaciotiempo de
un agujero negro. Por otro lado, poco después del descubrimiento de la métrica de Kerr, Pen-
rose demostrd que es posible extraer energia y momento angular de un agujero negro rotante y,
como consecuencia de esto, se reduciria su masa y momento angular. Teniendo en cuenta todo
lo anterior, este proyecto se va a enfocar en la explicacién del proceso de Penrose para extraer
energia y momento angular de un agujero negro en rotacion y el comportamiento del mismo si
se aplica a un agujero negro regular (Black-Bounce).

En este trabajo se va a emplear la notaciéon del libro de Carroll [4], de modo que, la firma
métrica serd (— + ++) y, para mayor comodidad, se van a emplear las unidades naturales,
¢ = G = 1. Ademds, la coordenada temporal estard representada por 2° = 2' = t y las
coordenadas espaciales, en coordenadas esféricas, por o' = 2" =7, 22 =2 =0y 2° = 2% = ¢.

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

» Estudiar el proceso Penrose

1.1.2. Objetivos Especificos

s Solucionar las ecuaciones de campo de FEinstein en vacio en la region exterior de un
cuerpo esférico y dotado unicamente de masa, mediante las ecuaciones de estructura de
Cartan.

s Derivar la métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild aplicando el algoritmo
de Newman-Janis.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

» Fstudiar el proceso de Penrose para la métrica de Kerr.

» Aplicar el proceso de Penrose a un agujero negro reqular del tipo Black-Bounce-Kerr



Capitulo

METODOS TEORICOS

2.1 Variedad diferenciable

2.2 Espacio dual

2.3 Formas diferenciales

2.4 La métrica

2.5 Simbolos de Christoffel

2.6 Tensor de curvatura de Riemann

2.7 Tensor de Ricci

2.8 Invariante de curvatura de Riemann

2.9 Ecuaciéon de Einstein
2.10 Espaciotiempos esféricamente simétricos
2.11 Geometria de Schwarzschild
2.12 Ecuaciones de estructura y componentes del tensor de Riemann
2.13 Algoritmo de Newman-Janis
2.14 Agujeros negros en rotacion
2.15 Proceso de Penrose

2.16 Black-Bounce
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La teoria de la relatividad general suele parecer muy complicada, ya que, para su entendimiento
se requieren bases matematicas de geometria diferencial, la cual, no suele ser familiar para la
mayoria de los fisicos [4].

2.1. Variedad diferenciable

En general, una variedad es un espacio topoldgico que localmente se considera Euclidiano,
aunque, globalmente, se curve o deforme; dicho de otro modo, una variedad es un conjunto
de puntos parametrizable de forma continua y el nimero de parametros independientes es la
dimensién y las coordenadas de la variedad [9][10][11]. En este caso, el interés general se basa en
el estudio de aquellas variedades cuya estructura es suave, de manera que se puedan establecer
todas las caracteristicas del calculo [9].

Si dos puntos p y ¢ se encuentran en una variedad de n-dimension y coordenadas z¢, separados
de forma infinitesimal [12].

p — z° (2.1)
qg — z%+dz”
La geometria local de la variedad en el punto p se determina definiendo una funcién razonable
dependiente de las coordenadas [12].
ds® = f(x®,dz®) (2.3)
Donde ds? es el elemento de linea (distancia) entre el punto p y ¢ [12]. Por ejemplo, la superficie

de una esfera es una variedad diferenciable cuyos pardmetros independientes son 6 y ¢, por
tanto, es una variedad de dimensién dos [11].

2.1.1. Geometria de Riemann

En la teoria de la relatividad general es indispensable el concepto de variedad, pues el espacio-
tiempo se interpreta como una hipersuperficie con propiedades geométricas definidas [11][12].
Es por esto que, para desarrollar esta teoria, se limita la atencién a las variedades de Riemann
donde el elemento de linea tiene la forma [11][12]:

ds? = gagdr®dz’ Donde ds? >0 (2.4)

Especificamente, la métrica de las variedades consideradas en relatividad especial y relatividad
general puede ser [11][12]:

g<0, g=0, g>0 (2.5)

Y son conocidas como variedades pseudo-Riemmnianas [11][12].
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2.1.2. Espacio tangente

El espacio tangente es un plano Euclidiano en cualquier punto arbitrario de la variedad que es
localmente tangente a la superficie; en el cual, se pueden definir un conjunto de vectores locales
denominados vectores tangentes que, por lo general, cumplen las reglas del algebra vectorial y
son de la forma [4][12].

0
A=A (2.6)

0

Donde A® representa las componentes del vector tangente y D es la base del espacio vectorial
:L-Oé

[4][13].

Base — {éo,él,ég,é3} — { 4 0 g 4 }

9]
020" 9zl 922 0t | {(%0‘} — {0} (2.7)

Los vectores tangentes o contra-variantes también pueden escribirse [4][13]:

A= A%9, (2.8)
En la teoria de la relatividad general, los vectores estan ubicados en un punto dado del espa-
ciotiempo y se denominan 4-vectores [4].
2.2. Espacio dual

Después de definir el espacio tangente, se puede definir el espacio cotangente o dual a este [4].
Para su construccién concreta se exige que el conjunto de vectores base cumpla la siguiente
propiedad [4]:

0°(é5) = 05 (2.9)

A manera general un vector dual tiene la forma [4]:
W= w,0” (2.10)

2.3. Formas diferenciales

Las formas diferenciales son objetos matematicos anclados a un espacio vectorial que se ma-
nifiestan en el célculo de varias variables y cdlculo tensorial [14]. Analiticamente, las formas
diferenciales p-formas son tensores de tipo (0, p) antisimétricos y, de manera formal, son més
sencillas a la hora de manipular con el cdlculo exterior [4][15]. En tal caso, se pueden definir
0-formas, 1-formas --- n-formas para un espacio o variedad n-dimensional [4][15]:
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O-forma = funcién escalar (2.11)

I-forma = wq,dx™ (2.12)
1

2-forma = §wa1a2d:p°‘1 A dx (2.13)
1

3-forma = éwalazasd:cal A dz®* N dx™® (2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
1

k-forma = Hwal...akdxal A N dx® (2.18)

La base coordenada de las I-formas estd dada por [15]:

w = dz® (2.19)

y se puede aplicar a la geometria de Schwarzschild o un espaciotiempo esféricamente simétrico
[15]

0° = —e/Ddt (2.20)
6! e dp (2.21)
6> r2df (2.22)
(2.23)
(2.24)

6> = r?sin’6fdo

El nimero de p-formas linealmente independientes en un espacio vectorial n-dimensional esta
dado por [4]:

n!
p—! (=) (2.25)

Si se trabaja en la teoria de la relatividad general, donde el espaciotiempo es 4-dimensional,
entonces, siguiendo la ecuacién (2.25) existen una 0-formas, cuatro 1-formas, seis 2-formas,
cuatro 3-formas, una 4-forma y para p > n no existe ninguna p-forma [4].

2.3.1. Producto exterior

Dada una p-forma €2, y una g-forma €2z se puede definir el produnto exterior o producto
wedge (2 A Q) para formar una (p+q)-forma [4][13]

(p+9)!
plq!
Por ejemplo, si se tienen dos 1-formas, Q' y Q2. tal que [4][15][13]:

Qal...ap N le...gq = Q[al...ap (059 le...gq] (2.26)



2.3. FORMAS DIFERENCIALES

Q' = A,dz®
Q? = Bgda”

El producto exterior Q! A 2

Q'AQ* = A,da® A Bgda®

Utilizando la ecuacién (2.26) se obtiene:

Q'AQ? = 2 Apds® @ Byda”

Siguiendo la definicién de tensores antisimétricos, se sabe que [4]:

Ajpdr® ® Bmdxﬁ = (Aadxa ® Bgdxﬂ — Aﬂdxﬁ ® Badxa)

Apdz® ® Bgda® = = (A Bgda® @ da’ — AgBoda® @ da®)

NN —

Reemplazando la ecuacion (2.32) en (2.30)

1
QAR = 2. 5 (AaBgda® @ dz’ — AgB,dz" @ dz*)
Q'AQ? = A,Bpdr® @ dr’ — AgB,da” @ dz®

Entonces, se deduce que [15]:

dz® A dx® = da® @ dz® — dx® @ dx®

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.35)

Si QY Q% v Q3 son p-forma, g-forma y k-forma, el producto exterior cumple las siguientes

propiedades [15][14]:
1). (aQ' 4 b2%) A Q3 = aQ A Q3 + 602 A Q3
2). (AN =0 A (22 AQ3)
3). Q'AQ% = (—1)PI02 A Q!
4). BAQL =0
5). (@' + Q) A QM =2 A Q!

6). aQ' AQ? = QM A (a?) = a (Q' A Q?)
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2.3.2. Derivada exterior

La derivada exterior es un operador que amplia el concepto de diferencial de una funcion escalar
f [16]. Asi pues, la aplicacién de la derivada exterior a una p-forma genera una (p+1)-forma
y, para una 0-forma esté definido como [16][15]:

df = O fda® (2.36)

Sea una p-forma € = Q,dx®, la derivada exterior de (2 es [16]:

dQ = dQ, A dz® (2.37)

La derivada exterior de un producto exterior entre la p-forma Q' y la g-forma Q2 es [4][15]:

d (' AQ?) =dA' AQ? + (—1)PQ" A (dQ?) (2.38)

Para cualquier forma €2, se cumple que [4][15]:

d(d) =0 (2.39)

La derivada exterior de una 1-forma por una funcién cumple [4][15]:
d(fQ) =df NQ+ fdS2 (2.40)

2.4. La métrica

En la geometria Euclidiana el concepto de métrica es fundamental y basicamente es la dis-
tancia entre dos puntos [17]. No obstante, en algunas aplicaciones més formales, el concepto
de distancia es no euclidiano y para ello, se acude al calculo tensorial porque este ofrece una
herramienta que estudia formulaciones tanto euclidianas como no euclidianas [17]. En general,
la métrica es un tensor simétrico covariante de segundo orden e invariante bajo transformacién
de coordenadas y se representa en forma tensorial como [4][17]:

ds? = gopdz®da’” (2.41)

El elemento de linea en un espacio euclidiano en coordenadas rectangulares es [4]:
ds?® = gudr®dz® + Gyydx¥dz? + g,.dx*dx® (2.42)
ds* = da’® +dy* + dz? (2.43)

Donde las componentes del tensor métrico (guz,gyy, g.-) son iguales a 1 y transformando a
coordenadas esféricas se tiene [4]:
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xr = rsinfcos¢ (2.44)
= rsinfsing¢ (2.45)
z = rcosd (2.46)
Por tanto, se deduce que [4]:
ds® = dr® 4+ r*df* + r? sin® 0d¢? (2.47)

Sin embargo, existen superficies en donde la suma de los dngulos de un tridngulo no suman 180
y la circunferencia de un circulo es diferente de 27r y se denominan espacios no euclidianos
[4][11][12]. Un ejemplo de una variedad no euclidiana es la superficie de una esfera bidimensional,
considerada como el lugar geométrico de los puntos en R? a una distancia r del origen y esté
representada por el elemento de linea [4]:

ds* = df® 4 sin*0 d¢* Para —sr =1 (2.48)

El término ”ds” no es el cuadrado o diferencial de algo, solo es la notacién del tensor métrico
que se interpreta como la longitud infinitesimal entre dos puntos y contiene toda la informacién
que describe la geometria de la variedad [17][4]. En relatividad general, la métrica proporciona
una nocion de pasado y futuro permitiendo calcular la longitud de camino de dos particulas de
prueba [4].

2.5. Simbolos de Christoffel

Dadas las caracteristicas definidas anteriormente sobre la métrica, es importante estudiar como
medir la curvatura de una variedad en un punto arbitrario [4][12].

Establecida una métrica, no es facil notar si este tiene curvatura, pues una variedad plana
puede parecer muy complicada en distintos sistemas de coordenadas y, debido a esto, se utiliza
la métrica para hallar la conexion, que es la manifestacion de la curvatura en una variedad y
se puede expresar [4]:

1 O9vs | OGuo  Ogyu
P PO Ho H
o 29 < Oz * ozv  0x° ) (2:49)

La definicién més apropiada de la igualdad (2.49) es conexidn métrica y esta representada por
el objeto matematico I, conocido como simbolo de Christoffel,! adem4s, se concluye que estos
se anulan en todo sistema de coordenadas en donde las componentes del tensor métrico son
constantes [4][12][17]. En una variedad general de Riemann se tiene la expresién [12]:

B = = s (2.50)

1La notacién hace pensar que el simbolo de Christoffell es un tensor pero en realidad es un objeto o un
simbolo
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Donde T, representa las componentes de un tensor de tipo (1,2) denominado tensor de torsion
[12]. En relatividad general, los stimbolos de Christoffel son simétricos en los dos primeros indices
ya que se asume que en las variedades que aqui se consideran la torsién es nula, por lo tanto
[12][17]:

Faﬁp — Fapﬁ (251)

2.6. Tensor de curvatura de Riemann

A partir de la conexién métrica se obtiene el tensor de curvatura de Riemann, el cual retine
toda la informacién de la curvatura de una variedad en un punto cualquiera y esta dado por la
expresion [4][12]:

ar« ar«
« _ Bv Bu 14 «a P «@

R%,., = 520 omv + 10, 1%, — 175,19, (2.52)
En relatividad general, el tensor de curvatura de Riemann finalmente permite medir la curvatura
del espaciotiempo, por tanto, este es nulo si se trata de un espaciotiempo de Minkoswski y una
condicién general para una variedad plana independientemente del sistema coordenado [4][12].
El tensor de curvatura de Riemann en su forma covariante cumple las siguientes propiedades
[12]:

Raﬁul/ = _R,Ba,uu (253)
Ropuw = —Rapup (2.54)
Raﬂuy = R,ul/aﬁ (255)

Siendo asi, se concluye que es antisimétrico con respecto a los indices oy f o u y v y finalmente
simétrico respecto al par de indices af y uv [12].

2.7. Tensor de Ricci

El tensor de curvatura de Riemann puede tomar varias contracciones independientes, por ejem-
plo, si se igualan los indices av y /3 se obtiene [4][12].

R%,, =0 (2.56)

Por otro lado, si se igualan los indices « y p se genera el tensor de Ricci [4][12].

R",, = Rg, (2.57)

De las ecuaciones (2.56) y (2.57) se concluye que el tensor de Riemann solo tiene dos contrac-
ciones independientes pues, gracias a su propiedad de indices antisimétricos, estas se anulan o
aparece el tensor de Ricci [4][11][12]. Otra consecuencia importante de estas contracciones es
que cuando aparece el tensor de Ricci, este tiene la forma [4][11][12]:
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Raﬁ = Rﬁa (258)

Lo que indica que este tensor es simétrico [4].

2.8. Invariante de curvatura de Riemann

Aplicando una contraccién adicional, aparece el invariante de curvatura de Riemann que esta
definido como una magnitud fija en cada punto de una variedad, por lo tanto, este es el mismo
en cualquier sistema de coordenadas [4][12][11]

9 Ros = R, =R (2.59)

07

El escalar de curvatura de Riemann aparece al calcular la traza del tensor de Ricci [4].

2.9. Ecuacion de Einstein

La expresiéon (2.60) escrita por Einstein en 1915, representa un conjunto de 10 ecuaciones
que describen la base matematica de la teoria de la relatividad general y son conocidas como
ecuaciones de campo gravitatorio de Einstein [18][11][12].2

Gag = RQB - %galgR = 8:—4GTQ3 (260)
Donde G,z es el tensor de Einstein,? R,p el tensor de Ricci, R el escalar de curvatura y Ti,g
es el tensor de energfa-momento [4][12][11].* De igual manera que en la teorfa electromagnética
las ecuaciones de Maxwell describen la interaccién de los campos eléctricos y magnéticos con
las cargas y las corrientes, la ecuacion de Einstein representa la geometria del espaciotiempo
generada por una distribucién de materia en el universo [4][3].

2.10. Espaciotiempos esféricamente simétricos

Los espaciotiempos con simetria esférica son un caso simple, pero fisicamente de gran impor-
tancia, pues se pueden aproximar a campos gravitatorios pequenos creados por muchos objetos
astrofisicos que parecen ser casi esféricos como la tierra o el sol [11][4].

Para construir la métrica general con simetria esférica, se define [12]:

=t F= (2%, T-Z=0r% di-d¥, x-d¥ (2.61)

2A simple vista se puede notar que la expresién (2.60) es un conjunto de 16 ecuaciones pero gracias a que
Gap y Top son simétricos, se reducen a solo 10

. . . o 1 8rG
3En algunas ocasiones es conveniente expresar las ecuaciones de Einstein como Rap — 7 gapR = —1"Tap en
c
87G
lugar de su abreviatura Gog = ——Tap
c

4El tensor de energfa-momento T, incluye cualquier materia presente al igual que radiacién electromagnética
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La forma general de la métrica espacialmente isotrépica es [12]:

ds = —A(r,t) dt* + B(r,t) dt & - d7 + C(r,t) (¥ - d¥)* + D(r,t) d7* (2.62)

Donde A, B, C y D son funciones de r y t. Transformando a coordenadas esféricas polares
(t,r,0, ), las cuales estan definidas por [12]:

2! =rsinfcos¢, z?=rsinfsing, 2°=rcosb (2.63)

Se obtiene:

F-f=r? I-d¥=rdr, di-dZ=dr*+r?sin’®0 d¢? (2.64)

Entonces, la métrica toma la forma:

ds® = —A(r,t) dt® + B(r,t) rdt dr + C(r,t)r* dr* + D(r,t)(dr* + r* d6® + r*sin® 0 d¢?)
ds* = —A(r,t) dt* + B(r,t) rdt dr + (C(r,t)r* dr® + D(r,t)dr?) + D(r,t)(r* d6* + r*sin* 0 d¢*)
ds* = —A(r,t) dt* + B(r,t) rdt dr + (C(r,t)r* + D(r,t))dr* + D(r,t)r*(d6* + sin® § d¢?)

Donde C(r,t)r? + D(r,t), B(r,t)r y D(r,t)r* se pueden escribir como funciones de r y ¢ [12]

ds*> = —A(r,t) dt* + B(r,t) dt dr + C(r,t) dr* + D(r,t)(d6* + sin® 0 d¢*)  (2.65)

Ahora bien, se define una nueva coordenada radial 72 = D(r,t) y, nuevamente, las funciones A,
B, C en funciéon de 7 y ¢

ds®* = —A(T,t) dt* + B(F,t) dt dr + C(T,t) dF* + 7°(d6” + sin® 0 d¢?) (2.66)
Introduciendo una nueva coordenada temporal definida por la relacion [12]
_ 1
dt = O(7,1) [A(F, t)dt — §B(F, t) df] (2.67)

Donde ®(7,t) es una constante de integracién [12]. Elevando al cuadrado, se obtiene:

1
dr = ®° <A2dt2 — AB dtdr + ZB2 dF2> (2.68)

De lo que se deduce

1 », B
dt* + —dr? (2.69)

—A dt? + B dtdr = —
dt* + B dtdr 132 I
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Reemplazando la ecuacién (2.69) en (2.66)

1 B
2 2 P 2 = =2 | =2(,792 -2 2
ds® = Aqﬂdt + 4Adr + C(7,t) dr* +7°(df” 4 sin” 0 d¢?) (2.70)
Agrupando términos
ds? = ——L_gp? + B + C(7,t) ) dr* +7*(d6? +sin® 6 d¢?) (2.71)
AP? 4A ’ '

: - =/ B _ : o
Definiendo nuevamente A(7,t) = — yrYRA B(F,t) = i + C(7,t) se obtiene la métrica general
para un espaciotiempo con simetria esférica [12]

ds* = —AFDdE + B(F,1) di* + 72(d0® + sin 0 d¢?) (2.72)
Que también se puede escribir como [12][6]:
ds® = —gu(t,r) dt* + g..(t,r) dr® +r? (d92 +sin? 6 d¢2) (2.73)

2.11. Geometria de Schwarzschild

Solucionar las ecuaciones de campo de Einstein no es una tarea sencilla, dado su alto grado
de no linealidad es improbable encontrar una solucion general exacta para una distribucion de
materia arbitraria, por tanto, resulta conveniente buscar soluciones que describan la geometria
de espaciotiempos con alguna simetria [12].

2.11.1. Meétrica de Schwarzschild

En 1916 Karl Schwarzschild encontré la primera solucién exacta a las ecuaciones de campo de
Einstein para un cuerpo esférico y es conocida como métrica de Schwarzschild [12][4][6]. Esta
solucion describe la geometria del espaciotiempo en el exterior de una distribucién compacta
de materia con simetria esférica [4][12][6].

Por conveniencia se rescribe la métrica (2.73) en términos de exponenciales (ecuacién 2.74)
[4][6]:

ds* = —e*ae? 4 2P dr? 4 r2d6? 4 r? sin? 0 (2.74)

Donde a(r,t) y B(r,t) son funciones desconocidas que dependen de r y t. Se pueden expresar
las componentes del tensor métrico como una matriz diagonal:

_62a(r,t) 0 0 0
0 28t 0 0
I = 0 .2 0 (2.75)
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Los coeficientes métricos covariantes no nulos son:

goo = —€2a(r’t)a g11 = 625(”)7 go2 = 7’27 g33 = r? sin® 0 (2~76)
Los coeficientes contra-variantes no nulos:

33 _ 1

1

00 __ —2a(r,t) 11 _ —28(rt) 22 __
g =e€ , 97 = = 53
r2sin® 0

g = —€ ) 7’_2’ g

(2.77)

Para encontrar las funciones desconocidas a(r,t) y f(r,t) de la métrica (2.74), se solucionan
las ecuaciones de campo de Einstein:

1
G = Ruy = 5 Rguy = 87T, (2.78)

Como se esta buscando una solucién en el exterior de un cuerpo esférico inicamente dotado de
masa, el término 7}, = 0

1
Ruu_iRgul/ = 0 (279)

Multiplicando por la métrica contra-variante

1
Ry 9" = 5R9u - g" = 0 (2.80)
1
R—§ng,g“” =0 (2.81)

Expandiendo sobre los indices uv

1
R = S R(g009™ + 919" + 9229 + g339™) = 0 (2.82)
R =0 (2.83)

La expresiéon R = 0 implica que:

R, =0 (2.84)

Para calcular el tensor de Ricci, primero se determinan los simbolos de Christoffel, [4][17]:

1 00ve 0G4 O
p _ L po _
o 29 < OxH * Oxv  Ox° (2.85)

Luego las componentes del tensor de curvatura de Riemann [4][17]:

e _ % 0%,

e = e~ gt + T~ Tl (2:56)
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y, a partir de este, se evalian las componentes de Ricci [4][17]:

or« ore
Ba By P « P «
9eh  Ope + 10 1 — 15,1 (2.87)
Por tltimo, se igualan las ecuaciones (2.84) y (2.87), lo que conduce al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, que tienen como variables incégnitas las
funciones a y 5 [4]:

Ry =

Ru = i il v oo wp s @ e 2] 0 oy
R, = - [o/' — o/ + () - %5’} + P [B +5 - (w} =0 (2.89)
R, — %3 —0 (2.90)
Royg = e ?r(f —a)—1]+1=0 (2.91)
R¢¢ = Rgg Sin2 =0 (2.92)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la métrica de Schwarzschild, la cual no depende
del tiempo o, en otras palabras, es una solucion estatica (ecuacién 2.93) [4]

2

2GM dr
2 _ (1 _ 2 2702 | 2 . 2072
ds® = (1 . )dt + ( - 2GM> + r°df” + r*sin” 0d¢ (2.93)

r

En relatividad general, la tinica solucién esféricamente simétrica a las ecuaciones de campo de
Einstein en vacio es la métrica de Schwarzschild (ecuacién 2.93) [6][4].

2.11.2. Coodenadas de Eddington-Finkelstein

La métrica de Schwarzschild (cuerpo esférico dotado de masa) estd dada por [4][6]:

2 1
ds® = — (1 — —m>dt2 + ——————dr? + r?d6* + r* sin® 0d¢? (2.94)
Qe
r

Esta métrica presenta un punto singular, ya que ds*> — oo, cuando r = 2m, pero este es un
problema del sistema de coordenadas similar al que ocurre en el sistema de coordenadas polares
esféricas en el espacio Euclidiano, cuando 6 = 0y 0 < ¢ < 27 representa un punto en lugar de
un circulo, en conclusion, la métrica no es vélida en r = 2m [6].

Para observar este problema se factoriza el término (1 — 27m) en la ecuacién (2.94) y de esta
manera se obtiene:

2 1
ds®> = (1 — Tm) —dt* + —erz + r2dh* + r? sin® 0do? (2.95)
( m
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El término df?+sin® # = 0 por la simetria esférica y analizando la trayectoria de fotones ds? = 0

[4]16]

2 2
0 = <1——m> a1 (2.96)
r 2m
(%)
T
d 2
0 = —d?+ U (2.97)
(=5)
1 2=
.
d 2
= — (2.98)

(%)2 - @ (2.99)

dt 1

— O e 2.1
dr 1 —2m (2.100)

Donde % representa la pendiente de las trayectorias que forman el cono de luz en el plano (r, t)
y se muestra que para r = 2m la métrica no estd definida [4]. Este problema se puede arreglar
buscando més sistemas coordenados alternativos que no tengan una singularidad coordenada
en r = 2m, por ejemplo, reemplazando t por una coordenada que se mueve mas lento a lo largo
de las geodésicas nulas [4]. Para realizar esta transformacion se define una nueva coordenada
radial 7, denominada la coordenada tortuga (ecuacién 2.101) [4][6]:

2
g = g (2.101)

=)
r

Para determinar r, se integra la ecuacién (2.101)[6] [4]:

d
dr. = - — (2.102)
rdr
dr, = 2.103
" r—2m ( )
" ord
- / rar (2.104)
g T —2m
(2.105)
Resolviendo la integral por sustitucion
r =r—2m —r =x+2m
e —1 (2.106)

dr
de =dr
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Reemplazando las ecuaciones (2.106) en ry:

r—2m 2
ry = / T ™ g (2.107)
—2m T
r—2m m
—2m x
r—2m
r, = r+2mln (2.109)
2m

Escribiendo la métrica de Schwarschild en términos de la coordenada tortuga (ecuacion 2.110)
[4]:

2 2
ds* = — (1 — —m>dt2 + (1 — _m) dr? + r?d6* + r? sin® 0d¢? (2.110)
r r
Ahora, se observa que la métrica si estd definida en r = 2m [4]. Luego, se definen las coordenadas
(ecuacién 2.111) [4][6]:

Vo =14+Tey H =1—T
dp = dt —dr, (2.111)
dt =du+ dry

Donde las geodésicas radiales nulas entrantes se caracterizan por v = constante y las salientes
cumplen p = constante [4][6]. Ahora, se rescribe la métrica (2.110) en térnimos de v y r:

2 2
ds* = — (1 — Tm) (dp + dr,)? + (1 - Tm>drf +r2df* + r?sin® 0d¢®  (2.112)
ds® = (2.113)
Reemplazando dr, en la ecuacién (2.114) se obtiene la métrica [4][6]:
2 2m 2 2702 | 2 20002
ds® = —<1 - —) dp® — 2dpdr + r=df” + r*sin” 0deo (2.114)
r

La expresion (2.114) es la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein
y p representa la coordenada temporal [4][6].

2.12. Ecuaciones de estructura y componentes del tensor
de Riemann

Las ecuaciones de estructura de Cartan (ecuacién 2.135, 2.136) tienen parte de sus aplicaciones
en relatividad general y, mediante el calculo exterior, sirven para determinar la curvatura de
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una variedad pseudo-Riemaniana o el espaciotiempo en relatividad general [19][13]. Definiendo
una tétrada [4]:
ds® = b @ 6° (2.115)

Donde 7,3 — —1,1,1, 1, por tanto la métrica es Minkowskiana [4]:

ds? = — <é0>2 + <é1>2 + <é2>2 + <é3)2 (2.116)

2.12.1. Formas de curvatura

Las formas de curvatura son una generalizacion de los coeficientes de conexién y las componentes
del tensor de torsién [13]]20]. Las formas de conexién son semejantes a los simbolos de Christoffel
y, en una base de coordenadas locales, se definen de la forma [20]:

wh, =T"; da’ (2.117)

Donde w?, son las 1-formas de conexidn [15]. La compatibilidad de la métrica g,s y la derivada
covariante V se expresan [15]:

dgap = Wap + Waa (2.118)

Las variedades que se tratan en la teoria de la relatividad general cumplen la propiedad dg = 0,
esto implica que las 1-formas de conezion tengan la siguiente propiedad [4][20][15].

Wap = —Wpa (21].9)

Se puede reorganizar esta expresion a conveniencia, multiplicando por la métrica para subir el
indice «

9" wap = —9""wsa (2.120)
Entonces, se obtiene la relacién:
Ahora, partiendo de la expresién:
Wap = —Wga (2123)

(2.124)
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Sia=0
Wop = —Wgao (2125)
(2.126)
Se puede reescribir de la forma:
Goo W 5= —9sa Wy (2.127)
Donde ggp = —1 y como la métrica es diagonal, en el lado derecho de la expresion (2.127)
f=a+0
—w’% = —gga WY (2.128)
% = —uf (2.129)
Wy = W (2.130)
Entonces, la propiedad de simetria es:
Wy =wh| Y (B8#0) (2.131)
y, la propiedad antisimétrica:
w=-wl| V(a,B#0) (2.132)

2.12.2. Ecuaciones de estructura de Cartan

En términos de las formas de torsion 7%, las 1-formas de conexion w", y las 2-formas de
curvatura (2%, se definen las ecuaciones de estructura de Cartan [13][20]:

- - 1
9> + Wy NG = §TO‘ Primera ecuacion de estructura de Cartan (2.133)

1 A A
Q% = §Raﬁwj 0" N 0" Segunda ecuacién de estructura de Cartan (2.134)

Donde 2% se denominan 2-formas de curvatura [15]. Si se considera variedades sin torsién,
las ecuaciones de estructura de Cartan toman la forma [13]]20][12]:

™ +w N 0% =0 (2.135)
a 1 a W A Qv
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Donde la 2-forma de curvatura Q% se define (ecuacién 2.137) [13]:

Q% = dw +w", AN’y (2.137)

Igualando las ecuaciones (2.136) y (2.137), se obtiene el tensor de curvatura de Riemann (ecua-
cién 2.138) [13]:

R, (2.138)

La contraccién R, genera el tensor de curvatura de Ricci [13]:

R, =0 (2.139)
——

Por la solucién de las ecuaciones de Einstein se iguala a cero

Solucionando las ecuaciones de Einstein (ecuacién 2.139) se obtiene la métrica de Schwarzschild
(ecuacién 2.139). Una forma de mostrar que las ecuaciones de estructura de Cartan son con-
sistentes con la geometria de Riemann, es calculando el escalar de curvatura de Ricci, debido a
que este es un invariante, el escalar de Ricci es igual en ambos casos [4]:

2.13. Algoritmo de Newman-Janis

En relatividad general existen muchos métodos para encontrar nuevas soluciones de las ecuacio-
nes de campo de Einstein, como el formalismo de Newman-Penrose y el algoritmo de Newman-
Janis [21]. El algoritmo de Newman-Janis es utilizado ampliamente para la construccién de
un espaciotiempo estacionario y axisimétrico a partir de un espaciotiempo semilla estatico y
esférico [7] [21].

La métrica semilla estd escrita en coordenadas de Eddington-Finkelstein (ecuacién 2.140) [4]

2M
ds* = — (1 — T) dp® — (dpdr + drdp) + r*dd* + r*sin® 9 d¢? (2.140)

Las componentes de la métrica se pueden escribir en forma matricial como [4][6]:

—(1-24) -1 0 0

B ~1 0 0 0

o = 0 0 2 0
0 0 0 r2sin®d

(2.141)

La métrica contra-variante g"” se obtiene hallando la matriz inversa de g, [17]. Para ello, se
realiza el siguiente procedimiento para transformar g,, en g"” [22]:

(G| T) — (T [g") (2.142)
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Entonces, para g,,:

(1-24) -1 0 0 1000
1 0 0 0 0100
0 0 0 7r%sin®*0|0 0 0 1
(1— 2 0 0 0 0 (1-24) 0 0
0 (1-207" 9 ¢ (1— 207" 1 00
v ]I = T r 144
0 0 0 r?sin*0 0 0 0 1
100 0|0 -1 0 0
o 1o0o0[-1 (1-2) 0 0
00010 0 0 (r?sin?6)!
Las componentes de la métrica contra-variante expresadas en forma matricial es [23]:
0 -1 0 0
. -1 (1-2) ¢ 0
e ( o ) o, 0 (2.146)
0 0 0 (r’sin®6)!

La métrica inversa ahora se puede expresar en términos de una tétrada nula {l,n, m,m}, donde
los vectores [, n son reales, mientras que m, m son complejos conjugados y la métrica contra-
variante estd dada por [23]:

g = Q(Z(“n”) — m(“m”)) (2.147)

Las I-formas de la tétrada nula son [23]:

L dz" = dp (2.148)
1 2M
r
m,dz* = —(df + isinfd 2.150
" \/5( }) ( )

Para un espaciotiempo con simetria esférica, los vectores tétradas nulos son [21]:

0

L= o (2.151)
o 1 2M\ 0O
1 /0 . 0

m = —m<%+208096—¢) (2.153)

%(% —icse 9%) (2.154)
-

3
I
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Luego, se deja que la coordenada r tome valores complejos [21]:

0
/
o 2 r 7 )or
m—m = L(3—1—208003)
T2\ 00 o
m—m = L(g—zcscﬁg)
rv/2 \ 00 0

Donde las coordenadas son [21]:

{M? T797¢} —> {/’L/’r/70,7¢/}

En esta tétrada compleja, se hace un cambio complejo de coordenadas [21]:

r"=r+iacosf, u' =p—iacosh, 0 =60, ¢ =¢ Despejandor
r=r"—iacos, pu=p +iacosf, 0 =60, ¢ =¢

Si 7’y w son reales [21]

F=r"+iacost, w=p —iacost

Entonces las componentes de la métrica contra-variante serfan [23]:

a?sin? ¢’ _ (a2 0 T
r24a2 cos? ¢/ r'2+a? cos? 0’ r24a? cos? ¢/
. (a?+1r'?) r’24+a2—2r' M 0 . a
g“” — r'24a2 cos? 0/ r/24a2 cos? 0/ 72402 cos? 0/
0 0 r'24-a2 cos? @' 0
a . a 0 csc? 6’
2402 cos? 6/ 2402 cos? 6/ 2402 cos? 6/

Para obtener la métrica covariante de Kerr, se calcula la matriz inversa de ¢g* [21][23]

gulul gulr/ 0 gul¢/ 1 0 0 0
0 0o g% 0 |00 10
g’ —gt 0 g?? 10 0 0 1

En forma matricial, las componentes de la métrica de Kerr estd dada por [23]:

2Mr’ -1 —1 0 __ 2Mar’ sin% ¢’
a2 cos? 0/ +r'? a2 C05229/+T/2
-1 0 0 asin” ¢’
Guv' = 0 0 a® cos? 0 + r' 0

((a2+r’2)27Aa2 sin? 9’)

2Mar’ sin? ¢’ 2/
asin d 0 Py

a? cos? ¢/ +r'2

sin? ¢

(2.155)

(2.156)
(2.157)

(2.158)

(2.159)

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)
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La métrica de Kerr en coordenadas nulas es [23][6]:

A — a?sin®f AM 9

ds? = — (%) dp? — 2dudr — ﬂdudgf) (2.165)
p p?

Asin?§

+p%d6? + 2asin® 0 drdg + S

dg?

Organizando los términos se obtiene la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist

(t7 r? 97 ¢)

Asin’6

ds® = dtdg + 2 dr + pdf? + ——d¢” (2.166)
p

(A- a®sin? P dmar sin® 0
p? A

02

donde m es la masa y a es el momento angular por unidad de masa J/m [6][4]

2.14. Agujeros negros en rotacion

2.14.1. Geometria de Kerr

En las secciones anteriores se mencioné que la métrica de Schwarzschild describe la curvatura
del espaciotiempo generado por un cuerpo estatico y con simetria esférica, dotado inicamente
de masa [4][12][6]. Dado que, en realidad, los planetas y las estrellas no son estrictamente
esféricas y estaticas, sino giratorias y axialmente simétricas respecto a su eje de rotacién, surge
la necesidad de buscar nuevas soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein que contengan
esta simetria [4][12].

Una solucion que represente la geometria del espaciotiempo fuera de un cuerpo masivo y es-
tacionario en constante rotacion debe renunciar a la simetria esférica y adoptar la geometria
axial, la cual requiere que los coeficientes métricos gop v ¢33 sean independientes de la métrica
[12].

Guv = g,ul/(ra 6) (2167)

Para un objeto en rotacién, se puede expresar el elemento de linea como (ecuacién 2.168) [12].

ds® = —Adt* + B(d¢ — wdt)* + Cdr* + Ddb? (2.168)

Donde A, B, C, D y w son funciones desconocidas que dependen de las coordenadas espaciales
ry 6 [12]. Los coeficientes métricos covariantes son:

gu = —A+ Bw®, gy =-2Bw, gss=DB, g:»=0C, geo=D (2.169)

Donde w = ;’:’ si el objeto no estd rotando, se establece que w = 0, entonces g, = 0 [12].
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2.14.2. Meétrica de Kerr

El posible elemento de linea para un espacio tiempo axisimétrico se restringe a la forma (ecua-
ci6én 2.170) [12]

ds® = gudt® + 2gidtde + gusdd* + grrdr® + geedd? (2.170)

Que también es equivalente a (ecuacién 2.171) [12]:

ds® = —Adt* + B(d¢ — wdt)* + Cdr* + Dd6? (2.171)

Donde w es el momento angular y A, B, C, D son funciones arbitrarias que dependen de r y
0 [12]. Para que la métrica de un cuerpo con simetria axisimétrica tenga sentido fisico, esta
debe satisfacer las ecuaciones de campo de Einstein y para ello, al igual que en la métrica de
Schwarzschild, se inicia por calcular los coeficientes de conexién o simbolos de Christoffel I'*,
para la métrica (2.171) y, a partir de estos, determinar el tensor de curvatura de Riemann RF,;,
y por tltimo, obtener el tensor de Ricci R, en funcién de las incognitas del elemento de linea

ds® [12][4].

En este caso, al igual que en la Métrica de Schwarzschild, se desea conocer la geometria del
espaciotiempo fuera de una distribucién compacta de materia en rotacién, lo que conduce a
resolver las ecuaciones de campo de Einstein en vacio y de esto resulta que [12].

R, =0 (2.172)
El proceso algebraico para llevar a cabo este célculo completo es muy complicado y extenso,’
incluso las ecuaciones de Einstein no son suficientes para determinar todas la incégnitas de la
métrica (2.171), ya que la simetria axial tiene menos restricciones que la simetria esférica [12].
En la seccién (2.13) se desarrollé un método que genera la solucién de Kerr apartir de la métrica
de Schwarzschild, la cual estd dada por:

A — a?sin® 4 in’ 2 Asin®
i = (S Y- T g 4 T+ g 2L 2
Donde
A = r’+a®—2mr (2.174)
p° = r’+a’cos’0 (2.175)
A = (r*+a*? - d*Asin?0 (2.176)

La solucién (2.173) describe un agujero negro de masa m y momento angular J = mac, donde
a coresponde de alguna manera a la velocidad angular del agujero [6][12]. También, se observa
que si a = 0, la soluciéon de Kerr se convierte en la métrica de Schwarzschild, ademas, para
un r muy grande, es aproximadamente Mikowskiana [12][6]. Por otro lado, fijando el momento
angular a y asumiendo que no existe una masa (m = 0) que curve el espaciotiempo, se obtiene
(ecuacion 2.179) [4][12]

5Para detallar una derivacién completa de esta métrica, se recomienda consultar el libro Chandrasekhar, S.
(1983). THE MATHEMATICAL THEORY OF BLACK HOLES. Ozford University Press., pag 273
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r2 + a? cos? 0 a? + r?
[(r2 4+ a®)? — a®(r? + a?) sin? ] sin? 0
r2 + a? cos? 0

dr® + p*do* (2.178)

2 2 _ 24in20 2
ds? — —(T T aTsm )dt2+ P 4 Rde? (2.177)

dep?

Pz
a? + 7”2
[r2(r? + a® cos® 0) + a®(r? + a? cos? 0)] sin* @
+ de
r2 + a? cos? 0

ds®> = —dt* +

pE

ds? = —dt* +
r2 4+ a2

dr® + p*d0* + [r* + o] sin® 0d¢* (2.179)

Este elemento de linea es la métrica de Minkowski escrita en términos de coordenadas elipsoida-
les y estédn relacionadas con las coordenadas cartesianas por las siguientes expresiones (ecuacién

2.180) [12] [4]

x=+r2+a?sinfcos¢p, y=+vr2+a’sinfsing, z=rcosb (2.180)

Donde r > 0,0 <60 <my0<¢<2ry las superficies son elipsoides de rotacion sobre el eje z
para un r = constante.

De igual forma que, como se mencioné en la seccién (2.11), la tnica solucién esféricamente
simétrica a las ecuaciones de campo de Einstein en vacio es la métrica de Schwarzschild, en
este caso, la tnica solucion axial simétrica a las ecuaciones de campo de Einstein en vacio es la
métrica de Kerr (ecuacion 2.173) [12].

2.14.3. El horizonte de sucesos

Se puede notar a simple vista que si p y A tienden a cero, los coeficientes goo, go3, 933 ¥ Grr de
la métrica de Kerr (ecuacién 2.173) tienden a infinito, andlogo a lo que sucede en la solucién
de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild, se puede intuir que la métrica de Kerr
en coordenadas de Boyer-Lindquist es singular en p = A = 0, pero, el invariante de curvatura
R = RQBWRO‘B“V revela que la verdadera singularidad de la solucién de Kerr se presenta cuando
p — 0 [12][4]. Esto se observa si se transforma la métrica a coordenadas de Kerr (ecuacién

2.181), las cuales son semejantes a las coordenadas de Eddington-Finkelstein en la solucién de
Schwarzschild [6].

A — a?sin’ 4Mar sin® -
ds? = — (#ﬂe) dp? — 2dudr — Lfmedudqb (2.181)
p p
- Asin?0 -
+p2d6? + 2asin 0 drdg + o 0 43
p

Donde claramente se observa que A = 0 no tienen problema alguno, por el contrario, representa
el horizonte de sucesos del espaciotiempo de Kerr [6].
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A =71?—2mr + a? (2.182)

Desarrollando esta ecuacién de grado dos se obtiene que:

r=m=+vm? —a? (2.183)

De la ecuacién (2.183) se concluye que la métrica de Kerr tiene dos horizontes de eventos
(ecuacion 2.184) [12]

rr=m+vm?—a?, r_-=m—vm?—a? (2.184)

2.14.4. Propiedades de los coeficientes de la métrica de Kerr en
coordenadas de Boyer-Lindquist

Coeficientes métricos de la solucién de Kerr [6] [4][12]

(A — a®sin® 9> 2mar sin® 0 0> ) Asin? 0
gt = — |\ ———5 | Gto = 5 Grr = 75 900 =0 GJop =
p? ¢ p? A v p?

A pesar de que la métrica de Kerr no es diagonal, sus coeficientes métricos cumplen algunas
propiedades basicas que son ttiles para realizar algunos célculos (ecuacién 2.185) [6]:

Git +asin® @ gy —(r? 4 a?) sin? 0

Gip + @ sinf gy = asin®
ages + (12 +a) gy = —Aasin® 0 (2.185)
agiy + (r* +a*) gy = A
9t2d> — G190 = Asin? 0

2.14.5. Superficie limite estacionaria

La existencia de superficies limite estacionarias es una propiedad general de espaciotiempos con
fuentes rotatorias y esta definida por g, = 0 [12][6]. Si se considera una particula estacionaria
r =60 = ¢ = constante, de la ecuacién (2.173) se tiene [12]:

A — 2 .92 2
1=— (—‘;zsm 9) (%) (2.186)

De donde se observa claramente que la componente g; no puede ser menor o igual a 1, por lo
tanto una particula con masa no puede permanecer estacionaria dentro de la superficie g;; = 0
[12]

B (A—azsinze

5 ) = 0 — Resolviendo para r (2.187)
p
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re =m+ vVm? — a?cos? 0 (2.188)

Donde rg es el radio de la superficie exterior denominada superficie limite estédtica [12]. Para
0 = m/2 se tiene que

re = 2m (2.189)

De donde se deduce que, en el plano ecuatorial, el radio de la superficie limite estatica es dos
veces sU masa m

2.14.6. La ergosfera

La ergosfera o ergoregion es una region que se encuentra entre el horizonte de eventos y el limite
estdtico [6]

m+ vm? — a? < Ergosfera < m + vm? — a? cos? 0 (2.190)

y se caracteriza por permitir la existencia de érbitas con energia negativa [6]. Como la energia
de rotaciéon de un agujero negro se encuentra fuera del horizonte de eventos es posible extraer
su energia rotacional aprovechando la propiedades de la ergosfera de un agujero negro de Kerr
[6]. Limitando el movimiento de una particula en el plano ecuatorial, las componentes de la
4-velocidad u® = (u',u",u’, u?) son [6][24][25][26]:

t_ Egye+Lgie
u = -
—9tp“+9tt9pe
u" = dr
dr 2.191
u@ — 0 ( )
¢ _ Egiy+Lgtt
u? = ——t—
9t~ —Gttdee

Las geodésicas radiales estan dadas por [6][24]]25][26]:

gu(u)? + 21 (u' - u¢) + g (u")? + ggg(u0)2 + g¢¢(u¢)2 =1 (2.192)

Resolviendo la ecuacion anterior para F, se obtiene la energia de la particula en un punto del
plano ecuatorial [6]][24][25][26]

_ 2amlLr £ \/4a2m2L2r2 — [r* 4+ a?(r? + 2mr)] [L2a? — (r? + L?)A — 7211]

E
r* 4+ a?(r? + 2mr)

(2.193)

Donde 7 es igual a dr/dr
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2.15. Proceso de Penrose

Una caracteristica importante de la ergosfera es que las particulas pueden permanecer ahi o
escapar sin caer en la singularidad y en esta Zona ningun cuerpo puede permanecer inmovil
debido al efecto Lense-Thirrung; el cual es generado por la curvatura en el espaciotiempo de
Kerr y se debe al arrastre rotatorio que sufren los sistemas que se aproximan al agujero negro
sin importar cual sea su momento angular. Dicho de otro modo, cerca del horizonte, el arrastre
generado por la rotacién del agujero negro es tan intenso que todos los cuerpos se ven forzados
a girar junto a él [27][28].

R. Penrose y R. M. Fluyd demostraron en 1969 que, si una particula masiva entra en el agujero
negro y estando en la ergosfera, se divide en dos partes, de manera que una ingrese al agujero
negro y la otra escape al infinito, para algunas trayectorias es posible que la parte que escape,
tenga mas energia de la que tenia la particula antes de dividirse [24][28]. De esta manera, serfa
posible utilizar un agujero negro de Kerr como una fuente de energia, enviando particulas a la
ergosfera con una trayectoria bien definida y obteniendo partes de ellas con una energia mayor
a la original [28].

Para llevar a cabo el proceso de Penrose, se debe considerar que se emitié una particula p™),
con energia F; a la ergosfera y, una vez dentro, esta se divide en dos particulas P? y p® . cada
una con energia Fy y Ej, respectivamente [15][4]. Siendo asf [26]:

E, = Ey+ E; (2.194)

La velocidad angular en el plano ecuatorial de la particula p(!) estd dada por la ecuacién
[24][25][26]:

—gio(E* + gu) + /(E* + 2 — E*
0, — Z9(E+gun) + VE?+ i) (g2 — Gugus) (2.195)

E2g4s + 97

Teniendo en cuenta que la particula p® es la que ingresa al horizonte de eventos su velocidad
angular es [24][25][26]:

~Gip — 1/ 9is — G900
Qy (2.196)

9oe

Y, la velocidad angular de la particula que escapa p® es [24][25][26]:

~Gip — 1/ 9is — Get9e0
Qs (2.197)

9oe

Donde Q; es la velocidad angular respecto a un marco de referencia en el infinito [26].
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2.15.1. Extraccién de energia

La energia de la particula que escapa €3 estd dada por [26]:

Q) — QQ) (gtt + ngS)
B = . 2.198
’ (Qi% — Git + GeeSh ( )

Si se toma E = 1 resulta [24][25][26]:

V1 1
By = % (2.199)
2.15.2. Eficiencia del proceso de Penrose
La eficiencia del proceso de Penrose es [24][25][26]:
Eentrada
— 2.200
7 Esalida ( )
Es—F
n = % — Reemplazando E = 1 (2.201)
1
n = Ey—1 (2.202)

En el proceso de Penrose, el agujero negro cede parte de su energia en forma de momento
angular y podria explotarse hasta que ¢é este sea igual a cero y se reduzca a un agujero negro
de Schwarzschild [28]. Segun [13] y [26] la mayor eficiencia es del 20,71 % y se presenta cuando
la divisién de la particula se genera en el limite r — r,, para un agujero extremo de Kerr
(a =m).

2.16. Black-Bounce

En relatividad general y en otras teorias alternativas de la gravedad se presentan muchos
problemas y en lo referente a la fisica de los agujeros negros, uno de ellos es la presencia de
singularidades de curvatura dentro del horizonte de eventos en las soluciones mas simples como
la métrica de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, Kerr y Kerr-Newman [29]. Debido a que la
singularidad de un agujero negro es un lugar donde las ecuaciones de la teoria de relatividad
general y teorfas alternativas a esta no funcionan, se requiere una compresiéon mas amplia de
los agujeros negros evitando la singularidad [29].

2.16.1. Black-Bounce-Schwarzschild

La ecuacion (2.203) es la métrica de Schwarzschild modificada [30]. Adaptando el pardmetro a,
la métrica (2.203) representa [30]:

» El espaciotiempo ordinario de Schwarzschild.

» Una geometria regular de agujero negro con una garganta unidireccional similar al espacio.
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» Una geometria de agujero de gusano unidireccional con una garganta extrema nula.

» Una geometria de agujero de gusano transitable canénica con una garganta temporal
bidireccional.

Considere la métrica [30]:

ds? — _(1- 2" N dr® 2 4 6?)d0? 2.203
° T Vr? 4+ a? +( 2m + ("t ) (2.203)
Vit a ‘2)

Se puede observar que si a = 0, la ecuacién (27) se reduce simplemente a la solucién de
Schwarzschild, por tanto, a # 0 es una condicion inicial sensata que se debe cumplir si se va a
realizar un andlisis sobre agujeros negros regulares [30].

Escalar de curvatura

El escalar de curvatura de Ricci es [30]:

2a%(3m — /1?2 + a?)

(a2’

R= (2.204)

2.16.2. Black-Bounce-Kerr

La geometria del Black-Bounce-Kerr es cualitativamente méas complicada que la de Black-
Bounce-Schwarzschild. Partiendo de la geometria de Kerr en coordenadas estdndar de Boyer-
Lindquist [31].

2 Ag . 9 2 sin” ) 2 2 2 p%( 2 2 1492
dsye = ——(asin®Vd¢ — dt)” + —5—[(r* + a”)d¢ — adt]” + ~=dr® + pxdd~  (2.205)
Pk Pk Ak

Donde

3 =1r*+a*cos®V; Ag =r?+a’2mr (2.206)

Aplicando el procedimiento que en Black-Bounce-Schwarzschild, el nuevo espaciotiempo viene
dado por el elemento de linea [31]:

A in?
05 = 2 (asin® 9dg — dry? + 7
p p

7

[(r* 4+ 12 + a*)do — adt]* + X

dr® + p*d9*  (2.207)
Donde

PP =1+ +a’cos?V; A=1r>+a®+ 1P 2mVr? + 2 (2.208)

La naturalidad de las coordenadas angulares y temporales no cambia, mientras que la coorde-
nada radial se extiende en todo el eje real [31].
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Escalar de curvatura

31

Nuevamente se observa como el parametro [ influye en la coordenada radial p para suprimir la

singularidad [31].

m(p* —2vr? +12) + (V2 + l2)3 (p* —2A)

p2( r2 —1—12)

R=20%.

Horizonte de eventos

El horizonte de eventos estd en A =0 [31]:

A=r’+a®>+1%-2mVr2+12

Solucionando la ecuacién de segundo grado se obtiene [31]:

rH:i\/<mi\/m>2—lz

Para un Black-Bounce-Kerr extremo (a=m) se obtiene que el horizonte es

rg = m2 — 2

Ergoregion

La superficie limite estética o ergosfera se define como [31]:

2
Te = :I:\/<m:|: m2 —a2c0829) —[2

La superficie limite estatica

re = V4m?2 — [2

El pardmetro [ debe cumplir [31]

(2.209)

(2.210)

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)

(2.215)
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3.1. Derivacion de la métrica de Schwarzschild
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Para derivar la métrica de Schwarzschild, usando las ecuaciones de estructura de Cartan, pri-
mero se inicié definiendo una métrica semilla o general. En la seccién (2.10) se presenté la
métrica general para un espaciotiempo con simetria esférica (ecuacién 2.74) en terminos de ex-
ponenciales, pues conviene trabajar con la métrica escrita de esta forma para facilitar en gran
parte los calculos. Dicho esto, se empled la métrica (3.1) como semilla para derivar la solucién

de Schwarzschild.

Transformando la métrica (3.1) a la tétrada {6 01 6@ G}

(é(o)) — etz .y 0 —  ealrd gy
(é(1)>2 L 28002y G — B gy
- K2 .

(@) = — 00 =y

L2 .

(0(3)> = r2sin®V9d¢? — 0% = rsindde

La ecuacion (3.1) toma la forma:

ds® = 1,30 @ P

Donde 743 — —1,1,1, 1.

Expandiendo (3.3):

ds? = _<§<0))2 v (@(1))2 N <§<2)>2 . (g(3>>2

La métrica toma forma diagonal y Minkowskiana.

3.1.1. Primera ecuacion de estructura de Cartan

Teniendo en cuenta la primera ecuacion de estructura de Cartan

H(a) (a) N(B) _
do\Y +w 3 N 0% =0

primero, se aplica la derivada exterior a la tétrada.

Para 6©

D dr A dt + 0 [eD]dt A dt

0
0) — =
do 5

87"[

(3.1)

(3.3)

(3.4)

(3.6)
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Como dt ANdt =0

a6 = 9% 4y dt
or

De las ecuaciones (3.2) se obtiene:

dt = e g0 g —  o=Brb H)
1 - 1 R

w = =63 dp = 63
T ¢ r2 sin? 9

Reemplazando (3.8) en (3.7)

se obtiene
d6© = (9,a)e" 4D A 4O
Para 0
do)  — g [J(ht)}m?_y 2 [eﬁ(“t)] dt A\ dr
or ot
oY = (9,8)e’ (e‘“é“”) A (e_ﬁé(1)>
a0 — (atﬁ)eﬁe—ﬁe—a 90 A ey
a0V = (9,8)e 8O A
46 — (8,8)e 00 A o)
Para 0
(2) 9
A= a—[r]dr A dv
-

(3.7)

(3.8)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
(3.17)

(3.18)

(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)
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dh® = ? RN (3.23)
Para 0®)
do® = Q[T sin ]dr A dg + ﬁ[r sin 9]dd A dg (3.24)
or o '
d0® = sind dr Adg +rcosd dd A de (3.25)
. A 1 - 1. 1
di® = sinv (e—ﬁ o A — 9<3>) + 7“00819(; SN — 9<3>) (3.26)
i _ €7 4w A e 4 Ot se) A
dg® = — g A9 4 0 A0 (3.27)
r r

-3
a8 = <2 g0 7§ 4 Y g g (3.28)
r r
Las derivadas exteriores de cada tétrada son:
a) d0© = (9,a)ef GO AHO; by ahV) = (8,8)e= 6O A HO)
-8 -8
o) di® = S g A§®: d) di® = S 4w A§® ¢ otV 52 A G (3.29)
r r r

Una vez calculadas las derivadas exteriores de cada tétrada, se expande la primera ecuacion de
estructura de Cartan

) _ (w) A(0 (1) (1 (w) A(2 (1) (3
A6 = —w iy NI = Wy NOT =y A — Wy A6 (3:31)

igualando (3.29a) y (3.31) para p =0

400) A (1) _ (0) 5(0 (0) A1 (0) H(2 (0) A(3
=70, 0O NIV =~ AOO — WO AID — WP AP — W A0 (3.32)

Para encontrar todas las I-formas completas, se suman las funciones G, Q, F' y H sin alterar
la ecuacién, ya que 6 A% =0

G(r,t) 09 NGO — o/ O A GV — Q(r,t) 61 A D — F(r,£)0@ AP
—H(r,t)8% A ®) = %/\ O — WO A — WO A — WO A G (3.33)

Como w(ozo) — 0, entonces G(r,t)0© = 0. Factorizando AG1)
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—(e7a/ 09+ QUryt) V) AOD — F(r,1) 6% AP — H(r,1) 09 70 —

— O AN — O AP — O AP (3.34)
e igualando términos semejantes se obtiene:
u}(021) = B 09+ Q(r,t) BV (3.35)
W, = F(rt) 0@ (3.36)
WOy = H(r,t) 09 (3.37)
Ahora, igualando (3.29b) y (3.31) para u = 1 y empleando el método anterior
—e B 0D NGO — X (r,t) 0O N OO — Y (r,t) 0P NP — Z(r, )0 A OD =
w(lgo) NGO — w(122) NG — w(lzg) AG® (3.38)
- (e*aﬂ' 0m 1+ X (r, 1) é<0>) Y (1) 0D A — Z(r, t)é<3> NGB =
—w“go) A — @) AP — W A0 (3.39)
se obtiene:
w(lzo) e 30N + X (r, )0 (3.40)
Wy Y (r,t)6? (3.41)
w(lzg) 2(r,t)0®) (3.42)

Igualando (3.29¢) y (3.31) para u = 2 y empleando el método de los dos casos anteriores

R R R R 1 R R R R
—L(r,t) 0O A0 — M(r,t) 6O AOY — ZeB 9D A — N(r, )0 A GO =

,
(2) A(0 (2) A(1 (2)
—Ww (O)AQ()—w /\(9()—w(3

W J AP (343)
. . R 1 . . . R
—L(r,t) 09 AH© — (M(T, ) 0 4 ZeF 9<2>) A — N(r,t) 03 A GO
T
—w(zzo) NGO — W% N W — w% AP (3.44)
se obtiene:
Wy = L(rt) 0© (3.45)
o 1 N
w(zzl) = M(ﬁ t) 9(1) -+ ;675 9(2) (346)
(223) — N(r,t) ¥ (3.47)
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Por 1ltimo, igualando (3.29d) y (3.31) para u = 3 y empleando el método de los casos anteriores

A

~ A~ N ~ N 1 ~ N
— U(r,t) 09 AN00 —V(rt) 0D A YD — W (r, )0 AP — ;e—ﬁ 6@ A0 (3.48)

~

1 . . . .
_ = (3) @ _ _,,0B o _, G @ _,,3 (2)
TCO‘M?Q AN A= w(o)/\H w (1)/\6’ w(Q)/\G

A R A 1 R R
— Ulr,t) 0O A 00 — (V(r, ) 0W 4 —e=F e<3>) NS (3.49)
T

. 1 . . . . .
_ (2 4 = 3) @ — _,® o _ & _ 6 (2)
<W(T,t)«9 +rCOM99 )/\9 =—w g N Wiy A0 w iy A O

se obtiene:

, A
Wy = Urt) 6© (3.50)
R 1 .
W, = W t) 6% + = cotd 49 (3.51)
T
3 .1 g4
Wy = V(e 9<1>+;e 5 9@ (3.52)

De esta manera, se reproducen las siguientes 1-formas de conexion

w% =e o' 00 + Q(r,t) OV W(Ozm = F(r,t) 6 (3.53)
WO = H(r,t) 69 W'y = e B OW + X (r,1) 0 (3.54)
Wy =Y (rt) 6 Wy = Z(r,t) 6 (3.55)
w% = L(r,t) Y u’(221) = M(r,t) 09+~ 9% (3.56)
w(zzs) = N(r,t) 6® uj(gzo) =U(r,t) 8 (3.57)
w(322) = W(r,t) 69 + % cot 9 4 W(321) = V(r,t) 60 + ;6_6 0™ (3.58)

Utilizando las propiedades establecidas en la seccién (2.12) de simétria y antisimétria de las
1-formas

v 0 v
“(ugw = —%g || 2u) = 20> V (u#v,v#0) (3.59)

se iguala w(ozl) y w(lzo)

e B’ 0O +Q(r,t) 0V = 30N + X (r,t) 6 (3.60)

para encontrar las funciones Q y X

Qlr,t) =e*f  X(rt)=ePd (3.61)
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Comparando de esta manera todas las I-formas, se determina el valor de las funciones desco-
nocidas

F(rt) = L(r,t)=0 Q(r,t) =e*8  (3.62)
X(r,t)=e P H(r,t)=0 Ur,t) =0 (3.63)
Y(r,t) = —%eﬁ M(r,t) = 0 Z(rt) = —%eﬁ (3.64)
V(r,t) =0 N(r,t) = - cot ¥ W(r,t) =0 (3.65)

Reemplazando las funciones anteriores en las 1-formas de conexion, se obtiene su forma com-
pleta

‘*’(021) — e Ba 6O 4 e f 4 w(%) —0 w(ozg) =0 (3.66)
w(lzo) — 3 4D 4 By GO w(% _ _%eﬁ 62 w<123) = —%eﬁ 0¥ (3.67)
w(zgo) —0 w@gl) — %e—ﬁ 62 w(223) - —% cot ¥ 8% (3.68)
S~ 0 )y = %coti? 4o WO = %eﬁ 0% (3.69)

y se concluye que cumplen la propiedad de simetria y antisimetria de las 1-formas. Por tanto,
se pueden reoganizar de la forma:

W(Ozl) _ w(lz()) =e B 00 43 40 (3.70)
iy = =i o
iy = b o
w(223) = —w(322) = —% cot ¥ 9 (3.73)

Teniendo encuenta la expresion (2.137) que define las 2-formas de curvatura mecionadas en

la seccién (2.12), primero se debe evaluar la derivada exterior de cada I-forma w(a()ﬂ) para

determinar las 2-formas Q" gy). Por lo tanto, se aplica la propiedad (2.40) de la derivada exterior
sobre cada I-forma
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dw® = d(e‘ﬁo/) NGO + (e_ﬁo/) do©®

—l—d(e‘“ﬁ) AGD (e‘“ﬁ’) do

J ., 5 9, 5 - j
dw(Ozl) _ E(e ﬁa/)dr A 9(0) + a(e ,30/) dt A d&(o) + (6 ﬁa/) de(o)
o . A 0 ; 5 2\ g4
(e 1) 4 2 (a8 1) —a (0)
+8r(€ ﬁ)dr/\e +at(e )dt/\e +<e ﬁ)de
dw(ozl) = (=fePa +ePa")dr n OO + (—Be’ﬁo/ + e’%’/) dt A 9O

—i—(e_ﬁa')dé(o) - (e“%) do + (—o/e_aﬁ' + e_aB’> dr A oW
+ (—ae—“ﬁ' + Be‘“)dt A G

Como dr = e # ) y dt = e §, reemplazando

dw(ozl) = (=fde?+a"eP)ePID A IO + (—o/ﬁ'e*ﬂ - 67564/) e A O

—|—(o/e_ﬁ)dé(0) + (Be_a) doW + (—o/ﬁ'e + 5 e_o‘> NIONNIO
+<—d56 + Be” O‘) AN
dw(o) _ <B/a/e—2,8 a//€—2,8 6 2,8> 9(1

+<(5>2620‘ afe ™ + 3 ) AN

se obtiene:

De igual manera, para w(Qzl)

1 1 . 1N\ oo
dw® = (LN nd® L (LB p 6@ 4 (Les) o8 60 p 4
™) or\r ot \r r r

1 1 ; L. ;
dw(Qzl) = (—ﬁe — ;5'€_ﬂ> dr N O? — <;5€_5> dt A 6%

N (le—m) ORNE)
7»2

Reemplazando dr = e# ) y dt = e= §©

39

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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resulta:

2, = (—%5’625) 6 ) (%Be(‘”ﬁ)) §O) G (3.83)

Desarrollando este cdlculo para todas las 1-formas de conexion, se obtiene:

dw(ﬂzl) = @ A ) (3.84)
dw(zzl) _ (_15/6_25) AW A §@ _ (186_(a+ﬂ)) 90 A §2 (3.85)
r T
1 A A 1 A A 1 : A 5
dw(gzl) = ——Be GNP + e P cotd) 6 AP — —e P e @) GO A 9 (3.86)
r T r
@ L ose, i

Donde y = [ (0 = o~ @)e- 2+ ((3)" = a+ 3) e

Expandiendo la ecuacién (2.137)

(W) _ g () (1) (0) (1) (1) (1) (2 (1) 3)
QY =dw’ ) +w o Aw ) + W Aw ) Fw g Aw™ ) Wiy Aw,  (3.88)
parapu=1yv=0
o - _ 1) 1) (0) (1) (1) 1) 2) (1) 3)
Qg = dw g +w g Aw g Fw iy Aw (g Fw g Aw g +w (5 Awg (3.89)
Q(l)(o) = dw(lzo) — reemplazando dw(lzo) (3.90)
entonces:
Q(l)(o) =~ 0O A HD (3.91)
Parap=2yv=20
@  _ 2 () (0) 2 1) (2) 2 2 (3)
D% = dw g tw g Aw g Tw ) Aw (g +w g Aw g Fw g Aw g (3.92)
@  _ @ 1)
D = wipAw (g (3.93)
1 . 1
9(2)(0) = e PP ne@B W 4 P 9D A e ol 9O (3.94)
r r
se obtiene:

1. A A 1 A 5
Q(2)(0) — ;ﬁef(aﬁB) 6@ A 9D L ;0/672/3 0@ A 9O (3.95)
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Parauy=3yv =0

@ 3) 3) (0) ®3) (1) 3) (2) ®3) 3)
Q% = dw g +w g Aw g Fw i Aw (g Fw g Aw g +w g Aw g (3.96)
0@ = W® AWt (3.97)
(0) (1) (0)
1 - o 1 - A
O = e P ID A B I + —e7P §P A e ol §O (3.98)
T r
se logra obtener:
1. - - 1 A A
Q) = =pe=@HD 4O AN 4 —a/e=2 §3) A GO (3.99)
T r
Parapu=2yv=1
2 (2 (2 (0) (2) (1) (2 (2) (2) 3)
Q%) = dw ) +w g Aw ) Fw T Aw ) Fw g Aw Ty Hw g Aw;)(3.100)
2 (2 (2 ®3)
Q) = dw) +w g Aw (3.101)
1 A A 1. A R
0%, = (—;5’6—25) oM A G> — <;Be_(a+5)) 0 A §> (3.102)
1 cot ) 63 A 16_6 0
r r
por lo tanto:
T P S NP
0%, = (—;ﬁ’e 25) oM A G> — (;Be ( +ﬁ>) 9 A §> (3.103)
Parap=3yr=1
@ _ 3) 3) (0) ®3) (1 3) (2) ®3) 3)
Q%) = dw ) +w g Aw Ty Fw T Aw ) Fw g Aw Ty Hw g Aw;)(3.104)
@ _ 3) 3) (2)
Q) = dw”) +w iy Aw Ty, (3.105)
1 - A 1 . ~
0P = —=Fe? 0D NID + S e P oty GO A (3.106)
T T
L et 50 7 5 1 Loty 40 A Lesg
r r r
1 ~ - 1 - -
O = —=pe gD AW — S e P oot 6P AP (3.107)
T T

et o 5 o) ¢ L e cotd 69 A 6O
r T

cancelando el ultimo término

1 N A 1. ~ .
Q) === G AP — Zpe(e4h) GO A ) (3.108)
r T
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3 _ (3) (3) (0) 3) 1) (3) (2 3) (3)
D) = dw g + w0 AW () T W70 AW () W) AW () + W) AW (y)(3.109)
3 _ (3) (3) (1)
Q) = dw’y +w ) Aw (3.110)
1 - . A
0%, = L@ agwyLer g, <__e—6 9<2>) (3.111)
r r
1 . R A
9(3)(2) - 62 A H®) =28 9B3) A H® (3.112)
T T
1 . .
00, = —L NGO 4 L2 60 p G0 (3.113)
simplificando
0® _ (L2 _ 1Y 4@ 40 (3.114)
2 — \ 2 r2 '
Las 2-formas de curvatura no nulas son:
Q(l)(()) _ Q(O)(l) = é(O) /\é(l) (3115)
1. N oy A
0% = QU =B D 4D AN 4 —a/em2 §P) A GO (3.116)
r r
1. o a1 SO
Q(g)(o) = Q(O)(zs) = —Be A GE A G 1~/ HB3) A 9O (3.117)
r r
1 . . 1. . .
Q(z)(l) _ _Q(l)(Q) _ (——ﬁ%%) AW A H@ _ (_5e(a+6)> 0O A 92 (3.118)
T
Q(g)(l) _ _Q(l _ __5 ~28 H(1) 56 (@48) H(0) A H©3) (3.119)
®  _ _o® _ 1 25 _ 1) 4@ 4 40

3.1.2. Segunda ecuacion de estructura de Cartan

Una vez obtenidas las 2-formas de curvatura, se procede a evaluar la segunda ecuacién de
estructura de Cartan (2.136) para calcular el tensor de curvatura de Riemann

Q(#) R(#

¥) @) (e)(p)

Expandiendo la segunda ecuacién de estructura

0\ A GP) (3.121)

~

(W) _ (w) 5(0) (1) 1(#) 7(0) A A(2) A(0) A A(3)
O = R o N0 +2R )02 ? AP 4 R (V(O(g)e A 6% (3.122)

1 (1) W A GO L pw e 1 M A GO
3R o 00 NI+ SR 1y 00 AP+ SRYY ) 00

(w) A(0) (») 4(2) 1 (w) (2) A A(3)
R o 02 MO+ SR, o) 0 A + 2R, o)) 0 A

1 (1) ) 3) (1) ) 3) 2)
+5 R Ly 07 A0+ SR 0y 0D AN + SR ) 09 A0
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Aplicando la propiedad (2.54) de antisimetria del tensor de Riemman mecionada en la seccién

(2.6)

()  _ 1 A(0 H(1 ) 0 1 () A(2
1 . S
+2ﬁ3mwm9 AMW+QRQV OO NP 4 SRY) o 0O A G
+1RW 60 A6 4 LR 00 AP + Z RW NN
T wmme) 5 e )(D)3)
L 00 6@ 4 Lpw 02 p @ o Lpw 4@ A G
5 mmE) 5 (m@G) 5 @)
Sumando términos semejantes
) _ (1) A(1 4(0 A(2
Q" = R w00 N0 +RY o 00 A6 (3.124)
R oy 0O N0+ RY o 0D A G
R 1y 0D A0S + RY 0@ A0
Sip=1v=0
oW = RW 6O A GD 4 R 6O A G2 (3.125)
© = oo <0)<o><2> -
1) (0) (3 1) A1 A(2
R g oys) 00 109 + R o0 o N o
1) 3 2 A(3
R gy 00 A OO+ R o) 09 N 6O
Igualando la ecuacién anterior y (3.115)
YOO N0 = RY o 0O AOD + R 0O A G (3.126)
+R%W 0O NP + RY) ) o 0D A G
(1) 1 (1) 2) A A3
+R 1y 00 AP + R o5 0P AP
Comparando los térnimos de la ecuacion, se obtiene:
(1) _ _ pO __pO _ _p
R Joom T T = R RO ]Z) Lo = (f OWO  (3.127)
Elooe = Toos = T ooe = Toos = £ oee =0
Parap=2yv=
(2) _ (2) 1) 0 A(2
0%, AR 00 A G0 + RO (0 (0)(2) QN (3.128)
(2) A(1 A2
R0y 00 N OO+ R )0 0D A6
(2) A1 A(3 (2) H(2 A(3
+R o)y 0 AP + R (g ) 09 A O
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Igualando la ecuacién anterior y (3.116)

%Be—wm SN Ot %0/6_25 0D N0 =RE 0O A G (3.129)
+R oy 0 NP+ B g)5) 00 A OO + R 1) 6D A 6%
Ry 00 AP+ R o) 00 1 69
Comparando los términos de la ecuacién anterior, se obtiene
R%hme = B'ooe = Roen = Rloewn = __5 e (3.130)
R(Q)(o)(o)(z) = R(O)@)(o)(z) = _R(g)(o)@)(o) - _R(O)(z)(z)(o) - _%alew |

Desarrollando con este calculo para todas las 2-formas de curvatura no nulas, se obtienen todas
las componentes no nulas del tensor de Riemann

Rloon = Bhon = E'hoo = ~Rooo = i
R = Bone = Rloen = ~R'ben = —pemter?
Elooe = Ehoe = Rooe = R oo = —%0/62/3
Eome = Fone = ~Eoso Rois we = —rdeer?
Room = B'oos = Roso = Reeo = 10/6725
Fuyne = Rane = Ehen = Bloen = _;ﬁ"f*w (3.13)
R0 = Rloe = oo = Blbee = _%56 o+
Rhos = Rlaos = Bheo = Blhew = _%ﬁle_w
Bhom = Rlaoe = oo = Bleee = _%Be_(a%
Fows = Rooe = Fose = Fooe - :2( 1)
3.1.3. Tensor de curvatura de Ricci
En al apéndice (A.2) se deduce analiticamente la ecuacién (3.133)
Ry = R0 09009 + RY a)(ng( oY A (3.132)

)
R oy 99 +R L

Donde p = 6, por lo tanto, para d =0y o0 =0

_ p) 0)(0 (0) (1
Royo) = 1 (0)(0)(0)9(0)(0)9( O+ R (1)(0)(1)9(0)(0)9( W 4

(0) 2)(2 (0) 3)(3
R (2)(0)(2)9(0)(0)9( @+ R (3)(0)(3)9(0)(0)9( /©)
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Reemplazando las componentes del tensor de Riemann (3.131)

2

Roy0) = =7+ ;672'30/

Parad=1yo=0

— (1) 0)(0 (1) (1
Rayo = R (0)(0)(0)9(1)(1)9( O+ R (1)(0)(1)9(1)(1)9( o 4

(1) 2)(2 (1) 3)(3
R 0@ 90m9P® + RNy o 6 9mme@?

se obtiene:

2.
Rayo) = ;ﬁe (a+5)

Parad=1yo=1

— (1) 0)(0 (1) (1
Ry = B o)y 09009 ”® + By )y 9mg ™M +

1) 2)(2 1) 3)(3
Ry 9 g + Ry )9 g P

por tanto:

2
Rayay =7+ e

_ p@ 0)(0 (2 (1
Ry = 1 (0)(2)(0)9(2)(2)9( O+ R (1)(2)(1)9(2)(2)9( W 4
(2)(2) + R(2 (3)3)

(2) )
R 2)2)2)92)(2)9 3)(2)(3)9(2)(2)9

se genera:

1 _ 1, _
Ry = ;(ﬂ/ —a)e 28 _ ﬁ(e 28 _ 1)

Parad=3yo=3

se reproduce:

45

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)
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Finalmente, se obtienen las componentes diferentes de cero del tensor de Ricci

2

Rowo = —v+-e

Royay = v+ ;5’625

Ruyo) = %Be““*ﬁ)

Ry = Reye) = %(5’ —ao)e ™ — %(6—25 —1)

3.1.4. Solucion de las ecuaciones de Einstein en vacio

(3.141)

(3.142)
(3.143)
(3.144)

(3.145)

En la seccién (2.11) se explicé que para hallar la métrica de Schwarzschild se deben solucionar

las ecuaciones de Einstein en vacio, lo que implica que:

Ry =0

(3.146)

Reemplazando las componentes del tensor de Ricci, se genera un sistema de ecuaciones dife-

renciales de segundo orden

2

—y+ e = 0

r

2
v+ =B =0

r
2ot _ g

.

1 _ 1, _
Lo Ly < o

Resolviendo la ecuacion (3.149)

se obtiene que

B=0

(3.147)
(3.148)
(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

Como 5 es una funcion que depende de r y de t, entonces para que se cumpla que la derivada
parcial de 8 con respecto a t sea cero, 5 debe ser funcion solo de r, por lo tanto, se definird asi:
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B = Bo(r) (3.153)

Reemplazando 5 = () en la ecuacion (3.150)

e~ 2o 1
By — )= 5 -1) = 0 (3.154)
r r
e~ 2o e~ 2o 1 1
By — o — —26_260 —— = 0 —— Derivando respecto a t (3.155)
T T r r
0 (e e~ 1 1
—2p —
a( , 0 — , O/_T_2€ 0-5) = 0 (3156)
o[ e,
| _ = 0 3.157
ot < r ) ( )
—e %0 9 (da
—(=] =0 3.158
r 8t< 7“) ( )
se concluye que:
Oa
=0 3.159
otor ( )

Debido a que las derivadas conmutan, y « es una funcién de r y t, se propone que:

a(r,t) = f(r) + h(t) (3.160)

Reemplazando (3.161) y (3.153) en la métrica semilla (3.1)

ds? = —eH ¥ G2 4 2600) 42 4 12402 (3.161)

realizando un cambio de coordenadas

T = / "Vt (3.162)
aplicando la diferencial total de 7

or
dr = —dt 3.163
u T (3.163)

0
dr = &( / eh“)dt) dt (3.164)
dr = e"dt — elevando al cuadrado (3.165)
dr? = gy (3.166)

d 2

L (3.167)

o2h(t)
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Reemplazando la ecuacién (3.167) en (3.161)

42— 2l )42h) dT()+€2ﬁo dr? + r2d0? (3.168)
6

ds? = —e2 T2 =2h(t) gr2 4 260() g2 4 p2(()2 (3.169)

ds? = —e2IMdr? 4 200 ar? 4 r2q0? (3.170)

Ahora, sumando las ecuaciones (3.147) y (3.149)

—y 4 2720 =

+

2,-2808 _
v+ 2L =0

e

2,-2800 | 2,-2808 _
r or + r€ or 0

Factorizando y simplificando el resultado anterior

2 28 Ooa  0f B
. (87" 07“) =0 (3.171)
0

Reemplazando «(r,t) = f(r) + h(t) y B(r,t) = Bo(r) en (3.172)

S (1) + b+ o)) = 0 (3173
D (1) + Al = 0 (3174)

Para que la derivada anterior sea cero, la suma de las funciones debe ser una constante

fr)+Bo(r) = C (3.175)
f(r) = C=p(r) (3.176)

Reemplazando la ecuacién (3.176) en la ecuacién (3.170)

ds? = —e20-2B0qr2 4 o260(r) gp2 4 12g0)2 (3.177)

Realizando un cambio de coordenadas

dt = ——dr (3.178)
or
dt = ﬁ( / ech)dT (3.179)
or
d = e%dr (3.180)
2
g (3.181)

e2C
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Reemplazando (3.181) en (3.177)

ds? = —e20—% (jzi;) + e2P0dr? + r2dQ? (3.182)
ds? = —e 2Pt 4 2 dr? 4 20> (3.183)

De la métrica anterior, se obtiene que o = —fy. Reemplazando « en la ecuacién (3.150)

e 28 1
—(F—a) =5 (e -1) =0 (3.184)
27”6—25&2_% el — (3.185)
Como

de;% = —26—%2—% (3.186)
_ded;'go _ 26—260% (3.187)

Reemplazando la ecuacion (3.187) en (3.185)

de=2b0
- edr —e?PHl =0 (3.188)
(3.189)
Sustituyendo p = e2%0
d
_Td_f_p“ =0 (3.190)
dp , p 1
a o r 3.191
dr + r r ( )
Aplicando el método del factor integrante
1 1
P e_frdr/ e (3.192)
r
b e_lnr/elmdr (3.193)
P-1+l (3.194)
’
Reemplazando p = e~2%
C
= 1 (3.195)
= (3.196)
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Reemplazando e?? en la métrica (3.183)

1
d82 = — (1 + %) dtQ + (1—0——Cl> dTQ + TdeZ (3197)

r

Segin [4] y [15] para que la métrica sea fisica debe cumplir el limite Newtoniano

lim (ds?) = Minkowski (3.198)
r—>00
donde
20
gt = — 14+ ? (3199)
C
g = — (1 + 71) (3.200)
por tanto:
20 ()
= 201
= (3.201)
2rd
GM
Como & = ———
r
GM
Cy, = 2r (— . ) (3.203)
C, = —2GM (3.204)

Reemplazando C] en la métrica (3.197)

r

2GM 1
ds® = — (1 + Ci )dt2 + <1+—2G—M) dr?® 4 r2dQ? (3.205)

Como se esta trabajando en unidades naturales, entonces ¢ = 1 y G = 1, por lo tanto la
expresion (3.205) queda de la siguiente forma

2M 1
ds®> = — (1 + —) dt® + <w> dr? + r?dQ?* | = Métrica de Schwarzschild (3.206)
”
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3.2. Algoritmo de Newman-Janis

Para derivar la métrica de Kerr, aplicando el algoritmo de Newman-Janis, se debe partir de la
a métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein desarrollada en la seccién
(2.11.2)

2M
ds* = — (1 — —) dp® — 2drdp + r*d6? + r* sin® 0de> (3.207)
r

Para observar todas sus componentes no nulas, se reescribe de la forma:

2M
ds® = — (1 — —) du? — drdp — dudr + r2d6* + 2 sin® 0d¢? (3.208)
r

Donde la coordenada temporal estd dada por y, por tanto, las coordenadas son 2° = pu, z' = r,
2?2 =0, 23 = ¢. Las componentes de la métrica en forma matricial son:

—(1-2) -1 0 0
-1 0 O 0
Guv = 0 0 r2 0 (3209)
0 0 0 r?sin?@
Las componentes de la métrica contra-variante expresadas en forma matricial son:
0 -1 0 0
-1 (1= 0 0
2 ga— r
9" =1y 0 2 0 (3.210)
0 0 0 (r’sin®6)!

Para emplear el algoritmo de Newman-Janis, primero se aplica la propiedad de los tensores
simétricos sobre las componentes de la métrica contra-variante (2.147)":

1
) = Fn” +1'n”) (3.211)

mm) = %(m“m”—l—m”m”) (3.212)

Reemplazando las expresiones (3.211) y (3.212) en la ecuacion (2.147) se obtiene:

1 1
g = 2 §(l“n” + "n*) 4+ i(m“m” + m"m") (3.213)

g = " +1"n" + mH'm” + m"m” (3.214)

!Propiedad de tensores simétricos: sea S = S(aﬁ)dxo‘dxﬁ un tensor simétrico, sus componentes tienen la
forma Siap) = 2 (Tap + Tpa) [4]
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o 0 0
Aplicando la regla de la cadena para los términos @, o 20 y %

g 0
o = o
g 0
o o
0 .o, 0 0 0
% - —msmH%—i—msmﬁa—ul%—%
g 0
9 oY

Entonces, reescribiendo el término en [’

0
I'=—
or’
Reemplazando las derivadas parciales %, %, 889 y % en (2.156)
Lo 1 M _MYD
oW 2 r T )or
, 0 1 M M 0
n = ———+=(1- . — . -
o 2 r" —iacos@ 1’ +iacost ) Or
, 0 n 1 1 2Mr! 0
"o o' 2 2 + a?cos? ¢ ) Or'
Haciendo el mismo procedimiento anterior para (2.157)
m = L(g —I—z'csc@g)
T2\ 00 o
1 0 0 0
m = —tasin® — +iasind — + — +icscl —
V2(r' —iacos @) ( or’ o' o0 o¢’
Los vectores I', n' y m’ son:
0
I'= —
or’
91, o
o 2 2 + a? cos? ¢ ) Or'
1 0 0 0 0
m = —tasin®' — +iasin@ — + — +icsc€'—)
V2(r' — iacos @) ( or’ o o0 o

5)

(3.215)

(3.216)
(3.217)

(3.218)

(3.219)

(3.220)
(3.221)

(3.222)

(3.223)

(3.224)

(3.225)

(3.226)

(3.227)
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Ahora, como

V=170, + 170w + 170 + 190y (3.228)
Igualando las ecuaciones (3.225) y (3.228):
l“'@,/ + l”'c“)r/ + 19'89/ + ld)/@d)/ = 0Oy (3.229)

Se obtiene

/

=0 1"=1 1"=0, 1¢¥=0 (3.230)

Para n' = n* 9 + n" 0, + n? 0y + n? 0y, igualando con la ecuacién (3.226)

I-I/,a T/a Hla ¢/a o a 1 2M/r./ a 2 1
n u/—f—n 7¢/—|—7’L 9/—|—7’L ¢/——Ml+§ ]_—m ! (33)
, L1 2Mr’ ” ,

Igualando la ecuacién (3.227) con m’ = m* 0,y +m” 0, +m” 9pr + m® Oy

’ / ’ ’ 1a sin 9/ 1a sin 9/
m“8/+m’”8r/+m96/+m¢8/: Oy — Oy 3.233
! ’ i V2(r' —iacos®) " V201" —iacosd) ( )
1 iacsc '
+ Ogr + 8¢,

V2(r' —iacos ) V2(r' —iacos )

se obtiene:

mu’ — tasin 6’ mr’ — iasin 6’

V2(r'—ia cos 6')’ V2(r' —ia cos 6") (3 234)

m@’ — iasin 0’ mqb’ — tasin ¢’ :
V2(r'—iacos ')’ V2(r'—ia cos )

En conclusion, las componentes de los vectores [, n, m son:

’ / / /
"=, =1, 1" — 0, 19 =0
1 /
W ot . oMy o o _
neo= 1’ no= 2 (1 r’24a? cos? 9’)’ n.o= 0’ n® =0 (3235)
JT— ia sin 6’ v ia sin 6’ o _ 1 - ia csch’
m V2(r'—ia cos9’)’ m V2(r'—iacos ')’ m V2(r'—ia cos 6')’ m V2(r'—ia cos 6')

Ahora, se determinan las componentes de la métrica (3.214) con las expresiones (3.235).
Para la componente g*'*
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g = P’ 4 1t w4 mUmt (3.236)
9#'“' = """ + 1" 0"+ m + m (3.237)
gl"//»‘/ _ 2m”/mu] (3 238)
gr = 9. tasin 0 —asing’ (3.239)

V2(r' — iacos @) . V2(r' +iacos §)
resulta:
' a?sin? @’

g = T (3.240)

72 + a2 cos? ¢

Empleando el procedimiento anterior para g*"

A Sy L L s (3.241)
., iasin @’ iasin @’
W , 3.242
g V2(r' —iacos®) V2(r' +iacost) | )
iasin @’ —iasin 0’
V2(r' —iacos®) 2(r' +iacos®)
2 12
= (a® + 1) (3.243)

r’?2 4+ a? cos? 0’

y desarrollando de esta manera para todas las componentes se obtienen todas las componentes
de la métrica contra-variante de Kerr

s a?sin2 6’ el (a2+r/2) 9r . a
gt = 2142 cos2 0/ gt = - 2102 cos2 0 g’ =0 gt ¥ = 2T a2 cos2 0
v (a®+r"2) vt r24a?—2r' M ' _ 0 e a
g 2tatcos2 e 9 r'2+a? cos? 0 9 g r'24+a?cos? 0’ (3.244
/! 1w rn’ 1y .
o'n 0 o'r" __ 0 0’0" __ 1 o'’ __ 0
/" g N /ol g N g N /T:2+a2 COS2 v / g/ _2 o’
AL — LA | E— 0" — ¢'¢__csc?
g 2ra2cos2er 9 T2 a2 cos2 0/ g 0 g 24 aZ cos2 0/
y en forma matricial
a?sin? ¢’ _ (a2+41"%) 0 __a
r/24+a2 cos? 0/ 72402 cos? 0/ r'24+a2 cos? 0/
_ (a®4r"%) r2+a?—2r'M 0 _ a
glU’ — r'24+a? cos? 0/ r'24a2 cos? 0/ . 72402 cos? 0/ (3245)
0 0 r'2+a? cos? 6/ 02 ,
a _ a 0 csc f
r'24+a2 cos? 0’ 7’2402 cos? 0/ r'24+a2 cos? 0’

Para obtener la métrica covariante de Kerr, se calcula la matriz inversa de ¢g"; para ello se
reemplaza las operaciones (3.243) en (2.163)

a?sin? 0’ (a+r"2) a
r'24+a2 cos? 0/ T 2442 cos? 0 0 r'24+a2 cos? 0/ 1000
., . (a2+7‘/2) r’2+a2—2T’M O _ a 0 1 O O
<gﬂ v | i ) — r'24+a2 cos? 0/ r'24a2 cos? 0’ . 72402 cos? 0/ (3246)
0 0 T2 o 0 0010
2 n/
a a 0 csc“ 6 00 0 1

2402 cos? 6/ 2402 cos? 6/ 2402 cos? 6/
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Realizando las operaciones para matrices, se obtiene:

2Mr’ 2Mar’ sin® @’
100 0| gemgmm—1  —1 0 T aZcosZg4r?
0100 —1 0 0 asin® ¢’
(I gun) = 0010 0 0 a® cos? 0 + r"? 0
! / a2 7J2 2_ a2 in2 /
00 0 1| —2Masiie g2 g 0 (227 2? 02) i
Donde A = (a® + 1% — 2M71”")
2Mr! 2Mar’ sin? 9’
Teoe 1 1 0 o g7
1 0 0 asin® 0
gNIVI = 0 0 Cl2 COS2 0/ + T/2 0 (3247)
, , 2 12Y2 _ A2 sin2 6
_52]\1[3§—2 Z‘lfrf—fa asin® ¢’ 0 (e +Z2 ():os ffré ?) sin? ¢
La matriz (3.247) representa las componentes de la métrica covariante y organizando
2Mr 2Mar sin® 0
ds* = | ——5>— —1)dp* — dpdr — —————dud¢ — drd 3.248
s (a200829+7’2 ) a par a?cos? 0 + r? pde = drdp ( )
2Mar sin® 0
+asin?® 0 drdo + (a2 cos® 0 + 7"2)0092 — &d@iu + asin’® 0 dodr
a? cos? 6 + r?
a’?+12)? — (a®> 4+ r* — 2Mr)a®sin® 0
+ (( ) ( ) ) Sil’l2 4 dng
a?cos? 6 + r?
2Mr AM ar sin® 0
ds* = — <1 = )d,u2 — 2dpdr — Tdud¢ (3.249)

Asin20
+p2d0? + 2asin? 0 drdp + —" dg?
p

Donde p? = a%cos?0 +r? y A = (r? + a®)? — Aa?sin? . Reescribiendo esta tltima ecuacién se
obtiene la métrica de Kerr en coordenadas nulas:

A — a?sin? 4Mar sin® ~
R G LT (3.250)
-~ A<inZ6 -

02d6% + 2asin® 6 drdd + S;l 43’

Las coordenadas ;1 y ¢ estén definidas como [13][6]:

r? + a?

dy = dt — dr, dé=d¢ — %dt (3.251)

Reemplazando las ecuaciones (3.251) en (3.251) se obtiene:
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56
A — a?sin26 2 2 2 2 2
ds? = —(%) (dt ! Za dr) _ 2<dt ! Za dr) dr (3.252)
P
AM : 29 2 2
_AMarsweO g TR0 (dg — Lar) + prde?
p? A
Asin®6 2
20 sin® 6 dr <d¢ _ %dt) + S;—I; (dgb . %dt)
22 22 2, 2
A — — (—A ¢ 9>dt2 + Q(A e 9) (r Z“ )dtdr — 2dtdr (3.253)
p p
2 sin? 0 4 in%6 [ r? 2 2A 0
Amarsin” AT 2 drdr + (T Z“ )drdgb + 2asin® 0 drdg — —“Asm drdg
p p p?
4mar sin 9 Aa2 sin?6 A —a?sin®0\ (12 +a*\”, r?+a®
4ma’rsin® 6 (7"2 + a? 2a? sin? 6 Asin? 0
— dr? — ————dr? + p*d6? + do?
2 A2 ) A 72
A — a®sin*0
ds? = — (T) dt? (3.254)
N _Q(A — a225in29> (7‘2 Zaz) a4 4ma2Arszin2 (9} dtdr
p p
5
4 in?6 (r*+ a® , 2A 0
+ ma:ﬂsm (T Aa ) + 2asin® § — —GAS;H ] drd¢
;’0 _
_4marsm 9dtd¢+p2d92 AS;2129d¢2
Aa’sin®0 (A —sin®0 (17 + a 2
A2 2 A
2A
r?+a®  4ma’rsin®0 (r* + a® 2a%sin* 0] |,
+2- A e A — A dr
NS E e
2A
(3.255)

Organizando los términos se obtiene la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist
(t,7,0,¢) (ecuacion 2.166)

d82:—(

A — a?sin® 60

02

) e 4mar sin? 0

dtde + Adr + p?do* +

Asin’6
2

do?

(3.256)



3.3. PROCESO DE PENROSE 57

3.3. Proceso de Penrose

Para obtener la energia de una particula en un punto del plano ecuatorial, se resuelve la ecuacion
(2.192) de las geodésicas radiales mencionada en la seccién (2.14.6), por tanto, en el plano
ecuatorial p — ry A — r*+a?(r?+2mr). Entonces, los coeficientes métricos de Kerr toman
la forma:

A — a? 2mar r? A
Juw = — ( ) ) y Gt = _T) Grr = Zv Joo = 727 Jop = ) (3257)

Donde A = r* + a?(r? + 2mr). Reemplazando los coeficientes métricos en las componentes de
la 4-velocidad (2.191)

_EA _ 2Lmar

Ut - 4m222r2 (TA—aQ)A (3258)
r4 !
dr
S r 3.259
B dr ( )
W =0 (3.260)
2Emar L(A_GQ)
W = T Imtar (AT—QQ)A (3.261)
rd + s

simplificando

(=2 Lamr + AE) r?

b= 3.262
" —4a?m?r? +4m2a®r? + Aa® — Aa® + AA ( )
dr
= — 3.263
u e (3.263)
u = 0 (3.264)
2F —La?> + A L)r?
P (2Emar — La*+AL)r (3.265)

(Am2a?r? — Aa® + AA)

Reemplazando los coeficientes métricos y las componentes de la 4-velocidad en la ecuacién
(2.192)

(2 Eamr — La® + A L) r2A A (2 Eamr — La* + AL)r® (=2 Lamr + AE) ma

1 1 2 — — 2 (3266)
(4 m2a?r? — Aa? + AA) (4 m2a?r? — Aa? + AA)
+7'“27“2 (—2 Lamr+AE)2r2(—a2+A) _
A (4 m2a2r? — Aa2 + /IA)Q
Simplificando
(—4 a?m?r?r2 — A A\ ELamr + Aa%r? + A L2a? + AA E? — AA 72 — A2L2) r2 _

A (4 m2a2r? — Aa? + AA)
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Resolviendo la ecuacion de segundo grado para E

E = % (2Lmar+

\/—4%22%2%2 +4L2%a?>m?r? — —AZG:T'Q — AL2a? + 4Aa?m? + A%2 + AAL? — % + A:2A>3'267)

Simplificando

E = % (2Lmar+
A A Aa2m?2r272+ A2 Ar2— A2q27 A A2A—A2q 3.268
\/4L2a2m2r2 — AL2q? + AAL? AP L BAR B 4 g fq2m? 4 AA-Aa 2> ( )

A

1 _ _ _ _

E = Y (2Lma7“ + V4L2a2m2r2 — AL2a? + AAL? + r*Af2 + T’QAA> (3.269)
1 -

E = Y (2Lmar + \/4L2a2m27"2 — A(L?a? — AL? — r2A — 7"47'"2)> (3.270)

Entonces la energia de la particula queda expresada como:

E = % (2Lmar + \/4L2a2m27“2 — A[L%a? — (L2 + 1?)A — 7"47'”2]) (3.271)

3.3.1. Extraccion de energia

Segtn [4][15][13] para llevar a cabo el proceso de Penrose, se debe considerar que se emitié una
particula pM, con energia F; a la ergosfera y, una vez dentro, esta se dividié en dos particulas
P® v p®) cada una con energia Ey v Ej, respectivamente.

E(l) = E(g) + E(g) (3.272)

De la ecuacién (2.199) de la seccién (2.14) se obtiene que:

1 [2m 1 2m

Segun [13], la energia ganada estd dada por:

—FE, = E3—E, =AE (3.275)

Donde la diferencia de energia AF es la energia ganada:
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AE — %( 2—m+1>—1 (3.276)

AE — % (@ - 1) (3.277)

Graficando la energia de la particula de escape, se obtiene:

Energia de la particula de escape en el horizonte

25

05 [

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Radio r

Figura 3.1: Energia de la particula de escape en funcion de r

En gréfica (3.1) se observa que la méxima energia que se puede extraer de un agujero negro de
Kerr es cuando r — ry y (a = m):

AE — %<\/27‘£ —1) (3.278)

1 2m

AE = - [ 279
5 - ) (3.279)
1

AB = 3 x/§—1> (3.280)

AE = 0.2071067811865 (3.281)

La eficiencia del proceso de Penrose estd dado por la ecuacion (2.202)

n = 1.2071067811865 — 1 (3.282)
n = 0.2071067811865 (3.283)

Asi pues, la eficiencia del proceso de Penrose es del 20,71 %
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3.4. Proceso de Penrose para un Black-Bounce-Kerr

Para obtener la energia de una particula en un punto del plano ecuatorial en el exterior de un
Black-Bounce-Kerr, se resuelve la ecuacién (2.192) de las geodésicas radiales mencionada en la
seccién (2.14.6). De este modo, primero se reescribe la métrica (2.207) en la forma:

ds® = —gudt® + 2g1pdtdo + g¢¢d¢2 + grrdr® + goodt? (3.284)

Se obtiene

A — a?sin® 0 dam sin? 0/ + 12
ds? — _(%wﬂ— am S OV dtde (3.285)
p p
Asin?0  p?
5 —|—Zdr2+p2d92
p

Donde los términos A, p y A son:

A= (7“2 + 12+ a2)2 — Ad%sin’ 0

pP =1+ 1P +atcos®V; A =r’4a+ 1P 2mVr?+ 12

Los coeficientes métricos covariantes son:

A — a?sin’ 6
gt = — (T) (3.286)
2ma sin® O/ r2 + [2
G = — 2 (3.287)
0
2
_ 2

g”"’!" A (3 88)
goo = P’ (3.289)

Asin? 6
9o = 7 (3.290)

En el plano ecuatorial, p — V2 + 2y A —» (r2 + 12 + a2)” — Aa?. Por tanto, los coeficientes
métricos de Kerr toman la forma:

g = —(A_a2> (3.291)

242
Gro = —meQ—T (3.292)
g = L (3.203)
goo = 1+ (3.294)
9o = % (3.295)
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ahora A = (r*+ 1%+ a2)2 — Aa?; reemplazando los coeficientes métricos en las componentes de
la 4-velocidad (2.191) se obtiene:

EA B 2Lma~/r? + 12
¢ 7’2 + l2 T'Q + l2
u = = 3.296
4m2a®(r? + 1?) N (A —a*A ( )
r2 4 12 r2 4 12

, dr
uto= o (3.297)
u =0 (3.298)
2Emavr? +12  L(A —a?)
b Y N Y ] (3.299)
dm?a®(r* +12) (A —a?)A
2 4 12 2 4 2

Simplificando

(r* + I2)(=2amL~\/r? + 12 + AE)

ut = - _ (3.300)
4a212m? + 4a?m?2r? — Aa? + AA
dr
= 2 301
u = (3.301)
W o= 0 (3.302)
= (r? +12)(2amEV/r? 4+ 12 — a®L + AL) (3.303)

<4a2l2m2 + 4a2m2r? — Aa? + AA)

Sustituyendo las componentes de la 4-velocidad en la ecuacién (2.192), se obtiene

(I +r2) (2Emar — La®> + AL A 2 (12 +12)

T < (3.304)
(4m2a2r2 — Aa? + AA)
4(1* + r*) (2Emar — La* + AL) (—2Lma7’ + E/I) mar
o - -\ 2
(4m2a2r2 — Aa® + AA)
N2
(12 4+ r?) <—2Lma7“ + EA) (—a? + A)
- -1
8 N2
<4m2a27‘2 — Aa® + AA)
Simplificando
<4a2m2r2f2 +4AELamr — Aa®i? — AL*a® — AAE? + AN + Asz) (I +1r?)
(3.305)

A (4 a2m?r? — Aa? + AA)
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Resolviendo la ecuacion cuadrética para E

1 ~
TG {QmaLr(rz YA+ (12 + 1A [(4a2r2m2A7"2) /A + 4a?m?*r2L? (3.306)

—(a2f~127"2)/A — aPLPA% + A%? + ALPA + (4a2m27"2/~1 —a?A+ jzle)/(r2 + lz)] 2}

Simplificando
1 N .
E = 1 {QmaLT + [(4a2r2m2Af2)/A +4a*m*r?L? — (a*A*?) /A (3.307)
—a’L?A% + A%? 4 AL’A + (4a®m*r? A — o®A + /ZizA)/(r2 - ZQ)] 2}
1 - -
B = - {QamTL + [4m2a2r2L2 —Q?L2A 1 [2AA (3.308)

1
2

(4m2a®r? A — a?A2 + A2A)2 (4mPa®r?A — a2 A% + A2A)
* A * "2t 2

Se obtiene la energia F de una particula en el plano ecuatorial en el exterior de un Black-
Bounce-Kerr

1 ~
B = = {QmarL + [4m2a2r2L2 — A(a?L? + I2A (3.309)

1
1 T L 2
+ (T’2 n l2)A ((4m2a2r2 —a*A + AA) (7’2 -+ l2)7'“2 + (4m2a2r2 —a’A + AA)A))‘| }

Donde A = (12 4 12)2 4 a*(r2 + 1> 4+ 2m\/12 + [2).

3.4.1. Extraccion de energia

Para realizar el proceso de Penrose para el Black-Bounce-Kerr, se considera una particula p")
que ingresa a la ergosfera y, en el limite, cuando p — ry se divide en dos particulas, p® y
p®) en la cual, p® ingresa al horizonte y p® escapa al infinito.

Reemplazando gy en la ecuacién (2.199) de la seccién (2.15), que describe la energia de la
particula que escapa
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- (5%) +1]
By = L 2“ (3.310)
-\/1 _ <r2+a2+l2;22z;/@—a2> + 1:|
By, = L 5 (3.311)
-\/1—1+<2m i) +1}
(,,.2+l2)2
By = L ; (3.312)
2m
e+ 1
By = V7 ; : (3.313)

Analizando el proceso de Penrose para un Black-Bounce-Kerr extremo (a=m) donde el horizonte
y la superficie estatica son:

rg = vVm?2 —1[2 rg = V4am?2 — [2 [<m (3.314)

Para el casom =1

rn=VI— P ry=Vi-1 (3.315)

La condicién del parametro [ ahora es

1<1 (3.316)

La ecuacién de la energia de la particula que escapa es

By = [V vt * 1] (3.317)

N 2

La maxima eficiencia se tendria cuandor — 1y [l — 0

2
Naa
B = lim o (3.318)

r—1 2

B, — @ (3.319)
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Tomando diferentes valores para el parametro [ se obtiene:

Graficando las energias de escape de la tabla con sus respectivos horizontes de eventos, se

obtiene:

2.2

ergia E

Ene

CAPITULO 3. METODOLOGIA

Funcién de la energia \ Horizonte de eventos \ Energia

% . ( et 1) 1= (0.9)2 1.2071067649054
% . ( L 1) 1= (0.8)2 1.2071067811865
% . ( - 1) 1= (0.7)? 1.2071067811865
% . ( - 1) 1= (0.6) 1.2071067811865
% . ( e 1) 1—(0.5)2 1.2071067811865
% . ( e+ 1) 1= (0.4)2 1.2071067811865
% . ( s 1) 1= (0.3)2 1.2071065118498
% . ( e — 1) 1= (0.2)2 1.2071067811865
% . ( e — 1) 1= (0.1)? 1.2071067811865
% . ( o 1) 1= (0.0)? 1.2071067811865

Cuadro 3.1: Energia de escape para distintos valores de |

Energia de la particula de escape en el horizonte

=N

]

/

\§

0.6
Radio r

0.8 1

Figura 3.2: Energia de escape para diferentes valores de | en el Black-Bounce-Kerr
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4.1. Resultado 1: derivacion de la métrica de Schwarzs-
child

1. Utilizando la primera ecuacién de estructura de Cartan (2.135), presentada en la seccién

(2.12.2) se determinaron las I-formas de conexién w(a() 5)

w(ozl) = w(lzo) =e P 0O B dM (4.1)
w(lzm = —w@gl) = —%eﬁ 6> (4.2)
w(lzg) = —w(gzl) = —%e_ﬁ 63 (4.3)
w(223) = —w(?’z?) = —% cot 9 §®) (4.4)

Para verificar que las 1-formas obtenidas son correctas, se empleé la propiedad de indices
simétricos y antisimétricos de la seccién (2.12.1). Comparando las I-formas de conexién
con la propiedad de simetria

o _ B
W g =W () (4.5)

se concluye que, para f = 1, esta es valida. De igual manera, las I-formas cumplen la
propiedad de indices antisimétricos

(o)  __ (8)
W gy = —W () (4.6)

para « y [ distintos de cero. Pero esto no es suficiente para determinar que, definitiva-
mente, las I-formas de conexion son correctas, por lo tanto, se evalian en la primera
ecuacién estructura de Cartan

dom — _ww()V) AW (4.7)

Para 0 = (9,a)e™? 6M A 9O
e 60 A0 = —u0 — W% AW — O At — WO A TT(4.8)
(8,0)e P OV AN = —ePo/ 9O A GY — 23 g T (4.9)
=B g A g0  — =By g A 9O (4.10)

Para 0 = (9,8)e= 6 A 9W);
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—a 1 1 1 1
(@B8)e™ 0O A0V = —wh A0 — WO AT — A 91<2> — willy A 0%(4.11)
(0:8)e 0O A9V = —e72 g A GO — B/ GO AHO - ZeF 0% +
1
W (4.12)
Be @ g0 A9D = 5 90 A9 (4.13)

675

WA — _ 0 W) A 0D — w® Wy AP (4.14
—B 1 1
r r

—p
g pg = Lo g p e (4.16)
T T
—p
Para 90 = < g 5 g& 1 <P pe) 5 o)
T T
e P cot
€7 A p® B - _,® —w® A
— 0 9+re NI =~ AT — W A (4.17)
_®3 2 _, 6
W gy NO W
-B
€ o pp® + @9(2) AOB) = _1675’ 93 A p) _ lcotfﬁ 03 AOP (4.18)
T T r r
-B
g pg® 4 g0 p g~ Lems g p 9@ 4 Loy g p g (4.19)
T T r T

De lo anterior, se concluye que las 1-formas de conexiéon cumplen la primera ecuacién de
estructura de Cartan.

2. Expandiendo la ecuacién (2.137) de la seccién (2.12.2) y reemplazando las 1-formas de

conexién w' ()6) se calcularon las 2-formas de curvatura Q(a() 5)"

Q(l)(o) Q(O)(l) = é(O) A é(l) (420)
0@~ 0 _Llge—wes g g0 4 Ly o 4 go (4.21)
(0) (2) r r
Q@ = 0O _Lgrn §o 4 g Lye2s §® 4 o (4.22)
(0) (3) r r
0% = _oW — _15’6*25 oM A GP — 156’(“+B) 0O AGP  (4.23)
(1) 2 r r
0®  _ _o0 _ _15/6725 AW A §B) _ lﬁ.e’(“ﬁ) 0 A 9B (4.24)
(1) ®) r r
1 1Y 4 A
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Claramente, se observa que las 2-formas de curvatura cumplen la propiedad de indices
simétricos y antisimétricos

(4.26)

deducidas en el apéndice (A.1).

3. Evaluando la segunda ecuacién de estructura de Cartan (2.136), mencionada en la seccién
(2.12.2), se obtuvieron las componentes del tensor de curvatura de Riemann R(a() 8w

Roon = Bhon = “Ehoe = Rlooe = 7

RPhme = Ehoo = Boen = Ebeo = _%56_(a+5)
Booe = Elooe = Eooo = Koo = _%0‘16_25
Eone = Elhoe = Foon = Feoe = @
Eooe = Bloosn = Rlooe = Foee = —je?
Ene = “Blane = ®han = Boean = _%5'6_% (4.27)
Elooe = Eooe = Ehee = Eeeo - _%5‘@—<a+6)
Elone = “Blooe = Eoon = Eleen - _%5'6_25
Bhom = RBlaoe = oo = Bleeeo = _%56_(‘”6)
Bloome = Blhoe = Fove = Eoee - %(6_26_1)

4. Aplicando la contraccién del tensor de curvatura de Riemann (2.57), descrita en la seccién
(2.7), se generan las componentes del tensor de Ricci Rq)g):

Ry = —’7+§6_25 o (4.28)
Ry = 7+§6’e‘25 (4.29)
Ruyo) = %Be‘““” (4.30)
Royo) = Ree = %(ﬁ’ —a')e ™ — le(e—w —1) (4.31)

Cuando se obtienen las componentes del tensor de Ricci R, se puede verificar que
estos son consistentes con R, calculando el escalar de curvatura de Riemann dado en
la seccién (2.6) por la ecuacién (2.59) para ambos casos. Expandiendo la ecuacién (2.59)

para R )

Ry = Roy09®” + Ruymg™™ + Ry g®® + Ry 9P (4.32)
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Como la métrica tiene forma Minkowskiana, entonces los valores de ¢(®® son:

GO0 — 1 00— @0 ] 86 (4.33)

Reemplazando los coeficientes contra-variantes de la métrica y las componentes del tensor
de Ricci, determinadas en la seccién (3.1.3), en la ecuacién (4.32)

—28 1,—28 —-28
R:(—v+2ai )(—1)+(7+25i )+€T (B +a) -

-2
(-1 + @ —ah— L) s
r r 72
se obtiene:
de — 2 2

R=2vy+ . B(ﬁ’ —a) — ﬁ(e_% —1) (4.35)

Expandiendo la ecuacién (2.59) para R,
R = Rug" + Ryrg”" + Rioog" + Roog™ (4.36)

Reemplazando los coeficientes métricos (2.77) de la seccién (2.11) en la ecuacion (4.36)

R = { [5+ﬁ —aﬁ} + 2P {a a’ﬁ’+(a’)2+§a’“(—e—2“) (4.37)
e @ - 26 oo - ] e
+{e (B — o) — 1]+ 1} !

—|—{(e’25[7’(6 —a)—1]+ )sm 19}7“2 SRR
—28 26725

(8" =)+

R = 2¢ 2 [B . a/é} 42 (B — o) (4.38)

28 2

-2 Tt 2¢ [0 + (o) — o/ B]
R = —2 [+ (a)2—o/f] + 2% [B . 0'46} (4.39)
46;26 (8 — o) %(62,8 _ 1)

se obtiene:



70

CAPITULO 4. RESULTADOS Y ANALISIS

—28
de E(6_26 — 1)

R =2y + 5
,

(8 — ') -

(4.40)

Comparando las ecuaciones (4.35) y (4.40), se concluye que son iguales, por lo tanto,
Ry y Ry son consistentes, pues, el R es propio de la variedad diferenciable, por ende,

es invariante bajo transformacién de coordenadas.

esférica, se determiné la métrica de Schwarzschild:

2M 1
ds® = —(1 + T)dtZ + (1 " w)dﬂ + r2dQ?

T

la cual es consistente con la ecuacién (2.93) de la seccién (2.11).!

1La (4.41) es desarrollada en los libros de [4] y [15] por el método mencionado en la seccién (2.11)

Solucionando las ecuaciones de Einstein en vacio, en el exterior de un cuerpo con simetria

(4.41)
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4.2. Resultado 2: derivacion de la métrica de Kerr

1. Aplicando el algoritmo de Newman-Janis a la métrica de Schwarzschild en coordenadas
de Eddington-Finkelstein se determinaron las componentes de la métrica contra-variante
de Kerr en forma matricial:

a?sin? 0’ _ (a241"%) 0 ___a
/2 +a2 cos? 6/ 72402 cos? 0/ 72402 cos? 0/
(a2+r'2) r24a®—2r'M 0 _ a
gHV — T r2+4a2cos2 ¢/ r'2+4a2 cos? 6/ . r'2+a? cos? 0/ (442)
0 0 r'2+a? cos? 6/ 0

0 csc2 0/

a a
r/24+a2 cos? 0/ 72402 cos? 0/ 72402 cos? 0/

2. Calculando la matriz inversa de g"” se obtuvieron las componentes de la métrica covariante
de Kerr en forma matricial:

2Mr’ -1 -1 0 __ 2Mar’ sin? ¢’
a? cos? 0/ +r'2 a? cos? §/+r'2
—1 0 0 asin® ¢’
Ju'v! = 0 0 a?cos? ' + 1 0 (4.43)

((a2 +r2)2—Aa? sin? 9’)

a? cos 0/ +r'2

2Mar’ sin? @’ 221 s 2 1
T 2cos2 0/ asin” 0 0 sin“ 6

Donde A = a? + 12 — 2Mr" y a el momento angular.

3. Una vez obtenidas las componentes covariantes se escribié la métrica en forma tensorial:

A — a*sin® 6 AM 0
i — - (—) ap? — 2dudy — 2TI0 45 (4.44)
p p*
Asin? 6
+p2d6% + 2asin? 0 drdp + 220 452
Donde
p = a®cos® O+ r? (4.45)
A = (r*+a*)? - Ad*sin?0 (4.46)
A = (a®*+7r?—2M7) (4.47)

De las ecuaciones (4.45), (4.46) y (4.47) se deduce que, si el momento angular tiende a
cero, la métrica (4.44) tiende a la solucién de Schwarzschild en coordenadas nulas. Segin
[21] y [23] la métrica (4.44) corresponde a la solucién de Kerr en coordenadas nulas.

4. Transformando la métrica de Kerr en coordenadas nulas a coordenadas de Boyer-Lindquist
(t,r,0,0), se obtuvo:

A — 2 12 4 Asi 2
i = — (B g A g B g+ A (1.

La cual es més habitual encontrar en los libros de relatividad general como [12], [4] y [13].
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4.3. Resultado 3: proceso de Penrose

1. Resolviendo la ecuacién (2.192) de las geodésicas radiales para E, se obtuvo la energia de
una particula en el plano ecuatorial en el exterior de un agujero negro de Kerr:

1 _
E = Y (2Lmar + \/4L2a2m2r2 — A[L?a® — (L2 +r2)A — 7"47;2]) (4.49)

2. Para realizar el proceso de Penrose a la métrica de Kerr, se tomé6 a EF = 1 para facilitar
los calculos y se determiné la energia de la particula que escapa de la ergosfera, la cual
es:

Es =1,20710678119 (4.50)

Si la energia de la particula que ingresa a la ergosfera es 1, entonces, el excedente de
energia de la particula que escapa es

AE = 0,2071 (4.51)

Segin [13] y [26] la eficiencia del proceso de Penrose, para la métrica de Kerr, es del
20,71 %. En la figura 4.1 se presenta la curva de la energia en funcion de r:

Energia de la particula de escape en el horizonte

E-->I=0
H using 11:1
pusing 19:20

Energfa E
in

0 0.2 04 0.6 0.8 1 12
Radio r

Figura 4.1: La curva representa la energia de la particula de escape y la recta vertical es el
horizonte de eventos

Segun la grafica anterior, para m = a la energia de la particula de escape decrece si
r > ry, por lo tanto, la mayor extraccién de energia se produce en un agujero extremo
de Kerr cuando la division de la particula se genera en:

lim r (4.52)

T—>T4
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4.4. Resultado 4: proceso de Penrose para un Black-
Bounce-Kerr

1. Resolviendo la ecuacién (2.192) de las geodésicas radiales, se determind la energia de una
particula en un punto del plano ecuatorial en el exterior de un Black-Bounce-Kerr:

1 ~
E = 3 {QmaTL + [4m2a27’2L2 — A(a®L* + L°A (4.53)

1

TE TP ((4m2a2r2 — a®A + AN)(r? + 12)i? + (4mPa®r® — a®A + AA)A))] }

Donde

A=+ +a®(r* + P+ 2mVr2 + 12) (4.54)

De las ecuaciones (4.53) y (4.54) se deduce que si el pardmetro | — 0, la energia tiende
a la ecuacion (4.49).

2. Realizando el proceso de Penrose para un Black-Bounce-Kerr, se obtuvo que la energia
de la particula de escape esta dada por:

2m
V=i
By = TQ;Q (4.55)

Al igual que en el caso anterior, se observa que si el parametro [ — 0, la ecuacién (4.55)
se reduce a la energia de la particula de escape en el proceso de Penrose para la métrica
de Kerr (ecuacion 3.273).

3. De la misma manera que en el proceso de Penrose para Kerr, se tomé a = m y se graficaron
las energias de la particula de escape en un Black-Bounce-Kerr:
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Energia E

24

2.2

18

12

Energia de la particula de escape en el horizonte
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=N

/

/

E->09 —
H using 2:1
p using 1:2 .
E-->0.8
H using 3:1
p using 3:4 .
E-->0.7 4

H using 4:1
p using 5:6 .

E-->0.6

H using 5:1
p using 7:8 L

E-->05

H using 6:1
p using 9:10 .
E-->04

Husing 7:1

p using 11:12 .
E-->0.3

H using 8:1

p using 13:14 .
E-->0.2

H using 9:1

p using 15:16 .
E-->0.1

H using 10:1 4
p using 17:18 .

E-->0
Husing 11:1
p using 19:20

o

0.2 04

0.6
Radio r

0.8

Figura 4.2: Curvas de la energia de la particula de escape para diferentes valores de |

En la grafica se observa que el parametro [ modifica la energia y el horizonte de eventos
del Black-Bounce-Kerr, pero, no parece afectar la energia de extraccion, y esta tiende a
permanecer contante en £ = 1,2071.



Capitulo

CONCLUSIONES

» Las ecuaciones de estructura de Cartan son una herramienta muy 1til del célculo exterior
para generar la métrica del espaciotiempo con simetria esférica, puesto que, se logrd
demostrar que, escribiendo la métrica semilla en términos de I-formas, los célculos son
menos extensos gracias a las propiedades de indices simétricos y antisimétricos de las
1-formas.

» Antes de solucionar las ecuaciones de Einstein se comprobd la consistencia entre R 3) ¥
R,p, determinando el escalar de curvatura de Riemann para ambos casos, ya que este es
una cantidad propia de cada variedad y es invariante bajo transformacion de coordenadas.
Finalmente, igualando R = 0 se calculé la métrica de Schwarzschild descrita en los
libros [4], [15] y [18].

» Aplicando el algoritmo de Newman-Janis a la métrica de Schwarzschild en coordenadas
Eddington-Finkelstein, se derivo la métrica de Kerr en coordenadas nulas y se demostré
que cuando a = 0 se reduce a la métrica de Kerr. Por lo tanto, se comprueba la validez
del algoritmo y se concluye que los cédlculos que implican este método son menos robustos
que los descritos por [13].

» La mayor eficiencia del proceso de Penrose es del 20,71 % y es producida cuando la masa
es igual al momento angular y la divisién de la particula p™") ocurre en el limite r — 7.

» Aplicando el proceso de Penrose a un Black-Bounce-Kerr, se determiné la ecuacién de la
energia de la particula que escapa al infinito y se demostré que eliminando el parametro
[ de la ecuacién (4.55), se reproduce la energia de escape del proceso de Penrose para la
métrica de Kerr. Ademads, se determiné la energia de escape para el Black-Bounce-Kerr.

» De la gréfica (4.4) se concluye que eliminar la singularidad de un agujero negro de Kerr
no altera la energia de escape del proceso de Penrose, ya que esta tiende a permanecer
constante.
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Apéndice A

Desarrollo de algunos calculos

A.1. Verificaciéon de las propiedades de simetria y anti-
simetria de las 2-formas de curvatura

De la segunda ecuacion de estructura de Cartan

A W(U)

(1)
Q )

b (A1)

_ (w) (w)
= dw ) +w (

o)

se deduce que, si y = v, entonces Qi 2H) = 0, por ende, ignoramos estos casos. Tomando, p = 0

© _ 4.0 (0) (o)
Q) =dw™ ) +w ) Aw,, (A.2)
Como
0 v
w' zy) = W 20) (A3
0 o
Wy =« (A4)
Y para o #0, v #0
W =~ (A.5)
Reemplazando (178), (179) y (180) en (177)
0 v o v
O )(V) = dw' 20) + ()0) A (—w( 20)) (A.6)
0 v v o
A0 = d + ), ne), (A7)
entonces, se deduce que:
0 _ oW
Q v = Q ) (A.8)




A.2. TENSOR DE RICCI

Ahora, para pt # nu 'y p,v # 0

() (1) (1) (o)
Wy = dw' () T Wi Awr,

Entonces

) v)

Wiy T 7Y
) _ (o)
Wiy T 7Y
@ (v)
Yy T 7Y (o

Reemplazando (185), (186) y (187) en (184)

(1) v) (v (@)
W) = —dwi) —wig AWy,
(W) _ (v) (v) (o)
W = _(dw T o N (u))
se obtiene:
(1) )
)
Propiedades de las formas de curvatura
0 _ o (1) _0oWw
0 =0 ="

A.2. Tensor de Ricci

Para hallar el tensor de Ricci, se parte del tensor de curvatura de Riemann [4][15]:

RM

vop

Multiplicando por g*°:

R“ uapg#5 = R5V<7P

Multiplicando (A.19) por g**:

Réyapgyp = RdU

Donde R,s son las componentes del tensor de Ricci [4][15]:

7

(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)
(A.14)
(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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R50' = R5Vo‘pgyp <A21)

Reemplazando la ecuacién (A.19) en (A.21)

R(sg = R* ngm;g”p (A.22)

Como la métrica es diagonal, entonces v = p, expandiendo

Rse = R" OUoguégoo + R 1a1gu5911 + R* 2a29u6922 + R 3a3gu6933 (A.23)

De la ecuacién (A.23) se deduce que cada término del lado derecho es diferente de cero cuando

p="0
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