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Resumen

En este Trabajo de Grado se reescribio la expresion de la fuerza magnética, Fy = qu X B , en
términos de una posible funcién potencial, de tal manera que la expresion resultante tenga una
estructura similar a la ecuacién de la electrostatica, ﬁE = qﬁ = —VUg.

Se aplico esta expresion a algunos sistemas sencillos y se compararon los resultados obtenidos
con la ecuacion tradicional (ﬁM = qU X E), estableciendo asi las ventajas y/o desventajas de
la expresion nueva.
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Abstract

In this undergraduate work the expression of the magnetic force ]*:M = qU X B , was rewrote
in terms of a possible potential function, in such a way that the resulting expression has a
structure similar to the electrostatics equation, ﬁE = qE = —VUg.

This expression was applied to some s1mple systems and the results obtained were compared
with the traditional equation (FM = qU X B) thus establishing the advantages and/or disad-
vantages of the new expression.
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Capitulo 1

Introduccion

En electromagnetismo [1]Cuando las cargas eléctricas estdn en reposo experimentan fuerzas
(eléctricas) puramente atractivas o repulsivas. Sin embargo si estdn en movimiento aparecen
otras fuerzas que se superponen a las anteriores, perpendiculares al movimiento, a las que
llamamos fuerzas magnéticas. Desde este punto de vista puede decirse que el campo magnético
B , es la forma en la que percibimos los efectos relativistas del campo eléctrico E , es decir efectos
que aparecen con la velocidad. Por eso se considera que el efecto magnético no puede existir al
margen del eléctrico, sino que sélo es otra forma del mismo fenémeno que se percibe gracias al
movimiento, motivo por el que se unifican en el concepto de electromagnetismo [2].
La fuerza que se ejerce sobre una carga ¢, que se mueve a velocidad o, tiene por tanto una
componente eléctrica (que no depende de su movimiento) y otra componente magnética (que
si depende del movimiento). La fuerza total o fuerza de Lorentz viene dada por la ecuacién
vectorial [3]

F=q(E+7x B) (1.1)

En el caso electrostatico, la fuerza es dada por F=Fs = qE y no a parece la componente
magnética. Los campos electrostaticos son conservativos, ya que estan asociado a una enegia
potencial electrostatica Ug, tal que, Fp=—VUg y por tanto su rotacional es nulo.

En el caso magnetostético, ocurre lo contrario, sélo hay componente magnética F = Fy =
quU X B. Sin embargo, a diferencia de la fuerza electrostatica, la fuerza magnética no admite ser
escrita en términos de una funciéon energia potencial. O sea, no es posible escribir Fy = —V Uy,
donde Uy es una energia potencial magnética [4-7|. El campo magnético es un campo no
conservativo, porque su rotacional no es nulo si hay una corriente eléctrica que lo genere.

En este trabajo se pretende encontrar una expresion para la fuerza magnetostatica que tenga
una estructura matematica similar al caso electrostatico. Por consiguiente se plantea la siguiente
pregunta:

LES POSIBLE ESCRIBIR LA FUERZA MAGNETICA EN TERMINOS DE UNA FUNCION QUE SE
PUEDA INTERPRETAR COMO ENERGIA POTENCIAL?

En este Trabajo se intentard encontrar una expresion que, hasta donde se sabe, no aparece en los
textos de electromagnetismo [8,9], en la cual la fuerza magnética quede escrita en términos de
una posible funcién energia potencial (ﬁM = —VUw) y que permita la aplicacién a problemas de
una manera mas sencilla que la ecuacién Fy = qU X B , a la que se llamara ecuacion tradicional.
Aunque la fuerza magnestostatica no es conservativa, es posible obtener dicha expresion y que
se puede dar una interpretacién apropiada a la funcién Uy;.

El Trabajo es relevante y pertinente porque, hasta donde se sabe, actualmente en los libros de
texto de electromagnetismo [1,3,4,6-14] no se encuentra una ecuacién similar a la que pretende
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obtener. Se mostrara ademas la aplicacién de esta expresion en la solucion de algunos problemas
magnetostaticos sencillos.

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

= Reescribir la expresion de la fuerza magnetostatica en términos de una posible funcién
energia potencial.

1.1.2. Objetivos Especificos

» Interpretar fisicamente la expresion encontrada.

= Resolver algunos ejemplos sencillos usando la expresién encontrada y establecer ventajas
y/o desventajas con respecto a la ecuacion tradicional.

1.2. Estructura del Trabajo de Grado

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se muestra el desarrollo
tedrico que permite reescribir la expresion de la fuerza magnetostatica. En el Capitulo 3 se
muestra el andlisis del resultado tedrico y se ilustra su aplicacion en la soluciéon de algunos
problemas sencillos. En los Apéndices A y B se muestra la solucion detallada de los ejemplos
de Capitulo 3. Finalmente en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones.



Capitulo

Métodos Teoricos de Solucion

En electrostatica, debido a la naturaleza conservativa de la fuerza de Coulomb, la fuerza que
se ejerce sobre una carga puntual ¢ es de la forma

Fy=qE = —VUg, (2.1)

donde E es un campo eléctrico, Ug es la energia potencial electrostatica y V es el operador
gradiente.

En la ecuacién (2.1), se usé el hecho de que E se puede escribir en términos del potencial
electrostatico ¢ como E = —Vo¢gr y que ¢ = qUg.

En este Trabajo se propone que, en magnetostatica, partiendo de la expresion de la fuerza
ejercida sobre una carga puntuan, que se mueve a velocidad constante ¥, en presencia de un

campo de induccién magnética B,
v = qz_f X B7 (22)

se puede encontrar una ecuacién similar a (2.1), esto es,

Fy = —VUy, (2.3)

donde Uy podria interpretarse como una funcion energia potencial.
Para ello, se usard la expresion de B en términos del potencial vectorial magnético A,

B=VxA, (2.4)
y se reemplazara ésta en la ecuacion (2.2). Por tanto,
Fy = qt x B =gt x (V x A). (2.5)

Usando la identidad vectorial

)
)

Sid=Ayb=qt laecuacién (2.5) se puede escribir como

xb)+bx (Vxad)+ (@ V)b+ (b-V)a,
b)) —ax (Vxb) —(@-V)b—(b-V)a.

S

v(a-
bx (V x

ol
<| @l

Y

—

7) — A x (V x q0) — (A-V)qi — (q7- V)A
) — (q7- V)A. (2.6)

Fo =qi x (Vx A)=V(

A-q
—V(A.-q

w
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Donde se ha usado el hecho de que ¥ es constante y por tanto V X qv =0y (ff V)qv = 0.
Ademas, usando otra identidad vectorial,

@(T- VA =V x (A x q0) + (A-V)qt — AV - q0) + qi(V - A)
=V x (A x ¢7). (2.7)
Doncle, nuevamente, se ha usado el hecho de que ¥ es constante, y que en magnetostatica,

V-A=0.
Entonces, reemplazando (2.7) en (2.6), se obtiene

=3

Foy = V(A qt) =V x (A x q0) (2.8)



Capitulo 3

Resultados y Analisis

3.1. Posible Interpretacion de la Ecuacion Encontrada

Como es conocido, una fuerza es conservativa si el trabajo que realiza sobre una particula es
independiente de la trayectoria que esta sigue para ir de un punto a otro. Alternativamente,
una fuerza es conservativa si el trabajo que realiza es cero cuando la particula se mueve por
una trayectoria cerrada arbitraria (regresando a su posicién inicial). Una fuerza que no cumple
estas condiciones se dice que no es conservativa [5].

En el caso electrostatico, una funcién energia potencial electrostatica, Ug, sélo puede asociarse
con una fuerza conservativa, ﬁE = —VUg, y esta corresponde a la cantidad de trabajo reversi-
ble que deberia realizarse por un agente externo para producir la configuracién de carga dada [1].

Sin embargo, pasa lo contrario con la fuerza magnestostatica, Fy;, que no esconservativa y por
tanto no se puede escribir en términos de una funcién energia potencial, Uy;. Asi, Fyy # —V Uy
Pero segun la ecuacion (2.8), se ha encontrado,

Fy = V(A qt) =V x (A x qb).

De acuerdo con esta ecuacién, se nota que podemos descomponer la fuerza magnética en dos
términos, V(A - qv) y —V X (A X ¢¥), a los cuales se les intentara dar algin significado fisico.
Veamos,

1. Si definimos

entonces,

Fy = —VUy — V x (A x q0). (3.2)
Para que Uy, corresponda a una funcién energia potencial, se deben consideran los casos
en los cuales V x (A x ¢q¥) = 0, tal que,

Fy = —=VUy. (3.3)

e Si Ax qu = 0, entonces A x 7= 0lo cual indica que A y U deben ser dos vectores
paralelos y por tanto, A-qv = qAv. En este trabajo nos centramos en esta condicién
ilustrando su aplicacién a algunos ejemplos sencillos.



6 CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS

o SiAx7 U # 0, la restriccion V x (A X qv) = 0 implica que no existen fuentes vectoriales
que produzcan el campo vectorial A x qU y se podria escribir A x qu = —VU, donde
U seria una nueva funcién potencial a determinar. Este caso mds complicado no se
considera en este trabajo.

En estos casos puede definirse una funcion escalar Ujy; que llamaremos energia potencial
magnética.

Al igual que el potencial escalar magnético, que se define en los casos particulares en los
que V X B = 0, [1,3,4] ésta se puede considerar como una funcién auxiliar util para
resolver algunos problemas magnetostaticos.

2. El término —V X (ff X qU) se puede interpretar como la componente que le da el caracter
no conservativo a la fuerza magnética.

3.2. Ejemplos Ilustrativos

Se usa la ecuacién (2.8) para calcular fuerza magnética en dos situaciones sencillas.

3.2.1. Ejemplo 1. Dos Cargas Puntuales

Considere una carga puntual ¢’ moviéndose a velocidad constante v = vz e interactuando con
otra carga puntual ¢ que se mueve a velocidad contante v = vyy. Encuentre la fuerza magnética
que la carga ¢’ ejerce sobre la carga q.
En la Figura 3.1 se ilustra la situacion

Zt
A -,l-;'

1

q 3
-

r

E%
T a Y

Figura 3.1: Carga puntual moviéndose en presencia de otra carga puntual.

Ecuacion Tradicional

Se calcula la fuerza usando la ecuacién

Fy = qt x B, (3.4)
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donde, el campo B est4 dado por 1],

o Ty (3.5)
4 (y2+zf2)% ' '

El célculo detallado se muestra en el Apéndice A. De esta forma, segin la ecuacién tradicional,
(3.4), la fuerza que ejerce la carga ¢’ sobre la carga ¢ es

ﬁM = qﬁ X E
/ /
_ _ 99Y0Y%Ho Y X %
47 (Y2 + 2'2)2
/ /
_ 49 Y%t Yy 7, (3.6)
4 (y? + 2'2)2

Ecuacion Nueva

Ahora, se calcula la fuerza usando
Fry=V(A q0) =V x (Ax qt) =qV(A-0) —qV x (A x D), (3.7)

donde el potencial A producido por la carga ¢’ esta dada por [1]:

q_ oo 1 5 (3.8)
AT (Y |

Para mas detalles ver el Apéndice A. Asi,

/ !
; 1
A= 1%%H 5§ =0, (3.9)
I ()

/
A= L0tk 1 S XY
Ar - (y? + 2'2)2
__ q'vovphio 1 4
ir o (y2422)
=G.%x+G,7+3.%, (3.10)
donde .y
q'vovj ol 1
= ’ =0, . = 0. 3.11
¢ Am (g2 4+ 2'2)z Gy g (3:11)
Con lo que
- 0G. 0G,\ . oG 0G.\ . oG 0G.\ .
x (4 x3) (5y 32)X+(3Z 8y> Y+<3frf 3y) ’
/ /
_ _qUO'UOMO ) 5 (312)

ir o (y242'2)3
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Por lo tanto, reemplazando (3.9) y (3.12) en la ecuacién nueva, (3.7), obtenemos

Fyy=qV(A-0) —qV x (Ax7)
_aqvovomo Yy
4 (y2 + 2’2)%

(3.13)

La cual coincide, como es de esperar, con el resultado de la ecuacién (3.6) obtenido usando la
ecuacion tradicional.

Como una modificacién de este ejemplo, consideremos que la velocidad de la carga es v = vyz.
En este caso, usando (3.5), la ecuacién tradicional conduce a

ﬁM = q77 X é
/ /
_ _ 99Y0Y%Ho Y Cax%
47 (Y2 + 2'2)>2
qq'vovphio Yy )
= — ) 3.14

Ademas, usando (3.8),

i q' v o 1

= 5.3, 3.15
im o (y2 +2'2) (19
~ q'vovptio 1
A (a2
/ /
- 1
A x ¢ = L7000k i x2=0. (3.16)
4 (y2 +2'2)2
Entonces, expresando el gradiente en coordenadas cartesianas,
> 0 0 0\ q'vovyto 1
VA-U) = (x—+J—+ 72—
(A7) (X8$+y8y+zﬁz) e (y2+zf2)%
quovppo Y
=— : 3.17
Por lo tanto, reemplazando (3.32) y (3.33) en la ecuacién nueva, (3.23), obtenemos
Fyy=qV(A-7) —qV x (A x0)
/ /
_ _qq UOUO/'[/O () 57 (318)

47T (y2 —+ 2'2)%
La cual coincide con (3.14) y muestra que para este problema, segun (3.1), se puede escoger

como una posible funcién energia potencial a

qq' voug o 1

Uy =—A-qi = —
" v (2 + 22

. (3.19)

N
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3.2.2. Ejemplo 2. Carga y Cilindro de Corriente

Considere un cilindro infinitamente largo con seccion circular de radio a y su eje a lo largo
del eje z. Una corriente constante I, se distribuye uniformemente por su seccién transversal en
direccion z positiva. Se encontrara la fuerza magnética que este cilindro ejerce sobre una carga
puntual ¢ que se mueve a velocidad constante en la direccién x positiva, v = vpX.

En la Figura 3.2 se ilustra la situacion

&3

P
\qu?)'

-~ SN

Figura 3.2: Carga puntual moviéndose en presencia de un cilindro de corriente infinitamente
largo.

Ecuacion Tradicional

Se calcula la fuerza usando la ecuacion
Fy = q¥ x B, (3.20)

donde, el campo B se puede determinar a través de la ley de Ampere. Para puntos fuera del
cilindro, donde se mueve la carga ¢, se encuentra [1,10],
5 fol -
B="— > 3.21
Wb ) (321)
donde se usan las coordenadas cilindricas p y ¢. El cdlculo detallado se muestra en el Apéndice
B. De esta forma, reemplazando en (3.20), la fuerza que ejerce el cilindro de corriente sobre la
carga ¢ es
ﬁ M= q17 X g
_ quopol
2mp
quopo]
2mp
_ Quottol
2mp

§<><¢A)

XX (—singx 4+ cosoy)
cos ¢ 7, (3.22)

donde se usé la expresién del vector unitrio cilindrico ¢ en términos de los vectores unitarios
cartesianos X y ¥.
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Ecuacion Nueva

Ahora, se hace el célculo usando

—

Fr=V(A q0) =V x (Ax qt) = qV(A-0) —qV x (A x 7). (3.23)

El potencial vectorial producido por el cilindro, para p > a, es [1],

N
A=Hoyy (p") 5, (3.24)
2m p

donde py es la posicién en la que A se anula. El célculo detallado se muestra en el Apéndice B.

Asi,

>

>
|

=

3.25
o p (3.25)

UOMOI ( )
UOMOI ( )

y
= UO”OI ( ) (sin ¢ fp + cos ¢ )

1.5 Lﬂ(ﬂ_) ;

Ay
X
<y
||
N>
X
>

>

donde se escribi6 ¥ en términos de p y g%, y

1
UOQ'? In (%) sing, Gy =

G, voftol In <Po

o ?) COs Cb, gz = 0. (327)

Entonces, expresando el rotacional en coordenadas cilindricas,

T (109 09\ . (99, 0G.\ . (10(pGs) 13%)
VX(AXU)_(,O% az)p+(8z ap)¢+(p op  p 0

I(1 1 1
:M{ In (po)cos¢——cos¢——ln(po)cos¢}2
2r p p p p p

=— CoS P 7 (3.28)

Por lo tanto, reemplazando (3.25) y (3.27) en la ecuacién nueva, (3.23),

—

Fy=qV(A-7)—qV x (A x7)

I
= Cﬂ;o:po CoS ¢ 7. (3.29)

La cual coincide, como es de esperar, con el resultado de la ecuacién (3.22) obtenido usando la
ecuacion tradicional.
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Como una modificacién de este ejemplo, consideremos que la velocidad de la carga es v = vyz.
En este caso, usando (3.21), la ecuacién tradicional conduce a

ﬁM = qU X g
I .
_ qYoto )
2mp
quopol
= — 3.30
omp (3.30)
donde se escribi6 p en términos de X y §.
Ademés, usando (3.24),
> I I
A= DHoL (P ., = Yool (PO ’ (3.31)
2m p 2m p
> I
AXU:M1n<@)2x2:O. (3.32)
2m P

Entonces, expresando el gradiente en coordenadas cilindricas,
S o -~10 0 I
V(A7) = (A— +o—=— + 2—) ol WY <@>
P 2 P
=— p. (3.33)

Por lo tanto, reemplazando (3.32) y (3.33) en la ecuacién nueva, (3.23), obtenemos

Fyy=qV(A-7)—qV x (A x7)
_ quopol .

= . 3.34
2mp P (3.34)

La cual coincide con (3.30) y muestra que para este problema, segun (3.1), se puede escoger
como una posible funcién energia potencial a

. I
Up = —A-qv = — Loy (ﬂ) . (3.35)
2m p



Capitulo 4

Conclusiones

En este Trabajo de Grado se logré reescribir una fuerza magnética en términos de dos canti-
dades: una componente conservativa y otra componente no conservativa. La componente con-
servativa se puede encontrar en términos de una funcién escalar que hace las veces de energia
potencial.

Ademas, se muestra que ecuacion encontrada es apropiada para resolver problemas de magne-
tostatica. Se resalta que al aplicar la ecuacién encontrada, la fuerza magnetostatica se puede
calcular de una manera relativamente mas sencilla, evitando la realizaciéon de procedimientos
largos que aparecen al usar la ecuacion tradicional.

12



Apéndice A

Deduccién de Algunas Expresiones del
Ejemplo 1

A.1. Campo B de una Carga Puntual Movil

Rl

Figura A.1: Vectores de posicién de la cargas puntuales del ejemplo 1.

Una carga puntual ¢, moviéndose a velocidad v constante, en presencia de otra carga puntual
¢, moviéndose a velocidad v' constante, experimenta un campo magnético, B, dada por
5 Mo U X R
4T R®
En este caso, v = vy, v' = v(2 y, siguiendo la figura A.1, los vectores de posicién de la carga
fuente, ¢/, y de la carga de campo, ¢, son, respectivamente,

7 =22, T =yy, (A.2)

(A1)

entonces, el vector de posicién relativa de ¢ con respecto a ¢’ y su magnitud son, respectivamente,

— 3, R=(y>+ 2?2 (A.3)

R=r—7 =

<
<>

13



14 APENDICE A. DEDUCCION DE ALGUNAS EXPRESIONES DEL EJEMPLO 1

Reemplazando (A.2) y (A.3) en (A.1), el campo B producido por la carga ¢ estara dada por

5 dvomo zx(yy —2'2) _ quopo Y 2 (AA)
2

4 (yQ—f—z’Q)% AT (g2 4 2'2)

A.2. Potencial A de una Carga Movil

El potencial vectorial creado por una carga puntual ¢’ en movimiento a velocidad ¢/ estd dado
por [1]

= o v’
A=— ) A5
A7 R ( )

En nuestro caso, v' = vz y usando (A.3), se obtiene

gt 1, (A6)
4 (y2—|—z’2)% ' .



Apéndice B

Deduccién de Algunas Expresiones del
Ejemplo 2

B.1. Campo B de un Cilindro de Corriente

——
~——
it

e
4
r4
F)
/
b -]
\ (
. X_-”
®

Figura B.1: Geometria de la distribucién cilindrica de corriente. Figura tomada de Wangsness

[1].
Para calcular el campo B se usard la ley de Ampere
74 B - d5 = polene. (B.1)
c

La geometria de la distribucion, mostrada en la Figura B.1, permite usar coordenadas cilindricas
p, ¢, z. En este caso, usando un lazo Amperiano circular, tenemos

B(p) = B¢, B = constante, ds = dsp = pdo ¢, 0<¢<2m. (B.2)

15
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Asi, el lado izquierdo de (B.1), para puntos fuera del cilindro, se convierte en

21
§ 55— [ (B0)-(pdod) = 2mBp. (B.3)
C 0

Ademas, I.,. = I. Entonces la ley de Ampere conduce a

f é -ds = ,LLOIenc
C

2nBp = pol
pol
B = > a). B.4
e (0>a) (B.4)
Por tanto,
L I -
B=126 (p>a) (B.5)
TP

B.2. Potencial A de un Cilindro de Corriente

Debido a que para puntos fuera del cilindro, éste se comporta como una linea de corriente [1],
calcularemos el potencial vectorial A de una linea de corriente. La Figura B.2 muestra una
representacion esquematica de la situacion.

L

Figura B.2: Vectores de posicion del elemento de corriente y de la carga puntual del ejemplo 2.
Figura tomada y modificada de Wangsness [1].

El potencial vectorial se calcula con la expresién [1]

471' C R

(B.6)

Usando coordenadaas cilindricas, los vectores de posicién del elemento de corriente fuente y del
punto de campo son, respectivamente,

>/ /

7= 2'z, = pp. (B.7)
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Entonces el vector de posicién relativa, del punto de campo con respecto al elemento Ids, y su
magnitud son, respectivamente,

R=r—#=pp—=22,  R=(p+2?):5 (B.8)

Ademas,

ds’ = dz'z, —00 < 2 < 0. (B.9)

Por tanto, reemplazando (B.7)—-(B.9) en (B.6), se obtiene

5 [ d_'/ (o.9] d /
J_ tol i:@ﬁ/ 4= (B.10)
At Joo R 4 o (P2 + 2'2)2

Se nota que la intergral de (B.10) diverge. Sin embargo, se puede realizar el cdlculo considerando
una linea de longitud finita y luego se pasa al limite cuando de la linea se vuelve infinita (L > p).
En este caso, los limites de integracién en (B.6) van de —L a +L, o sea,

= —17z

a 4'/T c’ R 471—

T o Ids" o . /L dz'

1+ : 1 L
= 8 7 7
T 1-— ° —-L
(2 + p2)?
( L —L
1+ T 1+ T
_ 'ML[ In (L2+P2)2 N (L2+p2)2 ;5
8T 1_ L 1 —L
\ (L2 + p?)? (L2 + p?)?
1 1
(L2 +p) + L (L2 +p)2 - L
1 1
I 2 1 2)3 2, 2\3
_ el ) (L +p1) | 27 N
8 (L*+p*)? — L (L2 +p?)2 + L
\ (L2 + p?)? (L2 4 p?)?

N N o S AN AL O L AR
8 (L2 +p2)7 — L (L2+p?)7 + L
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(L2+p%)2 + L
_ :uOI In (L2+p2)§_L 5
81 (L2+p2)§—L
(L2+p2)2 + L
1 2
MOI ((L2 +p2)2 + L) A
=3 In ) ! 5 | Z
((z2+p2)? - 1)
I L2422 + [
_ ol (EEP)PELY (B.11)
4 (L2—i—p2)5—L

Ahora, tomando el limite cuando L es muy grande (L > p) en (B.11)

N>

—) ;. (B.12)

Donde su usé el hecho de que, cuando L > p, el numerador del logaritmo que aparece en (B.11)
se puede escribir como
1

(L2+ %)% + L= (L2)? + L~ 2L, (B.13)

2\ 2
p
L(l—kﬁ) — L

y el denomminador como

(L2+p2)% - L

1 p? 1 p?
2L(l+=-=|—-L=-—. B.14
( + 2 L2> 2 L ( )
En general, podemos escribir el potencial vectorial ff, de la ecuacién (B.12), como
- 1
A= Mol (@> 7, (B.15)
2 p

donde py se escoge de tal manera que A(py) = 0.
Asi, finalmente, el potencial vectorial creado por el cilindro (para p > a) es

v kol (po .
= — — > .
A o n(p) Z, (p>a) (B.16)
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