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RESUMEN

En el presente trabajo de grado, se realiza una descripción cualitativa y alternativa
sobre la dinámica de un sistema conformado por dos part́ıculas cargadas eléctricamente
sometidas a un potencial de Coulomb, para esto se realiza un análisis de las caracteŕısticas
del movimiento de las part́ıculas aplicando la técnica de reducción a un solo cuerpo, se
estudian las leyes de conservación que existen en la dinámica de cuerpos sometidos a
potenciales centrales. El análisis se realiza aplicando el método de la fuerza efectiva la cual
se considera que deriva de un potencial ficticio, esta es una alternativa a la implementación
del método del potencial unidimensional equivalente. Se implementa el procedimiento de
la fuerza efectiva para analizar las caracteŕısticas cualitativas del movimiento del sistema
bajo ciertas condiciones de enerǵıa y se realizan las respectivas curvas de fuerza real y
efectiva.
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4.1. Mecánica Newtoniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
4.1.1. Las leyes de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
4.1.2. Ecuación de movimiento de un cuerpo . . . . . . . . . . . . . . . 7
4.1.3. Leyes de conservación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

4.2. Formulación de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4.3. Fuerza central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.3.1. Conservación del momento angular . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.3.2. El potencial efectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.3.3. Estudio Cualitativo del movimiento bajo fuerzas centrales . . . . 17

4.4. Ley de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

5. RESULTADOS 22

6. CONCLUSIONES 29

v
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5.4. Gráfica de la fuerza efectiva para la condición Fef = F3 > 0. . . . . . . . 26
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

La dinámica de los cuerpos en movimiento es un fascinante campo de estudio que nos
permite comprender como interactúan los objetos con su entorno y como se ven afecta-
dos por las fuerzas que actúan sobre ellos, desde el majestuoso vuelo de un pájaro en el
cielo hasta el movimiento de part́ıculas que interactúan a través de fuerzas, el movimien-
to de los cuerpos obedece a principios fundamentales que rigen nuestro universo. En la
búsqueda por desarrollar los secretos del movimiento, los cient́ıficos han formulado leyes
f́ısicas que describen con precisión como los cuerpos en movimiento se comportan. Algu-
nas, establecidas por el cient́ıfico Isaac Newton, han sido fundamentales en el desarrollo
de la mecánica y nos han proporcionado una base sólida para comprender y predecir el
comportamiento de los objetos en movimiento.

La primera ley de Newton, conocida como la ley de la inercia, nos revela que un cuer-
po en movimiento tiende a mantener su estado de movimiento a menos que una fuerza
externa actúe sobre ella, esta ley nos permite comprender por qué un objeto en reposo
permanece en reposo y porque un objeto en movimiento continúa moviéndose a menos
que algo lo detenga. La segunda ley de Newton, quizás la más conocida, establece que la
aceleración de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza neta que actúa sobre
ella e inversamente proporcional a su masa, esta ley nos muestra cómo las fuerzas que
actúan sobre un objeto influyen en su velocidad y dirección y nos permite comprender
como un automóvil acelera cuando se pisa el acelerador o cómo una pelota cambia su
trayectoria cuando es golpeada. La tercera ley de Newton nos enseña que por cada acción
hay una reacción de igual magnitud y dirección, pero en sentido contrario, esto significa
que cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, este último ejercerá una fuerza de
igual intensidad pero en dirección opuesta. Esta ley es clave para entender como inter-
actúan los objetos entre śı y cómo se producen fenómenos como el impulso y las colisiones.

En la literatura, existen diferentes técnicas que permite describir y analizar la dinámi-
ca de ciertos sistemas f́ısicos, esto permite una mayor comprensión de muchos sistemas.
Un sistema bastante implementado en f́ısica es el del potencial central, este sistema puede
ser descrito por varios métodos, uno de estos es el de la fuerza efectiva. El método de la
fuerza efectiva es implementado por el contexto de la Mecánica Clásica [1], y difiere del
método del potencial unidimensional equivalente en que, en lugar de emplear el poten-
cial ficticio se usa una fuerza ficticia. Esta fuerza ficticia se ha utilizado para describir
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la interacción gravitacional del movimiento de dos cuerpos bajo el efecto de una fuerza
central y relacionado con el movimiento de los planetas alrededor del sol, aplicado para
el caso espećıfico del problema de Kepler en 2009 [2]. La dinámica de dos part́ıculas bajo
efecto de una fuerza central se simplifica por su reducción al problema equivalente de un
solo cuerpo en un potencial; por lo tanto, muchos problemas de dos cuerpos se reducen al
problema de una part́ıcula [3], este resultado ya era conocido por el f́ısico Isaac Newton
en 1687, sin embargo, el tratamiento general de n masas que se desplazan en un potencial
generado por estas mismas era una relación muy compleja [4]. De hecho, es conocido que
la solución al problema del movimiento de tres part́ıculas bajo el efecto de una fuerza
central no ha sido resuelto de manera exacta. Aunque, algunas soluciones si han sido
encontradas en el caso de condiciones iniciales muy especiales, por ejemplo, en 1772 el
matemático y f́ısico francés Joseph Lagrange demostró que tres masas pueden mostrar
una configuración orbital estable bajo ciertas condiciones [5]. La reducción del problema
del movimiento de dos cuerpos a un problema de un solo cuerpo se relaciona a una masa
reducida µ sometida a una fuerza central, esto hace referencia a las posibles trayectorias
que sigue las part́ıculas de masa reducida µ y que se observan como secciones cónicas
[6]. El método de la fuerza ficticia es un śımil del método del potencial unidimensional
equivalente [7] y la definición de śımil está caracterizada por las correspondencias de
comparación entre los distintos elementos que se encuentran ubicados dentro del mismo
campo del conocimiento [8] por lo tanto, la estructuración śımil hace referencia a dos
principios, totalmente distintos, pero que permiten obtener un mismo resultado; un claro
ejemplo descubierto por el astrónomo y matemático holandés Willebrord Snell Van Royen
en 1621 y denominada la Ley de Snell [9]. Para obtener una solución al problema de la
fuerza ficticia, es necesario estudiar la dinámica a partir de la interacción eléctrica entre
dos part́ıculas cargadas, y de esta forma obtener una aproximación clásica para describir
de manera cualitativa el comportamiento de las part́ıculas bajo la interacción de Cou-
lomb, aśı mismo es importante tener en cuenta las formulaciones de Newton, Lagrange y
Hamilton, de manera que pueden ser usadas para obtener la dinámica del problema de
fuerzas centrales entre dos cuerpos [10].

El procedimiento de la fuerza ficticia consiste en analizar la solución gráfica de la
fuerza efectiva en las distintas regiones de interés f́ısico. De igual forma, describir ade-
cuadamente el comportamiento de la fuerza real f(r) para valores pequeños y valores
grandes de r; aśı mismo, estudiar la continuidad y los posibles máximos y mı́nimos de
la función [11]. Por lo tanto, se deben usar los resultados obtenidos en los estudios de
la interacción eléctrica entre dos part́ıculas cargadas empleando la mecánica clásica. El
método del potencial unidimensional es una herramienta de análisis que permite estudiar
las caracteŕısticas cualitativas del movimiento de dos cuerpos bajo la acción de fuerzas
centrales, representado por un śımil y denominado “Método de la fuerza ficticia”. La
fuerza ficticia hace posible la descripción de un sistema f́ısico usando, por ejemplo, un
sistema de referencia uniformemente acelerado o un sistema de referencia fijo a un cuerpo
que rota uniforme. El movimiento de un sistema f́ısico constituido por dos cuerpos que
interactúan por medio de una fuerza dirigida en la dirección de la recta que une los dos
centros, considerando que el problema de Kepler hace referencia a la solución completa
del movimiento de un planeta bajo el efecto de una fuerza gravitacional ejercida por el
sol, por consiguiente, seŕıa una fuerza central [12].



Caṕıtulo 2

OBJETIVOS

2.0.1. Objetivo General

Elaborar una descripción a partir del método de la fuerza ficticia del comportamien-
to dinámico de dos part́ıculas cargadas bajo el efecto de la interacción de Coulomb.

2.0.2. Objetivos Espećıficos

Describir el procedimiento de la fuerza efectiva para estudiar el problema de fuerzas
centrales entre dos cuerpos.

Usar la interacción de Coulomb para describir el problema de fuerzas centrales para
el caso de dos part́ıculas cargadas.

Resolver el movimiento de dos particulas cargadas bajo la acción de fuerzas centrales
usando el método de la fuerza ficticia.

3



Caṕıtulo 3

JUSTIFICACIÓN

Es posible usar el método de la fuerza ficticia para describir cualitativamente el com-
portamiento y la interacción de dos part́ıculas cargadas. Se compara los resultados pro-
porcionados por este śımil del método con los del potencial unidimensional equivalente,
es posible usar, en esta aproximación, la Ley de Coulomb, para estudiar las relaciones
que existen entre las interacciones de dos part́ıculas cargadas eléctricamente bajo estas
condiciones.

El método del potencial unidimensional equivalente logra proporcionar resultados para
el estudio de la interacción entre dos part́ıculas cargadas y sometidas a un potencial
ficticio. En este trabajo de grado se consiguió que el método de la fuerza ficticia también
proporciona resultados adecuados para el comportamiento de dos part́ıculas cargadas
eléctricamente bajo el efecto de la interacción de Coulomb.

4



Caṕıtulo 4

MÉTODOS TEÓRICOS DE

SOLUCIÓN

La Mecánica Newtoniana, también conocida como Mecánica Clásica, es un conjunto
de leyes y principios formulados por Sir Isaac Newton en el siglo XVII, que sentaron las
bases para el estudio del movimiento de los cuerpos y su interacción con las fuerzas. En
el corazón de la Mecánica Newtoniana se encuentra la famosa Ley de la Gravitación Uni-
versal, que establece que dos objetos se atraen mutuamente con una fuerza proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que
los separa. Esta ley nos permite comprender cómo los planetas orbitan alrededor del sol,
cómo la luna influye en las mareas y cómo los objetos caen hacia la Tierra. La mecánica
formulada por Newton describe de buena manera el movimiento de uno o varios cuerpos
en distintas situaciones, está fundamentada en tres leyes y como consecuencia de estas
leyes existen algunas leyes de conservación de enerǵıa y movimiento.

4.1. Mecánica Newtoniana

La ciencia de la mecánica proporciona una descripción precisa y consistente de la
dinámica de part́ıculas o sistemas de part́ıculas, es decir, que un conjunto de leyes f́ısicas
describen matemáticamente el movimiento de las part́ıculas, hoy para que estas leyes
tengan sentido es necesario introducir conceptos fundamentales los cuales intervienen en
el movimiento de los cuerpos, conceptos como la distancia el tiempo y la velocidad son
fundamentales para construir una formulación matemática que pueda describir con pre-
cisión la dinámica de los cuerpos.

4.1.1. Las leyes de Newton

Las leyes de Newton, también conocidas como las leyes del movimiento, son tres prin-
cipios fundamentales formulados por Sir Isaac Newton en el siglo XVII, estas leyes son
la base de la mecánica newtoniana y describen el comportamiento de los cuerpos en mo-
vimiento y la interacción entre las fuerzas que actúan sobre ellos.

5



6 CAPÍTULO 4. MÉTODOS TEÓRICOS DE SOLUCIÓN

Primera ley

La primera ley es conocida como la ley de inercia, esta ley establece que un objeto
en reposo permanecerá en reposo y un objeto en movimiento continuará en movimiento
rectiĺıneo y a velocidad constante, a menos que una fuerza externa actúe sobre él, en otras
palabras, un objeto tiende a mantener su estado de movimiento (o de reposo) debido a
su inercia. La inercia es la propiedad de los objetos de resistirse a cambios en su estado
de movimiento.

Segunda ley

Esta ley establece que la aceleración de un cuerpo es directamente proporcional a la
fuerza neta que actúa sobre él e inversamente proporcional a su masa, o también establece
que la cantidad de movimiento de un cuerpo permanecerán constante a menos que una
fuerza actúe sobre él, matemáticamente se expresa de la forma:

F = ma =
dp

dt
= m

dv

dt
, (4.1)

donde m es la masa del cuerpo, a es la aceleración que experimenta el cuerpo, F es la
fuerza ejercida sobre el cuerpo, p es la cantidad de movimiento del cuerpo y v es la
velocidad.

Tercera ley

Esta ley establece que por cada acción hay una reacción de igual magnitud y dirección,
pero en sentido contrario. Es decir, si un objeto de masa m1 ejerce una fuerza sobre un
objeto de masa m2, el objeto m2 ejercerá una fuerza de igual magnitud, pero en dirección
opuesta sobre el objeto m1. Esto significa que las fuerzas siempre actúan en pares y nunca
pueden existir aisladas, matemáticamente se expresa:

F1 = �F2 , (4.2)

haciendo uso de la definición de fuerza dada por la segunda ley tenemos:

dp1

dt
=

dp2

dt
, (4.3)

considerando las masas constantes se tiene:

m1
dv1

dt
= �m2

dv2

dt
, (4.4)
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de donde se obtiene la siguiente relación:

m2

m1
= �a1

a2
, (4.5)

de manera equivalente, la tercera ley postula esencialmente que la cantidad de movi-
miento total de un sistema aislado se conserva, es decir, es independiente del tiempo y es
una constante del movimiento. Para ver esto, considere dos part́ıculas cuya cantidad de
movimiento interactúan de la forma:

dptotal

dt
=

d

dt
(p1 + p2) = 0 $ p1 + p2 : constante . (4.6)

4.1.2. Ecuación de movimiento de un cuerpo

La ecuación de fuerza de Newton, considerando que no existe variación en la masa del
cuerpo, puede expresarse mediante una ecuación diferencial de segundo orden de la forma:

F(r, v, t) = m
dv

dt
= m

d2r

dt2
. (4.7)

La función F (r, v, t) puede ser cualquier convinación que involucre la distancia r, la ve-
locidad v y el tiempo t, o simplemente puede ser una función de una sola variable, ya
sea del tiempo, la velocidad o la posición. La ecuación (4.7) es denominada la ecuación
movimiento de un cuerpo de masa m, esta ecuación puede presentarse de distintas for-
mas, como se mencionó anteriormente, entonces, para cada situación se debe tener en
cuenta algunas técnicas matemáticas para dar solución a la ecuación de movimiento. A
continuación se presentan tres casos espećıficos y muy comunes en problemas en f́ısica:

a)F = F (t)

Para este caso tenemos la ecuación de movimiento de la forma:

F (t) = m
d2r

dt2
, (4.8)

integrando ambos lados de la ecuación con respecto a dt y usando la relación de ve-

locidad
dr

dt
= v tenemos:

m

Z v(t)

v0

dv0 =

Z t

t0

F (t0)dt0 , (4.9)

o usamos la relación velocidad para calcular directamente r(t):
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Z r(t)

r0

dr0 =

Z t

t0

dt0 . (4.10)

b) F = F (r)

Para este caso, aplicaremos la regla de la cadena en la expresión de aceleración de la
forma:

a =
dv

dt
=

dr

dt

dv

dr
= v

dv

dr
, (4.11)

expresando la segunda ley de Newton en función de la ecuación (4.11) se obtiene:

mv
dv

dr
= F (r) , (4.12)

integrando a ambos lados de la ecuación (4.12) con respecto a dx:

m

Z v(x)

v0

v0dv0 =

Z r

r0

F (r0)dr0 , (4.13)

de la ecuación (4.13) podemos calcular v(r).

c) F = F (v)

Para este caso tenemos:

m
dv

dt
= F (v) , (4.14)

separando variables e integrando:

m

Z v(t)

v0

dv0

F (v0)
=

Z t

t0

dt0 , (4.15)

suponiendo que la integral puede resolverse, podemos usar la relación de velocidad
para calcular r(t):

Z r(t)

r0

dr0 =

Z t

t0

dt0 , (4.16)
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de igual forma, si se quiere encontrar v en función de r:

m

Z v(r)

v0

v0dv0

F (v0)
=

Z r

r0

dr0 . (4.17)

Los procedimientos anteriores, son algunos de los casos más comunes que pueden apa-
recer en problemas convencionales de dinámica newtoniana, hay que tener en cuenta que
para resolver una ecuación de movimientos, es necesario tener en cuenta algunas leyes de
conservación.

4.1.3. Leyes de conservación

Además de las leyes de Newton, en la dinámica Newtoniana también existen las leyes
de conservación, que son principios fundamentales que describen la conservación de cier-
tas magnitudes f́ısicas durante el movimiento de los objetos. Estas leyes son importantes
para comprender y predecir el comportamiento de los sistemas f́ısicos, en general, en f́ısica
cuando decimos que una cantidad se conserva, quiere decir que no cambia con el tiempo.

Conservación de la enerǵıa

Esta ley establece que la enerǵıa total de un sistema aislado se conserva a lo largo del
tiempo, en otras palabras, la enerǵıa no se crea ni se destruye, solo se transforma de una
forma a otra, la enerǵıa puede existir en diferentes formas, como enerǵıa cinética (debida
al movimiento de un objeto) y enerǵıa potencial (debida a la posición de un objeto en
un campo de fuerza, como por ejemplo la gravedad). Para dar una explicación simple,
consideraremos una fuerza que solo actúa en una direccón de la forma:

F (x) = mv
dv

dx
, (4.18)

podemos separar variables e integrar desde un punto x0 hasta un punto x, donde se
obtiene la expresión:

Z x

x0

F (x0)dx0 =

Z v

v0

mv0dv0 )
Z x

x0

F (x0)dx0 =
1

2
mv2 � 1

2
mv20 , (4.19)

donde se establece la enerǵıa total del sistema E de la forma:

E =
1

2
mv2 �

Z x

x0

F (x0)dx0 , (4.20)
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definimos el primer término aqúı como la enerǵıa cinética, teniendo en cuenta que la
enerǵıa total del sistema es la suma de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial,
definimos el potencial:

V (x) = �
Z x

x0

F (x0)dx0 , (4.21)

dado que esta ecuación es cierta en todos los puntos del movimiento de la part́ıcula,
la suma de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial es constante, en otras palabras, la
enerǵıa total se conserva, si una part́ıcula pierde (o gana) enerǵıa potencial, su velocidad
aumenta (o disminuye). Si tomamos la diferencia entre las enerǵıas cinéticas en los puntos
x1 y x2 entonces obtenemos el teorema del trabajo:

1

2
mv2(x1)�

1

2
mv2(x2) = V (x2)� V (x1) ⌘

Z x2

x1

F (x0)dx0 ⌘ Trabajox1)x2 . (4.22)

El cambio de enerǵıa cinética entre los puntos x1 y x2 es igual al trabajo realizado
sobre la part́ıcula entre x1 y x2, si la fuerza actúan en la misma dirección del movimiento,
entonces la velocidad de la part́ıcula aumentara, de lo contrario disminúıa.

Figura 4.1: Curva del potencial.

La figura (4.1) muestra una ilustración de la curva de V (x) y de E constante, los luga-
res donde V (x) > E es la región donde la part́ıcula no se puede situar, donde V (x) = E
son denominados puntos de inflexión, es donde la part́ıcula se detiene e invierte la di-
rección de movimiento, para el caso de la figura (4.1) la part́ıcula se encuentra atrapada
dentro de la región entre x1 y x2.

Conservación del momento lineal

El momento lineal, también conocido como cantidad de movimiento, es el producto de
la masa de un objeto por su velocidad, la ley de conservación del momento establece que,
en un sistema aislado, la suma total del momento lineal se conserva antes y después de
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cualquier interacción o colisión entre objetos, esto significa que, si no hay fuerzas externas
actuando sobre el sistema, la cantidad total de movimiento antes y después de la colisión
será la misma, por ejemplo, si dos objetos colisionan, la suma de sus momentos linea-
les antes de la colisión será igual a la suma de sus momentos lineales después de la colisión.

Supongamos que tenemos un sistema aislado compuesto por dos objetos con masasma

y mb, que interactúan entre śı, el momento lineal de un objeto se define como el producto
de su masa m por su velocidad v, entonces, el momento lineal de un objeto se representa
como p = mv, antes de la interacción entre las masas, cada una tiene un momento lineal
de tal forma que el momento lineal total inicialmente es de la forma:

Pinicial = Pa0 + Pb0 , (4.23)

después de la interacción, la cantidad de movimiento de los cuerpos cambiarán, donde
denotaremos la cantidad de movimiento lineal final:

Pfinal = Paf + Pbf , (4.24)

el momento lineal del sistema será una constante del movimiento de tal forma que el
valor total de momento será igual antes y después de la interacción:

Pinicial = Pfinal . (4.25)

Esta ecuación de conservación del momento lineal es válida solo en sistemas aislados,
es decir, cuando no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema. Si existen fuerzas
externas, como la fricción o la acción de una fuerza externa, entonces la conservación del
momento lineal no se cumple.

4.2. Formulación de Lagrange

La formulación de Lagrange, también conocida como la formulación de la mecánica
lagrangiana, es un enfoque alternativo para describir el movimiento de sistemas f́ısicos en
la mecánica clásica, fue desarrollada por el matemático y f́ısico italiano Joseph-Louis La-
grange en el siglo XVIII y proporciona una forma más elegante y generalizada de abordar
problemas de la mecánica clásica en comparación con el enfoque newtoniano tradicional.

En esta formulación, el sistema se describe mediante una función denominada el la-
grangiano, esta función está dada por la diferencia entre la enerǵıa cinética y la enerǵıa
potencial de la forma:

L(qi, q̇i) = T � V , (4.26)
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donde qi y q0i son las coordenadas generalizadas de posición y velocidad respectivamen-
te. El enfoque de Lagrange se basa en el principio de mı́nima acción, también conocido
como principio de mı́nima acción de Hamilton, este principio establece que el camino real
seguido por una part́ıcula entre dos puntos en el espacio y el tiempo es aquel para el cual
la acción es mı́nima, la acción se define como la integral del Lagrangiano a lo largo del
tiempo:

�

Z t

t0

L(qi, q̇i)dt = 0 , (4.27)

al variar la acción con respecto a las coordenadas generalizadas, se obtienen las ecua-
ciones de movimiento conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange, estas ecuaciones
establecen que la derivada parcial del Lagrangiano con respecto a una coordenada ge-
neralizada es igual a la derivada parcial del Lagrangiano con respecto a la velocidad
generalizada, multiplicada por la derivada temporal de la velocidad generalizada:

dL

dqi
� d

dt

dL

dq̇i
= 0 . (4.28)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange permiten obtener las ecuaciones de movimiento del
sistema sin la necesidad de aplicar las leyes de Newton directamente, además, la formula-
ción de Lagrange es especialmente útil para tratar sistemas con restricciones y simetŕıas,
ya que permite incorporar estas condiciones en la función Lagrangiano y obtener ecuacio-
nes de movimiento más generales. La formulación de Lagrange es ampliamente utilizada
en la f́ısica teórica y se aplica a una variedad de sistemas f́ısicos, desde part́ıculas in-
dividuales hasta sistemas complejos con múltiples grados de libertad, proporciona una
forma más generalizada y elegante de describir el movimiento. Para establecer las leyes
de conservación, consideramos que el tiempo es homogéneo por tratarse de un marco de
referencia inercial, por lo tanto, el lagrangiano en un sistema cerrado, puede no depender
expĺıcitamente del tiempo, la derivada total de lagrangiano es:

dL

dt
=

X

i

@L

@qi
q̇i +

X

i

@L

@q̇i
q00i , (4.29)

reemplazando la ecuación (4.28)en la ecuación (4.29) tenemos:

dL

dt
=

X

i

qi
d

dt

dL

dq̇i
+
X

i

@L

@q̇i
q00i , (4.30)

dL

dt
�

X

i

d

dt
(q̇i

@L

@q̇i
) = 0 , (4.31)

d

dt


L�

P
i q̇i

@L

@q̇i

�
= 0 , (4.32)
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donde la cantidad en paréntesis es una constante, esta es denominada una constante
del movimiento asociada a la conservación de la enerǵıa:

L�
X

i

q̇i
@L

@q̇i
= �H = constante , (4.33)

el cambio en L producido por un desplazamiento infinitesimal �r =
P

i �xiei es:

�L =
X

i

@L

@xi
�xi +

X

i

@L

@ẋi
�ẋi = 0 , (4.34)

pero �xi no es función explicitamente del tiempo, por tanto:

�ẋi = �
dẋi

dt
⌘ 0 , (4.35)

como cada uno de los desplazamiento �xi es independiente, �L se anula si cada una
de sus derivadas parciales se anula:

@L

@xi
= 0 , (4.36)

teniendo en cuenta (4.36), de la ecuación (4.28) tenemos:

d

dt

@L

@ẋi
= 0 , (4.37)

lo que da como consecuencia:

@L

@ẋi
= constante , (4.38)

de donde se establece la conservación del momento lineal:

@(T � V )

@ẋi
=

@T

@ẋi
=

@

@ẋi

✓
1

2
m

P
i ẋ

2
i

◆
, (4.39)

mẋi = pi = constante . (4.40)
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4.3. Fuerza central

Las fuerzas centrales son un concepto fundamental en la f́ısica que juega un papel
crucial en el estudio del movimiento de los cuerpos, estas fuerzas, como su nombre indi-
ca, actúan siempre hacia el centro de una trayectoria curviĺınea y su magnitud depende
únicamente de la distancia entre los objetos interactuantes. El estudio de las fuerzas cen-
trales es fundamental en la mecánica clásica y en otras ramas de la f́ısica, ya que permite
comprender y predecir el movimiento de los objetos bajo la influencia de estas fuerzas, en
particular, el análisis de las fuerzas centrales permite determinar las órbitas de los pla-
netas, calcular la trayectoria de part́ıculas cargadas en campos eléctricos o magnéticos,
y comprender la dinámica de sistemas f́ısicos complejos, podemos decir que una fuerza
central es aquella cuyo potencial depende solo en la distancia a la fuente, entonces, ma-
temáticamente la fuerza central se relaciona con dicho potencial de la forma:

F(r) = �rV (r) = �dV

dr
br . (4.41)

Tratar matemáticamente las fuerzas centrales no es muy complicado, ya que regularmente
se realizan simplificaciones circulares en las ecuaciones de movimiento cuando el potencial
depende únicamente de la posición.

4.3.1. Conservación del momento angular

El momento angular juega un papel importante en la dinámica de los cuerpos bajo
efecto de fuerzas centrales, ya que el momento angular en estos sistemas es una constante
del movimiento, entonces, para una masa puntual, definimos el momento angular:

` = r⇥ p , (4.42)

donde r y p son las coordenadas de posición y momento lineal respectivamente, el
momento angular posee algunas propiedades interesantes, si una part́ıcula está sometida
a una fuerza central, entonces el momento angular se conserva, esto es:

d`

dt
=

d

dt
(r⇥ p) , (4.43)

=
dr

dt
⇥ p+ r⇥ dp

dt
, (4.44)

= v⇥ (mv) + r⇥ F = 0 . (4.45)
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Cabe recordar que cuando un cuerpo está sometido a un potencial central, su movi-
miento tiene lugar sobre un plano.

4.3.2. El potencial efectivo

En el contexto de las fuerzas centrales, el potencial efectivo es una herramienta ma-
temática utilizada para describir el comportamiento de una part́ıcula bajo la influencia
de una fuerza central. El potencial efectivo combina el efecto de la fuerza central con
otros términos, como la enerǵıa cinética, para proporcionar una descripción más con-
veniente y útil del sistema. El potencial efectivo se define como la suma del potencial
asociado a la fuerza central y el término de enerǵıa cinética efectiva, el potencial asociado
a la fuerza central depende de la naturaleza espećıfica de la interacción, como la fuer-
za gravitatoria o la fuerza electrostática, y generalmente tiene la forma de una función
radial, es decir, depende únicamente de la distancia entre los objetos interactuantes. El
término de enerǵıa cinética efectiva tiene en cuenta la enerǵıa cinética de la part́ıcula en
movimiento, pero se modifica para tener en cuenta la fuerza central, esto se logra me-
diante la introducción de un término adicional que depende del momento angular de la
part́ıcula, entonces, el lagrangiano de una masa sometida a un potencial central está dado:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2✓̇2)� V (r) , (4.46)

aplicando la ecuacion de Euler-Lagrange para determinar las ecuaciones de movimiento:

dL

dqi
� d

dt

dL

dq̇i
= 0 , (4.47)

tenemos las ecuaciones de movimiento para r y ✓ de la forma:

mr̈ = mr✓̇ � f(r) , (4.48)

d

dt
(mr2✓̇) = 0 , (4.49)

en la formulación lagrangiana, la conservació del momento angular deriva de que la coor-
denada ✓ es ćıclica, entonces, denotamos la conservación del momento angular como:

` = mr2✓̇ = constante , (4.50)

usando la relación ✓̇ = `/mr2 podemos eliminar la variable ćıclica de la ecuación (4.49)
quedando únicamente dependiendo de la posición de la forma:

mr̈ =
`2

mr3
� f(r) , (4.51)
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integrando respecto al tiempo tenemos la enerǵıa total del sistema:

E =
1

2
mṙ2 +

✓
`2

2mr2
+ V (r)

◆
, (4.52)

se define entonces el potencial efectivo Vef (r) y la fuerza efectiva Fef (r) de la forma:

Vef (r) =
`2

2mr2
+ V (r) , (4.53)

Fef (r) =
`2

mr3
� f(r) . (4.54)

El término del potencial efectivo es de gran utilidad, ya que podemos simplificar el
problema a una sola coordenada radial, si queremos resolver un problema de dos dimen-
siones (que podŕıa haber venido de un problema tridimensional) que involucra una fuerza
central, entonces podemos reformular el problema en un problema unidimensional simple
con un potencial ligeramente modificado, Podemos olvidar que alguna vez tuvimos la
variable ✓ y podemos resolver este problema unidimensional para obtener r(t). Ahora,
para resolver las ecuaciones de movimiento (4.48) y (4.49) debemos las constantes del
movimiento, que son el momento angular y la enerǵıa:

` = mr2✓̇ , (4.55)

E =
1

2
mṙ2 +

`2

2mr2
+ V (r) , (4.56)

despejando ṙ de la ecuación (4.56) podemos encontrar r(t) de la siguiente ecuación:

dr

dt
= ±

s
2

m

✓
E � `2

2mr2
� V (r)

◆
, (4.57)

Z
dr0r

E � `2

2mr2
� V (r)

=

r
2

m

Z
dt0 . (4.58)
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4.3.3. Estudio Cualitativo del movimiento bajo fuerzas centra-

les

Como hemos visto, es posible reducir el problema de una part́ıcula sometida a un
potencial central a una sola dimención, en un potencial de la forma:

Vef (r) =
`2

2mr2
+ V (r) , (4.59)

para diferentes valores de E, la ley de conservación de la enerǵıa restringe el movi-
miento en el potencial efectivo Vef de modo que tenemos la siguiente expresión para la
velocidad radial:

dr

dt
=

r
2

m
(E � Vef ) , (4.60)

por lo tanto, la part́ıcula solo puede moverse en la región donde E � V (r) +
`2

2mr2
.

Por ejemplo, consideremos part́ıculas con distintas energíıas que se mueven sobre un
potencial atractivo V (r) que da lugar al potencial efectivo U(r), por conveniencia, hemos
elegido que el potencial vale cero en el infinito.

Figura 4.2: Curva del potencial.
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Figura 4.3: Curva del potencial.

Una part́ıcula con enerǵıa E1 > 0 no puede acercarse al dentro a una distancia más
que r1, es en esta distancia donde E = U(r) es el punto donde la part́ıcula nota el efecto
de la fuerza efectiva, debido al momento angular. La trayectoria de una part ıcula con
energ ıa E2 < 0 es muy diferente, ya que ahora ṙ se hace cero en dos puntos distintos,
r2 y r4. La trayectoria, por lo tanto, tiene un punto de máxima aproximación y uno de
máximo alejamiento, correspondiendo a r4 respectivamente. Este es el caso de un cometa
capturado por el campo gravitatorio o la luna dando vueltas alrededor de la tierra. El
hecho de que la órbita está acotado por arriba y por abajo no implica necesariamente
que la órbita está cerrada.

4.4. Ley de Coulomb

En 1784 el f́ısico francés Charles Augustin Coulomb, logró medir las magnitudes de las
fuerzas eléctricas entre objetos que poseen cargas eléctricas, haciendo uso de la Balanza
de Torsión, un instrumento de laboratorio con mucha precisión. El principio de operación
de este instrumento es medir las fuerzas eléctricas entre dos cargas. Coulomb estableció,
a partir de sus experimentos, lo que se conoce como la Ley de Coulomb y explica que la
magnitud de la fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales es directamente proporcional
al producto de las cargas, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que
los separa [13]. Por lo tanto, matemáticamente obtenemos:

~F = K
q1q2
r2

êr, (4.61)

donde, ~F es la fuerza eléctrica de atracción o repulsión, los valores de las dos cargas
puntuales se denotan por q1 y q2, r la distancia que separa las cargas y K la constante
de proporcionalidad de Coulomb y dada en el sistema internacional de unidades como:

K =
1

4⇡✏0
, (4.62)
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la permitividad del vaćıo ✏0 = 8,8542x10�12C2/N.m2.

La Ley de Coulomb se puede escribir:

~F =
1

4⇡✏0

q1q2
r2

êr. (4.63)

~F es una fuerza que enuncia que las cargas de igual signo se repelen, mientras que
las de diferente signo se atraen; es decir, que las fuerzas eléctricas entre cargas de igual
signo (por ejemplo, dos cargas positivas) son de repulsión, mientras que las fuerzas eléctri-
cas entre cargas de signos opuestos (una carga positiva y otra negativa), son de atracción.

Interacción de dos cuerpos bajo el efecto de una fuerza central

Se planteará el estudio de la fuerza ficticia a través del problema de dos part́ıculas de
masa m1 y m2 y posiciones ~r1 y ~r2 que no se encuentran sometidas a fuerzas externas,
pero interactúan bajo el efecto de una fuerza central y que pueden ser representadas por
un solo cuerpo de masa reducida µ dada por [14]:

µ =
m1m2

m1 +m2
. (4.64)

Ahora se obtiene solamente una part́ıcula de masa reducida µ que se encuentra ubi-
cada una distancia |~r| de un centro de fuerzas. El vector ~r está dado por:

~r = ~r2 � ~r1 , (4.65)

y el centro de masa del sistema de dos part́ıculas se encuentra en la posición:

~R =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

. (4.66)

La función Lagrangiana de la part́ıcula de masa reducida µ, contiene dos grados de
libertad y las dos coordenadas polares r y ✓:

L = T � V =
1

2
µ(ṙ2 + r2✓̇2)� V (r) , (4.67)

donde T es la enerǵıa cinética y V (r) la enerǵıa potencial.

Dado que la coordenada ✓ es ćıclica, la cantidad de movimiento angular es una constante
del movimiento y su magnitud expresada como:

l = µr2✓̇ , (4.68)

tal que, en términos del vector de posición relativa ~r y la masa reducida µ, la función
Lagrangiana se puede expresar en términos del momento angular donde contiene tres
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términos [15]:

L =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
� V (r) . (4.69)

La conservación del momento angular hace posible que la función Lagrangiana solo
tenga una coordenada independiente, que será la coordenada radial r, la cual estará sim-
plificada por la ecuación del movimiento radial:

µr̈ =
l2

µr3
+ f(r) , (4.70)

donde f(r) es la fuerza central que actúa sobre la part́ıcula que se deriva de un po-
tencial V (r), entonces f(r) = �dV (r)

dr y la enerǵıa total de la part́ıcula será una constante
del movimiento:

E = T + V =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V (r) . (4.71)

Por lo tanto, si se incluye l2

µr2 en un potencial ficticio V 0(r) = l2

2µr2 +V (r), este último

se encuentrará conectado a la fuerza ficticia o efectiva f 0(r) = �dV 0(r)
dr :

f 0(r) = f(r) +
l2

µr3
. (4.72)

La fuerza efectiva dada por (4,72), se puede usar para resolver el problema de la in-
teracción eléctrica entre dos part́ıculas con cargas de signo opuesto q1 y -q2 que sigue la
Ley de Coulomb dada por la ecuación (4,63), obteniendose:

f(r) = � 1

4⇡✏0

q1q2
r2

= �K

r2
, (4.73)

donde K dada por:

K =
1

4⇡✏0
q1q2 . (4.74)

Por lo tanto, obtenemos:

f(r) = �K

r2
, K > 0 (4.75)

Sustituyendo (4,75) en (4,72) obtenemos que la ecuación a solucionar gráficamente es:
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l2

µr3
� K

r2 = f 0(r) . (4.76)

A la vez se necesita la ecuación de la enerǵıa (4,71) para determinar los puntos de
retroceso. La ecuación (4,71) se puede escribir como:

E =
1

2
µṙ2 + V 0(r) . (4.77)

El método de la fuerza ficticia, para el problema de la interacción eléctrica entre dos
part́ıculas cargadas, permite encontrar una solución gráfica de la ecuación (4,76) con la
condición de la ecuación (4,77).
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RESULTADOS

A continuación se presenta una descripción cualitativa del movimiento de dos part́ıcu-
las cargadas bajo el efecto de un potencial de Coulomb, esto se hace mediante la aplicación
del procedimiento de la fuerza efectiva descrita por la ecuación (4.72), el procedimiento
consiste en analizar las curvas de fuerza efectiva, gráficas con elaboración propia en pro-
gramador MATLAB, esto con el fin de dar una descripción cualitativa del movimiento y
las trayectorias posibles bajo ciertas condiciones de enerǵıa o fuerza y de un parámetro
de órbita llamado excentricidad.

Sabemos que la magnitud de la fuerza de Coulomb puede ser positiva o negativa, o de
otra forma, puede ser de repulsión y atracción, esto dependiendo del valor de las cargas
de las part́ıculas. Ahora consideraremos un sistema de dos part́ıculas cargadas las cuales
están sometidas a una fuerza de atracción de la forma:

~F =
1

4⇡✏0

q1q2
r2

êr , (5.1)

donde la constante de permeabilidad del vaćıo está dada por ✏0 = 8,854⇤10�12C2/Nm2,
r es la distancia que separa las cargas q1 y q2 respectivamente, considerando describir el
sistema de forma más simple aplicamos la técnica de resolver gráficamente es:

Fef (r) =
l2

µr3
� 1

4⇡✏0

q1q2
r2

êr , (5.2)

los puntos de retroceso se determinan haciendo uso de la ecuación de la enerǵıa total:

E =
1

2
µṙ2 +

`2

2µr2
� 1

4⇡✏0

q1q2
r

. (5.3)

La solución gráfica de la ecuación (5.2) es:

22
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Figura 5.1: Curva de la fuerza efectiva para una fuerza de atracción de Coulomb.

La figura 5.1 Muestra la curva de la fuerza efectiva que experimenta el sistema de dos
part́ıculas simplificadas a un solo cuerpo, el procedimiento consiste en evaluar la fuerza
efectiva en los posibles valores de fuerza F1, F2, F3 y F4 y calcular los puntos de retroceso
y aśı calcular la posible trayectoria bajo esas condiciones de fuerza.

a)Fef (r) = F1 = 0

Para este caso tenemos que la fuerza real se anula con la fuerza l2

µr3 quedando de la
forma:

F1 =
l2

µr3
� 1

4⇡✏0

q1q2
r2

= 0 , (5.4)

la fuerza real está definida para un conjunto de valores definidos de r excepto para
r = 0, siendo aśı, surge un solo punto de corte con la siguiente condición:

Fef = � l2

µr3
= �µr✓̇2 . (5.5)

La ecuación (5.5) nos da la condición para una trayectoria circular, lo que quiere decir
que la fuerza de Coulomb equilibra la fuerza ficticia l2

µr3 , entonces se tiene que la enerǵıa
total E1 correspondiente al valor de la fuerza F1 = 0 es constante, por lo que se infiere
que la trayectoria de la part́ıcula es circular.
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Figura 5.2: Diagrama de fuerzas efectiva, real y ficticia para un potencial de Coulomb.

La figura 5.2 Muestra el diagrama de la curva de la fuerza efectiva l2

µr3 �
K
r2 (en rojo)

es igual a la suma de la fuerza real �K
r2 o fuerza de Coulomb (en verde) y la fuerza ficticia

l2

µr3 (color azul).

b) Fef (r) = F2 < 0

Para este caso tenemos l2

µr3 �K/r2 < 0 obtenemos:

l2 < µKr , (5.6)

teniendo en cuenta la condición dada por la ecuación (5.6), tenemos que la enerǵıa
total del sistema E2 cuando se consideran los valores de fuerza F2 está dada por:

E2 =
l2

2µr2
� K

r
, (5.7)

La ecuación 5.7 es una ecuación de segundo grado en r, resolviendo tenemos:

r2(2mE2) + 2Kµr � l2 = 0 . (5.8)

Los puntos de retroceso estarán dados por las ráıces de la ecuación (5.8), de igual
forma, de la ecuación (5.6) resulta la condición Eef = E2 < 0, de acuerdo con esto, la
trayectoria acotada bajo estas condiciones pertenece a una trayectoria de elipse.
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Figura 5.3: Gráfica de la fuerza efectiva para la condición Fef = F2 < 0.

De la ecuación (5.8), tenemos que los puntos de retroceso r2 y r3 que se muestran en
la figura (5.3) están dados por:

r2 = �K

E2
�

s
K2

E2
2

+
2l2

µE2
, (5.9)

r3 = �K

E2
+

s
K2

E2
2

+
2l2

µE2
, (5.10)

al tratarse de una trayectoria eĺıptica, podŕıamos calcular el semieje mayor de la elipse
de la forma:

a =
r2 + r3

2
= � K

2E2
, (5.11)

de esta manera, el movimiento de la part́ıcula estará restringido en el espacio r2 <
r < r3, de igual manera, para esta condición podemos establecer una relación entre la
enerǵıa total y el semieje mayor de la elipse de tal forma que:

E2 =
�K

2a
. (5.12)
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Figura 5.4: Gráfica de la fuerza efectiva para la condición Fef = F3 > 0.

c)Fef = F3 > 0

En este caso tenemos que l2

µr3 �K/r2 > 0, por lo tanto, surge la condición:

l2 > µKr , (5.13)

se obtiene que la ecuación de la enerǵıa (4.76) tenemos E = E3, esto es:

E3 =
l2

2µr2
� K

r
, (5.14)

por lo tanto, cuando l2 = 2µKr, nos da que la E3 = 0. Se observó que la part́ıcula
solo puede aproximarse a una distancia mı́nima en R4 del centro de fuerzas de la figura
(5.4). La trayectoria de la part́ıcula pertenece a un movimiento parabólico.

Para la región r < R4 no es permitido porque la part́ıcula no puede acceder la región
con los valores de la fuerza ficticia; en esta región la velocidad de la part́ıcula toma valores
no reales, ya que están condicionados, hace que impide que r decrezca de tal forma que
no se cumpla la restricción.

En el movimiento parabólico hace posible determinar el valor dado por F3 = Fef (R4)
de la siguiente manera:

F3 =
l2

µ(
l2

2µK
)3

� K

(
l2

2µK
)2

=
4µ2K3

l4
, (5.15)
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y para otros valores de r donde se permita la enerǵıa cuando E4 > 0, la ecuación de
enerǵıa estará dada por:

E4 =
l2

2µr2
� K

r
> 0 , (5.16)

para la restricción de l2 > 2µKR4, estará asociada a E4 > 0 cuando:

F 0
3 >

4µ2K3

L4
. (5.17)

Por consiguiente, la gráfica de la fuerza ficticia (figura 5.4), cuando F 0
3 aumenta, la

distancia radial se estabiliza en R4, entonces, la fuerza ficticia aumenta debido a que la
fuerza real se anula, es decir:

�K

r2
! 0, r ! 1 (5.18)

De acuerdo a la dispersión de la particula por el centro de fuerzas, la trayectoria de
la particula seria una hipérbola.

d)Fefmin = F4

Figura 5.5: Gráfica de la fuerza efectiva para la condición Fefmin = F4.

Esta condición establece el valor mı́nimo del potencial efectivo, por esto la condición
que surge de la derivada es de la forma:
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d

dr
Fefmin =

d

dr
(
l2

µr3
� K

r2
) = �3

l2

µr4
+

2K

r3
= 0 , (5.19)

de donde podemos encontrar el punto de retroceso r4:

r4 =
3l2

2µK
(5.20)

si la órbita es circular, el criterio para establecer la estabilidad de la órbita es:

d2

dr2
Fef (r4) > 0 . (5.21)

derivando la ecuación (5.20) tenemos:

d2

dr2
Fef (r4) = �64µ4K5

81l8
< 0 . (5.22)

No se logró verificar la condición de estabilidad, entonces en la fuerza no existen
trayectorias permitidas.
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CONCLUSIONES

Se realizó una descripción cualitativa de la dinámica de un sistema conformado por
dos part́ıculas cargadas sometidas a un potencial central de Coulomb, el análisis se realizó
haciendo uso del procedimiento de la fuerza efectiva, esto considerando distintos valores
de interes en la curva de fuerzas. Se evidenció que el procedimiento de la fuerza efectiva
es eficiente para describir la dinámica de un sistema de dos part́ıculas cargadas someti-
das a un potencial central de Coulomb, se establecieron con facilidad las ecuaciones de
movimiento, esto permitió implementar el procedimiento de manera simple y sencilla,
de igual forma se establecieron las condiciones que determinan la trayectoria del sistema
bajo ciertas condiciones de fuerza. Se tiene la esperanza de que el procedimiento de la
fuerza efectiva pueda ser aplicado a otros problemas que involucran fuerzas centrales, ya
que estos son muy abundantes en la ciencia contemporánea.

Las conclusiones del análisis gráfico del método de la fuerza ficticia demostró la cla-
sificación de las órbitas según los valores de Fef (r), la enerǵıa E y el momento angular
obteniéndose los siguientes resultados:

a) Trayectoria Circular, cuando F1 = 0 , E1 = � K
2R0

< O l2 = µKR0

b) Trayectoria Elipse, cuando F2 < 0, E2 = �K
2a < 0, l2 < µKr

c) Trayectoria Parábola, cuando F3 > 0, E3 = 0, l2 = 2µKr

Trayectoria Hipérbola, cuando F3 > 0, E4 > 0, l2 = µKr

d) Trayectoria no permitida, cuando F4 = fminE4 > 0, l2 < µKr

29
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[11] Torres del Castillo, G. F., Calvario Acócal, J. L. (1998) “On the dynamical
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