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Resumen
En este trabajo de grado se ha determinado el condensado Bose Einstein CBE y su estado
excitado en función de la densidad numérica espacial, para los valores permitidos por efectos
de resonancia y desintonía dentro de los límites del valor de la estructura fina del antihidro-
geno. Para ello se aplicó el método de Kolladay y Kostolecky que extiende el lagrangiano
efectivo de violación de la simetría de Lorentz (LV), la simetría de conjugación de la carga,
paridad e inversion temporal (CPT), y el principio de equivalencia fuerte, desde la teoría
cuántica de campos (TCC) en el grupo local de Lorentz para leptones, al límite semiclásico
del hamiltoniano cuántico no relativista de Jaynes-Cummings en la aproximación de onda
rotante JC AOR. Las densidades numéricas obtenidas son consistentes con la formación del
CBE y su estado excitado en el límite del valor propio de la estructura fina. Así, los tamaños
de las longitudes para la estabilidad y confinamiento de las partículas resultan inferiores a las
dimensiones de la trampa, mientras que, para tamaños superiores, estas densidades divergen
al infinito con estados excitados de valor propio superior.
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Abstract
In this undergraduate thesis, the Bose-Einstein condensate (BEC) and its excited state have
been determined as a function of the spatial number density for the values allowed by reso-
nance and detuning effects within the limits of the fine structure constant of antihydrogen.
To this end, the Kolladay and Kostelecky method was applied, which extends the effecti-
ve Lagrangian for Lorentz symmetry violation (LV), charge conjugation, parity, and time
reversal symmetry (CPT), and the strong equivalence principle from quantum field theory
(QFT) in the local Lorentz group for leptons to the semiclassical limit of the non-relativistic
Jaynes-Cummings quantum Hamiltonian in the rotating wave approximation (JC-RWA).
The numerical densities obtained are consistent with the formation of the BEC and its ex-
cited state in the limit of the fine structure eigenvalue. Thus, the sizes of the lengths for the
stability and confinement of particles are smaller than the trap dimensions, while for larger
sizes, these densities diverge to infinity with excited states of higher eigenvalue.



Capı́tulo 1
Introducción

El confinamiento de partículas inicia con las trampa de iones TP (trampa de encerramiento),
idealizada por Frans Michel Penning en 1930 en el estudio de un pequeño acelerador de
electrones que medía con precisión la presión en el vacío [2]; posteriormente JR Pierce en
1949, desarrollo una trampa capaz de confinar electrones en una región del vacío utilizando
una combinación de campos eléctricos y magnéticos [3]. Luego Hans Dehmelt desarrollo una
matemática precisa para describir la dinámica de iones atrapados, logra realizar el magnetrón
para atrapar electrones en 1959 y llamo al dispositivo Trap Pennig (TP) o trampa de iones
(TI), seguidamente Wolfrma Paul en 1953 hace la trampa de radiofrecuencia, conocida como
Paul Trap (TP), por lo cual Paul y Dehmetl recibieron el premio novel de física por abrir la
posibilidad al estudio del espectro y masa de los átomos en trampas de iones [4]. En 1995
I. Cirac y P. Zoller propusieron una técnica, el análogo de una puerta clásica lo que es una
puerta cuántica que se fundamenta en el principio de iones atrapados en frío [5], lo que abrió
una nueva línea de investigación, la computación cuántica.

Unos de los grandes logros que conlleva atrapar iones, es confinar y manipular antimateria;
las primeras evidencias de su existencia, comienza en el seno de la electrodinámica cuántica
con la predicción de Paul Dirac [6], y luego en los aceleradores de partículas con la detección
del positrón y antiproton [7,8]. Posterior a estos avances, en el 2011 científicos del the alpha
colaboration del CERN logran atrapar 80 átomos de antihidrogeno por un tiempo de 1000
segundos en una TI [9]. Las técnicas recientes consisten en el enfriamiento por láser, y lograr
reducir la energía de los estados excitados, método desarrollado por David Wineland.

Se puede decir que las trampas de iones no son en si un mecanismo artificial, mas bien son

9
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la representación de un fenómeno natural, un claro ejemplo es la trampa generada por el
hemisferio magnético terrestre que forma un cinturón de partículas alrededor de la tierra [10];
así mismo en la formación de estrellas, en muchos casos se producen antipartículas que pueden
ser confinadas por campos magnéticos; se podría suponer que así como la tierra es un imán,
de igual forma existen muchos cuerpos celestes que también lo son, un claro ejemplo es
el campo magnético detectado en una estrella de neutrones que emana un campo de mil
millones Tesla [11].

A nuestro interés, las trampas de iones también son utilizadas para formar condensados Bose
Einstein CBE, el primer CBE en laboratorio, fue realizado por Cornell y Wieman en 1995
a una frecuencia de oscilación tıpica de la trampa magnética f = 100Hz y de temperatura
crıtica observada aproximadamente 170 nK [12].

Actualmente uno de los grandes retos en la física de altas energías, es la estabilidad y el
confinamiento de antimateria, según el modelo que describe la TI, se propone determinar el
estado excitado y fundamental de un condensado de Bose Einstein dentro de los parámetros
de la es estructura fina del antihidrogeno abordando el contexto electrodinámico del modelo
estandar en la teoría cuántica de campos TCC, mediante la interacción radiación materia
de un átomo de dos niveles en el interior de un potencial armónico, donde la energía del
sistema esta representada por un hamiltoniano semiclásico JC en la aproximación de onda
rotante AOR, y la generalización de este al de un condensado Bose Einstein como sistema
estabilizador de la antimateria, sin embargo, el trasladar la física desde el limite relativista
al régimen semiclásico debe cumplir las leyes físicas y conectar los principios relativistas
del espacio tiempo de Minkowsky, la mecánica semiclasica y el CBE, es así que surge el
interrogante:

¿Es posible determinar el estado excitado y fundamental de un CBE dentro de los límites
del parámetro de la estructura fina del antihidrogeno tal que las leyes de la física sean inva-
riantes desde el contexto electrodinámico del modelo estándar en la QFT, como estados de
un hamiltoniano de HJC en la AOR asociado a un condensado Bose Einstein.?
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1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Calcular la fracción número y densidad numero espacial de estado en un condensado
de Bose-Einstein.

1.1.2. Objetivos específicos

Determinar el hamiltoniano de estructura fina de átomo de antihidrogeno a partir de
la extensión del modelo estándar SME de Colladay and Kostelecky.

Calcular el hamiltoniano JC en la AOR para una átomo de dos niveles en la interac-
ción radiación materia.

Determinar la ecuación de Bose Einstein enfatizando en los autovalores del hamilto-
niano JC en la AOR al de un colectivo gran canónico y derivar las propiedades ter-
modinámicas de interés; fracción de bosones y densidad numero espacial en el estado
excitado y fundamental.



Capı́tulo 2
Metodología

2.1. Método teórico

2.1.1. Esquema modelo

El esquema representativo del modelo se puede ver en la figura 11. Es una trampa tipo
Paul de radiofrecuencia cilíndrica simétrica (RF), que contiene en su interior un colectivo
de antihidrogeno. El sistema sigue el típico problema de una partícula en el seno de cierto
potencial armónico, sin embargo, se tiene especial interés en determinar el estado excitado
del sistema de antipartículas trasladando el contexto electrodinámico del modelo estándar
hacia la físca no relativista semiclásica que comprende al modelo de Jaynes Cummings (JC)
para partículas confinadas por la acción de un potencial armónico y los estados excitados de
estas mediante el estudio del condensado de Bose-Einstein CBE.

Es por ello que la trayectoria descriptiva de nuestro modelo traza la física desde el la-
grangiano electrodinámico, con su extensión que conserve invariante la teoría de Lorentz
y simetría CPT, en la posibilidad de aplicar la mecánica no relativista semiclásica que se
describe mediante el hamiltoniano de Jaynnes Cummins (HJC) [13], en el cual se parte del
principio; existe un único modo de campo electromagnético que interacciona con las transi-
ciones atómicas en una micro-cavidad específica del vació, ver figura fig1, y la posibilidad de
interconectar el fenómeno a un CBE.

En nuestro sistema las temperaturas son mucho mayores a la temperaturatura críta del CBE
T ≫ Tc, ubican el problema en el espacio tiempo de Minkowski, que conlleva a la extension
de la teoria invariente en la violación de simetría Lorentz y simetria CPT (Conjugación de

12
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la carga, paridad, inversion temporal) considerando además, la violación del principio de
equivalencia fuerte, en lo que es el; método empleado por Colladay y Kostelecký [14], [15]
y [16], lo que conlleva a determinar la estructura fina del antihidrogeno y su frecuencia
interna asociada ωA, mediante la correlación a orden superior del modelo estándar [17], [18].

En el modelo presentado en la figura 11 se ilustra las condiciones que conllevan a abordar
la electrodinámica cuántica del modelo estándar (Extensión invariante de violación Lorentz
y simetria CPT de Colladay y Kostelecký), para positrones y antiprotones (puntos de co-
lor naranja) cuyos marcos de referencia están en el espacio-tiempo de Minkowsky (espacio
de intersección entre la linea roja y azul), en esta región la temperatura es mucho mayor
a la temperatura crítica T ≫ Tc; estas partículas leptónicas son confinadas en la región
central (región de la linea roja) por acción de campos eléctricos creados por electrodos
endcaps (tapas, terminales) y el electrodo central en forma de anillo (lineas azules), con
la deferencia entre estos que el electrodo en forma de anillo crea un campo eléctrico osci-
lante E⃗ = eE⃗c cos(ωLt− kLx), y los electrodos terminales crean un campo coaxial estático E⃗.

Mientras que las antipartículas son aisladas por la acción de la trampa para evitar su ani-
quilación, son llevadas al estado de mínima energía a temperaturas próximas al 0K absoluto
que son mucho menores a la temperatura crítica TC ≫ T por acción de radicación externa a
energías en el anchoo de banda del infrarrojo cercano (radiación roja ).

De esta manera todos los átomos de antihidrogeno( puntos de color rojo), estarían en es-
tados no excitados de mínima energía, asociados a una única función de onda del estado
fundamental, y su estado excitado estaría accionado por el campo externo de alta energía.

Según lo anterior, en forma general el modelo puede representar los diferentes contextos
físicos en tres sistemas acoplados, espacio-tiempo de Minkowsky, cavidad electromagnética
resonante y un condensado de Bose Einstein en el límite semiclásico.



CAPÍTULO 2. METODOLOGÍA 14

E⃗ = eE⃗c cos(ωLt− kLx)

E2 = p2c2 +m2c2

E⃗ E⃗

T ≫ Tc

T ≪ Tc

|+⟩

|−⟩

+1
2
ℏωA

−1
2
ℏωA

Figura 2.1: Modelo representativo de tres sistemas acoplados, espacio-tiempo de Minkowsky,
cavidad electromagnética resonante y un condensado de Bose Einstein en los límites de
relativistas y semiclásicos. Derechos de autor: creación propia.

2.1.2. Electrodinámica cuántica cuántica QED

Inicialmente las partículas contienen cierta energía relativista 2.1.

E2 = p2c2 +m2c4 (2.1)

Donde E y p son los operadores diferenciales de energía y momento.

pµ = −i∂µ
pµ = i∂µ

E = p0 = i∂0

Empleando el álgebra de Gliford se determina la ecuación de Dirac para una partícula libre,
E.c (2.2).

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 (2.2)
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Donde m es la masa de la partícula, ψ el campo de Dirac, γµ las matrices gamma de Dirac.

Los fermiones como partículas libres se perciben según la E.c (2.2), a partir de la cual
obtenemos la densidad hamiltoniana H, vista como la amplitud de probabilidad del estado
energía, y en conjunto con la transformación de Legendre, se obtiene el lagrangiano para un
particula libre, E.c 2.3

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ (2.3)

Este lagrangiano es invariante Lorentz global, los lagrangianos conducen a la misma acción
en cada subespacio de Minkowski S[L] = S [L′].

Esto quiere decir que tenemos un sistema de interacción indistinguible, y es inconsistente
con el principio de equivalencia fuerte, la invarianza Lorentz y simetría CPT, por lo que es
necesario emplear la teoría cuántica de campos TCC.

Esto implica adicionar un grado de libertad, lo que permite hacer el lagrangiano lo mas
general posible, este grado de libertad esta dado por el campo electromagnético, que es la otra
interacción en el sistema, el cual debe satisfacer la invarianza Lorentz bajo la transformación
gauge de los campos ψ y Aµ.

ψ′ = eiθψ

Aµ = Aµ −
1

q
∂µ

Se infiere entonces que el campo electromagnético interacciona con el campo fermiónico de
Dirac, el termino adicional de la nueva interacción es el lagrangiano de la teoría electromag-
nética de Maxwell.

Lmaxwell = −1

4
FµνF

µν

En la transformación de norma la derivada debe ser covariante, Dµ = ∂µ + iqAµ y F µν =

∂µAν − ∂νAµ es el tensor de campo electromagnético.

La interacción entre los campos transforman el espacio tiempo plano de me Minkowski en
un posible espacio tiempo curvo de Ricci, que puede ser interpretada como la conexión entre
estos campos.
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Por tanto el lagrangiano para una partícula fermiónica de masa m no libre por la presencia
de un campo electromagnético, es.

LQED = ψ̄iγ
µ∂µψ −mψ̄ψ − qψ̄γµAΛψ −

1

4
FµV F

µν (2.4)

Donde ψ y ψ̄ son los campos espinoriales de Dirac. Este lagrangiano corresponde a uno de
los cuatro campos de la TCC, la electrodinámica cuántica EDC.

En la TCC la acción es:

S =

∫
d4xLQED =

∫
d4x

(
1

4
ψ̄ (iγµDµ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν

)
(2.5)

La cual cumple con los criterios de la invarainza de la simetría de Lorentz y simetria CPT
local, verificados en al espasión de los campos de Dirac en la imagen de Heisenberg en
terminos de operadores creación y destrucción â, b̂ de electrones y positrones y espinores u, v
como.

ψCPT
α (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(
−b−s

p usα(p)
∗eip.x + a−s†

p vsα(p)
∗e−ip.x

)
(2.6)

Donde la invarianza CPT es el resultado físico de la existencia de las antipartículas y partí-
culas, y surge a causa de la propiedad de anti-unitariedad de CPT obedeciendo la principio
de causalidad de los campos. Apéndice .1.

⟨0|ψ(x)ψ̄(y)|0⟩ =
〈
0
∣∣ψCPT(x)ψ̄CPT(y)

∣∣ 0〉∗ (2.7)

Esto quiere decir que los propagadores de partículas y antipartículas son idénticos en el
espacio tiempo de Minkowsky, ante las transformaciones, lo que justifica la invarianza Lorentz
y simetría CPT al cambiar al s direcciones de los campos.

ψCPT(x) = ϱψC(−x) = −γ5ψ∗(−x),

ψCPT(x) = −ψC(−x)ϱ = ψ
∗
(−x)γ5.

(2.8)

Donde ϱ = −γ0γ1γ3, y C son similares. En escensia se a ha presentado la invarianza Lorentz
y la simetría CPT en la TCC desde lo local, donde los campos cuánticos están representados
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por el grupo de Lorentz S03(1, 3) y los espinoriales por el grupo SL(2, C) responsables de los
valores esperados masa y spín; y se satisface la similitud entre los propagadores que describen
partículas y antipartículas.

2.1.3. Relatividad General y principio de equivalencia fuerte

El lagrangiano (2.4) podría dar resultado a cualquier fenómeno en el contexto de la elec-
trodinámica cuántica desde una teoria de grupo local en la TCC, sin embargo, para alta
presicion de laboratorios modernos que trabajan con atimatimateria es útil incluir la grave-
dad. (2.9), La teroría que satisface la leyes de la física de bajas energías (mecánica clásica)
es la relatividad general de Einstein (2.9).

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν (2.9)

La cual tiene como principio básico los campos gravitacionales clásicos (2.10)

g =
GM

r2

G = −∇U
(2.10)

Donde g es la gravedad y G es el campo gravitacional, U el potencial gravitacional, M y
r la masa y el radio al centro del potencial gravitacional. Aplicando el teorema de Gauss,
podemos determinar la ecuación de Poisson E.c (2.11).

∇2U = 4πGρ(r) (2.11)

La ecuación del campo de Einstein se obtiene a partir de la ecuación E.c. (2.11) donde la
densidad de masa es reemplazada por el tensor momento del espacio-temporal de Minkowski
τµν , definiendo así el concepto de conexión entre los puntos de campos locales mediante los
símbolos de christoffel y empleando el principio, equivalencia de masa y energía de Einstein.

Por otro lado el concepto de derivada covariante a las transformaciones de coordenadas
que ocurren de subespacio a subespacio local, involucrando la curvatura de Gauus y la
construcción del tensor Reimaniano E.c (2.12).

Gµν =
8πG

C4
Tµν (2.12)
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2.1.4. Violación del principio de Equivalencia e invarianza Lorentz

CPT

La presencia de un campo GR produce una interacción indistinguibles para el marco de
referencia inercial, ya que las partículas tienen la misma masa pero su composición interna
es diferente, y su escala de estudio es cuántica. La relatividad general (GR) satisface la
causalidad para eventos electrodinámicos relativistas, el interés de este trabajo reside en el
principio de equivalencia Fuerte "Todas las leyes de la física, incluyendo las de la gravitación,
son las mismas en todos los sistemas de referencia locales inerciales, independientemente de
la posición en el espacio-tiempo", sin embargo resulta inconsistente a la simetría CPT , ya
que no existe distinción en cuanto a so composición interna, entre materia y antimateria.

Si las partículas son indistinguibles en el marco de referencia inercial del espacio-tiempo
curvo, implica que la ecuación de campo es no invariante Lorentz local, de igual manera lo
seria el lagrangiano efectivo de la QED, en el que subyace la simetría CPT; de otra forma
al acoplar la antimateria con la teoría de la gravedad al incluir términos de Dirac en el
funcional, las ecuaciones geodésicas resultantes al considerar la conexión no son consistentes,
ecuación (2.13)

S =

∫
d4x
√
−g
(

R

16πG
+ ψ̄ (iγaea

µDµ −m) ψ

)
(2.13)

Hacer consistente el lagrangiano efectivo de la EDC en la TCC, cumpliendo el principio de
causalidad no local; consistente con el principio de equivalencia fuerte y fenómenos clási-
cos de baja energía resulta imposible para el tratamiento de este trabajo de grado, lo que
conlleva a seguir la extensión de este en coeficientes de acople asociados a todos los campos
involucrados desde el marco de referencia local, el cual fue realizado por Kostelecky, conocido
como extensión del lagrangiano de violación Lorentz CPT [18,19], tal que este sea invariante
Lorentz Local a partir del cual es obtenido un hamiltoniano cuántico no relativista.

Centraremos nuestra atención en las interacciones locales, grupo SU(2)XU(1), de la teoría
EDC Y RG, estas son mas que suficientes para deducir el hamiltoniano cuántico no relativista
del antihidrogeno.

Siguiendo el método de Kostelecky, suprimimos los coefientes de acople asociadas a los cam-
pos Gµ que median los gluones W±

µ y Z0
µ que son bosones de la interacción débil y del campo

de Higgs, también los neutrinos de carga neutra que desacoplan los campos. Unicamente se
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considera los bosones fotón que median los campos de la interacción electromagnética entre
quarks y leptones.

El criterio principal de la extension del modelo estandar de la EDC, es que incluya la inva-
rianza de norma U(1), conservación de la energía y momento, observación de la invarianza
Lorentz, la hermiticidad y la microcausalidad de energía positiva y todos estos criterios los
satisface la simtría CPT.

Se representa Para los leptones, las cuatro-componentes de campo, como lA y masa como
mA donde A = 1, 2, 3 correspondiente a electrón, muon y tau respectivamente.

Siendo LA el campo leptónico E.c (2.14)

LA =

(
νA

lA

)
, RA = (lA)R (2.14)

Donde A = 1, 2, 3 , lA = (e, µ, τ) y νA = (νe, νµ, ντ ), son estas las partículas con carga
del modelo estandar, leptones (electrón, muón y tauón) y y neutrino electrónico, neutrino
muónico y neutrino tauónico respectivamente.

Siguiendo (2.3) el lagrangiano convencional EDC de leptones es (2.15).

L
QED
lep−fot =

1

2
il̄Aγ

µ←→D µlA −mAl̄AlA (2.15)

Siendo esta no diferente en cuanto a los términos que relacionan un fermion libre, donde se
ha sustituido Dµ = ∂µ+iqAµ y se ha generalizado el campo de Dirac ψ a un campo leptónico
lA.

La posible ruptura de la simetria CPT, resulta ser consistente en la extension del lagrangiano
efectivo para leptones [20].

Otra violacion Lorentz se da entre los fermiones y el campo de Higgs, que son las que tienen
las estructuras de calibre de los acoplamientos habituales de Yukawua y que involucran
matricez gamma no triviales.

Por tanto el lagrangiano fermiónico en la interaccíón de Yukawua es.

LY ukawa = [(GL)AB
←→
L AϕRB + (GU)AB

←→
Q Aϕ

cUB + (GD)AB
←→
Q AϕDB] + h.c. (2.16)
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La invarianza de norma que incluye Yang Mills influye violación en normalización, ya que esta
deberia tener simetria del tensor de Riemman, sin ebargo estas son totalmente antisimetricas,
lo que la hace corresponder a una derivada total.

por tanto se debe considerar el lagrangiano de invarianza de norma (2.17).

Lnorma = −
1

2
Tr(GµνGµν )− 1

2
Tr(WµνWµν )− 1

4
Tr(BµνBµν ) (2.17)

2.2. Extensión a una densidad lagrangiana fermiónica

Todas las interacciones locales asociadas a los lagrangianos anteriores son mas que suficientes
para satisfacer la simetría CPT e invariaza Lorentz, esta ruptura es justificada en en la
extensión a términos con coeficientes de acople par e impar en el definido lagrangiano de
violación Lorentz CPT LV L.

Tenemos así el caso para la QED, e.c (2.18)

L
CPT−par
lep =

1

2
i(cL)µνABL̄Aγ

µ←→D νLB +
1

2
i(cR)µνABR̄Aγ

µ←→D νRB

L
CPT−impar
lep = −(aL)µABL̄Aγ

µLB − (aR)µABR̄AγµRB

(2.18)

para al interacción de Yukawa e.c (2.19)

L
CPT-impar
Yukawa =− 1

2

[
(HL)µνAB L̄Aϕσ

µνRB

+ (HU)µνAB Q̄Aϕ
cσµνUB

+(HD)µνAB Q̄Aϕσ
µνDB

]
+ h.c.

(2.19)

y para la invarinza de norma e.c (2.20)
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LCPT -impar =
norma =− 1

2
(KG)kλµν Tr

(
GkλGµν

)
− 1

2
(KW )kλµν Tr

(
W kλW µν

)
− 1

4
(KB)kλµν Tr

(
BkλBµν

)

LCPT−par
norma = (k3)k ϵ

kλµν Tr

(
GλGµν +

2

3
ig3GλGµGν

)
+ (k2)k ϵ

kλµν Tr
(
W kλW µν

)
+

2

3
igTr (WλWµWν)

+ (K1)k ϵ
kλµνBλBµν + (K0)k B

k

(2.20)

Lo anterior esta direccionado a definir la extensión general del modelo entandar en la QFT,
pero nuestro interés se centra en los leptones de tipo fermiónico y el bosóm fotón, ya que
fermiones son antiprotones y positrones, constituyentes del antihidŕogeno y el fotón es el
mediador de la interacción electromagnética.

Por tanto aplicamos las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17) a tipo de partículas leptónicas.

resultando las ecuaciones, (2.18), (2.19) y (2.20).

2.2.1. Coeficientes de acople para la extensión del modelo estándar

LCPT
leptón-fotón =

1

2
il̄Aγ

µ
↔
Dµ lA −mAl̄lA −

1

4
FµνF

µν (2.21)

De las ecuaciones anteriores se tiene la extensión según sea el tipo de rompimiento, sime-
tría de norma o hermiticidad. Para la ecuación (2.19) como el coeficiente (Hl)µνAB que es
antisimétrico y tiene dimensión de masa. También de la expresion (2.18) se toman los coefi-
cientes (cl)µνAB Y (dl)µνAB, donde D = (dl) que acoplan términos hermitianos antisimetricos
y simmétricos que no producen trazas. Resultando el lagrangiano extendido

L
CPT-impar
lepton = −1

2
(Hl)µνAB l̄Aσ

µνlB

+
1

2
i (cl)µνAB l̄Aγ

µ
↔
Dν lB

+
1

2
i (dl)µνAB l̄Aγ5γ

µ
↔
D

νlB

(2.22)
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y los términos para la CPT-par de campo leptonico son.

L
CPT−par
lepton = − (al)µAB l̄Aγ

µlB − (b1)µAB l̄Aγ5γ
µlB (2.23)

y para el caso de la invarianza de norma en cuanto a la energía de los campos electromag-
néticos y la no contención del tensor de Riemann, según la ecuación (2.17) incluyendo las
ecuaciones de acople para fotones, se tiene los lagrangianos extendidos.

L
CPT-impar
foton = −1

4
(kF )kλµν F

kλF µν

L
CPT-par
foton = +

1

2
(kAF )

k ϵkλµνA
λF µν

(2.24)

2.2.2. Lagrangiano de violación Lorentz lepton-fermion lA ↔ ψ

Preliminarmente nuestro interés son los fermiones tipo positrón y antiprotón constituyentes
del antihidrogeno, asi que adoptaremos las ecuaciones (2.21), (2.22), (2.23) y (2.24).

Por tanto tenemos el siguiente grupo de ecuaciones que engloba la simetría CPT en satisfacer
la violación de la inverniza Lorentz.

L
QED
fermion =

1

2
iψ̄γµDµψ −meψ̄ψ −

1

4
FµνF

µν (2.25)

L
CPT- impar =
fermion =

1

2
Hµνψ̄σ

µνψ

+
1

2
icµνψ̄γ

µ←→D νψ

+
1

2
idµνψ̄γ5γ

µ←→D ψ

(2.26)

L
CPT−par
fermión = −aµψ̄γµψ − bµψ̄γ5γµψ (2.27)

Y adicionamos las ecuaciones que se extienden a la interacción electromagnética como es en
el campo de Dirac

L
CPT-impar
foton = −1

4
(kF )kλµν F

kλF µν

L
CPT-par
foton = +

1

2
(kAF )

k ϵkλµνA
λF µν

(2.28)
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Se aplica el principio de superposición al lagrangiano de violasión Lorentz LLV como sigue.

LV L = LQED + L
CPT− impar
fermion + L

CPT-par
fermion + L

CPT-impar
foton + L

CPT-par
foton (2.29)

Resultando el lagrangiano de violación Lorentz.

LLV =LQED −
1

4
(kF )µρνσ F

µρF νσ +
1

2
(kAF )

ρ ϵρµνσA
µF νσ

− aµψ̄γµψ − bµψ̄γ5γµψ −
1

2
Hµνψ̄σ

µνψ + cµνiψ̄γµDνψ + dµνiψ̄γ5γµDνψ.
(2.30)

2.2.3. Hamiltoniano cuántico relativista

De la ecuación (2.30), lagrangiano de violación Lorentz, derivamos el hamiltoniano cuántico
relativista, para luego asociar los términos de acople de violación a efectos de baja energía.

Para ello debemos aplicar la ecuación de Euler-Lagrange y luego resolver para H la ecuaión
cuantica de Dirac, esto se logra aplicando el método de Foldy-Wouthuysen [14]

dividimos los campos de la funciones de onda en dos subcomponentes (2.31)

ψ =

(
φ

ζ

)
e−iEmt (2.31)

Hemos representado la función del campo de Dirac ψ = Aχ donde A contiene las dos
componentes spinoriales φ, ζ y χ que son la parte ondulatoria del campo.

agrupamos términos según componentes de acople par e impar en las variables Γν , y M y
reescribimos la ecuación (2.30).

L ≡ 1

2
iψ̄Γν

↔
∂ν ψ − ψ̄Mψ

=
1

2
iχ̄γ0

↔
∂0 χ+

1

2
iχ̄
(
ĀΓjA

) ↔
∂j χ− χ̄(ĀMA)χ

(2.32)

Donde Γν son los términos de campo con coeficientes de acople tipo par y M agrupa los
términos tipo impar, y hemos dejado de forma independiente al término de la QED que
contiene la parte temporal. 1

2
iχ̄γ0
←→
∂ 0.

También tenemos que el conjugado de la función del campo es, ψ̄ = χ̄Ā y Ā = γ0 † Aγ0
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A partir de esta simplificación y definiciones aplicamos la ecuación de Euler-Lagrange.

∂L

∂χj
− d

dt

(
∂L

∂χ̇

)
= 0 (2.33)

De la cual encontramos la ecuación del movimiento.

1

2
iγ0∂

0χ+
1

2
i
(
ĀΓjA

)
∂jχ− (ĀMA)χ = 0 (2.34)

Podemos generalizar el diferencial espacio-temporal en la forma i∂µ = iγ0∂0 + iΓj∂
j

y si aplicamos las propiedades

A = 1− 1

2
γ0
(
Γ0 − γ0

)
Ā = 1− 1

2

(
Γ0 − γ0

)
γ0

obtenemos la siguiente ecuación de movimiento,

(
iĀΓµA∂µ − ĀMA

)
χ = 0 (2.35)

concluimos que χ = 0 en cierto estado de la partícula, pero iĀΓµAµ∂µ− ĀMA ̸= 0 y −pj =
∂ν , además si extendemos la parte espacio temporal de momentos en (2.34) y organizamos
términos, tenemos la ecuación.

iγ0∂
0χ = [(ĀMA)−

(
ĀΓjA

)
pj]χ (2.36)

al transponer γ0 en(2.32) tenemos que.

i∂0χ = γ0[(ĀMA)−
(
ĀΓjA

)
pj]χ (2.37)
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y esta ecuación es muy similar a la ecuación relativista derivada de la ecuación de Schrodin-
ger, que obedece la forma i∂0χ = Hχ donde el hamiltoniano de energía total es

Ĥ = γ0ĀΓµAPj − γ0ĀMA (2.38)

Aplicando el metodo de Foldy-Wouthoysen, y agrupando los terminos en tenemos el sigiente
hamiltoniano relativista, apendice BB.

H = m
(
γ0 + P0 + O0 + E0

)
(2.39)

2.2.4. Secuencia Foldy-Wouthuysen (FW) y hamiltoniano no rela-

tivista

La transformación FW, es una rotación unitaria en el espacio de Hilbert de los estados de
una partícula libre, que reduce χ a dos componentes, preservando las componentes en la
función de onda del campo de Dirac.

El hamiltonino de la ecuación (2.39) tiene la forma matricial de cuatro componentes, haciendo
la transformación unitaria

H 7→ H̃ := eiSHe−iS = exp[ad(iS)]H (2.40)

Esto permite verificar que los hamiltonianos H, H̃ siguen la misma dinámica, al ser her-
mitianos son invariantes Lorentz ante una transformación del espacio local de un punto a
otro.

El propósito de la transformación de FW consiste en encontrar el operador de carácter tem-
poral S, asociado al operador unitario que diagonaliza y separa en sus dos formas, relativista
no relativista.

Realizamos la expansión de la transformación unitaria E.c (??) en series de potencias de
potencias en base al termino |p|

m
que relaciona la energía total, el momento y la masa de la

partícula

Hn+1 := eiSnHne
−iSn =

∞∑
k=0

1

k!
[iSn, [iSn, · · · [iSn,︸ ︷︷ ︸
k commutations with iSn

H0] · · · ]] = exp [ad (iSn)]Hn (2.41)
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Donde la serie de potencia a adquirido la forma de la serie de Taylor de la expresión
exp{[adj(iSn)]}Hn, a la cual se ha aplicado la propiedad de los conmutadores. Donde se
aplica la siguiente notación.

Notación matricial de Pauli-Dirac.

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
y γj =

(
0 σj

−σj 0

)
(2.42)

Donde γ0 y γj son matrices de Dirac, 1 hace referencia a la matriz identidad, y σj son
matrices de pauli.

En el orden perturbaciones dado por la E.c 2.41, elegimos el termino a primer orden H0

como el estado inicial del sistema.

H0 = m0

(
γ0 + P0 + O0 + E0

)
(2.43)

La matriz hermitiana asociada a operador evolución temporal adquiere la forma del método
de Foldy-Wouthoysen.

iS0 :=
1

2m0

γ0 [Odd (H0)] =
1

2
γ0 (P0 + O0) (2.44)

En el término n+ 1 tenemos.

iSn+1 :=
1

2mn+1

γ0 ×Odd (Hn+1) (2.45)

de 2.41, se considera k-conmutaciones de Sk con Hn, posibilitando reescribir Hn+1 como la
productoria.

Hn+1 =

{
n∏

k=0

exp [ad (iSk)]

}
H0 (2.46)

En otras palabras, los estados del sistema asta el Hn+1 son mapeados por una matriz de
carácter temporal S.
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2.3. Expansión Foly-Wouthoysen orden 2

Usando (2.39) y (2.41) y (2.42), se determina la base del sistema.

Hn+1 = Hn + [iSn, Hn] +
1

2!
[iSn, [iSn, Hn]] (2.47)

se obtiene entonces el primer término

Hn + [iSn, Hn] = mnγ
0 − 2mnPn + 2mnγ

0P 2
n + 2mnγ

0 {Pn, On}

+mnγ
0[Pn, ε] +mnε+ 2mnγ

0O2
n − 2mnγ

0On +mnγ
0[On, ε]

(2.48)

el segundo termino.

[iSn, [iSn, Hn] = 2mnPn {Pn, On}+mnPn[Pn, ε] +mnPn[On, ε]

+mn2On {Pn, On}+Onmn[Pn, ε] +Onmn[On, ε}
(2.49)

y de (2.44) y (2.46) tenemos el término iterativo asociado al operador unitario eiSHe−iS =

ead(iS).

Hn+1 =
n∏

k=1

ead(iSk)H0 =

(
cos(tn)−

sen(tn)

tn

)n

H0 (2.50)

de donde tenemos que

UH0 = eisH0 = [cos (tn) + tn sen (tn)]H0

UH0U
+ = [cos (tn)−

sen (tn)

tn
]H0

UUH0U
+U+ =

[
cos(tn)−

sen (tn)

tn

]2
H0 = [1− cos (tn) +

1− sen (tn)

t2n
− sen (tn)

tn
]H0

Según (2.47), (2.48), (2.49) y (2.50) el hamiltoniano transformado es.

Hn+1 = mγ0 − 2mnP + 2mnγ
0P 2

n + 2mnγ
0 {Pn, On}+mnγ

0[Pn, ε] +mnε

+2mnγ
0O2

n − 2mnγ
0On +mnγ

0[On, ε] + 2mnPn {Pn, On}+mnPn[Pn, ε]

+mnPn[On, ε] + 2mnOn {Pn, On}+mnOn[Pn, ε] +mnOn[On, ε]

(2.51)
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el paso iterativo de n a n + 1, tal que se satisfaga la relación de recurrencia siguiendo la
forma de (2.46) y (2.50), en selección de los primeros estados del sistema que son valores
esperados asociados a los términos de la transformación FW. apéndice .3.

las propiedades Sen tn
tn

= Sn = 1 − t2n
2
, cos tn = Cn = 1 − 1

6
t2n aplicadas a los términos de

la expansión FW en su normalización para conformar una matriz diagonal por bloques u
operador evolución temporal que también contribuye como operador de rotación asociado.

La mínima des-excitación de la partícula libre, comprende la relajación del sistema, |p|
mn

=

tn −→ 0 cuando n −→ 0, trasbordado al límite no relativista, considerando la constante de
Lorentz γ =

√
1− t0, por tanto el operador evolución temporal adquiere la forma en relación

a la matriz de mapeo asociada.

∞∏
j=0

exp [ad (iSj)]↔



γ 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1
2γ

[
t20
]

0 0
[
1− 1

2 t
2
0

]
0

0 0 0 0
[
−1 + 1

2 t
2
0

]
− 1

2γ(γ+1) 0
[
1− 1

2 t
2
0

]


(2.52)

Siendo esta matriz un representación reducida para campos de dos componentes como resul-
tado de la transformación de Foldy- Wouthouysen.

Donde la expasion ha considerado la base de términos combinados según FW, ecuación (2.48)

Acorde a esto, la base del espacio de Hilbert del sistema es.

Bn =
{
γ0,Pn,On,Pn {Pn,On} , η0 {Pn, εn] , εn, γ

0 {Pn,On} ,Pn |Pn,En|
}

(2.53)

En el sistema relajado es viable considerar una aproximación mas simple al orden t2O, despre-
ciando los términos que contienen paréntesis, quedando la baseBn = {γ0, Pn, On, 0, 0, εn, 0, 0},
donde el hamiltoniano FW tendría la forma en su diagonal principal,H0 ←→ 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0

Retomando la considerando inicial FW H̃ = eiSHeiS, tenemos que

H̃ = γm0γ
0 +m0E0 +

m0

2γ
γ0 {P0,O0} −

m0

2γ(γ + 1)
P0 [P0,E0] (2.54)
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Luego cada término de (2.43) (apendice .2) en 2.54 con consideraciones iniciales relativistas,
resulta la ecuación explicita.

H̃ =γmγ0 +

{
a0 −me0 −m (c0j + cj0)

pj

m

}
+

{
−mc00

γ
+ (aj −mej)

pj

γm
−m (cjk − ηjkc00)

pjpk

γm2

}
γ0

+

{
−
(
mdj0 +

1

2
εkljHkl

)
+

[
−b0ηjk

γ
+mεlmj

(
1

2
glmk − ηkmgl00

)]
pk

m

+

[
m (d0l + dl0)−

(γ − 1)m2

p2

(
mdl0 +

1

2
εmn

lHmn

)]
ηjk

plpk

γm2
+

[
(γ − 1)m2

2p2
mεnqlgnqk

]
ηjm

pkplpm

γm3

}
γ5γ

j

+

{[
−bj −

1

2
mεkljgkl0

]
1

γ
+
[
εlkjH0l +m (djk − ηjkd00)

] pk

γm

+

[
mεmlj (gm0k + gmk0) +

(γ − 1)m2

p2
ηjl

(
bk +

1

2
mεmn

kgmn0

)]
pkpl

γm2

+

[
− (γ − 1)m2

p2
m (dkl − ηkld00)

]
ηjm

pkplpm

γm3

}
γ5γ

0γj .

(2.55)

Este es el hailtoniano relativista Foldy-Wothouysen, y siguiendo su principal propósito, per-
mite dividir los campos fermiónicos en dos componentes, (2.56)

H̃ =

[
hrel 0

0 h

]
(2.56)

Donde el elemento superior izquierdo es el hamiltoniano útil para experimentos en el contexto
relativista

hrel = γm+

(
a0 −

mc00
γ
−me0

)
+ [aj − γm (c0j + cj0)−mej]

pj

γm
−m (cjk − ηjkc00)

pjpk

γm2

+

{[
−1

γ
bj +mdj0 +

1

2
εkljHkl −

1

2γ
mεkljgkl0

]
+

[
ηjkb0 +m (djk − ηjkd00) + εlkjH0l − γmεlmj

(
1

2
glmk − ηkmgl00

)]
pk

γm

+

[
(γ − 1)m2

p2

(
bk +mdk0 +

1

2
εmn

kHmn +
1

2
mεmn

kgmn0

)
ηjl

−m (d0k + dk0) ηjl +mεmlj (gm0k + gmk0)]
pkpl

γm2

+
(γ − 1)m2

p2

[
−m (dkl − ηkld00)−

1

2
mεnqlgnqk

]
ηjm

pkplpm

γm3

}
σj.

(2.57)
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Mientras que la componente inferior derecha es el hamiltoniano que contiene a orden superior
de t0 todos los términos de violación Lorentz, útil para experimentos que funcionan en un
contexto de baja energía tanto para materia como antimateria.

h =m+
p2

2m

+ (a0 −mc00 −me0) +

(
−bj +mdj0 −

1

2
mεjklgkl0 +

1

2
εjklHkl

)
σj + [−aj +m (c0j + cj0) +mej ]

pj
m

+

[
b0δjk −m (dkj + d00δjk)−mεklm

(
1

2
gmlj + gm00δjl

)
− εjklHl0

]
pj
m

σk +

[
m

(
−cjk −

1

2
c00δjk

)]
pjpk
m2

+

{[
m (d0j + dj0)−

1

2

(
bj +mdj0 +

1

2
mεjmngmn0 +

1

2
εjmnHmn

)]
δkl

+
1

2

(
bl +

1

2
mεlmngmn0

)
δjk −mεjlm (gm0k + gmk0)

}
pjpk
m2

σl

+
1

2
(ajδkl −mejδkl)

pjpkpl
m3

+
1

2

[
(−b0δjm +mdmj + εjmnHn0) δkl +

(
−mdjk −

1

2
mεknpgnpj

)
δlm

]
pjpkplσ

m

m3
.

(2.58)

2.3.1. Hamiltoniano de Jaynes Cummings

Estabilidad y confinamiento de antipartículas

Originalmente el modelo de JC en la aproximación de onda rotante RWA [21] es utilizado
para definir la interacción radiación materia de un modo electromagnético con un átomo de
dos niveles en una micro-cavidad óptica resonante, este también sería un método analítico
propicio para describir iones atrapados en una trampa de iones TP [22], [23], [5].

En primera instancia enfatizando en la parte interna del sistema, determinamos el hamil-
toniano de estructura fina; siguiendo la ecuación 2 apéndice 2 y (2.57), organizamos para
obtener la e.c (2.58) [19]

HSME =
∑
ω=e,p

[
Aω + 2Bω

k S
k +

(
Eω

ij + 2F ω
ijkS

k
) pipj
m2

e

+ · · ·
]

(2.59)

Donde Sk = 1
2
σk es el operador espín, y los acoplamientos del lagrangiano SME son los
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terminos
Ae = −ae0 −mec

e
00 + · · ·

Be
k = −bek −med

e
k0 −

1

2
ϵkijH

e
ij

Ee
ij = −me

(
ceij +

1

2
ce00δij

)
F e
ijk = −d̃ieδjk +

1

2

(
δijb

e
k − δikbej

)
+ · · ·

Donde los estados |mf⟩ = |n, l, j, f,m⟩ son los valores propios de los niveles del átomo, y
n, l, j, f,m son los números cuánticos.

La interpretación de este hamiltoniano corresponde a una teoría efectiva en la escala de
Plank [24] y puede interpretarse como la suma del hamiltoniano de energía cinética no
relativista p2/2m, el hamiltoniano de interacción magnética σ̂B, las contribuciones de la
estructura fina y los términos adicionales de la extensión del modelo estándar (EME).

Ex
SME =

〈
mf

∣∣∣∣∣∑
ω=e,p

[
Aω + 2Bω

k S
k +

(
Eω

ij + 2F ω
ijkS

k
) pipj
m2

e

+ · · ·
]∣∣∣∣∣mf

〉
±,±′(2.60)

Aplicando la cuantizacion de los armónicos esféricos, empleando el teorema de Wigner-
Ekhart, los autovalores propios son.

Ed
SME =Ãe + Ãp − (Be

3 +Bp
3)

+
1

3

α2

n2
tr i, j

(
Ẽije + ϵẼijp −

(
Fij3e + ϵF p

ij3

)) (2.61)

y

Ec
SME =Ãe + Ãp − cos 2θn (B

e
3 −B

p
3)

+
1

3

α2

n2
tr i, j

(
Ẽije + ϵẼijp − cos 2θn

(
Fij3e − ϵF p

ij3

)) (2.62)

realizando las operaciones, los valores propios quedan expresados en términos de las cons-
tantes de acople
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Ed
SME =− ae0 − a(5)e −mec

e
00 − a

p
0 − a(5)p −mec

p
00

+ be3 +med
e
30 +He

12 + bp3 +med
p
30 +Hp

12

− 1

3

α2

n2

[
m2

e

(
a
(5)e
ii + a

(5)p
ii

)
+

5

2
(mec

e
00 + ϵmpc

p
00)

+2meκ0 +
(
b̂e3 − d̃e3 + ϵ

(
bp3 − d̃

p
3

))]
,

(2.63)

y
Ec

SME =− ae0 − a(5)e −mec
e
00 − a

p
0 − a(5)p −mec

p
00

+ cos 2θn (b
e
3 +med

e
30 +He

12 − b
p
3 −med

p
30 −H

p
12)

+
1

3

α2

n2

[
m2

e

(
a
(5)e
ii − a

(5)p
ii

)
+

5

2
(mec

e
00 − ϵmpc

p
00)

+2meκ0 + cos 2θn

(
be3 + d̃e3 − ϵ

(
bp3 + d̃p3

))]
(2.64)

Para un átomo de dos niveles sus estados asociados satisfacen la ecuación de valores y
estados propios Ĥat |−⟩ = +1

2
ℏωA |−⟩ y Ĥat |+⟩ = −1

2
ℏωA |+⟩ para un conjunto orto-normal

y completo del hamiltoniano Ĥat =
1
2
ℏωA(|−⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨+|), donde aparece el operador de

Pauli σ̂z, en base a la gráfica de la estructura fina de antihidrogeno. [19] fig 2.3.1, podemos
hacer la aproximación +1

2
ℏωA ≈ E2Sd

SME y −1
2
ℏωA ≈ E1Sd

SME, donde elegimos únicamente la
transición 1Sd − 2Sd para l = d apendice .4, ya que la transición tinede a tener la misma
energía, por tanto según (2.63) y las contribusiones del hamiltoniano en (2.59), tenemos la
ecuación para el estado excitado.

Figura 2.2: Imagen tomada del the alpha colaboration [1], transición 1Sd − 2Sd y 1Sc − 2Sc

en 2,47 GeV
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∆EĜ
2Sd+1sd

=
1

4
α2
[
m2

e

(
a
(s)e
ii + a

(5)p
ii

)
+ 2meκ0

+
5

2
(mec

′
00 + cmpc

p
o0) +

(
b′j − d̄j + cbρ3 − cd̄

p
3

)] (2.65)

Donde α es la constante de estructura fina, me y mp son las masas del positrón y anti-
protón respectivamente, los demás términos como ya sabemos contienen las constantes de
acoplamiento de la extensión del modelo estándar.

De ∆EĜ
2Sd+1sd

se define los estados de un átomo de dos niveles, donde cada nivel puede ser
cuantizado en la escala de Planck como 1

2
ℏωA, 2.3

Ĥat |−⟩ = +E2Sd
SME |−⟩

Ĥat |+⟩ = −E1Sd
SME |+⟩

(2.66)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

−2

0

2

Campo Magnético T

E
ne

rg
ía

G
eV

Ed
EME

∼= +1
2
ℏωA |+⟩

Ea
EME

∼= −1
2
ℏωA |−⟩

Figura 2.3: Aproximación de valores esperados en los niveles del átomo antihidrógeno. De-
rechos de autor: Creación propia

de donde tenemos que la frecuencia interna del átomo es

ωSME
A =

∆EĜ
2Sd+1sd

ℏ
(2.67)

Donde |+⟩ y |−⟩ son los estados de mayor y menor energía respectivamente a partir de ello
se tiene un conjunto de estados orto-normal y completo.
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Ĥat =
1

2
ℏωSME

A (|+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|) (2.68)

Donde se identifica la matriz de Pauli, σz = |+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|.

Por tanto se tiene que el hamiltoniano del átomo es.

Ĥat =
1

2
ℏωSME

A σz (2.69)

Por otro lado, la energía de la dinámica del átomo dentro de la trampa es.

Ĥtrap =
p̂2

2m
+

1

2
mω2

T x̂
2 (2.70)

y satisface el comportamiento de una partícula confinada en un pozo de potencial armónico,
donde los operadores posición y momento en termino de operadores creación y destrucción
de cuantos en modo de trampa armónica son, x̂ =

√
ℏ

2ωTm

(
b̂+ b̂†

)
, p̂ =

√
ℏ

2ωTm

(
b̂− b̂†

)
,

con ωT la freciuencia del atomo en el centro de masa. resultando el hamiltoniano

Ĥtrap = ℏωT

(
b̂†b̂+ 1/2

)
(2.71)

El hamiltoniano de interacción Ĥint, átomo-campo es.

Ĥint = − ˆ⃗µ ·
̂⃗
E (2.72)

Donde ˆ⃗µ es el operador momento, según las relaciones ˆ⃗µ = µ⃗−+|−⟩ ⟨+ |+µ⃗+−| −⟩ ⟨+| =
µ⃗ (σ̂+ + σ̂−), cumple la dinámica de los auto-estados propios del sistema |−⟩ , ⟨+|, {|−⟩, |+⟩},
en la dinámica de Stern Gerlach.

Además, el campo eléctrico para una onda plana monocromática clásica Ê = êε cos (ωLt− kLx̂)
satisface la expansión de onda plana, ̂⃗E = 1

2
εe⃗(F̂ exp{−iωLt} + F̂† exp{iωLt}),por tanto te-

nemos.

Ĥint =
1

2
ℏΩ (σ̂+ + σ̂−) (F̂ exp{−iωLt}+ F̂ † exp{iωLt}) (2.73)

Donde F̂ y F̂ † se definen a partir de la expresión ˆ̄F = exp
{[
iε
(
b̂eiωT t + b̂†e−iωT t

)]}
y Ω es

la frecuencia de Rabi semiclásica.
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Así el hamiltoniano del sistema átomo-trampa Hat, Htrap , e interacción del modo electro-
magnético del campo con el átomo Hint conforman el hamiltoniano JC, E.c (2.74)

ĤMJC = Ĥat + Ĥrad + Ĥint (2.74)

Eiminando la parte semientera del oscilador armónico cuático, tenemos el hamiltoniano de
Jaynes Cummings

ĤMJC = Ĥa + Ĥrad + Ĥint =

ℏωT b̂
†b̂− 1

2
ℏωSME

A σz +
1

2
ℏΩ (σ̂+ + σ̂−) (F̂ e

−iωLt + F̂†e
iωLt) (2.75)

Donde ωT y ωA y ωL son la frecuencia del átomo, la frecuencia de Borh y la frecuencia de
radiación del campo externo o modo de radiación electromagnética, σ̂− y σ̂+ los operadores
de excitación y des-excitación y â† con â los operadores escalera creación y destrucción de
cuantos de energía del oscilador cuántico

Donde Ω = µ
ℏεC es la frecuancia de Rabi, con ε = ao

λ/π
y ao =

√
ℏ

2ωTm
la amplitud del

estado cuántico, conocido como límite de Lamb-, también vista como la amplitud del campo
eléctrico.

Aproximación de onda rotante AOR

Con el fin de eliminar términos contrarotantes de elevada frecuencia ωT y ωA, ecuación (2.75),
se pasa a la imagen de interacción Schrödinger.

Ĥ = ÛĤÛ † + iℏ
dÛ

dt
Û † (2.76)

Donde se introduce el operador unitario de evolución temporal U ′ = ei
Ĥ0
ℏ t e introduciendo

la propiedad de Hadamard eAxB̂e−Ax = B + x[A,B] + x
2!
[Â, [Â, B̂]] + ... con Ĥ0 = ℏωT b̂

†b̂+
1
2
ℏωAσ̂z, ÛĤÛ † = Ĥ0 + ÛĤ†

intÛ
†, las propiedades

eiωb̂
†b̂tb̂e−iωb̂b̂t = b̂e−iωt

ei
ω
2
σ̂ztσ̂±e

−iω
2
∂̂zt = σ̂±e

±iωt
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y ˆ̄F = exp
[
iε
(
b̂eiωT t + b̂te−iωτ t

)]
con la aproximación ˆ̄b ∼= 1 + iε

(
b̂eiωT t + b̂†e−iωT t

)

Este es un procedimiento análogo al empleado en la extensión FW, para eliminar los términos
de alta energía. Aplicando y desarrollando en la ecuación (2.72), se obtiene

ĤMJC = −1

2
δℏσ̂z + ℏ

Ω

2

[
σ̂+

(
ei(ω

SME
A −ωL)t + ei(ω

SME
A +ωL)t

)
+

+ σ̂−

(
e−i(ωSME

A −ωL)t + e−i(ωSME
A +ωL)t

)
+

+ iεb̂σ̂+

(
ei(ωT−ωL+ωSME

A )t − ei(ωT+ωL+ωSME
A )t

)
+

+ iεb̂†σ̂+

(
e−i(ωT+ωL−ωSME

A )t − e−i(ωT−ωL−ωSME
A )t

)
+

+ iεb̂σ̂−

(
ei(ωT−ωL−ωSME

A )t − ei(ωT+ωL−ωSME
A )t

)
+

iεb̂†σ̂−

(
e−i(ωT+ωL+ωSME

A )t − e−i(ωT−ωL+ωSME
A )t

)
(2.77)

Los terminos describen ωA = ωT y ωL = ωA+ωT , elevadas resonancias en el ancho de banda
azul, y los términos ωL = ωA − ωA bajas resonancias en el primer ancho de banda rojo.

Los términos que conlleva a causar resonacias elevadas son definidos como contrarotantes
por tanto, son despreciados, aplicando estos criterios en la E.c (2.77) se obtiene.

Ĥ =
1

2
iℏεΩs

(
b̂σ̂+ − b̂†σ̂−

)
− 1

2
ℏδσ̂z (2.78)

Donde definimos la desintonia δ = (ωT −ωSME
A ) en el ancho de banda del infrarrojo cercano,

resultando finalmente el hamiltoniano de Jaynnes-Commings en la aproximación de onda
rotante para un átomo de dos niveles en la representación de Fock.

Ĥn =
1

2
ℏ

[
−δ −Ωn

−Ω∗
n δ

]
, (2.79)

Se diagonaliza el hamiltoniano de la e.c (2.76) y se obtiene el valor esperado wn.

ω̃±
n = ±Ω̃n ≡ ±

√
|Ωn|2 + (ωT −∆EĜ

2Sd+1sd
/ℏ)2 (2.80)
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2.4. Condensado de Bose-Einstein

2.4.1. Fracción numero de partículas

El hamiltonino se semiclásico que describe la partícula en el seno de la trampa armónica es

Ĥo =
p̂2

2m
+

1

2
mω2

T x̂
2 (2.81)

del cual plateamos la ecuación general de Schrodinger

[
−ℏ2

2 m
∇2 +V

]
Ψ(r, t) = iℏ

∂

∂t
Ψ(r, t) (2.82)

donde ∇2 es el operador asociado al momento, V es el potencial armónico. con las funciones
de onda.

φA(r⃗) =
(mω0

πℏ

)3/4
exp

{
−m
2ℏ
(
ω1x

2 + ω2y
2 + ωz3

)}
(2.83)

ϕ(t) =
1

k + aωt
e−iEt/ℏ (2.84)

Donde la relación de fase de onda plana. mωA

ℏ = 1
a2(1+ω2t2)

conlleva a la solución general de
onda.

Ψ(r,t) = ϕφ
1

πa
√
1 + ωt

e
γ2

2a2(1+ω2t2) (2.85)

La normalizando para un número fíjo de partículas N0 (atomos de antihidrogeno).

n0(r, t) = N0|Ψ(r, t)|2 = N0

π1/2

3∏
j=1

1

aj
√

1 + ω2
j t

2
∗ e

−r2

a2
j(1+ω2

j
t2) (2.86)

Es al densidad numérica de partículas en el estado fundamental.

f(r⃗, p⃗, 0) =
1

exp
{(

βp2

2m
+ βm

2
(ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2)
)
− βµ

}
− 1

(2.87)
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el estado excitado es el resultado de desactivar el potencial, y el sistema evolucionara de
forma balística.

f(r⃗, p⃗, t) = f

(
r⃗ +

p⃗t

m
, p⃗, 0

)
.

Este fenómeno se describe mediante la ecuación densidad numérica espacial de los átomos
en los estados excitados, la cual es

nexcitado (r⃗, t) =
1

h3

∫
f

(
r⃗ +

p⃗t

m
, p⃗, t

)
dp⃗,

Donde pt
m

es un desplazamiento lineal y h3 es el volumen de fase de un estado, integrando
tenemos.

nexcitado (r⃗, t) =
1

λ3

∞∑
j=1

eβµj

j3/2

{
3∏

α=1

[
1√

1 + ω2
αt

2
exp

{
−βjmω2

αr
2
α

2 (1 + ω2
αt

2)

}]}
(2.88)

donde λ = h/
√
2πmkT es la longitud de onda térmica de Broglie. , wα es la frecuencia de

la armóniaca de la trampa ωT segun la condición de la AOR.

δ = ωT −∆EĜ
2Sd+1sd

/ℏ (2.89)

Si δ = 0 se representa la resonancia en la trampa, y ωT ≈ ∆EĜ
2Sd+1sd

/ℏ, si δ ̸= 0 se presenta
desintonía en la trampa.

2.4.2. Fracción condensada de Bose-Einstein

Sea la función de partición gran canónica

Z6 = Tr{exp
[
−β(Ĥ − µN̂)

]
} (2.90)

De la cual el gran potencial es

Φ(µ, T ) = − (kT )4

2 (ℏω0)
3

∫ ∞

0

x2 ln
(
1− e−xeβµ

)
dx =

(kT )4

(ℏω0)
3 g4(ξ), (2.91)

Donde ξ es la función de fugacidad y g4(ξ) la función Bose-Einstein
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gy(ξ)

fy(ξ)

}
≡ 1

Γ(y)

∫ ∞

0

dx
xy−1

exξ−1 − ν
(2.92)

Donde la función gamma es definida como Γ(y) =
∫∞
0
dte−tty−1 [R(y) > 0]. Esta obedece

la relación Γ(y + 1) = yΓ(y). |

Donde x = ϵβ y ϵ = ℏωn, con ωn ≈ ωT y ξ es la función de fugacidad.

La ecuación (2.29), es la forma integral de la función de Riemann, gy(z), fy(z) =
∑∞

k=1
(ν)k+1zK

ky
,

que en forma general me define el volumen específico 1
v
= N

V
, v = V/N , implícitamente te-

nemos la función de fugacidad z = e−βµ; de lo anterior el potencial químico es.

µ = kBT ln(z) = kBT

[
ln

(
λ3

gv

)
− ν 1

23/2

(
λ3

gv

)
...

]
(2.93)

Con N(µ, T ), un número fijo de partículas.

N(µ, T ) =

(
∂Φ

∂µ

)
T

=

(
kT

ℏωo

)3

g3(ξ) (2.94)

Donde podemos notar que, para N(µ, T ) fijo, el pontecial químico aumenta y la temperatura
disminuye, haciendo que se forme el condensado.

kTc
ℏωo

=

(
N

ζ(3)

)1/3

, (2.95)

Conviene definir segun δ ≈ ωA, tal que Ω ≈ 0 a ωT ≪ ωA como la frecuencia de formación del
condensado BE, que influye en la temperatura crítica kTc

ℏωA
para un número fijo de partículas

N .

Nexcitado

N
=
ζ(3)

N

(
kT

ℏωT

)3

=

(
T

Tc

)3

, (2.96)

El numero excitado de partículas es N = N − N0, haciendo las respectivas sustituciones se
tiene la fracción de partículas de Bose Einstein

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3

(2.97)
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De lo anterior se define para (2.86) y (2.88) la temperatura crítica para un numero fijo de
antiátomos N acorde a la frecuencia de resonancia ωT ≪ ωA.

Tc =
ℏωA

kB

(
N

ζ(3)

)1/3

(2.98)

Dond el tamaño de la longitud de onda en la trampa es el tamaño lineal de la función de
onda del estado fundamental en la dirección cartesiana i.

ai =

√
ℏ

mωT

, (2.99)

mientras que el tamaño lineal de la distribución térmica de los átomos no condensados en
esa dirección es

atérmico =

√
kT

mδ2
= ai

√
kT

ℏωT

. (2.100)



Capı́tulo 3
Resultados

Como resultado principal se obtiene la ecuación del autovalor esperado de la teoría de per-
turbaciones en el modelo JC y la AOR.

ω̃±
n = ±Ω̃n ≡ ±

√
|Ωn|2 + (ωT −∆EĜ

2Sd+1sd
/ℏ)2 (3.1)

Donde ∆EĜ
2Sd+1sd

/ℏ es la frecuencia de transición de los niveles del átomo ωEME
A , y el resul-

tado de la extensión del lagrangiano local de la EDC en la TCC.

ωSME
A =

1

4ℏ
α2
[
m2

e

(
a
(s)e
ii + a

(5)p
ii

)
+ 2meκ0

+5
2
(mec

′
00 + cmpc

p
o0) +

(
b′j − d̄j + cbρ3 − cd̄

p
3

)]
(3.2)

Su valor corresponde a 2,47×1015 eV en representacion de las constante de violación Lorentz
y CPT dadas en la tabla apendice .5.

Ωn y δ = ωT −∆EĜ
2Sd+1sd

/ℏ son la oscilación de Rabi, y la descintonia si δ ̸= 0 o resonancia
si δ = 0.

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3

(3.3)

N0 = N

[
1−

(
T

Tc

)3
]

(3.4)
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Tenemos la temperatura crítica con ωn = ωT , que influye en la disminución de la fracción
numérica e.c 3.3 y número inicial de partículas en el CBE e.c (3.4).

Tc =
ℏωT

kB

(
N

ζ(3)

)1/3

(3.5)

Para la desintonía δ ≈ ωA y ωT ≪ ωA tenemos una única función de onda que describe
a todas las partículas en el estado fundamental, involucrando la densidad numérica en el
régimen cuántico.

n0(r, t) = N0|Ψ(r, t)|2 = N0

π1/2

3∏
j=1

1

aj
√

1 + ω2
j t

2
∗ e

−r2

a2
j(1+ω2

j
t2) (3.6)

Para la resonnacia δ ≈ 0 y ωT ≈ ωA tenemos la densidad numérica del estado excitado como
una ecuación balística semiclásica.

nexcitado (r⃗, t) =
1

λ3

∞∑
j=1

eβµj

j3/2

{
3∏

n=1

[
1√

1 + ω2
nt

2
exp

{
−βjmω2

nr
2
α

2 (1 + ω2
nt

2)

}]}
(3.7)
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Figura 3.1: Energías normalizadas a ℏ en la imagen de interacción, en ausencia de campo
líneas discontinuas ±δ desintonía, con presencia de campo línea continua ωn, resonancia
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Figura 3.2: Fracción numero de partículas en el CBE y límite de temperatura crítica

Figura 3.3: Densidad numérica espacial de átomos en el estado fundamental ωn ≪ ωA .
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Figura 3.4: A

Figura 3.5: B

Figura 3.6: Densidad numérica espacial de partículas en descenso del potencial de captura



Capı́tulo 4
Análisis de resultados

En la figura 3.1 imagen 1, se representan los autovalores propios del modelo Jaynes Cummings
cuando el valor de alta desintonía se aproxima a la frecuencia de transición interatómica
δ ≈ ωA y cuando los valores de la frecuencia de oscilación armónica son mucho menores
que esta ωT ≪ ωA. En las gráficas intermedias la frecuencia armónica se aproxima cada vez
mas a la frecuencia de transición del átomo hasta formarse una cavidad electromagnética;
esto significa que en la AOR, la desintonia tiende a cero δ ≈ 0 y la frecuencia armónica
se aproxima al valor de estructura fina ωT ≈ ωA justificándose la transición del átomo y la
formación del estado excitado en el valor de ωA ≈ 2,47 ∗ 1015eV

En la gráfica 3.2, la frecuencia armónica del estado base para un número fijo de partículas
N = 100, es la frecuencia ωT ≪ ωA, tal que corresponde con los valores esperados en la
aproximación onda rorante de Jaynes Cummings AOR JC. Los valores propios del potencial
armónico, ωT , E.c (3.1), son introducidos como los autovalores de la función de distribución
de Bosé-Einstein. Considerando que para un número fijo de partículas N mientras que la
temperatura se reduce asta la condensación, la constante del potencial químico tiende a cero
µ = 0 y la función de fugacidad tiende a uno z = 1, es así que por simplicidad la temperatura
crítica según las ecuación (2.98) es Tc = 873nK, implicando que esta tienda al cero Kelvin
absoluto.

Aplicando estas consideraciones se obtiene la densidad numérica espacial para el CBE en la
condensación y poscondesación, figura 3.3 y 3.6, en ambas, la expansión anisotropica es dada
en la dirección de movimiento de las antipartículas y satisfacen la formación de un máximo
de inflexión en las densidades numéricas no max ≈ 100 en la condensación para ωT ≪ ωA y
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T ≈ Tc; mientras que para la densidad numérica de los estados excitados nmax ax > no max

con ωT ≈ ωA y T ≫ Tc figura 3.6.

La expansión anisotropica está limitada por el tamaño de longitud de onda en la formación del
CBE a > 1, y en la formación de la densidad numérica para Estados excitados con la longitud
de onda térmica de D’Broglie λ > 1, estas magnitudes son tales que la perturbación de los
estados esperados en la dinámica de las partículas describen correctamente a estos dentro
de los limites del valor esperado de la estructura fina; tal que las partículas permanezcan
constreñidas en el interior de la trampa, este hecho se fundamenta en que la expansión en
un espacio 2D x, y y la dirección de propagación en z debe cumplir con el alcance máximo
en la propagación y tiempo de vuelo de las partículas según sea la magnitud del potencial
de captura que minimice o amplíe el tamaño de cada dimensión acorde a la expresión d =

t ∗
√

ℏωT

m
en tamaños aproximados de 1 ∗ 1010Å y tiempos en el orden de los milisegundos.



Capı́tulo 5
Conclusiones

El estado excitado en un condensado Bose Einstein, resultó ser consistente con el valor espe-
rado de la estructura fina del átomo de antihidrogeno proveniente de la violación de Lorentz
y simetría CPT expresada en el lagrangiano efectivo de la teoría cuántica de campos, desde el
campo local para leptones que contiene las constantes de acople de las teorías inconsistentes
necesarias para la extensión a un hamiltoniano cuántico no relativista, permitieron abordar
el método de Jaynes Cummins en la AOR y el CBE en un Rango de energías permitidas en el
orden de 1015eV , y temperatura críticas en el orden de los nK. La formación del condensado
Bose-Einstein, en la condensación y en la poscondensación, analizado explícitamente desde
la densidad numérica espacial, presenta comportamientos asintóticos opuestos; el punto de
inflexión es máximo en el estado no excitado cuando ωT ≈ ωA, y por el contrario es máximo
en el estado excitado cuando ωT ≪ ωA a tal punto de extenderse hasta el infinito lo que
puede ser interpretado como una consecuencia de la eliminación del potencial de captura y la
formación de partículas libres del sistema trampa-ion que posteriormente serian aniquiladas
por interacción con el medio externo.
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.1. Ati-unitariedad CPT

〈
0
∣∣ψCPT(x)ψ̄CPT(y)

∣∣ 0〉∗ = (−P 〈0 ∣∣ψC(−x)ψ̄C(−y)
∣∣ 0〉P)∗

=

(
−P

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
A
(
p2
)
γ · p+B

(
p2
))
Peip.(x−y)

)∗

=

(∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
A
(
p2
)
γ∗ · p+B

(
p2
))
eip.(x−y)

)∗

=
〈
0
∣∣ψC(x)ψ̄C(y)

∣∣ 0〉 .
(1)

.2. Términos del Hamiltoniano cuántico relativista

mP0 :=− pjγ0γj,

mO0 :=
[
−b0 + (d0j + dj0) p

j
]
γ5 +

[
aj − (cjk − c00ηjk) pk

]
γ0γj + ifjp

jγ5γ
0 + i

[
H0j + (gj0k + gjk0) p

k
]
γj

mE0 :=
[
a0 − (c0j + cj0) p

j −me0
]
+

[
−bj + (djk − d00ηjk) pk −

1

2
mεklmηjmgkl0

]
γ5γ

0γj

−
[
mc00 + ejp

j
]
γ0 −

[
1

2
εklmηjmHkl +mdj0 − εlmnηjn

(
1

2
glmk − ηkmgl00

)
pk
]
γ5γ

j

(2)

.3. Operador evolución temporal

U←→ (cos tn + tn sen tn)mnγ
◦

UU† ←→
{(

cos tn +
sen tn
tn

)}
{mnPn,mnOn,mnεn}{

UUU †U †, U †, U †}←→ {
1− cos tn +

1− sen (2tn)

t2n
− sen (2tn)

tn
,−tn sin (tn) ,

sen (tn)

t0

}
Pn {Pn, On}{(

U †)− , U †, U †
}
←→

{
−tn Sen tn,

1

2

Sen tn
t0

, t0 sen tn

}
[Pn, εn]{

(U,U, U} ←→
{
tn
cos tn
2t0

, t0tn cos tn, cos tn

}
{P,O}

{U,U, U} ←→
(
tn cos tn

t0
,
(cos tn − 1)

2t20
, cos (tn)

}
{Pn [Pn, εn]
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Hn+1 =
n∏

k=1

ead(iSk)H0

U = eiSn = cos (tn) + tn sen (tn)

UU † =
n∏

k=1

ead(iSk) = eiSne−iSn = cos (tn)−
sen (tn)

tn

UUU †U † = eiSneiSne−iSne−iSn =

[
cos (tn)−

sen (tn)

tn

]2
Hn+1 = H0e

−iS0e−iS0e−iS0 · · · e−iS0 = H0

n∏
k=1

e−iSk · =
n∏

k=1

ead (iSk)H0

Hn+1 =

[
cos (tn)− sen(tn)

tn

cos (tn) + tn sen (tn)

]n
tnH0

Donde tenemos que tn+1 =

[
cos(tn)− sen(tn)

tn

cos(tn)+tn sen(tn)

]n
tn y segun la definición, eiS0 = cos t0 + t0 sin t0

el operador evolución temporal es.

exp [ad (iSn)]↔



cn + t2nsn 0 0 0 0 0 0 0

0 cn − sn 0 0 0 0 0 0

0 0 cn − sn 0 0 0 0 0

0 0 (sn − t2nsn − cn) /2t20 −t2nsn 0 0 −tnsn/t0 0

0 0 0 0 −t2nsn tnsn/2t0 0 t0tnsn

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 tncn/2t0 t0tncn 0 0 cn 0

0 0 0 0 −tncn/t0 (cn − 1) /2t20 0 cn


(3)

.4. Transición 1S − 2S

∆EĜ
2Sl+1sl

=
1

4
α2
[
m2

e

(
a
(s)e
ii + a

(5)p
ii

)
+ 2meκ0

+
5

2
(mec

e
00 + ϵmpc

p
o0) +

(
b′j − d̄j +

p
3 −ϵd̄

p
3

)] (4)
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.5. Constantes de acople en la extensión violación Lo-

rentz y simetría CPT

Parámetro Valor Constante

ϵ ≃ 1
1830

Radio de masa

me ≤ 0,000540GeV masa electrón

mp ≤ 938GeV masa protón

ℏ = 6,582119569× 10−16 GeV.s constante de Planck

α = 1
137,036

constante estructura fina

a
(5)e
ij ≤ 1× 10−9 GeV−1

a
(5)p
ij ≤ 1× 10−9 GeV−1

be3 ≤ 7× 10−16 GeV
bp3 ≤ 7× 10−16 GeV
ko ≤ 1× 10−11 GeV
cpoo ≤ 1× 10−11 constantes extensión ME TCC
ceoo ≤ 1× 10−11

d̃3 ≤ md03 +
1
2
md30 − 1

2
H12

de3 ≤ 1× 10−22 GeV
dp3 ≤ 1× 10−25 GeV

Cuadro 1: Valores de los parámetros en la extensión V L, [22].
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