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El presente trabajo de grado da a conocer diferentes estrategias para la solucion de
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meétodos los cuales sean aplicados en clase como formas alternas de soluciéon. Mediante
consultas e investigacion se seleccionaron algunas metodologias sobre la solucién de
problemas de tipo algebraico tomando como referencia distintos autores que han trabajado
tematicas referentes como son Marco Aurel, Juan Perés de Moya, Alexis Claude Clairaut,
Sylvestre Francois Lacroix, José Mariano Vallejo y Ortega, Colin MacLaurin, Geoger Polya
y Miguel de Guz-man. En el cual se evidencia el progreso de las metodologias utilizadas
para solucionar problemas.

Se muestran algunos métodos que son adaptados al lenguaje actual y se brinda una
explicacion de cada uno, esto permite al lector seguir paso a paso su estructura: el Tablero
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ABSTRACT: (Mdaximo 250 palabras)

This grade work discloses different strategies for solving algebraic problems for eight and
ninth grade, in order to give the teacher different methods which are applied in class as
alternative forms of solution. Through consultation and research some methodologies were
selected about algebraic problem solving types taking as reference other authors who
have worked similar thematics such as Marco Aurel, Juan Peres de Moya, Alexis Clairaut,
Sylvestre Francois Lacroix, José Mariano Vallejo and Ortega, Colin MacLaurin, Geoger
Polya and Miguel de Guz-bad. In which the progress of the methodologies used for
problem solving is evidenced.

Some methods are displayed which are adapted to the current language and an
explanation is offered to each one, this allows the reader to follow step by step its structure:
the Board of equations, the balance of Orlov and Luis Puig’s analysis tables and also some
application problems through which these methods can be implemented.
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Descripcion del estudio: Se realiz6 una investigacién de contenidos referentes a el planteamiento,
comprension y resoluciéon de problemas de tipo algebraico con el fin de proponer estrategias faci-
liten la ensefianza de estas tematicas en los estudiantes de los grados 8°y 9°.

Contenido: El presente trabajo de grado da a conocer diferentes estrategias para la solucién de
problemas algebraicos para los grados 8 y 9, con el fin de brindarle al maestro distintos métodos
los cuales sean aplicados en clase como formas alternas de solucién.

Mediante consultas e investigacién se seleccionaron algunas metodologias sobre la solucién de
problemas de tipo algebraico tomando como referencia distintos autores que han trabajado te-
maticas referentes como son Marco Aurel, Juan Perés de Moya, Alexis Claude Clairaut, Sylvestre
Francois Lacroix, José Mariano Vallejo y Ortega, Colin MacLaurin, Geoger Polya y Miguel de Guz-



man. En el cual se evidencia el progreso de las metodologias utilizadas para solucionar problemas.

Se muestran algunos métodos que son adaptados al lenguaje actual y se brinda una explicaciéon
de cada uno, esto permite al lector seguir paso a paso su estructura: el Tablero de Ecuaciones, la
Balanza de Orlov y las Tablas de Anélisis de Luis Puig y ademads algunos problemas de aplicacién a
través de los cuales se puedan poner en practica estos métodos.

Metodologia: Investigacién Descriptiva, Estudio sobre resolucién de problemas, realizado me-
diante la consulta de material bibliografico y hemerogréfico.

Conclusiones: Se realiza una recopilacién de contenidos donde resaltan los distintos autores que
trabajaron la resolucién de problemas algebraicos, con el fin de tener una concepcién clara acerca
del lenguaje y como procedian a solucionar este tipo de problemas, seguido de un recorrido his-
térico con el fin de entender los procesos algebraicos utilizados en algunas culturas como como
lo son la Egipcia, la Griega, China, Mesopotamica y la Arabe. Posteriormente se definen algunas
estrategias y metodologias con el fin de contribuir en el planteamiento, comprensi6n y solucién de
problemas de tipo algebraico en los estudiantes de grado 8°y 9°.
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INTRODUCCION

"Resolver un problema es encontrar un camino alli donde no se conocia previamente camino alguno,
es encontrar la forma de salir de una dificultad, de sortear un obstdculo, de conseguir el fin deseado,
que no se consigue de forma inmediata, utilizando los medios adecuados." -George Polya-

En la actualidad en algunos planteles educativos de Colombia es necesario que los Proyectos
Institucionales educativos (PEI) y las practicas educativas sean redireccionadas a fin de procurar
una actividad matematica en el estudiante que le permita desarrollar autonomia intelectual frente
a sus procesos de aprendizaje. Esta necesidad es consecuente con los cambios que se han dado
en los dltimos afios en la concepcién sobre las matematicas. Lograr este fin es algo que trasciende
ampliamente la mera seleccion de los contenidos apropiados que el docente debe ensefiar, o el
disefio de nuevas metodologias a través de las cuales se pueda hacer més eficiente la ensefianza.

En atencién a lo anterior se piensa en desarrollar el presente trabajo de grado, titulado “Resolucion
de problemas Algebraicos" , bajo la asesoria del profesor Mauricio Penagos. El problema central
de investigacion gira alrededor de los procesos de ensefianza y de aprendizaje relativos a la
solucion de problemas algebraicos para grados 8° y 9¢ de Educacién Bésica Secundaria. Para
esto se presentan varias estrategias que a través de la historia diferentes civilizaciones y notables
matemadticos han utilizado para este fin.

La eleccion de esta temdtica se debe a que los problemas constituyen un campo de las matemaéticas
que tiene gran importancia, tanto desde el punto de vista docente, como por su uso en el proceso
e interpretacion de situaciones de la vida cotidiana. Este sigue siendo un tema de alta complejidad
y, por supuesto, apenas sus logros llegan a la comprensién de los conceptos basicos y elementales
en los estudiantes de la bésica secundaria segtin el MEN.

En este trabajo se presentan cuatro secciones, con la que se espera contribuir en el dmbito
escolar como un paso necesario para realizar propuestas que mejoren el aprendizaje de los
estudiantes. Se busca también que el lector tenga una visién global de la evolucién histérica de la
solucién de problemas algebraicos y como ha trascendido esta problemaética a través de diferentes
civilizaciones y épocas.

11
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En la primera parte se hace una introduccién a la solucién de problemas algebraicos,
comenzando con una breve recorrido por la historia retomando problemas referentes a la solucién
de ecuaciones bdsicas, ecuaciones algebraicas, problemas en palabras, problemas graficos y
problemas en formas y figuras, hasta como plantear un problema con ecuaciones. Con base
en diferentes metodologias que algunos matemadticos destacados proponen como lo son; Marco
Aurel, Juan Perés de Moya, Alexis Claude Clairaut, Sylvestre Francois Lacroix, José Mariano Vallejo
y Ortega, Colin MacLaurin, Geoger Polya y Miguel de Guzman.

La segunda parte del trabajo se relaciona con planteamiento y resolucién de problemas algebraicos
con estrategias didacticas para solucionarlos, permitiendo asi comprender mejor un problema y
disefar una solucién eficiente. Ademads se cita los diferentes métodos de solucién de problemas
con ecuaciones que han utilizado civilizaciones antiguas como la Egipcia, la China, Mesopotdmica,
Griega y Arabe.

En la tercera parte se retoma unas propuestas referentes a estrategas que faciliten la comprension,
el planteamiento y la solucién de problemas de tipo algebraico como los son el tablero de
ecuaciones, la balanza de Orlov y las tablas de anélisis de Luis Puig.

En la cuarta y tltima parte de este trabajo se propone y resuelve algunos problemas de aplicacién
referente al tema escogido.

Este trabajo de grado da a conocer estrategias metodolégicas que contribuyen a la comprensién
de como plantear y resolver problemas algebraicos que sirven de guia a los estudiantes y docentes,
con ello genere una representacién abstracta de la situacién descrita por el problema. Se espera
que lo realizado en el presente trabajo sea de mucha ayuda para los docentes, que sea aplicado en
clase y profundizado por estudios posteriores.



JUSTIFICACION

La razén fundamental para desarrollar el presente trabajo de grado es la de proponer diferentes
metodologias que faciliten el desarrollo de competencias en pensamiento algebraico para
estudiantes de grado 8° y 9°; Se busca estimular la adquisicién y el desarrollo del pensamiento
algebraico y de forma metodolégica implementar pautas para el planteamiento y solucién de
problemas algebraicos.

Las mateméticas es consideradas una de las 4reas del conocimiento que a nivel de la educacién
secundaria presenta mayor dificultad para el estudiante !. Se exponen muiltiples razones: falta
de interés del estudiante, falta de atencién, deficientes preparaciones en cursos anteriores, textos
inadecuados, poco tiempo para sus estudios, la metodologia utilizada por algunos profesores no es
la mas efectiva, incluso en términos extremos se cree equivocadamente que "las matemdticas son
ciencia abstracta que estd solo al alcance de ciertas mentes". En el sentido de considerar el estudio
de las matemaéticas como el mdas importante y de mayor complejidad, atribuyéndose poderes de
superioridad mental a las personas, para poder enfrentar su estudio.

De estas razones si bien algunas parecen tener algo de cierto, se considera que la mayoria
se centra en la metodologia. Los problemas que se presentan en la ensefianza-aprendizaje de
las mateméticas, exigen una reconstruccién a nivel metodolégico. La resolucién de problemas
plantean una serie de principios que deben inquietar al profesor de matematicas, por eso este
método constituye una base sélida para la formulacién de una propuesta metodolégica que
permita al docente conocer mads al estudiante en profundidad y que a la vez le facilite su labor
de orientador y guia.

La importancia del dlgebra en nuestra cultura es indudable: cada dia los medios de comunicacién
nos entregan grandes volimenes de informacién, que es cuantificada en términos de porcentajes,
probabilidades, razones, fracciones, etc., y una buena comprensién del dlgebra es una herramienta
importante para analizarla e interpretarla. Por ejemplo, son necesarias para entender: los
resultados de las encuestas y poder juzgar su credibilidad, los indicadores econémicos y sociales
del pais, las tasas de interés que ofrece una cuenta de ahorro o que afectan a un crédito hipotecario,
los descuentos de los supermercados, la probabilidad de ganar una loteria, la prediccion del
clima, relacionados con los hdbitos de consumo y de compra etc. También son importantes en

1]EREMY KILPATRICK. EDUCACION MATEMATICA, Errores y dificultades de los estudiantes Resolucién de
problemas Evaluacién Historia. Umiversidad de los Andes. Bogotd, 1998
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los procesos escolares, no sélo para el estudio de la matematica, sino también para la formacién
en otras disciplinas como la fisica, la quimica, la biologia, geografia e historia, atletismo, también
ingenieria, arquitectura, economia porque se simboliza en variables y hasta en el arte y la
musica; La musica y el dlgebra no parecen tener mucho en comtn, pero la realidad es que
estdn estrechamente ligadas. Una cancién es una secuencia de notas, arregladas de manera que
producen patrones agradables; y el dlgebra es el estudio de patrones, como los de la musica.

En el dlgebra se ha catalogado su aplicacién de forma mecdénica y poco analitica por estudiantes
y algunos docentes, por el contrario, permite desarrollar en los estudiantes habilidades de
pensamiento espacial y numérico, promueve caracteristicas como la claridad a la hora de pensar,
el orden, la secuencia, la relacién, la légica y la coherencia; ademads se aplica en solucién de
problemas de la vida cotidiana y de las matemadticas avanzadas mismas como trigonométrica y
célculo.



OBJETIVO

Objetivos generales

Ilustrar algunos métodos que facilita el planteamiento y la resolucién de ecuaciones algebraicas
para fortalecer el desarrollo de competencias matemaéticas del pensamiento algebraico en los
estudiantes de grado 8° y 9°.

Objetivos especificos

Consultar diferentes Métodos de resolucién de problemas utilizandos por autores reconocidos a
través de la historia.

Presentar algunos elementos metodolégicos para el planteamiento y solucién de problemas
algebraicos que puedan ser adaptados a los grados 8°y 9°.

A partir de elementos didécticos sugerir algunas estrategias para modelar y enmarcar situaciones
reales que pueden traducirse en problemas de tipo algebraico.

15
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CAPITULO 1

FORMULACION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Estrategias metodolégicas pueden utilizarse en la clase de dlgebra para resolver problemas de
tipo algebraico en los grados 8°y 9°

El Proceso ensefianza - aprendizaje entorno a los problemas de tipo algebraico en grado octavo y
noveno en algunos planteles educativos en Colombia, se ha convertido en un problema doble.
Por una parte, la mayoria de los estudiantes comprenden muy poco y se enfocan en manejar
algoritmos de forma mecdnica. Por otra parte, se observa el manejo de temas matematicos de
forma aislada y sin conexién con otros conceptos o aplicaciones dentro del plan de estudio !. Este
trabajo propone una una serie de estrategias metodologicas con las cuales se pretende dar solucién
al problema planteado, al integrar temas de la matemadtica escolar a través de métodos de solucién
problemas de tipo algebraico, tomados del desarrollo histérico de las matematicas, que ayuden a
su compresion por parte de los estudiantes. Para ello se hace un recorrido histérico por diferentes
culturas que realizaron aportes sobre el tema, y de conceptos bésicos de la solucién de ecuaciones
algebraicas.

Un aspecto importante del presente trabajo de grado se pretende despertar en los estudiantes
y docentes el gusto por el dlgebra y de esta manera aproximarlos al mundo de las matemadticas
desde perspectivas mads reales y flexibles dando a conocer estrategias metodolégicas, motivados
en principio por una presentacion histérica del dlgebra y posteriormente por diferentes maneras
de resolver ecuaciones algebraicas lineales.

La temadtica expuesta se enfoca a nivel de la educacién secundaria, especificamente en los grados 8°
y 99, esta encaminada principalmente en la resolucién de problemas y nos ofrece la posibilidad de
presentar problemas de aplicacién en un contexto real a los estudiantes que despierte su atencion.
Presentamos diferentes métodos para resolver tales ecuaciones, entre ellos la tabla de anélisis de
Luis Puig la cual muestra una manera practica cémo podemos transformar el enunciado de un
problema a una ecuacion algebraica, apoyados de pautas para la compresion y solucién de dichos
problemas.

1Zambrano Garcia, Luis Enrique (2011) Planteamiento y Solucién de Problemas de Ecuaciones, Usando Estrategias
y Métodos Propuestos en el Desarrollo Histérico de la Teoria de Ecuaciones. Maestria thesis, Universidad Nacional de
Colombia.
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1.1. Antecedentes

Segun el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) son varias dificultades que presentan los
estudiantes cuando inician el estudio del dlgebra en los grados 8° y 9° de educacién secundaria, esta
situacion requiere el empleo de diversas experiencias de aprendizaje de parte del profesorado que
satisfagan tanto las necesidades educativas, asi como los intereses de los estudiantes. La tematica
que ocupa el presente trabajo de grado ha sido objeto de estudio en publicaciones anteriores,
pues es conocido que muchos estudiantes tienen una precaria apropiacién del conocimiento
algebraico. Los estudiantes tienen problemas relativos a la naturaleza y significado de los simbolos
y las letras, el uso inapropiado de férmulas o procedimientos, la traduccién entre diferentes
lenguajes, y se les dificulta resolver problemas verbales.

En tal sentido, se hace referencia a algunas investigaciones, de las cuales se destacan sus aspectos
mads relevantes:

¢ Planteamiento y Solucion de Problemas de Ecuaciones, Usando Estrategias y Métodos Propuestos
en el Desarrollo Historico de la Teoria de Ecuaciones" (Luis Enrique Zambrano Garcia. Universidad
Nacional de Colombia. 2011)

"El proceso ensefianza - aprendizaje de las ecuaciones lineales y cuadrdticas en grado octavo y
noveno, se ha convertido en un problema doble. Por una parte, la mayoria de los estudiantes
comprenden muy poco y se enfocan en manejar algoritmos de forma mecdnica. Por otra parte, se
observa el manejo de temas matemdticos de forma aislada y sin conexion con otros conceptos o
aplicaciones dentro del plan de estudio. Este trabajo propone una unidad diddctica que pretende
ser una solucion al problema planteado, al integrar temas de la matemdtica escolar a través de
métodos de solucién de ecuaciones lineales y cuadrdticas, tomados del desarrollo histérico de las
matemdticas, que ayuden a su compresion por parte de los estudiantes. Para ello se realiza una
revision histérica del tema y de conceptos bdsicos de la teoria de ecuaciones polinémicas."

¢ "Cambios en el aula con el uso de tecnologias y resolucion de problemas algebraicos" (Miguél
Herrera de Salgado. Politécnico Nacional. México 2010).

"En este documento se reportan los resultados derivados de mi participacion en el proyecto de
desarrollo " Patrones de cambio en la cultura escolar a través de la incorporacion de herramientas
tecnolégicas en el aula de matemdticas" dentro del programa de Maestria en Educacion en
Matemditicas del Cinvestav. Mis objetivos en este proyecto de desarrollo fueron investigar i) los
posibles cambios que se dan en la cultura escolar cuando se utilizan herramientas computacionales;
y ii) analizar los posibles beneficios al usarlas en la resolucion de problemas algebraicos, pues dichas
herramientas pueden facilitar la exploracién, modelacion y resolucion de un problema. Para el
primer objetivo se observaron los cambios desde cinco perspectivas: 1) Del profesor y del uso diddctico
de la tecnologia, 2) de las interacciones en el salén de clases, 3) del impacto posible en estudiantes, 4)
la perspectiva técnica, y 5) el contexto social."

¢ "'Recorriendo el digebra: De la solucién de ecuaciones al dlgebra abstracta"(Maryam Acevedo de
Manrique. Universidad Nacional de Colombia, 1997)

"En este documento plantea desde sus mds remotos origenes, un problema central tratado en el
dlgebra es el de la solucion de ecuaciones polinémicas. Inicialmente se obtuvo la solucién de las
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ecuaciones lineales y de la ecuacion general de segundo grado, pero pasé mucho tiempo antes de
obtenerse un algoritmo para solucionar ecuaciones de tercer y cuarto grado. Sin embargo, este logro
motivo la busqueda de un algoritmo para solucionar ecuaciones de quinto grado, lo cual no es
posible para todas las ecuaciones de este tipo, segtin demostraron posteriormente Abel y Galois. Este
tltimo desarrollo tépicos importantes de la teoria de grupos para conseguir su objetivo. En este
curso se hace un estudio sistemdtico de los cuerpos (también llamados campos), sus extensiones e
isomorfismos, para comprender, con ayuda de la teoria de Galois, por qué ocurre la insolubilidad de
la quintica y ecuaciones de grado mayor. Se verd como se integran topicos de la teoria de grupos, la
teoria de anillos y el dlgebra lineal para conseguir este objetivo."

1.2. Alcances y limitaciones

Los trabajos de grado mencionados anteriormente tienen como objetivo llegar de una forma
metodolégica y practica a los estudiantes de la bésica secundaria en los grados 8° y 9°, para
que puedan comprender, plantear y solucionar problemas matemadticos de tipo algebraico
implementando métodos que faciliten la comprensiéon de las matemadticas para ellos. También
se puede observar que los estudiantes aprenden a solucionar ecuaciones, pero no tienen claro
como plantear un problema, es por eso que la propuesta de este trabajo de grado proporciona a
los profesores de bdsica secundaria elementos para facilitar la comprensiéon de estos problemas
por medio de métodos como lo son "El tablero de ecuaciones”, " La balanza de Orlov"y "Tablas de
andlisis de Luis Puig" las cuales buscan proporcionar al los estudiantes herramientas a la hora de
plantear y resolver problemas.

Cabe resaltar algunas limitaciones que se consideran relevantes en el presente trabajo como: La
falta aplicacion del contenido con los estudiantes de los grados 8° y 9° en el aula de clases, el no
tener acceso a fuentes de informacién las cuales son fundamentales para tener una visién clara 'y
concisa de las falencias, fortalezas y aspectos a mejorar del material recopilado y estudiado en el
presente trabajo. Se espera que esta temdtica sea abordada pos otros grupos para realizar las faces
de implementacion y evaluacion, e incorporar mas el uso de las herramientas tecnolégicas, no sélo
para la resolucién de problemas algebraicos, sino para otros temas, adquiriendo més experiencia
en ello.

1.3. Laresolucion de problemas en Colombia

En las tltimas décadas, la preocupacién porque la resoluciéon de problemas fuese una actividad
del pensamiento, ha generado una inquietud de busqueda de solucién a un problema que,
cada vez mads, se presenta como "fracaso escolar". Siguen siendo actuales las indicaciones del
informe Cockcroft (Las mateméticas si cuentan, 1985: 90—91) donde se acenttia la utilidad de las
matematicas en la medida en que pueden ser aplicadas a la resoluciéon de problemas. Afiade lo
importante que es ayudar a los nifios a comprender las nociones matematicas y a reconocer el tipo
de célculo o de procesos mentales que requiere una situacién problematica. Sin embargo, veinte
afios mas tarde, los datos recogidos revelan una incorrecta aplicacién de los conocimientos a las
situaciones problemadticas y una eleccién de estrategias en las que, generalmente, interviene el
azar y no el razonamiento; la impetuosa necesidad de llegar a un resultado es lo que mds importa
(Gaulin, 2001). La iniciativa, la creatividad, la concentracion y la asimilacion de técnicas de base en
laresolucién de situaciones, son practicamente inexistentes y estin subrayadas por una reiteraciéon
de movimientos apoyados en la imitacién de intenciones vacias —muchas veces no comprendida—,
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y, por lo tanto, desnaturalizada en los procesos y resultados. La participacion, la autoestima y la
seguridad del alumno, asi como el gusto por la tarea mencionada, intervienen habitualmente de
forma negativa.

En Colombia alrededor del 70% de los individuos (Instituto Nacional de la Calidad y Evaluacién
(INCE)), presentan dificultades para la resolucién de problemas matematicos. Se observa en ellos
la tendencia general a imitar modelos realizados anteriormente, articulando preguntas que dejan
al descubierto su falta de seguridad y comprensién de conceptos bdsicos. Los disefios curriculares
subrayan la necesidad de pensar, como principio activo en la resolucién de problemas; pero, esto
es tan escaso en la practica como reconocido en la teoria.

1.4. Loslineamientos curriculares

Los lineamientos curriculares (MEN,1998), del area de Matemadticas, son una propuesta del
Ministerio de Educaciéon Nacional y un grupo de docentes del drea que plantean algunos criterios
para orientar el curriculo y los enfoques que deberia tener la ensefianza de las matemadticas en el
pais, con el fin de que se estudie la fundamentacién pedagégica de dicha area y se intercambien
experiencias en el contexto de los Proyectos Educativos Institucionales.

Los lineamientos organizan el curriculo en tres grandes aspectos: procesos generales,
conocimientos bdsicos y el contexto.

Los procesos generales tienen que ver con el aprendizaje, es decir, el razonamiento, la resolucién
y el planteamiento de problemas, la comunicacién, la modelacién, comparacién y ejercitaciéon de
procedimientos.

Los conocimientos bdsicos se relacionan con los conceptos especificos que desarrollan el
pensamiento matemadtico y con los sistemas propios de las matematicas: el pensamiento numérico
y los sistemas numéricos, el pensamiento espacial y los sistemas geométricos, el pensamiento
métrico y los sistemas de medida, el pensamiento aleatorio y los sistemas de datos, el pensamiento
variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

El contexto hace alusion a los ambientes que rodean al estudiante y que contribuyen al sentido de
las matemadticas que aprende, aca cobra especial importancia las situaciones problema que surgen
de las mismas matematicas, de la vida diaria y de las otras ciencias.

Las competencias basicas en matemaéticas segiin el Ministerio de Educacién son las siguientes:

Comunicacién matematica: La adquisicion y dominio de los lenguajes de las matematicas ha de
ser un proceso deliberado y cuidadoso que posibilite y fomente la discusién frecuente y explicita
sobre situaciones, sentidos conceptos y movilizaciones, para tomar conciencia de las conexiones
entre ellos y para propiciar trabajo colectivo, en el que los estudiantes compartan el significado
de las palabras, frases, gréficos y simbolos, aprecien la necesidad de tener acuerdos colectivos,
universales y valore la eficiencia, eficacia y economia de los lenguajes matematicos.

El razonamiento: El desarrollo del razonamiento l6gico en los primeros grados apoyados
en los contextos y materiales fisicos que permiten percibir regularidades y relaciones; hacer
predicciones y conjeturas; justificar o refutar esas conjeturas; dar explicaciones coherentes;
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proponer interpretaciones y respuestas posibles y adoptarlas o rechazarlas con argumentos
y razones. Los modelos y materiales fisicos y manipulativos ayudan a comprender que las
matemadticas no son simplemente una memorizacién de reglas y algoritmos, sino que tiene
sentido, son légicas, potencias la capacidad de pensar y son divertidas.

La formulacién, comparacién y ejercitacién de procedimientos: Para analizar la contribucién
de la ejecucién de procedimientos rutinarios en el desarrollo significativo y compresivo del
conocimiento matemadtico es conveniente considerar los mecanismos cognitivos involucrados en
dichos algoritmos. Uno de estos mecanismos es la alteracién del momentos en los que prima el
conocimiento conceptual y otros en los que prima el procedimental, los cuales requieren atencion,
control, planeacién, verificacion e interpretacion intermitente de resultados parciales.

Estas competencias son importantes en el proceso cognitivo a la hora de enfrentarse a los
problemas de tipo algebraico pues sirven para adaptarlos a situaciones reales donde adquiera y
desarrolle los conocimientos necesarios de forma auténoma, colectiva y critica logrando que el
estudiante adquiera el pensamiento matematico.

1.5. Los Estandares de matematicas (MEN)

Estos estdndares son referentes que permiten evaluar los niveles de desarrollo de las competencias
que alcanzan los estudiantes en el transcurrir de su vida escolar y que son el punto de referencia
a lo que pueda estar en capacidad de saber y saber hacer. Teniendo en cuenta estos estandares
expuestos son el punto de partida de la accién docente.

Los estdndares que se describen a continuacién son los que ha propuesto el Ministerio de Educa-
cion, los cuales tiene en cuenta tres aspectos que deben estar presentes en la actividad matematica.

4 Planteamiento y resolucién de problemas.
4 Razonamiento matematico (formulacién, argumentacién, demostracion)
4 Comunicacién matemadtica. Consolidacién de la manera de pensar ( coherente, clara, precisa)

Los estandares estdn organizados en cinco tipos de pensamiento matemadtico de los cuales men-

cionaremos algunos que tratan sobre resolucién de problemas 2.

Pensamiento numérico y sistemas numéricos:

Comprension del ntimero, su representacion, las relaciones que existen entre ellos y las opera-
ciones que con ellos se efectiian en cada uno de los sistemas numéricos. Se debe aprovechar el
concepto intuitivo de los nimeros que el nifio adquiere desde antes de iniciar su proceso escolar
en el momento en que empieza a contar, y a partir del conteo iniciarlo en la comprension de las
operaciones matemadticas, de la proporcionalidad y de las fracciones. Mostrar diferentes estrate-
gias y maneras de obtener un mismo resultado. Calculo mental. Logaritmos. Uso de los niimeros
en estimaciones y aproximaciones.

Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos: Procesos de cambio. Concepto de

20CHOA, Myriam. Lineamientos curriculares y estandares de matematicas. Ministerio de Educacién Nacional
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variable. El dlgebra como sistema de representacién y descripcién de fenémenos de variacién y
cambio. Relaciones y funciones con sus correspondientes propiedades y representaciones grafi-
cas. Modelos mateméticos.

A continuacién se mencionard los estdndares de calidad referentes al Pensamiento Variacional Y
Sistemas Algebraicos Y Analiticos propuestas por el MEN referentes a la solucion de problemas al-
gebraicos para los grados octavo y noveno de educacién bdsica secundaria:

4 Identifico relaciones entre propiedades de las gréficas y propiedades de las ecuaciones algebrai-
cas.

4 Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una expresion algebraica dada.

4 Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba conjeturas.
¢ Modelo situaciones de variacién con funciones polindmicas.

¢ Identifico diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales.

En resumen, Los lineamientos curriculares son directrices generales sobre el curriculo; son la fi-
losofia de las dreas. Los estandares estin fundamentados en ellos, pero son mas precisos, son para
cada grado y dentro del grado para un desempefio concreto.

1.6. Importancia del trabajo de grado.

La matemética siempre ha estado presente en todos los programas de estudio desde que se inicia
la vida escolar. Y es que provee de los recursos necesarios para enfrentar los quehaceres de la vida
en sociedad y a conocer la forma y el tamano de los objetos que nos rodean, nos ubica en tiempo y
espacio, nos ensefia a contar, comprar, medir y realizar operaciones estrictamente necesarias para
la vida, y ademads nos ensefia a pensar correctamente.

Fundamentalmente se ha distinguido dos momentos bésicos: el conocimiento conceptual y el
conocimiento procedimental. El primero estd més cercano a la reflexién y se caracteriza por
ser un conocimiento teérico, producido por la actividad cognitiva, muy rico en relaciones entre
sus componentes y con otros conocimientos; tiene un cardcter declarativo y se asocia con el
saber qué y el saber por qué. Por su parte, el procedimental estd mds cercano a la accién y se
relaciona con las técnicas y las estrategias para representar conceptos y para transformar dichas
representaciones; con las habilidades y destrezas para elaborar, comparar y ejercitar algoritmos
y para argumentar convincentemente. El conocimiento procedimental ayuda a la construcciéon y
refinamiento del conocimiento conceptual y permite el uso eficaz, flexible y en contexto de los
conceptos, proposiciones, teorias y modelos matematicos; por tanto, estd asociado con el saber
céHmo.

Estos dos tipos bésicos lo enfocamos en transformar y resolver problemas a partir de situaciones
de la vida cotidiana, de las otras ciencias y de las matemadticas mismas. Ello requiere analizar
la situacién; identificar lo relevante en ella; establecer relaciones entre sus componentes y con
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situaciones semejantes; formarse modelos mentales de ella y representarlos externamente en
distintos registros; formular distintos problemas, posibles preguntas y posibles respuestas que
surjan a partir de ella.

Podemos ver con claridad que se retoman los procesos generales que contemplan los lineamientos
curriculares, como resolver problemas, modelar procesos y fen6menos de la realidad, razonar
y algoritmos, aunque estos procesos tiene peculiaridades distintas y deben superar obstaculos
diferentes. Los aspectos referidos anteriormente, el contenido y procesos del presente trabajo
estdn relacionados con los estdndares de mateméticas y con las competencias puesto que
abarcamos tanto el pensamiento légico y el pensamiento matemadtico y los ejes el numérico, el
espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y variacional. Queremos resaltar que
tocamos partes de cada uno de estos pensamientos especificaos para los grados 8°y 9° tales como
pensamiento numérico y sistemas numérico "Utilizar la notacién cientifica para representar
cantidades y medidas", pensamiento espacial y sistemas geométricos "Usar representaciones
geométricas para resol ver y formular problemas en la matemdtica y en otras disciplinas",
pensamiento métrico y sistemas de medidas "Generalizar procedimientos de cdlculo validos
para encontrar el drea de regiones planas y volumen de sélidos", pensamiento aleatorio y
sistemas de datos "Reconocer que, diferentes maneras de presentar la informacién, pueden dar
origen a distintas interpretaciones", pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos
"Identificar diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales".
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CAPITULO 2

SOLUCION DE PROBLEMAS ALGEBRAICOS.

2.1. Breverecorrido por la historia.

Los problemas de tipo algebraico se remonta a los origenes de la matemética misma.
Algunas culturas antiguas utilizaban procedimientos para eliminar incégnitas, por ejemplo, los
matemadticos de Mesopotamia y de Babilonia desde el siglo XVII a.C. tenian el conocimiento para
resolver ecuaciones de primer y segundo grado siendo considerados los precursores de este tipo
de problemas.

El periodo que comprende de afio 1800 a.C. al 1700 d.C., es caracterizado por la invencién e
implementaciéon de la simbologia para de operar, también por la resolucién de ecuaciones!.
En siglo XVI a.C. la cultura egipcia desarrolla un algebra elemental la cual era utilizada para
resolver problemas cotidianos de repartir. Alrededor del siglo I d.C. los matemadticos de la
cultura china escribieron “El Arte del cdlculo" en cual trataron distintos métodos para solucionar
ecuaciones de primer grado, también plantearon métodos de solucionar sistemas de ecuaciones,
e implementaron un 4baco donde podian tratar nimeros positivos y negativos.

En el siglo ITI, el matematico griego Diofanto de Alejandria publio su obra llamada “Aritmética " en
la cual trata en forma rigurosa las ecuaciones lineales, también introdujo una simbologia elemental
para designar las incégnitas la cual se denominaba arithmos, que significa nimero. En el siglo
VII la cultura hindu desarrollo unas reglas algebraicas fundamentales para el manejode ntimeros
positivos y negativos en las ecuaciones. En el siglo IX, el matemdtico y astronomo musulman
Al-Jwarizmi? considerado como el precursor del dlgebra, realiza una investigacién acerca de los
nameros, sus métodos de cdlculo y formas de proceder algebraicamente para resolver ecuaciones
y sistemas de ecuaciones.

Un siglo después, el gran algebrista musulmdn Abu Kamil, fue el sucesor en los trabajos de
Al-Jwarizmi, los cuales fueron posteriormente implementados en los estudios en siglo XIII por
Fibonacci. El matemético Abul Wafa al Bujzani en este mismo siglo, realiz6 comentarios sobre
los avances de Diofanto y Al-Jwarizmi,pues gracias a ellos, ahora es conocida la Arithmetica de

Tomado de 1]
2Abu Abdallah Muhammad ibn Mers al-Jwarizmi fue un matematico, astrénomo y geégrafo persa musulman, que
vivié aproximadamente entre 780 y 850.
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Diofanto. Leonardo de Pisa (Fibonacci) en el afio 1202, en sus viajes al norte y Oriente de Africa
obtuvo los conocimientos de la numeraciéon indoarabigo, realiza una publicacion llamada "EI
tratado del Abaco". En el siglo XV, el matematico francés Nicolds Chuquet realiza la introduccién el
uso de los niimeros negativos en Europa occidental.

A Francois Viete se le asocia la introduccién de la notaciéon simbélica, la cual marcé el inicio de
una nueva etapa en las matematicas en la cual Descartes realiza una importante contribucién
al desarrollo de dicha notacién®. En este momento, el dlgebra es considerada en la ciencia de
los célculos y ecuaciones simbdlicas. Johann Widmann de Eger el matemdtico alemén inventa la
simbologia "+ "y " —" para expresar la suma y la resta, posteriormente Christoph Rudolff de origen
alemén en 1525 introdujo el simbolo de la raiz cuadrada. Este simbolo era una forma estilizada
de la letra "r" de radical o raiz. Afios después, Euler define la ciencia de las matematicas como la
teoria de los "cdlculos con cantidades de distintas clases”

Pasaron mas de 3.000 afios para llegar al proceso actual para solucionar la ecuacién ax+ b = c.

2.2. Qué es el lenguaje algebraico.

En lenguaje algebraico tiene sus origenes en la época de Al-khwarizmi, y estd conformado por
las letras del alfabeto y algunos vocablos griegos. La funcién principal del lenguaje algebraico
es formar un idioma que facilite el planteamiento de situaciones que permita la comprension y
solucién, ayudando también a generalizar las diferentes situaciones y operaciones que se ven en las
matemadticas y en la vida cotidiana; por ejemplo: si queremos adicionar dos niimeros distintos a y b
basta con decir a+ b; donde las letras a y b representan estos ntimeros de una forma generalizada®.

Para comprender el lenguaje algebraico es preciso tener en cuenta lo siguiente:

4 Las constantes generalmente estdn representadas por las primeras letras del alfabeto como
a,b,c,...etc.

4 Generalmente las letras x, y y z son utilizadas como las incégnitas o variables de la funcién o
expresion algebraica.

Con la ayuda del lenguaje algebraico se pueden manipular cantidades desconocidas con simbolos
faciles de escribir, lo que permite simplificar expresiones, formular ecuaciones e inecuaciones y
permite el estudio de cémo resolverlas.

A la ahora de traducir un problema en lenguaje algebraico se debe tener en cuenta que es
un lenguaje en el que s6lo se puede hablar de cantidades, operaciones y relaciones de estas
cantidades. °

2.3. Algunos tipos de problemas matematicos.

Existen diferentes tipos de problemas en las matematicas los cuales se pueden clasificar de la
siguiente manera:

Stomado de [1]
4Tomado de [9]
Stomado de [1]
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2.3.1. Ecuaciones basicas.

Estas son aquellas del tipo mds sencillo que hay en las matematicas; en estas se presentan los
nameros y las operaciones en la cual debes encontrar su respuesta. Por ejemplo, "3:4 = 12" es uno
de los enunciados numéricos en estas ecuaciones, al igual que "78(%) —-9,5=166". En este método
se procede de manera directa resolviendo las operaciones y damos la respuesta como tal.

2.3.2. Ecuaciones algebraicas

En éstas estdn relacionadas las variables y constantes por medio de operaciones y se requiere
de un algoritmo para la solucién de una parte de la respuesta en la ecuacion y, en su lugar, se
debe resolver una parte del problema, representados regularmente por variables. Un ejemplo
de ecuacién en un problema es "x +4 = 12", al igual que "2x? — 45z + 28 = y". Saber como
plantear y resolver ecuaciones algebraicas constituye las bases para la matematicas de mayor nivel,
incluyendo la trigonometria y el célculo.

2.3.3. Problemas en Palabras.

Son aquellos que permiten mostrar la aplicacién de las matemadticas en mundo real. Por ejemplo:
Juan vende manzanas en paquetes de tres. Si Camilo compra cuatro paquetes de manzanas.
;Cudntas reinen?. Otro ejemplo es el siguiente: Un bote de motor mantiene una velocidad de 27
mph (43,45 km/h) relativa al agua subiendo 20 millas (32,19 km) corriente arriba y regresando. El
tiempo total del viaje fue de 1,5 hrs. ;Cudl es la velocidad de la corriente?.

2.3.4. Problemas Graficos.

Son aquellos problemas representados por una o més graficas que representan una situacion los
cuales pueden ser interpretados con graficas de ecuaciones simples y algebraicas. Ejemplo:

A 3 Cudl de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

2 A). Larecta pasa por el origen.
B). La recta pasa por los puntos
11 1,0y@1,3).

C). La pendiente de la recta es
negativa.

D). La recta corta al eje x en el
-1 punto (-0.5, 0).

\]

2.3.5. Problemas en Formasy figuras.

Las formas y figuras pueden convertirse en problemas matemaéticos cuando se trata de calcular
sus dimensiones. Los problemas que involucran area, volumen, perimetro etc., son problemas de
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formas y figuras, este tipo de problemas generalmente se vinculan con el dlgebra pues se pueden
traducir a lenguaje algebraico, por ejemplo:
Si el lado del hexdgono regular de la figura es 10 cm, ; Cuanto vale el drea del poligono rojo?

Donde la incégnita se convierte en un problema de aplicacién de tipo geométrico o algebraico.®.

2.4. Como plantear un problema con ecuaciones

La resolucién de problemas matematicos recorre cuatro fases:
4 Comprender el problema.

4 Elaborar un plan para resolverlo.

¢ Ejecutar el plan.

4 Revisar y extender el trabajo realizado.

Cuando se conoce el lenguaje algebraico, una parte importante del proceso de resolucién de
un buen nimero de problemas consiste en traducir el enunciado del problema a ese lenguaje,
es decir, consiste en traducir el problema en ecuaciones. El problema que hay que resolver se
transforma entonces en el problema de resolver la ecuacién. Una vez resuelta la ecuacién falta
volver al problema planteado para verificar y comprobar el resultado obtenido, y revisar y extender
el trabajo realizado.

A continuacién se citaran algunos algebristas y la metodologia utilizada por los mismos para
planear y resolver ecuaciones algebraicas, alguna métodos importantes para poner un problema
en ecuaciones, y estudiaremos algunas clases de problemas también presentaremos algunos libros
y sus autores que nos ayudaran a entender los métodos de resoluciones de problemas.

2.4.1. Marco Aurel.

Matemadtico alemdn con fechas de nacimiento y muerte desconocidas. Su libro "Arithmetica
Algebratica" impreso en 1552 ocupa un lugar especial en la historia del 4lgebra y su ensefianza

6Tomado de [14]
“Libro primero de Marco Aurel, de Arithmetica Algebratica, en el cual se contiene el arte Mercantiuol, con otras
muchas Reglas del arte menor, y la Regla del Algebra, vulgarmente llamada Arte mayor, o Regla de la cosa de la época
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en Espafia, fue impreso en Valencia en casa de Joan de Mey, Flandro, en 1552, es el primer libro
impreso escrito en espafiol que trata el dlgebra.

Marco Aurel,en su libro utiliza los signos +y—,? para la raiz cuadrada y los términos y caracteres
cosicos"para las potencias de la incégnita. El texto se compone de tres partes y 24 capitulos. La
primera parte ocupa la aritmética préctica y en los capitulos X a XX estudia el dlgebra, hasta las
raices de los binomios. La segunda y tercera parte tratan de geometria y geometria practica.

Marco Aurel plantea un lenguaje donde se evidencia al uso de las variables segtin su exponente:

Denominacién del simbolo de Aurel | Simbolo actual
Diagrama o ntimero
Radix o cosa
Censo
Cubo
Censo de censo
Sursolidum o primo relativo
Censo y Cubo
Bissursoludum
Censo censo de censo

=
=

ol N O G R W N
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Donde expresa los términos o el lenguaje a utilizar a la hora de resolver un problema.

A este autor también se atribuye otra obra de desigual interés. Es uno de los numerosos manuales
de "cuentas" que, durante el siglo XVI se imprimieron en Espafa en relacién directa con los
principales centro de actividad mercantil y financiera.

2.4.2. Juan Perés de Moya (1613-1597).

Diez afios después de la publicacién del libro de Marco Aurel se edita el libro ala Arithmetica
Prdctica, y Speculativa del Bachiller de Juan Perés de Moya®. La importancia de este libro reside
con que es el primer Tratado de Mathematicas que retine aspectos de Arithmetica, Geometria,
Cosmografia, y filosofia natural®..

En el Libro Primero de esta obra, el autor quiere ayudar a sus lectores a superar el obstaculo de
la experiencia comiin en el estudio de las matematicas. Para ello utiliza una técnica didéctica,que
repite en otros capitulos la obra y consiste en dar dos concepciones de todo objeto matematico:
una concepcioén natural, intuitiva y espontdnea y otra concepcién mds formal y rigurosa.

El autor intenta hacer entender que la concepcién natural es la que todos normalmente
adquirimos a través de la experiencia comun, luego busca conducirles a construir otra concepcion
diferente observando esa misma realidad bajo el punto de vista matemadtico de modo abstracto,
segun razon solamente. Los objetos reales se transforman en objetos matemadticos y adquieren otra
dimension epistemolégica.

En primer lugar presenta los caracteres o dignidades: ntimero, cosa, censo,cubo, censo de censo,

8 Aritmeética, practica, y especulativa del bachillér Juan Perez de Moya,Don Placido Barco Lopez, 1798
9Tomado de [6]
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primer relato, etc. hasta un total de treinta. En la Tabla se expresan sus equivalencias con las
notaciones actuales:

Caracter cocico | Denominacion del simbolo de aurel | Simbolo actual

n Diagrama o numero x0

co Radix o cosa x!

ce Censo x°

cu Cubo x3

cce Censo de censo x*

R Sursolidum o primo relativo x°

cecu Censo y Cubo %

RR Bissursoludum x’

ccee Censo censo de censo x®

2.4.3. Leonhard Euler

Euler trabajé practicamente en todos los ambitos las matemadticas: geometria, célculo,
trigonometria, dlgebra, teoria de numeros, ademads de la fisica. Adicionalmente, hizo apuntes a
la l6gica matemadtica con su diagrama de conjuntos.

Ha sido uno de los matematicos mads prolificos de la historia. Su actividad de publicacién fue
incesante (un promedio de 800 paginas de articulos al afio en su época de mayor produccion, entre
1727y 1783). Se le considera el ser humano con mayor nimero de trabajos y articulos en cualquier
campo del saber, s6lo equiparable a Gauss.

Los aspectos generales a la solucién algebraica de problemas planteados por Euler'® fueron:

1.Cuando se tiene que resolver un problema, el nimero buscado se indica por una de las dltimas
letras del alfabeto. Después, se considera de qué manera, a partir de las condiciones dadas, se
puede formar una igualdad entre las dos cantidades, esta igualdad se presta por un tipo de formula
llamada ecuacién , que nos permite determinar el valor del nimero buscado y, por consiguiente
resolver el problema. En ocasiones, se deben encontrar varios niimeros que también se puedan
determinar por ecuaciones.

2. Resulta evidente que, en todos los problemas, es esencial considerar atentamente las
condiciones de la cuestién, para poder deducir una ecuaciéon en la que los niimeros desconocidos
se expresan con letras. Después de esto todo el arte consiste en resolver estas ecuaciones
determinando los valores de los ntimeros desconocidos'!.

2.4.4. Alexis Claude Clairaut

Clairaut naci6 en Paris en (1713 - 1765), fue considerado un nifio prodigio. A los doce afios escribi6é
un desarrollo sobre cuatro curvas geométricas, y llegd a alcanzar tal progreso en el tema (bajo

101,05 elementos del dlgebra en el el capitulo resolucién de problemas en general de la cuarta seccién de la primera
parte dedicada a los epigrafes 566-569
HTomado de [3]
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la tutela de su padre quien era profesor de matemadticas), que a la edad de 13 afos ley6 ante la
academia francesa un resumen de las propiedades de las cuatro curvas que habia descubierto. Tres
anos mas tarde, complet6 un tratado sobre curvas de doble curvatura, "Recherches sur les courbes a
double courbure", que la valié su admisién a la Academia de Ciencias Francesa tras su publicacion
en 1731, a pesar de que atin no contaba con la minima edad legal de 18 afios para ser admitido.

En 1741, Clairaut particip6 en una expedicion cuyo objetivo era medir la longitud de un meridiano
en la tierra, y a su regreso en 1743 publicé su trabajo "Théorie de la figure de la terre". Estas ideas se
basaban sobre un trabajo de Maclaurin, que habia demostrado que una masa de fluido homogéneo
en rotacion alrededor de un eje que pase por su baricentro tomaria, bajo la atraccién mutua de sus
particulas, la forma de un esferoide.

Ademads de sus contribuciones a la ciencia en general a las matemaéticas en particular, escribié
dos textos dedicados a la ensefianza que alcanzaron varias ediciones: Uno de ellos es "Elémens
d’algébre" y el otro de geometria "Elémens d ‘géométrie”. Donde resaltaba la importancia de la
solucién de problemas a través de la historia que dieron origen al dlgebra o analisis'?.

2.4.5. Sylvestre Francois Lacroix

Nacido en una familia modesta en Paris( 1765,1843 ), Lacroix se introdujo a las matematicas por el
Padre Joseph-Frangois Marie , profesor de la Universidad de las Cuatro Naciones, En 1782 ala edad
de 17 afios se convirti6 en un instructor de matemdticas en el cole Gardes de Marina en Rochefort,
Francia. Regres6 a Paris y enseii6 cursos de astronomia y matematicas en el Liceo. En 1787 fue
co-ganador del Gran Premio de los franceses Acadmie des Sciences de ese afio, pero nunca fue
galardonado con el premio. Cuando se abolié el Liceo, de nuevo se trasladé a las provincias. Sin
embargo, no ensefi6 la geometria descriptiva, debido a que los métodos de esta disciplina (doble
proyeccion, subir, bajar, planos tangentes) Se han celebrado como un secreto militar. Sin embargo
Lacroix sospecha la existencia de una disciplina a la solucién geométricas problemas en el espacio
geometria.

Se debe a Lacroix la expresion geometria analitica y 1a denominacién integracién por partes que
es uno de los mas conocidos método de integracion.

Miembro del Instituto, profesor del colegio de Francia, de la Facultad de Ciencias y de otras
muchas instituciones. Es uno de los sabios a quienes més debe la ensefianza de las matematicas
en Francia y ha dejado de casi todas las ramas de esta ciencia obras muy estimadas como: " EIl
ementos de geometria "3; "Elementos de aritmética"; Elementos de dlgebra; Tratado elemental
de trigonométrica rectilinea y esférica y de la aplicacion del &lgebra a la trigonométrica;
Tratado elemental de cédlculo de las probabilidades; Manual de agrimensura; Tratado del célculo

diferencial; Tratado de célculo integral.

De los E’lémens délgébre(5° edicién) mencionaremos en los pérrafos siguientes, un método de
propuesto por lacroix dedicado a la formacién de las ecuaciones asociadas a los problemas del
dlgebra: He aqui el precepto: Indicar, con la ayuda de los simbolos algebraicos, sobre las cantidades
conocidas, representadas por los ntimeros o letras, y sobre las incégnitas, representadas siempre por

12Tomado de [7]
13René Taton, « Laplace et Sylvestre-Francois Lacroix », Revue d’histoire des sciences et de leurs applications, vol. 6, no
4, 1953, p. 350-360.
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letras, los mismos razonamientos y las mismas operaciones que se deberian efectuar para comprobar
los valores de las incégnitas si ellas fuesen conocidas... Para ponerlos en practica es necesario, en
primera instancia determinara cuales son las operaciones que encierran el problema ya sea de forma
explicita o implicita; pero esto precisamente en lo que reside la dificultad de poner en la ecuacion un
problema propuesto.

2.4.6. Propuestade otros autores

José Mariano Vallejo y Ortega (1779-1846) nacié en Granaday es uno de los matematicos espafoles
mas importantes durante las primeras décadas del siglo XIX. Estudi6 en la Universidad de Granada,
aunque su formacién matemadtica fue autodidacta. En 1801 fue profesor sustituto de geometria
préctica en la Real Academia de San Fernando y colaboré en diversos trabajos técnicos por encargo
de dicha institucién. Al afio siguiente gané la cdtedra de matemética y fortificacién del Real
Seminario de Nobles de Madrid, puesto en el que desarroll6 la mayor parte de su obra cientifica'®.

Vallejo publicé Adiciones a la Geometria de D. Benito Bails (1806) en la que, sin estar todavia
familiarizado con la obra de los més destacados matemadticos del momento, desarrollé algunos
aspectos en una linea semejante a la de éstos. Su obra mds importante es "Memoria sobre la
curvatura de las lineas" (1807), una monografia original dedicada a las evolutas que concluye
con la siguiente afirmacién: De toda curva algebraica se puede obtener la expresiéon de su radio
de curvatura, y las evolutas de estas curvas serdn todas rectificables, es decir, se podré sefialar la

longitud de sus curvas por una férmula algebraica'®.

En su libro tratado elemental de las matemditicas ofrece las siguientes instrucciones sobre c6mo
plantear y resolver problemas:

1. El expresar las condiciones del problema en ecuaciones se llama plantear el problema; y para
conseguirlo no se pueden dar reglas que sean del todo independientes del talento del calculador;
no obstante las més generales son las que observa una rigurosa traduccién. Asi observando
las palabras del lenguaje comtn sumando, mds, con, junto, y , agregando, unido y todas sus
semejantes, conducen a escribir el signo +; las palabras restado de, quitado de, disminuido en,
menos, y sus semejantes, conducen al signo —; las palabras multiplicando, tantas veces mayor y
semejantes conducen al signo X;y las palabras dividido, partidoy todas sus semejantes conducen
al signo dividir; las palabras elevados a tal potencia, como cuadrado, cubo, y semejantes conducen
al elevar a potencias; las palabras de extraer a tal o raiz al signo radical; y finalmente las palabras
dé, componga, resultey todas sus equivalentes conducen a escribir el signo =.

2. Cuando después de planteado un problema se hallan tantas ecuaciones como incégnitas,
entonces la ecuacion es determinada ; cuando resultan menos ecuaciones que incognitas es
indeterminada; y cuando resultan mds ecuaciones que incégnitas se debe llamar mds que
determinada, pero en este caso la cuestion o es absurda, o es inttil alguna condicion de las que
se dieron, y por lo mismo no se considera esta clase de cuestiones.

14 Tomado de [7]
157056 Maria Gentil Baldrich, Nuevos datos sobre la vida y la obra de José Mariano Vallejo y Ortega (1779-1846), Llull:
Revista de la Sociedad Espafiola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas 22: 381-404, 1999.
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2.4.7. Colin Maclaurin y la solucion de problemas algebraicos de primer grado.

Colin MacLaurin (Kilmodan, febrero de 1698 - Edimburgo, 14 de junio de 1746) Matemadtico
escocés. Hijo de un ministro de parroquia en Argyll (Escocia), qued6 huérfano de padre a los seis
meses y huérfano de madre a los nueve afios de edad. A los once afios ingresé en la universidad de
Glasgow y se gradu6 a los catorce.

En 1725 Maclaurin fue recomendado por Isaac Newton para un puesto en la Universidad de
Edimburgo, donde pas6 el resto de su vida. Ocho afios después se cas6 con Ana Stewart, con
quien tuvo siete hijos. En 1742 publicé "Treatise of fluxions", donde introduce la llamada serie de
Maclaurin, que permite evaluar funciones.

También en 1742 hall6 la férmula que relaciona la velocidad de rotacién de una esfera
autogravitante con su achatamiento. Para deducirla consider6 el equilibrio hidrostatico entre dos
columnas de liquido, una polar y otra ecuatorial, que confluyen en el centro de la Tierra.

En 1748, p6stumamente, se publica el libro "Treatise of Algebra". En el cual utiliz6 determinantes
pararesolver ecuaciones de cuatro incognitas. Dos afios después este método fue popularizado por
Gabriel Cramer como Regla de Cramer. En ste libro ademdas Maclaurin propone diversas reglas para
la solucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita, y para lo cual propone lo siguiente'®

1. "Una ecuacién es una proposicién que afirma la igualdad de dos cantidades. Cominmente esto
se expresa escribiendo el signo igual (=) entre ellas"...

2. "Una ecuacién proporciona el valor de la cantidad cuando ésta se aisla en uno de los miembros
de la ecuacion. Este valor es conocido cuando todas las cantidades que estan en el otro miembro
son conocidas"...

3. "Si solo hay una incégnita en una ecuaciéon dada y s6lo una dimensién de ella, entonces su valor
siempre se puede encontrar mediante las reglas siguientes:"

ReglaI: Cualquier cantidad se puede trasponer de un miembro de la ecuacién al otro, cambidndole
el signo... Esto es cierto en virtud de que cuando de cantidades iguales se quitan cantidades iguales
los restos también son iguales. por ejemplo:

x—a=>b
x—a+a=b+a
x=b+a

Regla II: "Se puede quitar cualquier cantidad que multiplique a las incégnitas si se divide por dicha
cantidad todas las demds cantidades de los dos miembros de la ecuacion. Es decir: dividir los dos
miembros de la ecuacién por la misma cantidad; y cuando se dividen cantidades iguales por la
misma cantidad, los cocientes también son iguales". Por ejemplo:

Sy

ax =

X =

Q=

16Tomado de [4]
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Regla III: Si la incognita esta dividida por cualquier cantidad, dicha cantidad se puede quitar si se
multiplica por ella todos los otros términos de la ecuacién. Por ejemplo:

Z-p
a
b
xX=—
a

Por esta regla, una ecuacion, algunos cuyos términos son fraccionarios, se puede reducir a otra
ecuaciéon que se expresara con numeros enteros. Si en la ecuacién hay mas de una fraccién,
reduciéndolas a comtn denominador se pueden simplificar los calculos.

ReglaIV: "Si el término de la ecuacién que contiene la incégnita es un radical, entonces la ecuacién
se puede reducir a otra sin radicales aislando primero en un miembro el término que contiene
el radical; después se elimina el signo radical y se eleva el otro miembro al indice del radical". A
manera de ilustracion:

Vita=b
(V(x+a)° = (b)°
x+a=b°

Regla V: Si el miembro de la ecuacién que contiene la incégnita es un cuadrado, cubo u otra
potencia, entonces, extrayendo la raiz cuadrada, cubica, etc., de ambos miembros de la ecuacion.
ésta se reduce a otra de menor grado:

x*=b
xa= b
En el caso de la raiz par
x=+Vb

O bien
x=vVb y x=-Vb

Regla VI: "Una proposicion se puede transformar en una ecuacion, igualando el producto de los
términos extremos al producto de los términos medios; o, de otro modo, uno cualquiera de los
extremos es igual al producto de los medios dividido por el otro extremo".

x b
a c¢
cx=Dba

Regla VII: "Si cualquier cantidad se encuentra en los dos miembros de una ecuacién, precedida de
los mismos signos, entonces se puede eliminar de ambos. Si todos los términos de una ecuacién
estdn multiplicados o divididos por la misma cantidad, entonces ésta se puede borrar de todos
ellos". Es evidente que esta regla es un caso particular de la Regla I:

x+b=c+b
X=cC

Regla VIII: 677. En lugar de cualquier cantidad de una ecuacién se puede sustituir otra igual que
ella.
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X+ y=c+bcon y=bentonces

X+b=c+b

X=cC

2.4.8. Geoger Polya (1887-1985)

George Polya nacié en Hungria en 1887. Obtiene el doctorado en la Universidad de Budapest y
en la disertacién para obtener el grado aborda temas de Probabilidad. Fue maestro en el Instituto
Tecnolégico Federalen Zurich, Suiza. Durante su larga vida, académica y profesional recibié nume-
rosos premios y galardones por su excepcional trabajo sobre la ensefianza de las matemadticasy su
importantisima obra investigativa. Los aportes de Pdlya incluyen més de 250 documentos mate-
maticos y tres libros que promueven un acercamiento al conocimiento y desarrollo de estrategias
en la solucién de problemas. Su famoso libro "Cémo plantear y resolver problemas™" que se ha
traducido a 15 idiomas, introduce su método de cuatro pasos junto con la Heuristica y estrategias
especificas ttiles en la solucién de problemas.

En sus estudios, estuvo interesado en el proceso del descubrimiento, o cémo es que se derivan
los resultados matematicos. Advirtié que para entender una teoria, se debe conocer cémo fue des-
cubierta. Por ello, su ensefianza enfatizaba en el proceso de descubrimiento atin més que simple-
mente desarrollar ejercicios apropiados. Para involucrar a sus estudiantes en la soluciéon de pro-
blemas, generaliz6 su método en los siguientes cuatro pasos:

1. Entender el problema.

2. Configurar un plan.

3. Ejecutar el plan.

4. Mirar hacia atr4s.

Paso 1: Entender el Problema.

;Puede replantear el problema en sus propias palabras?

;Distingue cudles son los datos?

;Sabe a qué quiere llegar?

;Hay suficiente informacion?

;Hay informacién extrafia?

;Es este problema similar a algiin otro que haya resuelto antes?

Paso 2: Configurar un plan.

Se pueden usar las siguientes estrategias:

4 Ensayo y Error (Conjeturar y probar la conjetura).

17Cémo plantear y resolver problemas es un libro del matematico htingaro George Pélya, que describe métodos
para resolver problemas y elaborar pequefias demostraciones. Este libro fue publicado en 1945 en la Universidad de
Princeton.
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¢ Usar una variable.

¢ Buscar un Patron.

4 Hacer una lista.

4 Resolver un problema similar més simple.
4 Hacer una figura o diagrama.

¢ Usar razonamiento directo.

4 Usar razonamiento indirecto.

¢ Usar propiedades de los ntimeros.
4 Trabajar hacia atréds (Devolverse).
¢ Usar casos.

4 Plantear y Resolver una ecuacion.
4 Buscar una férmula.

4 Usar un modelo.

¢ Usar anélisis dimensional.

¢ Usar coordenadas.

¢ Usar simetrias.

Paso 3: Ejecutar el Plan.

Al ejecutar tu plan de la solucién, comprueba cada uno de los pasos.
;Puedes ver claramente que el paso es correcto? ;Puedes demostrarlo?.

Al implementar estrategias que se ha escogido para solucionar el problema, puede suceder que
la misma accién le sugiera tomar un nuevo curso. Es necesario tomar tiempo razonable para darle
solucién al problema. Si a la hora de solucionar el problema no ha obtenido éxito, solicite una opi-
nién o sugerencia entorno a este, puede dejarlo de lado por un momento para redireccionar sus
ideas. Muchas veces es necesario volver a empezar, no desista. Es muy comun que iniciar de nuevo
o implementar nuevas estrategias conduzcan al resultado esperado.

Paso 4: Mirar hacia atras.

;Puedes comprobar el resultado? ;Puedes comprobar el razonamiento? ;Puedes demostrar el re-
sultado de forma diferente, por ejemplo, a la inversa? ;Puedes verlo de un golpe?
;Puedes usar el resultado, o el método, en algtn otro problema?

Tener una buena idea para resolver un problema, nos dice Polya, es dificil cuando se tiene poco
conocimiento y experiencia en la materia, ya que éstas se basan en experiencias pasadas y cono-
cimiento ya adquirido. Pero la buena memoria no es suficiente para obtener una buena idea, hay
que recordar elementos claves como lo son problemas similares ya resueltos e intentar significar
los conceptos de la quimica orgénica y, de preferencia resolver los problemas modelo por varios
métodos'®.

2.4.9. Miguel de Guzman (1963-2004)

Nace en Cartagena (Murcia) el dia 12 de Enero de 1936. Muere en Madrid el dia 14 de Abril de
2004. Matematico, escritor, miembro de la Real Academia Espafiola. Ingresé6 como agregado de la
cétedra de Andlisis Matematico en la Universidad Auténoma de Madrid hasta el afio 1982 cuando

8 Tomado de [14]
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alcanz6 la cédtedra de la misma donde permanecié dos afios més. Es nombrado miembro de la
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales en 1983 y su discurso de recepcién se titulé
Impactos del andlisis armoénico. De 1991 a 1998 fue presidente del ICMI, Comisién Internacional
de Instruccién Matemética. La mayor parte de su carrera docente transcurre en la Universidad
Complutense de Madrid, como catedrdtico de universidad. Miguel de Guzmén posee en su honor
un aula homénima dedicada a las matemadticas en dicha universidad.

Miguel de Guzmadn plantea lo siguientes cuatro pasos:

1. Familiarizacién con el problema.

2. Busqueda de estrategias.

3. Llevar adelante la estrategia.

4. Revisar el proceso y sacar consecuencias de élI.

Al comienzo, en la familiarizacién, debemos actuar sin prisa, pausadamente y con tranquilidad.
Hay que tener una idea clara de los elementos que intervienen: datos, relaciones e incognitas. Se
trata de entender.

Una vez que se ha entendido el problema pasamos a buscar estrategias que nos permiten
resolverlo. Apuntamos las ideas que nos surgen relacionadas con el problema.

Tras acumular varias estrategias llevamos a cabo la estrategia escogida, con confianza y sin prisa.
Si no acertamos con el camino correcto volvemos a la fase anterior y reiniciamos el trabajo.

Al llegar a la solucién queda la fase méas importante, revisiéon del proceso y extraer consecuencias
de él. Debemos reflexionar sobre el camino seguido, si podemos extender estas ideas a otras
situaciones.

En el siguiente capitulo haremos un recorrido a través de la historia por los distintos tipos de
problemas y métodos que existen para solucionarlos!?..

9Tomado de [13]
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CAPITULO 3

PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION DE PROBLEMAS ALGEBRAICOS.

3.1. Estrategia para solucionar problemas

La solucién de un problema de tipo matemadtico puede ser muy complicado si no se utiliza
un método adecuado para ello, pues algunos problemas incluyen muchos datos o a algunos
problemas aparentemente les falta informacién que facilite su solucién. Por tanto, se requiere de
un plan o estrategia que facilite su solucién. Los siguientes pasos permiten comprender mejor un
problema, y disefiar una solucién eficiente para resolverlo 9.

1. Escribir el problema: Escribir el problema ayudard a que podamos comprenderlo maés
rdpidamente e independientemente de lo que trate el problema. Muy pocas personas tiene la
capacidad de comprender y solucionar un problema mentalmente.

2. Trasladar el problema a lenguaje algebraico: Este paso es uno de los mas importantes a la hora
de resolver un problema, pues consiste en trasformar el enunciado del problema en un lenguaje
que facilita su solucidén, pues, permite plantearlo de modo que sea posible hacer las operaciones
debidas para obtener dicha solucién.

3. Determinar si se trata de un problema de dlgebra o geometria: En las matemadticas la mayoria
de problemas se reducen a dos categorias; dlgebra o geometria, es necesario identificar el tipo de
problema para poder saber que aplicar a la hora de solucionarlos.

4. Buscar recursos para su solucionar el problema: Es recomendable buscar fuentes de
informacién para obtener herramientas que faciliten la solucién de un problema como formulas,
teoremas, etc. dependiendo la dificultad del problema.

5. Simplificar cuando se pueda: En los problemas con ecuaciones es muy comun ver problemas
que se vuelven muy complicados y al simplificar, o factorizar, el problema se torna mucho mas
facil.

9 Aparicio Pedrerio,].J(2002): Ecuaciones lineales y anillos Conmutativos".Extracta Mathematicae .Vol.17,Num.2,247-
257.
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6. Resuelve mentalmente lo que sea posible: Siempre es mejor que lo escriba, pero para algunos
problemas, esto no es factible. Es por eso que se debe aprender a resolver problemas bésicos
mentalmente. A la hora de solucionar un problema debemos tener en cuenta cuatro fases
fundamentales pararesolverlo: comprender el problema, elaborar un plan para resolverlo, ejecutar
el plan y, finalmente, revisar y extender el trabajo realizado. Ademds es también necesario conocer
el lenguaje algebraico, pues es una parte importante a la hora de solucionar problemas ya que
facilita su comprensién , es decir poner el enunciado del problema en ecuaciones para facilitar su
comprension.

Después que el problema se transforma en una ecuacién sigue el proceso légico matematico, de
argumentacion y si éste es correcto basta con corroborar el resultado en el enunciado del problema
para ver si cumple con la condicién planteada.

3.2. Métodos para solucionar problemas con ecuaciones a través de la
historia

3.2.1. Lamatematica en la cultura Egipcia:

En documentos encontrados referentes a la época, como el papiro del Rhind y el papiro de

Mosct, entre otros, es posible afirmar que la cultura egipcia logré grandes avances en dlgebra

y geometria. Esta cultura dominaba la suma, la resta,la division y la multiplicacién. Ademés, los

nameros racionales los expresaban como sumas de fracciones unitarias, teniendo la unidad como
2.3

numerador 1, excepto para 5y .

A pesar que la suma funcionaba correctamente, su sistema de numeracién tenia algunas
dificultades aritméticas entre las que destaca, que no era muy préctico a la hora de multiplicar, sin
embargo a pesar de esto consiguieron que la aritmética fuese uno de sus fuertes. La multiplicacién
se realizaba a partir de duplicaciones y sumas, y en la divisién utilizaban la multiplicacién a la
inversa.

En el papiro del Rhind se encuentran resueltos 85 problemas, en los cuales algunos estdn
modelados por medio de ecuaciones lineales de la forma:

1
x+—x=b
a

Fueron solucionadas usando el método! de Regula falsi o falsa posicién, la cual consiste en
partir de una solucién aparentemente verdadera inicial y corregirla de acuerdo a los resultados
obtenidos. Este método de solucién es muy similar al que hoy conoce como el método de ensayo
y erTor.

Ejemplo: Una cantidad mads su séptima parte es igual 19 ; Cudl es la cantidad?

Daremos solucién al problema utilizando el método egipcio para solucionar el problema
X
planteado. Si nombramos con x la cantidad buscada, podremos plantear la ecuaciéon: x + - = 19.

Si suponemos que una solucién es x; =7 entonces

7
7+-=8
7

1Tomado de [7]
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Podemos ver que no es el resultado que buscamos, entonces tomamos x, = 8 y buscamos un k
de modo que k, = b, teniendo en cuenta que k es el factor de correccién que relaciona a 19 y 8.
entonces % = kpues x2 =8y b =19. Implementando el método egipcio de la divisién tenemos que;

19 1 1
—=2+—-4-
8 4 8
Por lo tanto la solucién es x = kj ya que
19
x=—-7
8
1

1 1
xX=16+—-+—
2 8

( Papiro de Rhind. problema 24.documento del siglo XIX a. C.)

3.2.2. Lamatematica en la Cultura china:

Aunque se tiene poca informacion sobre la matematica de la cultura China, es conocido el 4baco
como una buena herramienta para el célculo en las matemadticas, los cuadrados maégicos, y el
tangram entre otros aspectos didacticos de la matemadtica. También se resalta el manejo de los
ndmeros negativos para dar solucion a sistemas de ecuaciones y el Teorema Chino del Residuo.

La cultura china maneja métodos sistemdticos y generales para la solucionar sistemas de
ecuaciones lineales con tres incégnitas,que se asemeja al método de eliminacién '° utilizado en las
matematicas modernas. En el manuscrito chino de los nueve capitulos se hace una explicaciéon de
este método generalizado( ninguno de los pasos depende propiedades particulares de los niimeros
involucrados).

Ejemplo: Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones:

S5x+y=3
xX+5y=2

Este método de la cultura china se emplea disponiendo en una columna los coeficientes de la
primera ecuacién daday en otra columna al lado izquierdo los de la segunda ecuacién:

1 5

5 1

2 3

Multiplicando la columna de la izquierda por 5 entonces tendremos:

10g] objetivo de este método es obtener dos ecuaciones cuya suma sea una ecuacién con una sola variable
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Restando a la columna de la izquierda la columna de la derecha:

Entonces
24y =7
S5x+y=3

7
Donde y = 21 y sustituyendo en la segunda ecuacién tendremos

7
X+5—=2
24

xX=2-—
24

13

24

Luego la capacidad del recipiente grande es de % y del recipiente pequetio es %.

X

(El Manuscrito chino de los nueve capitulos.Capitulo 3. Entre los siglos Iy I a.C.)

3.2.3. Lamatemadtica en la cultura Mesopotdmica:

Los matematicos babil6nicos desarrollaron una matemaética avanzada en el dlgebra y la geometria.
Lograron una aproximaciéon al ntimero v2 de cinco posiciones decimales, clasificaron los
numeros, las matemdticas babilénicas usaban un sistema de numeracién de base sesenta
(sexagesimal). 2"También se deriva la divisién de un minuto en 60 segundos y de una hora en 60
minutos, asi como la de un circulo en 360 (60 x 6) grados y las subdivisiones sexagesimales de esta
unidad de medida de d4ngulos en minutos y segundos".

Los babilonicos lograron resolver ecuaciones cuadréticas del tipo x? + bx+c¢ = 0, con b,c € N.
Los problemas que se modelan® con ecuaciones de este tipo, se enunciaban de la siguiente
manera: ¢gonocidos la suma y el producto de dos nameros, encontrar estos", o "dados el drea y
el semiperimetro de un rectangulo, encontrar sus lados". En la notacién moderna sus desarrollos
babilénico de estos problemas es:

Six+y=a 1) ,vy xy=b (2).

Para resolver este tipo de problemas procedian como sigue;

Seconsiderax=%+2z (3) Y y=

> -z (4).

NI

Se realiza una sustitucién en las ecuaciones (3) y (4) en la ecuacion (2) y tenemos:

2Aaboe, Asger (1998). Episodes from the Early History of Mathematics. New York: Random House. pp. 30-31.
3Tomado de [8]
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(g+z)(g—z) 3

Si despejamos z se tiene;
a2
z=\/= —b
2
Ahora reemplazamos z en las ecuaciones (3) y (4) se obtiene la expresidon que se conoce como la
férmula cuadratica;

NI
I
NI

)
I
ISy

2
x=5+\/5-b y y=
. , 7 1
Ejemplo: Encontrar dos ntimeros de modo que al sumarlos sea 5 y su producto 3
Solucién: Sean x e y los nlimeros buscados.

7
Partimos suponiendo la mitad de la suma, de modo que x = B y  x=—
Esta suposicion es verdadera pues

vayel

6
707 7
1212 6

Pero no se cumple para el producto pedido.

Luego se procede multiplicando los dos valores iniciales entre si y restando el valor buscado

7 7.1 49 1 1

21273714 3 14

Procedemos a sacarle raiz cuadrada el valor encontrado para luego sumarlo a x y restarlo a y de
esta forma

() -5 =1
xX-y 3—

I 1
144 12
7 1 71
T Y YT Tn
Entonces x = = y yzé

3.2.4. Lamatemadtica en la cultura Griega.

Los griegos le dieron un punto de vista caracteristico a las matemadticas de la época gracias a los
aportes de Thales de Mileto, Pitag6ras y su escuela, Euclides, Arquimedes y Diofanto de Alejandria,
entre otros. '!"Tales de Mileto se le atribuye el uso de la geometria para plantear y resolver
problemas tales como el cédlculo de la altura de las pirdmides y la distancia de los barcos desde
la orilla". A Pitagoras es atribuida la primera demostracién del teorema el cual lleva su nombre. "!2
Los elementos incluye una demostracion de que la raiz cuadrada de dos es un ntimero irracional y
otra sobre la infinitud de los niimeros primos. La Criba de Eratéstenes (hacia 230 a. C.) fue usada

1 Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, Saunders, 1990, ISBN 0-03-029558-0
120’Connor, J.J. and Robertson, E.E (febrero de 1996). «A history of calculus». University of St Andrews.
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para el descubrimiento de nimeros primos".

Los griegos resolvieron ecuaciones de la forma x? = n donde 7 € N esta solucién consiste en hallar
la raiz cuadrada de un nimero. Para solucionar este tipo ecuaciones, se procede utilizando el
método de soluciéon de Herén y el método de Euclides.

* E1Método de Her6n:(Alejandria 120 aC - 50 aC)

Es el métodos* mds antiguo en las matematicas para resolver ecuaciones y consiste en optimizar
la aproximacion a /7 de la siguiente manera:

Si x; es una aproximacién con parte entera de y/n, teniendo en cuenta que:
Xp<vn<xe+l1
Se escoge xx < p < xp+1, Y, pXi =n.

P 2 . . sy X+ . 2
Herén logré demostrar que la media aritmética ’“2 P es una aproximacién mas cercana a la /n.
este proceso de la media aritmética se repite varias veces para obtener una media aritmética mas

aproximada a /7.

Xp+p xk% l(x +n)
X = = = — -
k+1 2 2 2 k i

Ejemplo: Hallar v/2 utilizando el método de Herén.

1 n
Tomamos como xp = 1 luego se reemplaza en ecuacion general 3 (xx + x_)
k
1 2
X=X+ —)
2 Xo
X —1(1+2)—3—15
T T2
13 213 4 17
Xo=—-(z+37)==(c+2)=—=1,414221...
22 3 22 3 12

_llr,2 117 24 577
2712 17772712 17" 408

12

X3 =1,41421345...

o LT, 2 1577 816
YT 2408 577 2408 577

408

A medida que Seguimos haciendo este proceso tendremos una mejor aproximacion a la raiz
buscada.

4Tomado de [9]
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o EL Método Geométrico de Euclides para Hallar la /n con n € N:

Este método® se encuentra en el libro "Los Elementos de Euclides" en la proposicién 13 del libro VI
yy se procede de la siguiente manera:

1. Se construye un segmento AB de modo que [(AB) = n.

2. Luego se procede a extender el segmento AB desde el punto B a un punto C de tal manera que
I(BC)=1.

3. Posteriormente se biseca el segmento AC con punto medio M.

A M B C

4. Se construye un semicirculo con centroen My r = [(AM).

5. Se construye una perpendicular al segmento AC desde el punto B. al punto de interseccién de
la perpendicular a la semicircunferencia se nombra como E.

5Tomado de 9]
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6. Como tltimo paso se trazan los segmentos de recta AE y EC.

E

En el cual la longitud del segmento BE es la v/ buscada.
Ejemplo: Hallar por el método de Euclides la raiz cuadrada de de 9, (v/9).

Primero trazamos un segmento de 9 unidades y le adicionamos una unidad.

A B (o}

-« 9 }<—l—>

Luego procedemos a trazar un arco hallando el punto medio del segmento

AC

, €l cual llamamos M, que en este caso es 4,5
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Posteriormente trazamos los segmentos
AE
y —
CE
, teniendo como resultado que el segmento
BE

tiene como medida 3 unidades.

Luego v9=3

¢ Uso de la geometria para la Solucién de Ecuaciones de x> — bx + c donde b,c e N
Para solucionar este tipo de ecuaciones de forma geométrica, se realizan los tres primeros pasos
escritos anteriormente en el método® de Euclides para hallar la v/7 de un ntimero y después se

procede asi:

1. Se traza una circunferencia con centro en M y de radio [(AM).

2. Luego se traza una perpendicular al segmento AC en el punto B y se nombra al punto E a la
interseccion con la circunferencia.

6Tomado de [10]
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E
3. Se extiende el segmento AC indefinidamente, en este tomamos una longitud indefinida CF y FG
donde I(FG) = b, luego bisecar al segmento FG donde su punto medio se llamara H.

s
]

E
A /;\ L C |
4. Construimos una circunferencia con centro en H y radio [(FH), luego se construye una

perpendicular al segmento BE por el punto E y que intercepte la circunferencia de radio I(F H)y se
nombra I al punto de interseccién, luego se construye el triangulo AFGI.

E I
. ﬁ C /;\\’
5. Se construye un segmento IJ que es paralelo el segmento BE y que sea perpendicular al
segmento FG.
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Observando esta figura de forma analitica podemos ver que /(FG) es unaraiz, también se tiene que
si ¢ = x1(b— x1) se puede ver que

cle(b—xl)—>x%—x1b+c:0

De la misma forma se comprueba que x» = [(JG), también es solucién de la ecuacién, teniendo en
cuenta que I[(AB) = L(JG).

eMétodo Griego de Aplicacién de 4reas para la Solucién de Ecuaciones de la Forma x> + bx + c,
donde byceN

Este método’ tiene una representacién geométrica la cual se expresa construyendo sobre un
segmento de recta a, un rectangulo con altura x, de modo que el drea del rectdngulo exceda al
cuadrado de lado x. En el primer caso tenemos ax — x> = b%, con a > 2b como se ilustra en la
siguiente figura:

\]

“—>

«— X
Y el segundo caso el cual es ax — x> = b?, con los segmentos a < 2b como ilustra la figura
X

«— 00— >

A

-

Con este método grafico los griegos lograron darle solucién a ecuaciones cuadraticas por el método
de aplicacién de areas, a continuacién veremos como hacian:

En nuestra notacién actual, la ecuacion ax - x? - b?, los griegos la resolvian de la siguiente manera:

"Tomado de [10]
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Determinamos un segmento de recta AB, con una longitud de a (AB = a), se construye un
rectdngulo ABMK el cual tiene drea de ax. Luego en el rectdngulo construido ABMK, se fija un
cuadrado DBM H de lado x y de este modo obtenemos un nuevo rectdngulo ADHK el cual tiene
drea ax — x° el cual es igual al cuadrado de lado b, como podemos ver en la figura:

A< a >
D

— YD w

Ahora fijamos en el rectdngulo inicial ABMK, un cuadrado de lado £ el cual llamamos CBFE el
cual tiene un drea de (£)?, de donde se deduce que excede el drea del ax — x* = b* del rectdngulo
ADHK, el cuadrado LHGE de lado § — x.

A< a

\i

s ———>
@)
i

«— w—> W

Es decir que:
2 _2=H2_ 2
(2 ) (2) X

La cual nos permite solucionar ax — x> = b?, de este modo:

xX= ﬁ — (Z)z _ bz
2 2
Del mismo modo en nuestra notacién actual, la ecuacién ax + x> = b?, los griegos la resolvian de
la siguiente manera: Determinamos un segmento de recta AB, con una longitud de a (AB = a),
se construye un rectdngulo ABMK el cual tiene 4rea de ax. Luego se construye en el rectingulo
ABMK, un rectangulo de lado ax+ x?, el cual excede al 4rea del rectdangulo ABHK en un cuadrado
que tiene 4rea x?, el cual es igual al cuadrado de lado b, es decir ax + x* = b?, como podemos

observar en la siguiente figura:
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A< a >»Be— X5 C

T

X

l

D5

E G
— () ———>

B

Si completamos la figura con el cuadrado LHGE de lado £ y el lado rectdngulo HMFC que tiene
lado X'y %, entonces tenemos que el area del cuadrado CDFE es
)+ 2+ ax
2

Donde el segmento CD es

Es decir que

Ejemplo: Solucionar la ecuacion cuadratica
x*+24 =10x
Solucién:

1.Realizamos un cuadrado de lado x unidades acompafiado de un rectdngulo con 24 unidades
de drea, de modo que, sus lados midan 10 unidades y x unidades, de esta forma:

=—>

2. Ahora trazamos un segmento el cual divida en dos el drea del rectdngulo 10x. Del cual obtenemos
dos casos, el primero, donde x < 5 (la mitad del segmento de 10 unidades) y el segundo caso que
X >5.

3. Ahora analizaremos el caso para x < 5 : para encontrar el valor de x , completamos un cuadrado
de lado 5 el cual incluye al cuadrado de lado x, como podemos ver a continuacion:
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C=24-a

a 517 5 >

«— 5 —>

La figura esta formada por dos rectangulos de drea a y por dos cuadrados, uno tiene 4rea x? y el
otro tiene drea (5 — x). Si sumamos (5 — x) con el rectdngulo de area C = 24, tenemos que (5—x) +24
es igual al cuadrado de lado 5 pues:

¥’+a=24-a

x*+a+a=24[1]
Pero el 4rea del cuadrado de lado 5 es.
¥’ +a+a+(5-x)?* =52
Si reemplazamos la ecuacion [1] en la ecuacién [2] obtenemos:
24+ (5-x)% =5
(5-x)%=25-24
G-x)?%=1
G-x)6-x)=1

Luego x = 4.

Ahora analizaremos el caso cuando x > 5, podemos ver que el cuadrado de lado x se incluye en
el cuadrado de lado 5, de esta manera:

24+y=5

25 a

El cuadrado de lado x lo forman dos rectdngulos de 4rea a y otros dos cuadrados, de areas 25y
(x—5)?, entonces

¥-a=24+a

xz—a—a:24[1]
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Luego el 4rea del cuadrado de lado 5 es
x*—a-a+(x—5)?%=5%2]
Si reemplazamos la ecuacion [1] en la ecuacién [2] obtenemos:
24+ (x-5)* =5°
(x—5)* =25-24
(x-5°%=1
(x-5)(x-5=1

Luego x = 6.

3.2.5. La Cultura Arabe.

Los édrabes a través de la historia hicieron un estudio de las matemadticas griegas y de los avances
astron6micos de la cultura hindq, los cuales fueron considerados los herederos de las matemaéticas
Griegas. La matemadtica hindu parte principalmente de los avances de la cultura griega en las dreas
de geometria y aritmética anteriormente mencionada en este capitulo.

Método geométrico para ecuaciones de la forma x> + bx + c,donde by ce N

El matematico de origen ardbico Tabit Ben Qurra® manejé un método® para solucionar este tipo
de ecuaciones a través de figuras geométricas como lo son cuadrados y rectdngulos por medio de
la formacién de dreas y volimenes. Plante6 tres tipos el primero es un cuadrado de lado x y area
x2, el segundo es un rectdngulo de lado x y lado 1 el cual equivale a tener un rectangulo de 4rea
x-1=xyel tercero un cuadrado de lado 1 el cual tiene como 4rea 1 representando la unidad.

x| 42 x IQ

X 1

El siguiente ejemplo ilustrara el método.
Ejemplo: Solucionar por el método geométrico arabe, la ecuacién x? +5x +6 = 0.

Para solucionar esta ecuacién primero la representamos en términos de figuras geométricas
anteriormente mencionadas donde x? esta representado por un cuadrado de lado x, 5x esta
representado por rectdngulos de lados x y 1, por ultimo el 6 estara representado por 6 cuadrados
delado 1.

8Thabit ibn Qurra ibn Marwan al—Sabi al-Harrani (8261 Harrén, actual Turquia - 901, Bagdad) . Destacé en su época
como un gran astrénomo y matemadtico. Resulta sorprendente su gran conocimiento de idiomas, habilidad que le facilité
viajar muy a menudo por la mayoria de los paises del Islam.

9Tomado de [11]
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Luego se arma un rectangulo con las figuras con el fin de representar las sumas de las 4reas de las
figuras como un producto.

(x+3)

(x+2)

Las dimensiones del rectdngulo formado son de (x + 2) y (x + 3), lo cual nos lleva a encontrar las
raices de la ecuacién cuadrdtica, las cuales son x=—-2y x =3.

Hoy en dia estos rectangulos y cuadrados son conocidos como "Bloques de Dienes"y son utilizados
hoy en dia como material did4ctico.

*Método de la doble falsa posicién para ecuaciones de la forma: ax+b=c

La civilizacién arabe fue la que tuvo mayor desarrollo en este método'° de la falsa posicién en
donde podemos resaltar la obra del matematico 4rabe de Muhammad Ibn Al banna Al-Marrakushi
(1256-1321), pues describe este método como regla de los platillos de la balanza". Este método
funciona de la siguiente manera:

1. Tenemos la ecuacién: ax+ b=—c

2. Consideramos dos valores m, n cualquiera para la incégnita.

am+b=p
an+b=gq

3. Calculamos los errores que corresponden a los valores dados

p-c=d

10Tomado de [10]
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q-c=d

4. Se halla en funcién valores dados inicialmente y sus errores encontrados, el valor de la incégnita:

_ dl n-— dz m
 dy—dy
5.Lo representamos en este diagrama
dg dl
n m

5
Ejemplo: Resolver por medio de regula falsi el segundo ejercicio 2x + gx =33

Si Tomemos como primer valor falso igual m = 3 y se reemplaza en la ecuacién obteniendo como
resultado 11 # 33. Del cual se obtiene calculando el primer error d; = 11 — 33 = —22.

Luego se toma como segundo valor n = 6 y se reemplaza en la ecuacién obteniendo como resultado
22 # 33 y calculamos en segundo error dp =22 -33 = —11.

Posteriormente se aplica la regla de las escalas.

Reemplazamos los valores encontrados en la formula para encontrar x.

_6(-22)-3(-11) _
22— (-11)
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3.3. Solucién de ecuaciones cuadraticas por iteraciones

Dado un cuadrado de lado s, se quiere hallar la medida de la diagonal'! d de dicho cuadrado.

Para ello se construye un nuevo cuadrado cuyo lado sea d, como se muestra en la figura, entonces
d? =2s*

d=2s

Ahora llamamos x = v/2, entonces x> —2 =0

9 3
Por otro lado, como 2 < 7 podemos obtener que v/2 < > conservando su desigualdad.

34 4
sabemos que T 2, ahora si (v/2)(v/2) = 2, entonces 3< V2;

4 3
partiendo de los resultados anteriores y por propiedad de la transitividad obtenemos,g <V2< 5

4 3
A través del promedio podemos deducir la segunda aproximacién a 3 <V2< X

4 3
373 17
La segunda aproximacién a v2 es: 3 5 2| = T
289 17
Ahora, 2<=— ,asique V2<—,
144 12
17\ (24 24
y puesto que (—) . (—) =2,y, V2-v/2=2 entonces — <V2;
12 17 17
24 17
asi —<V2<—
a7 12

UTomado de [15]
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24 17
7712 | 577
Luego la tercera aproximacién a /2 es: 172—12 = 208 ~1,414216...
Notese que
. 3
72
3 N 2
23
17 2
Xp=—= 2
12 2
17 N 2
12 17
577 12
X3=——=
408 2
w2
X
Xp+1 = ) -
esdecir, x,.1=F(x,),n=1,23,...
siendo
5]
X+ —
Flx)= —>

Dado k> 0,x? -k =0, generalizala ecuacién x*>-2=0.

Luegosi x; eslaprimeraaproximaciéna vk, ycomo vVk-Vk=k,

k
, — | =k.
Y X1(x1)
. k )
Por lo tanto, si \/E<x1, entonces \/%> x—; y asi
1
k
— <Vk<x
X1

Luego, la segunda aproximacién a vk es

X1+ —
Xo =
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6 bien, x,4+1=F(x,) ,n=1,2,3,...

X+ —
x

siendo F(x) = el iterador.

Extendiendo este procedimiento a la ecuacién general ax?+bx+c=0 ;a#0.

c
En primer lugar, se considera el caso especial a#0,b=0,y, p <0,

. . c .z
es decir, ax’+c=0,se puede colocar enlaforma x>—-k=0,siendo k=—- >0.Interpretacién
a

gréfica de la iteracién

A x
4 p
3 | Punto fijo
X)
2 p
K
1 .
V2
1 2 3 4 5 6 7 8 -
El iterador es ( C)
x+-—&
X
ax®-c
F(x) = =
2 2ax

Nétese, que los puntos fijos del iterador F son las mismas soluciones de ax?+c = 0.

2
axc—c 2
Enefecto, F(x)=x , <, Z—:x, <~ ,ax"=-c,
ax

c . . ¢
< , x==*,/—— ;lo cual tiene sentido, pues —— >0
a a

Por ejemplo, 2x>—5=0
Se elabora una tabla en excel como sigue:
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2x°+5
4x
0.5 -4.5 2.75
0.75 | -3.875 2.041
1 -3 1.75
1.25 | -1.875 1.625
1.5 -0.5 1.583
1.75 | 1.125 1.589

x | 2x*-5

2 3 1.625
2.25 | 5.125 1.68
2.5 7.5 1.75
2.75 | 10.125 1.829

3 13 1.916

g(x) := (2x% +5)/(4x)

Para la ecuacién cuadratica ax?+bx+c=0; a#0; b#0, el proceso iterativo

nos da )

ax;,—c

—; n=1,2,3,...
2ax,+b

Xpn+1 =

esdecir, x,.1=G(x,); n=1,2,3,...

ax®-c

es el iterador.
2ax+b

donde G(x) =

Nuevamente, los puntos fijos de G son las mismas soluciones de ax?+ bx+c=0.

ax®-c

) =x, <, ax’*+bx+c=0.
2ax+b

En efecto, G(x) =x, <

2
} X
Por ejemplo, 5 +x-1=0
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x? x; +1
b > +x-1 1
0 -1 1
0.5 -0.375 0.75
1 0.5 0.75
1.5 1.625 0.85
2 3 1
2.5 4.625 1.178
3 6.5 1.375
3.5 8.625 1.583
4 11 1.8

x%/2)+x—1

= ((x%/2) + 1)/ (x+1)

41 /1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1 4

En el siguiente capitulo veremos algunos métodos enfocados en la didactica para plantear y
solucionar problemas de tipo algebraicos.



cAPiTULO 4

ELEMENTOS METODOLOGICOS PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES
LINEALES.

En este capitulo encontrard algunos elementos metodolégicos que contribuyen a comprender,
plantear y resolver problemas de tipo algebraico en estudiantes de grados Octavo y Noveno,
a través del planteamiento de situaciones problemas e implementando estrategias para darles
solucidn.

4.1. Eltablero de ecuaciones.

En la antigiiedad, los griegos propusieron este método para resolver ecuaciones de primer grado
con una incégnita. Consiste de un tablero! dividido con dos zonas equivalentes (los dos miembros
de una ecuacién) conectadas por el signo de igualdad y de una coleccién de fichas.

Primer miembro  Segundo miembro

las fichas son de dos tipos: cuadradas y circulares. Cada ficha cuadrada representa la incégnita (x)
y cada ficha circular representa la unidad (1). Ademds, cada tipo de fichas estd decorado con los
signos — y + en el anverso y reverso, respectivamente. y los valores son:

1Tomado de y [16]
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Ficha Valor

Para resolver ecuaciones sencillas del tipo ax+ b = cx+d (con a,b,c y d nimeros enteros) se

procede como sigue:

(i) Si a cada miembro de la ecuacion se le afiade el mismo numero de fichas de la misma forma

y con el mismo signo, la ecuacién no varia.

_Primer miembro __Segundo miembrg

— 0
QO ©

Adicionando fichas de igual signo tenemos

Primer miembro __Segundo miembro

T EO0E
OO0 060

(i) Dos fichas de la mima forma y con distinto signo, situadas en el mismo miembro de una

ecuacion se anulan.[Se pueden quitar del tablero]
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_Primer miembro __Segundo miembrg

— RKX

LY ®

Retirando las fichas marcadas tenemos

Primer miembro __Segundo miembrg

0

Ejemplo: Si un granjero tiene que sembrar dos terrenos de igual tamafo. En uno gasta tres
paquetes de semillas y le queda faltando 3 metros por sembrar, y en el otro gasta dos paquetes
de semillas y le queda para sembrar tres metros mds. ; Cuantos metros puede sembrar con un
paquete de semillas?

Sea x el nimero de metros que siembra con un paquete se semillas.

El 4rea sembrada del primer terreno es 3x — 3 y el drea del segundo terreno es 2x + 3.
Como los dos terrenos son de igual tamafio entonces:

3x—-3=2x+3

Ya escrita la ecuacion se dard solucién por el método de tablero de ecuaciones asi:
En primer lugar, con la ayuda de las fichas escribimos la ecuacién teniendo en cuenta que 3x—3 es
el primer miembro y que 2x + 3 es el segundo miembro tal como se indica en la figura siguiente.

Primer miembr Segundo miembro
|

3x 2x

0 0 OX0O ¢

De modo que
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_Primer miembro _ Segundo miembrg

000|000

A continuacién, se aislan las incégnitas en el primer miembro y los niimeros en el segundo. Para
ello, de acuerdo al paso (i) afadimos incégnitas negativas y tres unidades positivas a los dos
miembros de la ecuacién. asi:

Primer miembro __Segundo miembro

R
rexereYfotorox

Por ultimo, aplicando la regla (ii), obtenemos la siguiente disposiciéon de fichas:

1 000
1O

Con lo cual, se concluye que x = 6 metros.

El método de el tablero de ecuaciones puede resultar una herramienta ttil para los estudiantes que
incursionan en el campo de los problemas de ecuaciones algebraicas por su simpleza y utilidad a
la hora de plantear y resolver este tipo de ecuaciones.
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4.2. Labalanza de Orlov.

La balanza de orlov de cuatro platillos? es un material did4ctico para la resolucién de algunas
ecuaciones de primer grado con una incégnita, mds sofisticado que el tablero de ecuaciones
debido a la complejidad de su disefio .

Dicha balanza consta de astil principal (1) y dos astiles secundarios (2) y (3), que estdn unidos
formando un sistema. En los extremos de cada astil secundario hay un platillo (4), (5), (6) y (7).

0

@ ] | ®)
N— | Y N | N —V
@ (5) (6) @

Si se pone una pesa en el platillo (4), el astil (1) se mueve en sentido de las flechas de la figura 1.
Por ese motivo en la figura 1 esta marcado con el signo ().

Pesa en el platillo 4 Pesa en el platillo 5

I“/\l (\T

Figura 1 Figura 2
1)
(2) I | (3)
N | \— N | \—V
4) (5 (6) ()

Si colocamos una pesa en el platillo (5), entonces el astil (1) se mueve en el sentido contrario de las
flechas de la figura (2). por esta causa el platillo (5) tiene el signo (+).

2Tomado de [5] y [16]
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oloo|lo

4)

(5)

(6)

(7)

Si ponemos una pesa en el platillo (6). el astil se desplaza en el sentido de las flechas de la figura 3.

por ese motivo el platillo (6) tiene el signo (+).

L

\(-)T

Pesa en el platillo 6 (+)l
Pesa en el platillo 7
Figura3 Figura 4
(1)
(2) | | (3)
4) (5) (6) (7)

Si colocamos una pesa en el platillo (7), entonces el astil (1) se mueve en el sentido de las flechas
de la figura 4. por esta causa el platillo (7) tiene el signo (-).
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)
@ ] -G

[N

4 (5) (6) @)

T~
N—
T~
N—

De este modo podemos concluir que:

1). los platillos de los extremos (4) y (7) son donde se ingresan las cantidades que representaran
las unidades o variables con valor negativo.

2). los platillos del centro (5) y (6) son donde se ingresan las cantidades que representan las
unidades o variables con valor positivo.

Para solucionar ecuaciones lineales por medio de este método hay que tener en cuenta dos reglas
fundamentales:

(i) Se mantiene el equilibrio si se pasan las pesas del platillo positivo de un lado de la balanza
al platillo negativo del otro lado.

Se mantiene el equilibrio si se pasan las pesas del platillo negativo de un lado dela balanza al platillo
positivo del otro lado.

(ii) Se mantiene el equilibrio si se quita el mismo peso de dos platillos al mismo lado de la balanza.

Ademads se utilizaran dos tipos de figuras las cuales son: Cuadrado fucsia para representar las
variables y puntos azules para representar las las unidades

Variable] Unidad

Ejemplo:
Resolver por medio de la balanza de Orlov la siguiente ecuacién 4x —2 = 2x + 6:

Pararesolver esta ecuacién primero se organizan las unidades y las variables en la balanza teniendo
en cuenta que 4x —2 debe ir en el platillo (2) ya que esta a la izquierda de la igualdad y 2x + 6 debe
ir en el platillo (3) pues esta a la derecha de la igualdad, de acuerdo a su signo como se menciono
anteriormente
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()
2) | | 3)

4 (5) (7)

En virtud de la regla (i) la cual dice que se mantiene el equilibrio si se pasan las pesas del platillo
positivo de un lado de la balanza al platillo negativo del otro lado y se mantiene el equilibrio si se
pasan las pesas del platillo negativo de un lado dela balanza al platillo positivo del otro lado, se
puede afirmar:

W
@ ] | 3)

4) (5) (7)

Por otro lado, aplicando la regla (ii) la cualal dice que se mantiene el equilibrio si se quita el mismo
peso de dos platillos al mismo lado de la balanza en el diagrama anterior se obtiene en el siguiente
diagrama:

0
@ ] | ®)

5 (&3

4) (5)

()

Traduciendo al simbolismo algebraico la informacién contenida en la figura anterior resulta que
2x = 8 yrealizando un despeje de variable se obtiene que x = 4.

La balanza de Orlov es una estrategia metodolégica la cual contribuye a la compresién de los
estudiantes de grados octavo y noveno a la hora de resolver ecuaciones lineales debido a su
simpleza y disefio. A continuacién veremos una estrategia para plantear y solucionar problemas
de tipo algebraico.
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4.3. Las tablas de analisis de Luis Puig.

La resolucién de problemas de matematicas recorre cuatro fases®: Comprender el problema, ela-
borar un plan para resolverlo, ejecutar el plan y, finalmente, revisar y extender el trabajo realizado
como se ha mencionado anteriormente en el capitulo 1.

Conociendo el lenguaje algebraico, él cual es una parte importante del proceso de resolucién de
ejercicios pues consiste en traducir el enunciado del problema a ese lenguaje, es decir, consiste en
poner el problema en términos de ecuaciones.

El problema a resolver se transforma en resolver el ejercicio planteado. Una vez resuelta la ecua-
cién falta volver al problema planteado para comprobar el resultado obtenido, revisar y extender
el trabajo realizado.

A continuacién veremos los pasos a seguir para poner un problema en ecuaciones, formularemos
una regla y estudiaremos algunas clases de problemas que usualmente se resuelven poniéndolos
en ecuaciones.

Problema a resolver:
1. Un grupo de jévenes quiere ir a un concierto de rock. Para ello alquilan un autobis que los
lleve desde el instituto. El autobus tiene capacidad para 55 personas y hay cuatro veces més plazas

para ir sentado que plazas para ir de pie. ;Cudl es el nimero de plazas para ir de pie?

En el problema se pregunta por el ntimero de plazas que hay para ir de pie. Esa es la incégnita
del problema.

En el problema se dice ademads que la capacidad del autobus, es decir, el niimero total de plazas es
55. Esta cantidad es conocida, es un dato del problema.

También se habla del nimero de plazas sentado. Esta cantidad es desconocida, pero no es la in-
cégnita del problema.

Las cantidades mencionadas en el problema son, por tanto, tres:

4 El ntimero de plazas de pie.

¢ El ntiimero de plazas sentado,

4 El ntimero total de plazas.

Estas cantidades estdn relacionadas entre si pues:

¢ El niimero total de plazas es el ntimero de plazas de pie mas el nlimero de plazas sentado.
4 El niimero de plazas sentado es cuatro veces el niimero de plazas de pie.

¢ el niimero total de plazas es el ntimero de plazas de pie mas el ntimero de plazas sentado.

Para poner un problema en ecuaciones hay que traducir el enunciado del problema, que esta escri-
to en lenguaje natural, al lenguaje algebraico. Al traducir al lenguaje algebraico tenemos que tener

3Tomado de [14] y [17]
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en cuenta que en ese lenguaje s6lo se puede hablar de cantidades, operaciones con cantidades y
relaciones entre ellas. Asi que tenemos que buscar cudles son las cantidades de las que se habla en
el enunciado del problema y qué se dice de ellas.

Lo que hemos hecho para poner en ecuaciones el problema ha sido lo siguiente:

En primer lugar, hemos analizado el enunciado del problema para averiguar cuéles son las can-
tidades conocidas y desconocidas que aparecen en él. Al hacerlo hemos reescrito algunas frases
para mostrar con claridad la relacién entre cantidades. Asi, el enunciado del problema ha quedado
preparado para traducirlo al lenguaje algebraico, que sélo habla de cantidades.

La traduccién la hemos hecho entonces en tres partes:

1). Identificar que cantidad desconocidas vamos a designar con una letra:

Numero de plazas de pie — x

2). Otras cantidades las hemos expresado a partir de ésta, usando las relaciones que hemos en-
contrado entre las cantidades.

¢ El ntiimero de plazas sentado es cuatro veces el niimero de plazas de pie.
Numero de plazas sentado — 4x

¢ El ntiimero total de plazas es el ntimero de plazas de pie mas el ntimero de plazas sentado.
Numero total plazas — x +4x

3). Hemos escrito una ecuacién cuando hemos encontrado una cantidad representada de dos ma-
neras.
Numero total plazas — x +4x

Numero total plazas — 55

La siguiente tabla ilustra c6mo hemos hecho la traduccién:

LENGUAJE NATURAL ‘ LENGUAJE ALGEBRAICO
Numero de plazas de pie x
Numero de plazas sentado es cuatro veces nimero de plazas de pie 4x
Total de plazas es plazas de pie mds de plazas sentado x+4x
Numero total de plazas es 55 x+4x=>55

En la primera columna de la tabla estd reescrito el enunciado del problema, preparado para la tra-
duccidn. Esa preparacion es el resultado del anélisis del enunciado. En la segunda columna estan
escritas las expresiones algebraicas correspondientes y la ecuacién obtenida al traducir el proble-
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ma.

Después de tener un andlisis detallado del problema daremos solucién a la ecuacién obtenida:

xX+4x=55
5x=55
x=11

El ndimero de plazas para ir de pie son 11.

Es importante tanto como el planteamiento y la solucién del problema, darle una buena
conclusién ala pregunta a responder en el enunciado del problema.

Existen numerosas técnicas las cuales son usadas para resolver ecuaciones algebraicas, pues son
aquellas que contienen variables. Todas las técnicas utilizadas tienen el mismo objetivo que es el
de despejar o aislar una variable en un lado de la ecuacién. Es muy importante tener en claro a
la hora de incursionar en este campo los conceptos de valor negativo y positivo en una ecuacion,
asi como las propiedades de la adicién, multiplicacién, el uso propiedades de la igualdad y sus
inversas para asi realizar un despeje exitoso.

En el siguiente capitulo se planteardn y resolverdn problemas de tipo algebraico de acuerdo como
se han venido planteando en los capitulos anteriores en el presente trabajo de grado.
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CAPITULO B

PROBLEMAS DE APLICACION.

La categoria problema se ha definido durante generaciones por multiples autores. La dificultad a la
hora de definir el término problema esta ligado a la relacién que existe al intentar ser resuelto por
un individuo. Es decir, mientras que para algunos estudiantes puede representar un gran esfuerzo
al intentar resolver un problema, para otro puede ser un simple ejercicio rutinario. Asi, tener un
problema no es una propiedad inherente de la tarea matemadtica, sino que la palabra estd ligada a

la relacién que existe entre el individuo y esa tarea®.

5.1. Problemas sobre ecuaciones de primer grado con una incégnita

A continuacién resolveremos problemas de tipo algebraico de los autores mencionados
anteriormente como "Arithmetica Algebratica”" de Marco Aurel, "Arithmetica Prdctica, y
Speculativa del Bachiller de Juan Perés de Moya" , "Elementos del Algebra" de Leonhard Euler,
"Théorie de la figure de la terre"” de Alexis Claude Clairaut entre otros.

Problema 1: Divide 19 en dos partes tales que sumando 11 ala primera y restando 5 de la segunda
la suma sea el cuadruplo de la diferencia.

Solucién: Planteamos el problema teniendo en cuenta las indicaciones o datos que de el mismo:
El enunciado habla de:

¢ La primera parte de la division (desconocida), llamemosla a.

4 La segunda parte de la division (desconocida), llamemosla b.

4 Numero dado 19 (Conocido).

De acuerdo con el enunciado del problema,

a+b=19

11, Ballester, S. y otros. Metodologia de la Ensefianza de la Matemdtica. Tomo L. Editorial Pueblo y Educacién. Cuba.
2001.
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Y llevandola a términos de una sola variable, obtenemos:
b=19—-a

La siguiente tabla ilustra la situacién del problema:

‘ LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
Parte 1 a
Parte 2 19-a
En la parte 1 le sumamos 11 a+11
Ala parte 2 le restamos 5 (19-a)-5
Al restarle 5 a la parte 2 se agranda 4 veces 4[(19-a) - 5]
Condicion del problema a+11=4[(19—-a) - 5]

La solucién usual de este problema se da continuacién.

Sea x la primera parte y 19 — x la segunda. entonces:

a+11=4[(19-a)-5]

y asi,
a+11=4[(14 - a)]
5a=45
Con lo cual
a=9
Luego,

b=19-a=19-9=10
En conclusion, a=9y b =10.
[Esteiner de la Roché®. Lasrimetiqe (1520)]

Problema 2: Un mercader va a tres ferias. En la primera gana la mitad de las monedas que tiene y
gasta 6 monedas. En la segunda gana la tercera parte de lo que trae y gasta cuatro monedas. En la
tercera gana la cuarta parte de lo que trae y gasta dos monedas. Al final termina con 13 monedas
mads con las que inicio en la primera feria. ; Con cudntas monedas lleg6 a la primera feria?

Solucién:
Sea x el nimero de monedas con el que inicio su recorrido por las ferias.

¢ Se sabe que luego de pasar por las tres ferias la suma del dinero gastado y ganado es igual a la
cantidad inicial x mas 13 monedas  (condicién del problema).

2De Esteinder de la Roche s6lo sabemos que naci6 en Lion y escribié Lasrimetige. En esta obra en matemaético francés
plagi6 buena parte del contenido de la tritarty de Nicolds chuquet
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LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
. . . X
Feria 1 gana la mitad de lo que tiene X+ >
. . X 3x
Después en feria 1 gasta 6 monedas X+—-—-6= >
. . 3x I 3x
Luego en la feria 2 gana la tercera parte de lo que tiene — -6+ 3 (7 -2)
. 3x 13
En la feria 2 gasta 4 monedas - -6+ 5(7 -2)—4=2x-12
En la feria 3 gana la cuarta parte de lo que tenia 2x—12+ 1 (2x-12)
X
Luego en la feria 3 gasta 2 monedas 2x—12+ Z(Zx -12)-2= >~ 17
5X
Condicion del problema -~ 17=x+13
Por lo tanto:
5x
——17=x+13
2
con que,
3x
— =30
2
Con la cual
x=20

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552))

Problema 3: En una visita hay ciertas sefioras con las cuales se juntan otras 12 sefioras. De ahi se
van la mitad de todas ellas y luego vuelven otras 2. Ahora hay entre todas 3 sefioras més de las que
primero habian. ; Cuéntas sefioras eran primero?

Solucién:

Tenemos un nimero desconocido de sefioras desconocidas, que notamos con a.

El cuadro ilustra la secuencia de los datos que da el problema.

LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
Cantidad inicial de sefioras a
Luego llegan 12 sefioras mas a+12
a+12
Ahora se va la mitad de sefioras de la visita a+12—
P - . a+12
Después llegan 2 sefioras mas a+12- +2
a+12
Al final solo quedan 3 sefioras mas que las iniciales | (a+12)— +2=a+3

Esto significa que
a+12

(a+12) —( 2

)+2=a+3
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a+12
=a+1

y asi,
a=10

Es decir, que habian 10 sefioras inicialmente.

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552))
Problema 4: Dos jovenes tienen diferente cantidad de dinero. El primer joven tiene cinco denarios
mas que el otro, y multiplicando lo que tiene el primer joven por 3 y lo que tiene el segundo joven
por 4, y sumando luego los dos resultados de las multiplicaciones se obtiene 69 denarios. ; Cuanto
dinero tienen entre los dos jovenes?

Solucién:

El cuadro ilustra la secuencia de los datos que da el problema.

‘ LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
Denarios del primer joven a
El segundo joven tiene 5 denarios mas que el primero a+5
Multiplicamos por 3 los denarios del primer joven 3a
Multiplicamos por 4 los denarios del segundo joven 4(a+5)
Al sumar sus denarios multiplicados por 3 y por 4 resulta 69 3a+4(a+5)=69

Supongamos que uno tiene a denarios y el otro a +5 denarios.
Entonces:
3a+4(a+5)=69

3a+4a+20=69
7a+20=69
7a=49

primer joven a = 7 denarios y el segundo joven a + 5 = 12 denarios.

[Juan Pérez Moya. Arithmetica practica, y speculativa (1562)]

2
Problema 5: Tenemos tres nimeros. El primero con 3 del segundo y del tercero valen 100. El

3 4
segundo con 2 del primero y del tercero hacen 100. El tercero con = del primero y el segundo
hacen 100. Queremos saber cuanto es cada uno de ellos.

Solucién:

Llamemos x el tercer nimero.
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4
Entonces, los 5 del primero y el segundo valen 100—x. Por lo tanto la suma del primero y el segundo
es:

4 5x
—(100—x) =125— —
5 4

2 2
Como el primer numero mas 3 del segundo y el tercero vale 100, entonces el primero mas 3 del

segundo es:

2x
100— —
3

Por lo tanto un tercio del segundo numero sera:

5x 2Xx 7x
125-—)-(100— —)=75——
4 3 12

Luego el segundo ntimero es:

5x 7x
3125—-—)=75——
4 4

5x 7x
Por ultimo, como la suma del primero y del segundo es 125 - Iy el segundo es igual a 75 — R el

primero es :

5x 7x X
(125—-—)-75——=50—-—
4 4 2

3
Entonces, teniendo en cuenta que el segundo mas 2 del primero y el tercero hacen 100 resulta que:

7x 3 X
75— —+—-(560-=+x)=100
4 4 2

7x 150 9x
75—-—+—+—=100
4 4 8
225 bx
———=100
2 8

x =20(3°namero)

7x
5x 25 75— — =40(2°ntiimero)
fr— 4

X
50 + > =60(1°nimero)

[Pedro Ntfez.Libro de Algebra en Arithmeticay geometria (1567)]

Problema 6: Un mévil recorre 40m en linea recta a la derecha de un punto A y luego retrocede en la
misma direccién a razon de 15m por segundo. Expresar a qué distancia se halla el punto A al cabo
de 3 segundos.

Solucién:

Sea x la distancia que esta el moévil del punto Ay s los segundos trascurridos.

Se toma como positivo el sentido de izquierda a derecha y sentido negativo de izquierda a derecha.
La siguiente tabla ilustrara la situacién del problema:
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LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
El mévil recorre 40m a la derecha x =40
Retrocede 15m por cada segundo x=40-15s
Condicion del problema: s = 3 x=40-15(3)
Por lo tanto:
x=40-15(3)

con lo cual

Como x es una distancia se toma positiva, entonces el mévil se halla a 5 metros del punto A.
[Algebra de Baldor. , pagina 6 ejercicio 3.)]

Problema 7:A las 6 a.m. el term6metro marca -4°. A las 9 a.m. ha subido 7° y desde esta hora hasta
las 5 p.m. ha bajado 11°. Expresar la temperatura a las 5 p.m.

solucion:
Sea x la temperatura final.

Por lo tanto

LENGUAJE NATURAL LENGUAJE ALGEBRAICO
Temperatura X
6 a.m. temperatura —4° -4
9 a.m. subio 7° -4+9
Luego a las 5 p.m. bajo 11° (-4+9)-11
Condicién del problema x=(-4+9)-11

x=(-4+9)-11

Con lo cual x = —8, es la temperatura a las 5 p.m.

[Algebra de Baldor. , pagina 6 ejercicio 8.)]

A continuacion dejaremos algunos problemas sin resolver para que el lector ponga en practica lo
aprendido durante la lectura del presente trabajo:
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2 1
Problema 1: Divide a 100 en tres partes tales que la primera sea 3 de la segunda, y la segunda 1 de
la tercera.

[Esteiner de la Roche . Lasrimetiqge (1520)]

Problema 2: Divide 10 en dos partes tales que el doble de una menos 4 sea el triple de la otra.

[Esteiner de la Roche . Lasrimetiqge (1520)]

Problema 3: Un sastre contrata un obrero por 30 dias y, porque lo ha de conocer, y conoce que el
mozo es holgazdan, le hace tal partido que todos los dias que trabajase le dara tres sueldos y el dia
que no trabaje el mozo le dard al amo 20 denarios. el mozo trabaja y huelga que al cabo de 30 dias,
el amo no debe al mozo y el mozo no debe al amo.; Cudntos dias trabajo y cuantos holgé el mozo?

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552))

Problema 4: Encontrar 3 nlimeros que se excedan uno a otros en uno, o en lo que quisieres, y que
la suma de todos monte 10.

[Marco Aurel. Libro primero, de Arithmetica Algebratica (1552))

Problema 5: Un sefior compro 60 fanegas de trigo y 30 de cebada por 90 denarios y la fanega de
trigo costo diez por 100 méas que la de cebada. ; Cudnto es el precio de la fanega de trigo y de
cebada?

[Juan Perez De Moya. Libro primero, de Arithmetica Prdctica (1562)]

Problema 6: A estos dos ntimeros 3 y 2 que estdn en proporcion sesquidltera, se afiladieron a otros
dos que estan en proporcién quintupla e uno con el otro. Y después de ser acrecentados quedo el
uno con el duplo del otro. Queremos saber qué ntimeros son los que se dieron [= afiadieron] a los
primeros 3 y 2, para que sepamos que valores tienen.

[Pedro Nuifiez.Libro de Algebra en Arithmeticay geometria (1567)]

Problema 7: Partamos 60 en 6 partes que vayan procediendo de 3 diferencia. De manera que la
segunda exceda ala primera en 3, y la tercera a la segunda en 3, asi por el mismo exceso alas otras.

[Pedro Ntfez.Libro de Algebra en Arithmeticay geometria (1567)]

Problema 8: Busquemos dos niimeros que sacando el numero 2 del segundo y ddndole al primero
quede el primer duplo del segundo, y sacando 2 del primero y ddndolos al segundo, quede el
segundo el triple del otro.

[Pedro Ntfez.Libro de Algebra en Arithmeticay geometria (1567)]
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Problema 9: Tres personas A, B y C aportan conjuntamente un capital de 76 libras, de las cuales A
aporta una cierta cantidad desconocida; B contribuye con un capital igual al de A, mds 10 libras; y
C con una cantidad igual a la suma de las aportaciones de A y B.; Cudles son las contribuciones de
A ByC?

[Nicolds Saunderson.Select parts of professor Saunderson Elements of Algebra for the use of
students at the University (1756)]

Problema 10: Un hombre dejo 11000 escudos para repartir entre su viuda, sus dos hijos y sus tres
hijas. El queria que la mujer recibiese el doble de la parte de cada hijo y que cada hijo recibiese el
doble de la parte de cada hija.; Cuanto recibi6é cada uno?

[Leonhard Euler.Elemens d algébre (1795)]

Problema 11: Encontrar una progresion aritmética cuyo primer termino sea 5, el dltimo termino
10 y la suma 60.

Problema 12: Uno tiene dos cubiletes de plata con una sola tapa para los dos. El primer cubilete
pesa 12 onzas y con la tapa pesa dos veces mds que el otro. Pero si se tapa el segundo cubilete,
entonces este pesa tres veces mds que el primero. ; Cudl es el peso del segundo cubilete y cual es el
peso de la tapa?

[Leonhard Euler.Elemens d algébre (1795)]



CAPITULO ©

CONCLUSIONES

Los métodos de soluciéon de ecuaciones propuestas en el presente trabajo de grado facilita al
estudiante comprender el planteamiento y la resolucién de ecuaciones algebraicas, contribuyendo
fortalecimiento al desarrollo de competencias matemadticas del pensamiento algebraico para
estudiantes de grado 8°y 9°.

Al estimular al estudiante con problemas algebraicos contextualizados y mostrarle diferentes
estrategias de solucién, permite que adquieran habilidades, destrezas y desarrollo del pensamiento
algebraico.

El presente trabajo de grado da a conocer estrategias metodoldgicas que contribuyen a la
comprensién de como plantear y resolver problemas algebraicos que sirven de guia a los
estudiantes y docentes, con ello genere una representacién abstracta de la situacién descrita por
el problema.

Las metodologias planteadas para la solucién de problemas algebraicos de grado 8° y 9°, se espera
que sean trabajadas por los docentes en la clase de matemaéticas con el fin de que presenten nuevas
herramientasy diferentes formar de como comprender, plantear y resolver este tipo de problemas.

Se espera que este trabajo sea profundizado con estudios més avanzados y logren ampliar estas
estrategias que son de mucha ayuda para los docentes, que se interesen por promover nuevas
formas de presentar este tipo de conocimiento, donde se puede empezar mediante exposiciones,
guias, talleres y diversas maneras las cuales crea conveniente el docente para que tenga buena
acojina por parte de los estudiantes.
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