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INDICE GENERAL




INTRODUCCION

La geometria analitica es una de las ramas de la matemadtica mds antigua y de mucha importancia
en varios campos de aplicacion de la misma. Sin duda desde los inicios de sus estudios
ha experimentado un crecimiento vertiginoso planteando nuevos retos para la ensefianza y
el aprendizaje. Es admirable y de gran interés la formaciéon de conceptos, la aplicaciéon de
herramientas a la informadtica, el desarrollo del pensamientos en sus multiples facetas, la
solucién de problemas y muchos otros aspectos que han aportado al avance en el estudio de la
circunferencia y la geometria analitica en general para el beneficio de la humanidad, aunque no
siempre se ha utilizado de la manera correcta y mas adecuada.

Alo largo de la historia, desde los principios del estudio de la geometria, la circunferencia ha sido
una de las secciones cénicas mds importantes y representativas ya que de ella se desprende y se
construyen las otras secciones cénicas como la parabola, la elipse y la hipérbola.

En este documento se recopilan definiciones, teoremas con sus respectivas demostraciones,
corolarios, ejercicios resueltos y problemas propuestos basados en [1], [2], [3][4], [5], [6], [7] de
la bibliograffa. En la primera parte se presentaran las definiciones sobre la circunferencia y sus
elementos, para dar las herramientas para el desarrollo del aprendizaje y entendimiento del
capitulo; muchas de estas definiciones vendrdn acompafnadas de graficas que servirdn de ayuda
e ilustracion para lograr un verdadero aprendizaje y aprension del conocimiento.

Posteriormente se enunciaran los teoremas y corolarios que dardn paso al estudio de la ecuacién
general y canonica de la circunferencia de donde se desprenden los conceptos de la familia de
circunferencias, eje radical, tangente a una curvay tangente a una circunferencia, todo esto se lleva
a la practica mediante una seria de ejemplos donde el lector podra observar y despejar cualquier
duda sobre la teoria expuesta.

Siendo uno de los objetivos de este trabajo, la profundizacién en el estudio de la circunferencia,
contard con ejercicios resueltos donde se apliquen definiciones, teoremas, corolarios y
demas conceptos depositados en este documento y finalmente mostrar la importancia de la
circunferencia y su relacién en muchas situaciones de nuestra vida, mediante aplicaciones y
algunos ejercicios que teniendo claros los conceptos de circunferencia y cada uno de sus elementos
le facilitara al lector el planteamiento del problema para hallar posibles soluciones.
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Introduccion




OBJETIVOS

Objetivo General

= Organizar y producir de manera formal un documento sobre la circunferencia a nivel
intermedio y superior en la cual se recopile las definiciones, propiedades fundamentales,
teoremas, demostraciones, aplicaciones, problemas resueltos y propuestos de la misma.

Objetivos Especificos

= Recopilar y seleccionar bibliografia relacionada con la circunferencia.

= Enunciar las principales definiciones, teoremas, colorarios, y postulados de la circunfe-
rencia.

= Solucionar diferentes problemas relacionados con la circunferencia de tal manera que el
lector interesado observe soluciones a diferentes planteamientos o situaciones.

11
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JUSTIFICACION

La circunferencia al ser una de las secciones c6nicas més representativas de la geometria analitica,
y al ser uno de los pilares en el estudio de la misma, proporciona instrumentos que le permiten al
estudiante analizar diversas situaciones que ocurren en el mundo real. Al encontrar un documento
con los conceptos, definiciones, teoremas con sus respectivas demostraciones, aplicaciones y
problemas abiertos le brindard las herramientas para la interiorizacion del concepto y adopte una
postura critica, argumentativa y propositiva sobre el mismo, como también el alimentar el interés
sobre el estudio no tan solo de la circunferencia sino también el de las demads secciones cénicas y
la geometria en general.

Una de las grandes dificultades a la hora del estudio de la circunferencia es la poca documentacién
existente y la que hay se encuentra es incompleta y en algunos casos incorrecta, logrando con esto
que el estudiante pierda interés en el tema y no profundice en el mismo y con ello no alcance un
verdadero conocimiento y aprendizaje significativo.

El facilitar este tipo de documentos al estudiante se le incentiva al estudio de la circunferencia y

sus elementos, al despertar una interés por la misma que le permita analizar, modelar y conjetar
problemas y aplicaciones de la vida real y plantear posibles soluciones.

13
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CAPITULO 1

DEFINICIONES PRELIMINARES

En este capitulo estardn depositadas las principales definiciones relacionadas con la
circunferencia, cada uno de sus elementos, como también la relacién que tiene cada uno de ellos
con la misma y algunas graficas que servirdn de ilustracion. La informacién que se encontrard a
continuacion estd ampliada en [1], [2], [3], [4] de la bibliografia.

A continuacién estardn algunas definiciones con respecto a los elementos de la circunferencia e
indicaremos su notacién:

= Ladistancia de A a B la notaremos como AB
= El segmento de recta con extremos Ay B lo escribiremos AB
= Larecta que pasa por Ay B la anotaremos como AB

» [asemirecta que empieza en Ay pasa por B se nota por AB

Definicién 1.1. Coplanar: Los puntos o lineas se dice que son coplanares si estdn en el mismo plano.
Al plano lo notaremos por 7.

Definicién 1.2. La circunferencia: Es el conjunto de puntos (o lugar geométrico de los puntos) del
plano que equidistan de un punto fijo llamado centroy lo notaremos como O y a la distancia de cada
punto de la circunferencia al centro de esta se le llama radio de la circunferencia y se nota como r.
La circunferencia en el plano se puede mirar como un anillo o aro y se nota C(O, r) o simplemente C
cuando no halla lugar a confusion

Notacién: La circunferencia en el plano 7 y de centro en O € 7 y de radio r es:

CO,r)={Pen/OP=r; O€cm} A Y Py

\]

15
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Definicién 1.3. Interior de la circunferencia: Al conjunto de puntos del plano, tales que su
distancia al centro es menor que el radio de la circunferencia dada , se le llama el interior de la
circunferencia.

Notaci6n: El interior de la circunferencia de centro O y radio r se denota por € o C(O, ) o int(C)
por lo tanto:

C=C(0,r) =intC(O,r) ={Pen/OP < r; O€ 7}

Definicién 1.4. Exterior de la circunferencia: Al conjunto de puntos del plano tales que su distancia
al centro sea mayor que el radio de la circunferencia, se le llama el exterior de la circunferencia.

Notacién: El exterior de la circunferencia de centro O y radio r se denota por extC(O, r) por lo
tanto:

extC(O,r) = (C(O,r)uintC(O, )¢ ={Pen/OP >r; O€ n}

Ps Los puntos Pj, Py, P3 estan en el mismo plano
de la circunferencia C(O, r):

Como OP; < r entonces Py €intC(O, 1)
Como OP, =r entonces P, € C(O, 1)

Como OP; > r entonces Ps € extC(O, 1)

\]

Definicién 1.5. Circulo: La union de la circunferencia y su interior la llamamos circulo.

Notacién: El circulo de centro O y radio r se denota por C(0o,r), por lo tanto:
C(O,r)=C(0,n)uintC(O,r)={Pen:0OP<r,Oem}

Definicién 1.6. Cuerda: Es un segmento que conecta dos puntos sobre la circunferencia. Si los dos
puntos son A 'y B denotamos la cuerda de extremos Ay B por AB

Definicién 1.7. Didmetro: Es la longitud de toda cuerda que pasa por el centro y este es igual a dos
radios. Si d es el didmetro de un circulo de radio r, entonces d = 2r

Definicién 1.8. Secante: es la recta que contiene a una cuerda de la circunferencia.

En la figura podemos observar:

= El segmento AB es cuerda a la circunfe-
rencia C(O, r), lo mismo EF

= El niimero CD es diametro de la circun-
ferencia C(O,r)

= Larecta EF es secante de la circunferencia
C(O, r) por que contiene a la cuerda EF. A

\]
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Definicién 1.9. Tangente: Es la recta en el plano donde esta la circunferencia que la intercepta en
un unico punto, llamado punto de contacto o punto de tangencia. Es una especie de secante que
contiene a una cuerda con un tinico punto.

Notacién: La recta tangente a la circunferencia se denota por T
Definicién 1.10. Normal: Es la recta perpendicular a una recta tangente en el punto de contacto.

Notacion: La recta normal a la circunferencia se denota por N

1 7] En la figura podemos observar:

= Larecta T es tangente a la circunferencia
N (0] A C(O,r) enen el punto A

= Larecta N esn ala tangente T de la cir-
cunferencia C(O, r) en el punto A

\]

Definicién 1.11. Arco: Es el conjunto de todos los puntos que estan en una circunferencia que se
encuentra entre los puntos a A y B a la misma distancia del centro.

Notacion: Si los puntos de la circunferencia son 0 M A
Ay B sus arcos son AMB y ANB los cuales

denotamos por AMB y ANB respectivamente. B

Diremos que estos dos arcos son mutuamente

complementarios.

El segmento que une los extremos de un arco se
llaman cuerdas del arco. Dos arcos complemen-
tarios comparten la misma cuerda.

\]

Si al arco le quitamos los extremos a este nuevo conjunto lo llamamos el interior del arco y lo
denotamos por:

int(AMB)

Definicién 1.12. Arco principal : Si el centro de la circunferencia y el interior del arco estdn en
semiplanos opuestos con respecto a la recta que pasa por los extremos del arco, a éste arco lo
llamamos arco principal.

Definicién 1.13. Arco no principal: Si el centro de la circunferencia y el Interior del arco estdn en el
mismo semiplano con respecto a la recta que pasa por los extremos del arco, a éste arco lo llamamos
arco no principal.

Definicién 1.14. Angulo Central:: Es un dngulo cuyo vértice estd en el centro de la circunferencia y
es coplanar con la circunferencia
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En la Figura podemos observar que el dngulo
£ AOB es un angulo cuyo vértice se encuentra
en el centro; Se puede observar que al arco no
principal AMB no se le asocia un dngulo cen-
tral, ya que los angulos estdn definidos entre 0°
y 180°.

Definicién 1.15. Angulo inscrito en un arco: Diremos que un dngulo estd inscrito en una
circunferencia C(O,r) si su vértice estd en C(O,r) y sus lados cortan a C(O,r) (en otros puntos

distintos de su vértice).

Cuando digamos que un angulo BCD esta in-
scrito en una circunferencia C(O;r) se enten-
derd que B, Cy D estdn en C(O, 1)

Definicién 1.16. Angulo semi-inscrito: Diremos que un dngulo estd semi-inscrito en una
circunferencia C(O,r) cuando su vértice estd sobre la circunferencia, uno de los lados es tangente
y el otro es secante a la circunferencia, se le llama dngulo semi-inscrito

A

A
WX

Y

Si el angulo formado por las semi-rectas [ y T es-
ta semi-inscrito a C(O, r) entonces [ es la semi-
recta que empieza en Ay pasa por B siendo Ay
B puntosde C(O,r) y T es tangente a C(O, r) en
A, el arco AB esta contenido en la interseccién
del dngulo con C(O,r) formado por las semi-
rectas [y T.

Definicién 1.17. Angulo ex-inscrito: Un dngulo ex-inscrito es aquel que tiene su vértice sobre la
circunferencia, un lado es secante y el otro es exterior a la circunferencia C(O, )

El CBD es un dngulo ex-inscrito a la circunfe-
rencia C(O, 1)

A D

<
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Definicién 1.18. Angulo exterior: Es el dngulo cuyo vértice es un punto exterior a la circunferencia.

A A El £ ACE es un dngulo exterior

Definicién 1.19. Angulo interior: Es el dngulo cuyo vértice es un punto interior a la circunferencia.

£ABC,{EBD,{ABE,{CBD

Son d&ngulos interiores a la circunferencia
C(O,1)

\]

/

Definicién 1.20. Arcos consecutivos: Dos arcos son consecutivos cuando lo son sus dngulos
centrales.

Como £AOB Y £BOC son consecutivos, AB y 0 C
BC tambien son consecutivos.
B
A

Definicion 1.21. Subtender: Es unir con una linea recta los extremos de un arco de curva o de una
linea quebrada. También puede hacer referencia al arco de circunferencia comprendido entre los
lados de un dngulo.

Definicién 1.22. Arcos desiguales: Dos arcos de una misma circunferencia o de circunferencias
congruentes son desiguales si subtienden dngulos centrales desiguales y serd mayor el que subtienda
mayor dngulo central.

Definicién 1.23. Arcos principales congruentes: Decimos que dos arcos principales en una
circunferencia o en circunferencias congruentes, son congruentes si sus dngulos centrales son
congruentes.
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Definicién 1.24. Arcos no principales congruentes: Decimos que dos arcos no principales en una
misma circunferencia o en circunferencias congruentes, son congruentes si Sus respectivos arcos
principales asociados son congruentes

Definicién 1.25. Suma de arcos: En una circunferencia se llama suma de arcos consecutivos, al arco
cuyo dngulo central es la suma de los dngulos correspondientes a los dos arcos

Definicién 1.26. Diferencia de arcos: Dados dos arcos desiguales de una circunferencia se llama
diferencia de ambos al arco sumado al menor me da el mayor.

1.1. Posicion entre dos circunferencias

1. Secantes: Dos circunferencias son secantes cuando se intersectan en dos puntos distintos. si
la distancia de los centros es menor que la suma de los radios y mayor que la diferencia.

3
] P Enel AOPO':

00 =d<r+r1'

Y

2. Interiores: Dos circunferencias son interiores cuando su interseccion es vacia y el interior
de una de ellas esta en el interior de la otra. Si la distancia de los centros es menor que la
diferencia de los radios

00 =d<r-r'

cd<r=r'

3. Concentricas:Dos circunferencias son concéntricas cuando sus centros coinciden, es decir,
si y solo si

A
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4. Exteriores: Dos circunferencias son exteriores cuando su interseccién es vacia y el interior
de una de ellas esta en el exterior de la otra. Si la distancias de los centros es mayor que la
suma de los radios

00'=d=r+r'+MN
r \M N r'

cd>r+r'

5. Tangentes: Dos circunferencias son tangentes cuando su interseccion es en un tinico punto.
Estudiaremos los siguientes casos:

= Tangentes Exteriores: Dos circunferencias son tangentes exteriores cuando el interior
de una de ellas esta en el exterior de la otra. Si la distancia entre los centro es igual a la
suma de los radios.

A
d=00=r+r1'

sd=r+r'

= Tangentes Interiores: Dos circunferencias son tangentes interiores cuando el interior
de una de ellas esta en el interior de la otra. Si la distancia de los centros es igual a la
diferencia de los radios.

00 =d=r-r

cd=r—-1'

Y
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CAPITULO 2

TEOREMAS

En este capitulo encontraremos teoremas con sus respectivas demostraciones, corolarios, donde
se aplican las definiciones enunciadas en el capitulo 1. La informacién que se encontrard a
continuacion estd ampliada en [2], [3] de la bibliografia.

A continuacioén enunciaremos algunas definiciones y teoremas fundamentales para el desarrollo
de este capitulo.

Postulado 1. Separacion del plano Sea w un plano y | una recta en n. Los puntos del plano que no
esten sobre | forman dos semiplanos de manera que:

» Cada semiplano es un conjunto convexo.

= Si P estd sobre un semiplano y Q estd en el otro entonces PQ intersecta |
Teorema 1. Si dos rectas diferentes se intersectan, su interseccién es un solo punto
Teorema 2. Si dos rectas distintas son paralelas, toda perpendicular a una de ellas lo es a la otra.
Corolario 1. Las rectas perpendiculares a dos rectas que se cortan también se cortan.

Teorema 3. Teorema de las oblicuas: Si desde un punto exterior a una recta se trazan un segmento
perpendicular y dos segmentos oblicuos, entonces:

= El segmento perpendicular es el de menor longitud.
= De los segmentos oblicuos es mayor el que se aparta mds del pie de la perpendicular.

= Silos dos segmentos oblicuos no tienen la misma longitud, el de mayor longitud se aparta mds
del pie de la perpendicular.

Teorema 4. Desigualdad Triangular: La suma de las longitudes de dos lados cualesquiera de un
tridngulo es mayor que la longitud del tercer lado.

23
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Teorema 2.1. Existencia y unicicidad de la circunferencia: Por tres Puntos distintos, no colineales,
pasa unay solo una circunferencia.

Demostracion:

(enunciado anteriormente) tenemos que
las mediatrices se cortan y por el teore-
ma 1 tenemos que existe un inico punto
de interseccién entre las mediatrices my
m' y por las propiedades de la mediatriz
se tiene que O € my O € m/, luego, cons-
truyendo los A DOA'y A AOB los cuales
son is6sceles, podemos decir que las dis-
tancias OA = OD y similarmente OA =
OB por lo tanto

\]

O

1. EXISTENCIA: Sean A, B, D tres (3) pun-

tos distintos y no colineales, sean m'y m'
las mediatrices de los segmentos AD y
AB respectivamente y por el corolario 1

OA=0B=0D

De esta manera podemos decir que O es
el centro de una circunferencia que pasa
por A, B, D ylo llamaremos C(O, r)

2. UNICIDAD: Supongamos que por los puntos A, B, D pasa otra circunferencia C (O, r"); como
O' A = O'B entonces por las propiedades de la mediatriz O’ € m’' y como O’ A = O'D entonces
O’ € m,luego O' = mnm' y como O = mn m' entonces por el teorema 1. O’ = O y por tanto
r’ = r. De esta manera hemos concluido que

CcO,n=co,r"

Teorema 2.2. Si una recta I(AB) y una circunferencia son coplanares la recta intersecta la
circunferencia a lo sumo en dos puntos.

Demostracion:

Por contradiccién, supongamos que existen
tres puntos distintos A, B, D, que pertenecen a
C(O,r)n 1, con el tercer punto D pueden suce-
der dos casos:

1. Que esté en intAB

2. Que esté en el extAB

1. Que esté en intAB

Sea D € intAB y sea OM L I como OA = OB entonces OM es mediatriz de AB y por tanto
A— M - B, con el punto D puede suceder tres casos:
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a) M—D - B. En este caso MD < MB'y por el teorema de las oblicuas, OD < OB y como
OB es radio, entonces OD < r, luego D € intC(O, r). Absurdo!

b) D = M. Por el teorema de las oblicuas, OM < OB, luego OM = OD < r, es decir,
D €intC(O, r). Absurdo!

¢) A—M—-D Aqui tendriamos AM < AD y por el teorema de las oblicuas, OD < OA y como
OA esradio, entonces OD < r, luego D € intC(O, r). Absurdo!

2. Que esté en el extAB

Sea D € extAB, por lo tanto, MB < MD y por el teorema de las oblicuas OB < OD y por tanto
r < OD, es decir que, D € extC(O, r).Absurdo!

Se afirma la tésis: existen a lo sumo dos puntos distintos A, B tales que

{A,B}=C(O,r)nl
Teorema 2.3. “Si dos circunferencias distintasy cooplanares se interceptan entonces su interseccion
tiene a lo sumo dos puntos distintos.”
Demostracion:
0 Sean C(O,r) y C(O',r") dos circunferencias dis-
tintas. Veamos que
C(O,r)nC(0, 1"

Tiene a lo sumo dos puntos distintos.

\]

Neguemos lo anterior, es decir, supongamos que
C(O,r)nC(0',r") ={A, B, D}
donde A, B, D Son tres puntos distintos. Con los puntos A, B, D, se pueden suceder dos casos

a) Los puntos A, B, D son colineales, por tanto la recta que pasa por A, B, D intercepta la
cicunferencia en tres puntos distintos Absurdo! (contradice el teorema 2.2)

b) Los puntos A, B, D no son colineales y como son distintos, entonces por el teorema 2.1 se

deduce que por A, B, D pasa una tnica circunferencia pero

C(O,r)nC(0',r")={A,B, D}

Entonces, nuevamente C(O,r) = C(O’, r") Absurdo!
Teorema 2.4. En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:

a. Las cuerdas congruentes son equidistantes del centro.

b. Dadas dos cuerdas, la mayor estd a menor distancia del centro.
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a. Las cuerdas congruentes son equidistantes del centro

Hipétesis: Sean AB = DE; OM 1 AB; ON L 0
DE

Tesis: OM = ON

Construccién auxiliar: Unamos B y D con
O, formandose los tridngulos rectdngulos A
OMBYy A OND

\]

Demostracion:

Enlos AOMBy A OND,

OB=0D radios
MB=ND por ser ABy DE cuerdas iguales

A OMB=AOND rectangulos que tienen iguales hipotenusa y un cateto
MB=O0ON lados homélogos de tridngulos iguales

b. Dadas dos cuerdas, la mayor estd a menor distancia del centro.

0 E Hipé6tesis: AB > DE; OM 1. AB

ON L DE

Tesis: OM < ON

Demostracion:

AF =DE cuerdas iguales corresponde a arcos iguales
AB>DE AB> DE por hipétesis
AB>AF caracter transitivo

.. el punto F es un punto interior del AB

N’ es el punto medio de AF; todo didmetro perpendicular a una cuerda divide a esta y al arco
subtendido en partes iguales.

.. El segmento ON' corta a AB por postulado de la separacion del plano; estar O y N’ en
semiplanos diferentes respecto AB; sea P el punto de interseccion de ON'y AB




27

OM<OP OM es perpendicular y OP es oblicua.
OP <ON' (1) caracter transitivo

Ycomo ON'=ON (2) punto a
OM<ON como queriamos demostrar.

Teorema 2.5. “Un didmetro divide a la circunferencia y al circulo en dos partes iguales” que se
llaman semicircunferencias.

Hipétesis: AB es un diametro de la circunferen-
cia C(O, k).

Tesis: APB = AP'B

Construccion auxiliar: Tomemos un punto
cualquiera P, en uno de los arcos en que AB di-
vide a la circunferencia; tracemos por P la per-
pendicular n al didmetro, que cortard a este. X
Luego unamos a P y P’ con O, se formara los >

tridngulos A OMPy A OMP'.

Demostracion:

En A OMPyAOMP":

OM =0M segmentos comunes
OP = 0P/ por ser radios de la circunferencia
ZOMP=/0MP'=90° por construcciéon
AOMP=AOMP por tener iguales la hipotenusa y un cateto
MP = MP'

Si doblamos la circunferencia por AB hasta que P y P’ coincidan, tendremos: MP coincidiran
con MP’. Como este se verifica para todos los puntos de APB, resulta APB = AP'B, a la vez las
proporciones del plano comprendidas entre los arcos y el didmetro, coinciden.

En efecto superponiendo las figuras PBAy P'BA de modo que AB sea comtin, APB coincidira con
AP'B por ser los radios iguales de no serlo no seria una circunferencia.
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Teorema 2.6. “El didmetro es la mayor cuerda de la circunferencia”

A Hipétesis:
A DE es un diametro de la circunferencia C(O, r)
D y AB es una cuerda

Tesis:
DE > AB

Construccion auxiliar:
Usamos Ay B con O, formando el A AOB

Demostracion:

Sea AB una cuerda que no contiene al centro O y sea DE un diametro. Por el teorema de la
desigualdad triangular en el A AOB se tiene que AB < OA + OB pero como OA, OB, OE, OD son
radios, entonces, OA= 0Dy OB = OE, luego, OA+ OB = OD = OF = DE ,por tanto, AB < DE

Teorema 2.7. “Todo didmetro perpendicular a una cuerda divide a estay a los subtendidos en partes
iguales”

Hipétesis:
AB es un didmetro de la circunferencia C(O,r) y
DE esunacuerday AB 1 DE.

Tesis:
DM > EM,

Construccion auxiliar: Usamos D y E con O,
formando los tridngulos rectdngulos A DOM A
EOM.

Demostracion:
En A DOMy A EOM
OM =O0M son comunes
OD=OE por ser radios de la circunferencia
ademas AB | DE hipétesis
A DOM =A EOM tridngulos rectdngulos que tienen iguales las hipotenusa y un cateto.
DM =ME lados homoélogos de tridngulos iguales
L1=/2 por oponerse a los lados iguales en tridngulos iguales
DB=BE (1) por arcos correspondientes a dngulos centrales iguales.

Por otra parte:

ADB = AEB; (2) por semicircunferencias.
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Restando (1) y (2) tenemos:

AD = AE

ADB-DB = AEB- BE

como queriamos demostrar.

Teorema 2.8. Relaciones entre cuerdas y los arcos correspondientes.

“En una misma circunferencia, o en circunferencias iguales a arcos iguales corresponden cuerdas
iguales, y si dos arcos son desiguales (menores que una circunferencia) a mayor arco corresponde
mayor cuerda’.

1(1

261

Parte

Demostracion:

En ZAOBvy /DOE:
0A=0B=0D=0OE
/AOB = /DOE

radios

hipétesis;
A AOB A DOE
AB=DE

Parte

Hipétesis: En la circunferencia C(O, r): AB >
DE y ambos menores que una semicircun-
ferencia. AB y DE cuerdas correspondientes.

Tesis: AB > DE

Construccién auxiliar: Se unen A,By D,E
con O, formando los tridngulos A AOB
A DOE

Hip6tesis: En la circunferencia C(O, r) AB =
DE.

Tesis: ABy DE.

Construcciéon auxiliar: Se unen A,B,DyE
con O, formando los tridngulos A AOB y A
DOE

4ngulos centrales cuyos arcos correspondientes son iguales por

por tener iguales dos lados con su dngulo
lados homologos de tridngulos iguales
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Demostracion:

En A AOB A DOE:

OA=0B=0D=0E radios
A AOB>ADOE  AB>DE hipétesis
AB > DE en dos tridngulos que tienen dos lados iguales y desiguales
el &ngulo comprendido, a mayor dngulo se opone al mayor lado.

Teorema 2.9. Propiedad de la tangente en el punto de contacto.
“La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en el punto de contacto.”

A Hipétesis:

«—

» TT' estangente en A a la circunferencia.

= OA es el radio en el punto de contacto.

Tesis: TT' | OA.

Demostracién: Si OA no fuese perpendicular a T T seria oblicua y, en este caso, habria otra oblicua

—

OB que seria igual a OA. Si OB = OA entonces B seria un punto de la circunferencia yla recta T T"
no seria tangente porque tendria dos puntos comunes con la circunferencia.

Teorema 2.10. Distancia de un punto a una circunferencia

“La distancia minima de un punto a una circunferencia, es el menor de los dos segmentos de normal
comprendidos entre el punto y la circunferencia”

Se consideran los siguientes casos:
1. Punto Interior
Hipétesis:

= P es un punto interior de la circunfer-
encia O.

= AB eslanormal que pasa por P.

Tesis:

\]

= PA<PD
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Demostracion:
Enel A ODP:

OD < PD (1) Postulado de la distancia minima
pero OD=0A=0P+PA (2) Radios, suma de segmentos

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:
OP+PA<OP+PD .. PA<PD
2. El punto es exterior
Hipétesis:

= P es un punto exterior de la circunfer-
encia O.

= AB es la normal que pasa por P.
Tesis:

= PA<PD

Demostracion:

Enel A ODP:

PA+OA<PD+0D (1) Unlado es menor que la suma de los otros dos
pero: OA=0D (2) Radios

Sustituyendo (2)en (1), tenemos: PA+ OA< PD+OA .. PA<PD

Teorema 2.11. “Los arcos de una circunferencia comprendidos entre paralelas, son iguales’.

1% Parte. Las paralelas son secantes.
Hipétesis: AB yﬁy AB [ DE. 0

B

Tesis: AD = BE.

Contruccion auxiliar: Tracemos el diametro
MN 1L AB que ta}gl’bién serd perpendicular a
DEvyaque AB | DE.

A/AFN\
D\ME

\]
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361

Demostracion:

DM=EM (1)
y AM=BM (2) Todo didmetro perpendicular a una cuerda, divide a ésta y al arco subtendido
en partes iguales.

Restando (2) de (1):

DM-AM=EM-BM (3)
pero:ﬁ/[ —AM = AD (4) Resta de arcos;
yEM-BM = BE (5)
Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenemos:

AD =BE
Parte. Una de las paralelas es secante y la otra es tangente.
A A M B Hipétesis: AB es tangente, DE secante y
AB | DE.

Tesis: DM = EM

Construccion auxiliar: Tracemos el
didmetro M N, en el punto de contacto M.

PNy

Y

Demostracion:

MN L AB eLdiametro es L ala tangente en el punto de contacto.

MN LDE porque DE I AB hipétesis.

DM =EM todo didmetro | a una cuerda, divide a éstay a los arcos
subtendidos,en partes iguales.

Parte. Las dos paralelas son tangentes.

Hipétesis: :ﬁ es tangente en M, ﬁ es tan-
genteen Ny AB || DE.

Tesis: MFN = MGN.

Construccién auxiliar: Tracemos la secante
FG || AB que sera también FG | DE

\]
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Demostracion:

FM=GM(1)

Por el segundo caso: { —
FN=GN(2)

Sumando (1) y (2), tenemos:

FM+FN=GM+GN (3)
Pero: FM+FN=MFN (4) Suma de arcos
y GM+GN=MGN (5

Sustituyendo (4) y (5) en (3):
MFN = MGN
Teorema 2.12. Medida del dngulo inscrito: “ La medida de todo dngulo inscrito es igual a la mitad

del arco comprendido entre sus lados"

Se considera los siguientes casos:

1. El centro estd en uno de los lados del dngulo.

Hipétesis: El ZABD es inscrito y O es el cen-
tro de la circunferencia.

AD
Tesis: Medida del /B = - Q

B (0] A
Construcciéon auxiliar: tracemos el radio

OD, formando el ABOD que es isoceles. >
Demostracion:
Enel ABOD: /B=/D (1) Se oponen a radios iguales
Pero: 4B+ /D=/A0D (2) Por ser el ZAOD un angtlo exterior.

Sustituyendo (1) en (2), tenemos:
/B+/B=/A0D

2/B=/A0D Sumando;
/AOD
/B =

A 2
pero AD es medida del ZAOD. (4) Central.
ZAOD

(3) Despejando;

Sustituyendo (4) en (3), tenemos: medida del /B =



2. El centro estd en el interior del angtlo.

A Hipétesis: El ZABD es inscrito y O es interi-

ordel ZABD.

—

AD
Tesis: Medida del /B = -

Construccion auxiliar: tracemos el didmetro
BE, de manera que se formen los dngulos in-
> scritos ZABEy ZDBE.

Demostracion:
/B=/ABE+/DBE (1) Suma de dngulos.

AE .
Pero: /ABE = — (2) Por el primer caso.
2
ED .
y /CBE = 7 (3) Por el primer caso.

Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos:
AE ED AD
medida del /B = > + > = - suma de arcos.

3. El centro estd en el exterior del angtlo.

Hipétesis: El ZABD es inscritoy O es exteri-
oral ZABD.

—

AD
Tesis: Medida del ZABD = -

Construccion auxiliar: tracemos el diametro
BE, Formadosé ZABE y /DBE, ambos in-

D
scritos. >
Demostracion

/ABE=/DBE—-/ZABE (1) Diferencia de dngulos.
DE .
Pero: /DBE = z (2) Por el primer caso.
AE .
y /ABE = 7 (3) Por el primer caso.

Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos:

DE AE AD
medida del ZABD = - + - = - Diferencia de arcos.
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Corolario 2.1. Todos los dngulos inscritos en el mismo arco, son iguales. Asi tenemos:

A
AFD
ZABD=/AED = ——

\]

Corolario 2.2. Todo dngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

A

—

AD 180
/ABD=/AED = > =

o

Teorema 2.13. Medida del Angulo semi-inscrito: “La medida del dngulo semi-inscrcrito es igual a
la mitad sel arco comprendido entre sus lados”

Se consideran los siguientes casos:

1. El centro estd en uno de los lados del 4ngulo

0 A Hipétesis: El L ABD Es semi-insscrito y O es
el centro de la circunferencia.

—

BD
Tesis: Medida de £ ABD = —
B O 2
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Demostracion:
£ ABD =90° (1) La tangente es perpendicular al radio en el punto de contacto.
BD =180° (2) Por ser BD una semicircunferencia
BD
Comparando (1) y (2) tenemos la Medida <ABD = -
2. El centro estd en el interior del angulo
Hipétesis: 0 D
= El LABD estd semi-inscrito y O es inte-
rior del L ABD B o E
Tesis: ‘
BD
s Medida del L ABD = —
2 A
Construccién auxiliar: Tracemos por B el >
didmetro BE, quedando el £ ABD dividido
en {ABEy £LEBD de manera que {ABD =
LABE+ £EBD.
Demostracion:
BE
Medida del LABE=— (1)
er 2
Por el caso 1¢" caso D
Medida del AEBD= — 2
BE ED
Sumando (1) y (2) tenemos: medida del { ABE+ {EBD = — + —
. . . BD
Resolviendo las operaciones, tenemos: medida del £ ABD = T

3. Elcentro es exterior al &ngulo

Hipétesis:

= El LABD es semi-inscrito y O es exteri-
or al dngulo

B (0] Tesis:
BD
» Medida del L ABD = —~
A
N Construccion auxiliar: Tracemos el

didmetro BE formando el £DBE semi-
inscrito



Demostracion:

AABD=AABE—- £DBE (1) Regla de dangulos

BE
Pero: Medida del L ABE = z Por el 1r Caso
DE
y Medida del £ DBE = — Por el 1°r Caso
Sustituyendo (2) y (3) en (1)
BE-DE BD
medida del {ABD = —— = -

Teorema 2.14. Teorema de la medida del dngulo ex-inscrito: “La medida del dngulo ex-inscrito es
igual a la semisuma de los arcos que tienen su origen en el vertice y sus extremos en uno de los lados

yen la prolongacion del otro”.

Hipétesis:
El L ABD Es ex-inscrito

Tesis:

— o~

BD+ BE
Medida del L ABD = ;L

Construccion auxiliar:
Unimos D con E formando el A BDE >

Demostracion:

/ABD=/D+/E (1) Angulo externo

BE P
pero: medidadel ZD = > (2) Angulo inscrito
BD P
medidadel ZE = — (3) Angulo inscrito
. BD BE BD+BE
sustituyendo (2)y (3) en (1) tenemos: ZABD = —+ — = ————

2 2 2

Teorema 2.15. Medida del Angulo Interior: ” la medida del dngulo interior es igual a la semisuma

se las medidas de los arcos comprendidos por sus lados y por sus prolongaciones "

Hipotesis:

» El ZAFE es un dngulo interior '

» AE y BD son los arcos comprendidos por
los lados y las prolongaciones. ‘
BD+ AE
Tesis: Medida del /F = ————.

Cosntruccién auxiliar: Unamos Ay D, forman-
doel AAFD. >
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Demostracion:

Enel AAFD tenemos <ZF=/A+2/ZD (1) Porser ZF un angulo exterior del AABD

BD .
pero: LA= > (2) Inscrito

AE .
/ZD= = (3) Inscrito
, BD AE BD+AE
Sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos: /F = 7 + 7 = T

Teorema 2.16. Medida del dngulo exterior:“La medida del dngulo exterior es igual a la semi-
diferencia de las medidas de los arcos comprendidos por sus lados”

Hipétesis: EL /A es exterior.

DE-BF
Tesis: Medida del /A= ———.

Construccion auxiliar: Unimos D con F, for-
mandose el AAFD.

Demostracion:

En el AADF tenemos: /F = ZA+ Z/D; dngulo exterior del AADF.

Despejando A:
LA=/F-/D 1)
. DE .
Pero: medidadel ZF = > (2) Inscrito;
. BF .
y medida del ZD = - (3) Inscrito.

Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:

DE BF DE-BF
medida del ZA = - "5 = —

Caso particular Un caso particular del dngulo exterior es el dngulo circunscrito que es formado
por dos tangentes a la circinferencia. Su medida es también la semidiferencia de los arcos Imitados
por los puntos de contacto.
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Teorema 2.17. Relaciones entre las cuerdas: “ Si dos cuerdas de una circunferencia se cortan, el
producto de los dos segmentos determinaos en una cuerda es igualal producto de los segmentos
determinados en la otra "

A E Hipétesis:

( = ABy DE son cuerdas que se cortan en Q;

» QAy QB sonlos segmentos determinados

en AB;
D
B = QD y QE son los segmentos determina-

dos en DE

Tesis:

QA*QB=QD=*QE
Construccion auxiliar: Unimos A con E'y B con
D, formdandose los triangulos ABDQ y AAEQ.
Demostracion:
Enlos ABDQy AAEQ: LA=/D inscritos en el mismo arco BE.

/B=/E inscritos en el mismo arco AD. Estableciendo la
ABDQ ~AAEQ por tener dos dngulos iguales.

proporcionalidad entre los lados homélogos, tenemos:
QA _QE
QD QB
.QA* QB = QD * QE por ser el producto de los medios igual al producto de los extremos.
Teorema 2.18. Relaciones entre secantes: “Si por un punto exterior de una circunferencia se traza

dos secantes, el producto de una secante por su segmento exterior, es igual al producto de la otra
secante por su segmento exterior”

Hipétesis: QA y QD secantes; QB y QE segmen-

D tos exteriores.

Tesis: QA * QB = QD * QE.

Construccién auxiliar:: Unimos A con E y B con
D, formandose los tridngulos AQEAy AQBD
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Demostraciéon: Enlos AQEAy AQBD:

ZQ=2Q comun;
LA=/D Inscritos en I§E;
AQEA~AQBD por tener dos dngulos iguales.

Entre los lados homologos estableciendo la proporcionalidad:

Q4 _QF
QD QB

.QA* QB = QD * QE; por ser el producto de los medios iguales al producto de los extremos.

Teorema 2.19. Propiedad de la tangente y la secante trazadas desde un punto exterior de una
circunferencia: “Si por un punto exterior de una circunferencia se trazan una tangente y una secante,
la tangente es media proporcional entre la secante y su segmento exterior".

Hipétesis: QT y QA son tangentes y secantes de

la circunferencia O.
.. QA QT
Tesis: — = —

QT QB

Construccién auxiliar: Unimos T con A y B,
forméndose los tridngulos AQTAy AQTB.

Demostracion: Enlos AQTAy AQTB:
ZQ=2Q comun;
LA=/T inscritos y semi-inscrito en ET;
AQTA~ AQTB por tener dos dngulos iguales.
Entre los lados homologos estableciendo la proporcionalidad:

QT

0B

Q4
QT



CAPITULO 3

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA

Teniendo las definiciones, teoremas y demds herramientas expuestas en el capitulo 1 y en el
capfitulo 2, se dard paso al estudio de la ecuacién general y canonica de la circunferencia y demas
conceptos que se desprenden de estas, en este capitulo tambien podrdn encontrar ejemplos con
el fin de explicar los conceptos y aclarar de alguna forma las dudas que se puedan generar de
dichos conceptos, la informacién presentada a continuacién se encuentra ampliada en [1] de la
bibliografia.

Después de la recta, la linea mas familiar al estudiante es la circunferencia, pues la conoce desde
sus primeros estudios de geometria elemental. Consideramos la circunferencia como un ejemplo
de lugar geométrico.

3.1. Ecuacion de la circunferencia
3.1.1. Forma ordinaria.
La ecuacién de la circunferencia se obtendra a partir de su respectiva definicion.

Teorema 3.1. La circunferencia cuyo centro es el punto O(h, k) y cuyo radio es la constante ry tiene
por ecuacion

(x—h?+(y-k?=r?

Demostracion 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la circunferencia de centro O(h, k) y radio r.
Entonces, por definicion de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condicién geométrica

’W’ =, (3.1

la cual equivale a la ecuacion

Va-m2+(y-k2=r
de donde,

x-h*+y-k?*=r?

41
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Reciprocamente, sea P;(x1,y;) un punto cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién
enunciada al inicio, de manera que se verifica la igualdad

(x—h?+(y-k?=r (3.2)

De aqui se deduce, que

\/(x—h)2+(y—k)2: r

que es la expresion analitica de la condicién geométrica (3.1) aplicada al punto P;. Por tanto.
resulta que (3.2) es la ecuacién buscada.

Para el caso particular en el que el centro O estd en el origen, h = k = 0, y tenemos:

Corolario 3.1. La circunferencia de centro en el origen y de radio r tiene por ecuacién

¥ +yr=r? 3.3)

Por el teorema 3.1 observamos que, si se conocen las coordenadas del centro y la longitud del
radio, la ecuacion puede escribirse inmediatamente. Esto sugiere un método para obtener la
ecuacion de una circunferencia en cualquier problema dado; todo lo que se necesita saber son
las coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de la condiciones dadas. La construccién
de una circunferencia, en Geometria elemental, implica la determinacion del centro y el radio;
el método alli empleado, aunque no siempre es el mds corto, puede usarse para obtener dicha
ecuacion en geometria analitica la ecuacion.

Ejemplo 3.1. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo cuyos vértices son
Pl(_ly 1); P2(3y5); P3(5» _3)-
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h P>(3,5)

Solucién

La construccién a que pasa por los tres puntos dados es un problema conocido de la Geometria
elemental. El método consiste en construir las mediatrices [; y I, respectivamente, de dos
cualesquiera de los lados, digamos PP, y P,Ps. La interseccién O de I, y I, es el centro y la
distancia de O a cualquiera de los puntos Py, Py, P3 es el radio. Ahora determinaremos la ecuacién
de la circunferencia siguiendo este método.

Calculando los puntos medios de los segmentos P; P, y P,P3 y P; P3 obtenemos de igual manera
las pendientes de los segmentos P, P, y P, Ps.

Vamos a encontrar los puntos medios de los lados de los tridngulos:

—-1+3 1+5
P (x,y) = (lix, hy) = (T T) =(1,3)
3+5 5-3
P2 (%, ) = (l2xs l2y) = — 5 4,1)
5—-1 -3+1
Pp3(x,y) = (Isx, I3y) = (T 5 ) =(2,-1)

Ahora hallaremos las respectivas pendientes de los lados I, y I»

La ecuacién de /; esta dado por:

1
y—3:—E(x—1) =—(x-1),luego y=—-x+4
3+1
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La ecuacién de I, esta dado por:

1 1 1 1
y—l_—m(x—4)——z(x—4), uegoy—Zx

3-5
1 5 16
Igualando se obtiene Zx:—x +4 implica que Zx =4,dedonde x = 5

16 4 .. . .
Puesto que y = —x +4 entonces y =4 — T lo que significa que el centro de la circunferencia

16 4
buscada es (E' g), y el radio esta dado por:

=l ST b BT

asi que la ecuacion de la circunferencia con estas caracteristicas es:

( 16)2( 4)2 442
X——| +|ly—-=| =—
5 25

o0 equivalentemente a:
5x°—32% +5y* —8y =44

3.1.2. Forma general.

Si desarrollamos la ecuacion ordinaria

x-h*+(y-k?=r? (3.4)
Obtenemos la siguiente ecuacion:
X2+ y?—2hx-2ky+h>+k*-r?=0
Equivalentemente

4y’ - 2hx- Ry +h* + k-1’1 =0

Esta es una ecuacion de la forma:

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0

Donde al carecer de término xy, resulta B = 0, ademas comparando terminos semejantes tenemos
que:

A=1,B=0,C=1,D=-2h,E=-2k, F=h®+k*-r?

Reemplazando en la ecuacién anterior tenemos:

x*+y*+Dx+Ey+F=0 (3.5)
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El problema que se presenta ahora es averiguar si, reciprocamente, toda ecuacién de la forma
general representa una circunferencia . Para contestar esta pregunta, pasaremos de la forma
general a la forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia.

La ecuacién x? + y> + Dx + Ey + F = 0 equivale a: (x*> + Dx) + (y*+ Ey) = —F, y este a su vez a

) D? ) E?\ (D*\ (E? , D)? E\* D*+E?+4f
x*+Dx+—|+|y"+Ey+—|=(—|+|—|-Fesdeci, [x+=| +|y+=| =————,
4 4 4 4 2 4
D E . D?+ E?>-4AF
Luego, el centro esta dado por 5T , y el radio por r = f>0

Hay tres casos posibles por considerar:

1. Si D?+ E? —4F >0, la ecuacién anterior representa una circunferencia de centro en el punto

(-2,-£) yradio igual a VD2 + EZ - 4F.

2. D?+ E? —4F =0, la ecuacién 3.6 es una circunferencia de radio 0; es decir, la ecuacién 3.6

representa un solo punto de coordenadas (—%, —g)

3. Si D? + E?2 — 4F < 0, la ecuaci6n anterior se dice que representa un circulo imaginario. En
nuestra Geometria real, sin embargo, la ecuacién 3.6 no representa, en este caso, un lugar
geométrico.

Aunque el caso (2) puede considerarse como un caso de limite del caso (1), en adelante
consideraremos que una ecuacién representa una circunferencia solamente en el caso (1). por
tanto tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.2. La ecuacion x>+ y?> + Dx+ Ey+ F = 0 representa una circunferencia de radio diferente
de cero solamente si

D?+ E?2—4F > 0.

Q,—g)yelradioé D? + E2—4F,

Las coordenadas del centro son, entonces, (— 5

Demostracién 2. En efecto la ecuacion de la circunferencia en su forma general es x*>+y>+Dx+Ey+
F =0, Agrupando términos semejantes se obtiene (x*> + Dx) + (y* + Ey) + F = 0, luego Completando
cuadrados se tiene (xz +Dx+ DTZ) + (yz +Ey+ Ef) = DL B _F, de donde (x+2)" + (y+£)* =
(D2+E2—4F)

4

Esta ecuaci6n se encuentra en la forma centro-radio y tendra una gréfica, la cual es una
circunferencia, si:

s D2+ E2—4F>0
» (D?+E2-4F=0

’

Asi podemos decir que las coordenadas del centro son O(-
3VD2+ E2—4F

g —g) y el radio esta dado por
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Ejemplo 3.2. Reducir la siguiente ecuacién a la forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia.
Si la ecuacion representa una circunferencia halla su centro y su radio

2x2+2y?-10x+6y—15=0
Solucion
Primero divideremos la ecuacién por 2, coeficiente de x?, y pasamos el término independiente al
segundo miembro. Esto nos lleva al resultado, después de ordenar los términos

2_ 2139222
(x==5x)+ (y +3y)_2

Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado
de la mitad del coeficiente de y ambos mienbros. Esto nos da

o)
X“=56x+—|+
4

2+3 +§)_E+§+§
AR VY ISR

que puede escribirse de la forma
5\ 3)?
-=| +{y+=] =16
(x 2) (y 2)

.. . . 5 3 .
Por lo tanto, la ecuaciéon dada representa una circunferencia de centro 275 y cuyo radio es 4.

3.2. Determinaciéon de una circunferencia sujeta a tres condiciones
dadas

La ecuacién de una circunferencia en su forma general es:

x> +y*+Dx+Ey+F=0 (3.6)

Observamos que hay tres constantes arbitrarias, D, E, F. De manera semejante en la forma
ordinaria

(x-h)?2+(y-k?=r? 3.7)

Tenemos tres constantes arbitrarias independientes, h, k, r. Necesitamos tres condiciones para
determinar los valores de las constantes. Como toda ecuacién de una circunferencia se puede
expresar en cualquiera de sus dos formas, la ecuacién de la circunferencia se puede obtener
determinando los valores de las tres constantes. Para hallar los valores de las constantes se requiere
tres ecuaciones independientes, las cuales se pueden obtener de tres condiciones independientes.

En conclusiéon analiticamente la ecuacién de una circunferencia se determina completamente por
tres condiciones independientes.

Una circunferencia también queda perfectamente determinada geométricamente por tres
condiciones independientes; Hay innumerables condiciones geometricas que determinan una
circunferencia, por ejemplo, una circunferencia que pasa por tres puntos que no se encuentren
sobre una recta.
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Ejemplo 3.3. Determinar la ecuacién, centroy radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos
O(-1,1), P(3,5) yQ(5,-3).

Solucién
La ecuacion buscada es de la forma general
2, .2 _
xX*+y"+Dx+Ey+F=0
Debemos hallar el valor de las constantes D, E, F.

Los tres puntos dados estan sobre la circunferencia, por lo tanto deben satisfacer la ecuacién (3.7).
De esta manera obtenemos

Por pasar por el punto O(-1,1),1+1-D+E+F=0,esdecir D-E-F=2
Por pasar por el punto P(3,5),9+25+3D+5E+F =0, esdecir3D+5E+ F=-34
Por pasar por el punto Q(5,-3),25+9+5D—-3E+ F=0,esdecir5D—-3E+F=-34

Resolviendo este sistema de 3x3 tenemos 4D +4F = —-32 y 6D —4F = —32 lo cual equivale a tener
32 32 8

2D+2F=-16y3D—-2F = -16, luego 5D = -32, dedondeD=_T,F:—8—D=—8+g :—gy
32 8 24 34
E=D-F-2=———+—--2=——-2=——
5 5 5
Los valores de las constantes son:
-32 -8 -34
D=—/ E=—,F=—
5 5 5

Luego la ecuacién buscada es:

Ejemplo 3.4. Hallar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia que pasa por los puntos A(6,2),
B(8,0) y cuyo centro esta sobrelarecta3x+7x+2=0

Solucion
Supongamos que la ecuacién buscada en la forma ordinaria, es

(x—h)?+(y-k?=r?

N 1. Como el centro (h, k) esta sobre la recta
3x+7y+2 =0, sus cooordenadas satis-

AY (6,2) facen la ecuacion de la recta, y tenemos
(8,0) 3h+7k+2=0 (3.8)

_

X
\ 2. Como los puntos estan sobre la circun-

ferencia, estos deben satisfacer las ecua-
3x+7y+2=0 ciones de la circunferencia:

Y’ 6-h>+2-k?=r> @B-h?+k*=r?
(3.9) (3.10)



48 3.2. DETERMINACION DE UNA CIRCUNFERENCIA SUJETA A TRES CONDICIONES DADAS

De aqui:

6-h2+2-k?*=8-h*+k*
asi que:

6-h)?-@B8-h?=k*-2-k)?
de donde,

[(6-h)+@B-MI6-h)—B-h]=[k-2-k)lk+2-k]
(14-2h)(-2) = (2k—-2)(2)
(h—-14) = (2k-2)
deaquih—-7=k—-1esdecirh—k—-6=0

En este momento tenemos dos ecuaciones con dos variables:
3h+7k=-2y h—k=6,las cuales son equivalentes a

3h+7k=-2y7h—-7k=42,yestoasuvezlleva aque 10h =40, lo cual significa que h = 4. Con este
valor tenemos que k = h—6 =4 —6 = —2. Por lo tanto el centro de la circunferencia es (4, -2).

El radio de la circunferencia es:r = v/(6-4)? + (2+2)2 = V4 + 16 = v/20=2/5

Por lo tanto la ecuacion de la circunferencia planteada es: (x — 4)2 4+ ( y+ 2)2=20

Teorema 3.3. La ecuacion de la circunferencia que pasa por tres puntos dados no colineales Py,P, y
P3 es:

2+y? x oy
x% + J/% X1 n
XS+y5 X2y
x§ + J/§ X3 ¥3

—
Il
o

Demostracion 3. Como es una ecuacion de una circunferencia debe cumplir

x>+ +Dx+Ey+F=0
Ahora como P (x1, y1),P2(x2, y2) ¥ P3(x3, y3) estan en la circunferencia x4+ y2 +Dx+Ey+F=0,se

debe satisfacer que

x2+y2+Dx;+Ey1+F=0 ;
X5+y2+Dx;+Ey, +F=0 'y
x§+y§+Dx3+Ey3+F:0 , por lo tanto

Despejando a D, E, F tenemos
Dxi+ Ey1 + F = —(x2 + y%)

Dxy+Ey,+ F=—(x5+y3)
Dx3+Ey3+F=—(x2+y3)
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—(x1+y1) n 1 X1 —(x1+y1) 1 X1 N —(x1+y1)
D= —(x2+y2) y2 1 E=| x —(x2+y2) 1 F=|x —(x2+y2)
—g Yy 1 X3 —(x5+y5) 1 X3 y3 —(x5+y3)
Identifiquemos
x1 1
s=lx2 yo 1
x3 y3 1
Reemplazando en la ecuacién general obtenemos:
x%+ 2+9x+5 +E—0 lo cual equivale a
VrgttgYTe Ty q
S(x2+y2)+Dx+Ey+F:O,asique
x1 n 1 —(x1+y1) 1 X1 —(x1+y1) 1 X1 n —(x1+y1)
P+y)| x2 y2 1 |+x —(x2+y§) 2 1 |+y| x —(x2+y§) 1|+ 2 ¥ (x2+y§) =0
X3 ys 1 —(5+y3) v 1 x3 —(5+y3) 1 X3 y3 —(x5+y3)
x1 1 —(x1+y1) n 1 X1 —(x1+y1) 1
D2+ 2 oy 1|+ (=D3x —(x2+y) yo 1 |+(=D*y| x —(x2+y) 1
x3 y3 1 —(x3+y3) yv3 1 X3 —(x3+y3) 1
X1 N —(x1+y1)
+-D°| X2 ¥ —(x2+y2) =0
X3 )3 _(x3+y)
X1 N 1 _(x1+y1) h4! 1 X1 _(-x1+y1) 1 X1 N _(-x1+y1)
(x2+y2) X2 Yo 1 |=x —(x2+y2) 2 1 |+y| x2 —(x2+y2) 1 (=] x2 ¥ —(x2+y2) =0
x3 y3 1 —(x3+y3) y3 1 X3 —(x3+y3) 1 X3 J3 —(x3+y3)
xz+y2 x y 1
x%+yf X1 N 1 —0
x§+y§ X2 )2 1
x§+y§ X3 Y3 1

3.3. Familias de circunferencias.

Ahora consideremos familias o haces de circunferencias; en el capitulo anterior demostramos
que una circunferencia y su ecuacion se detreminan por tres condiciones independientes. Una
circunferencia que satisface menos de tres condiciones indpendientes no es, por tanto, tinica. La
ecuacion de una circunferencia que satisface a dos condiciones, contiene una constante arbitraria

llamada pardmetro.
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Estudiamos los siguientes casos:

1. La ecuacion contiene dos parametros: En
la ecuacién x?+ y? + Dx + Ey = 0 tenemos
las constantes D, E las cuales pueden tomar
cualquier valor real y representan la fami-

lia formada por todas las circunferencias que w

pasan por el origen de las coordenadas.

2. Laecuacién contiene un parametro: Esta a su vez tiene los siguientes casos particulares:

>

a) La ecuacién x? + y? = r?: Esta contiene el
parametro r > 0 y representa una fila de
circunferencias concéntricas.(con el mis-
mo centro) que es el origen de coorde-
nadas O(0,0) y con todos los radios posi-
bles.

)
2

\J

WG

b) laecuacioén (x—h)%+( V- h)2 = h? contiene
el parametro h > 0y representa una famil-
ia de circunferencias que son tangentes a
los ejes coordenados y que todos sus cen-
tros estan sobre la recta y = x estas circun-
ferencias toman el nombre de coaxiales.

\]

3>

AR

¢) Laecuacioén (x—2)%+ (y — k)?> = 9 contiene
el parametro k € R y representa la familia
de circunferencias cuyos centros se local-
izan sobre la recta x = 2 y todas tienen un
radio r =3

b
>

A
B
)

en donde el pardmetro k es cualquier nimero positivo.

Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas que pasan por la intersecciones de
dos circunferencias dadas. Sean C; y C, dos circunferencias dadas cualesquiera, cuyas ecuaciones
son:
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Cr:x*+y*+D1x+E y+F =0 0))

Co:x*+ Y+ Dox+Eyy+F =0 )

Multiplicamos la ecuacién (2) por un parametro k

Co:(x*+y* +Dox+Eyy+F).k=0.k 3)

y sumando las ecuaciones (1) y (3) se obtiene la ecuacién:
X2+ y>+Dix+E1y+F +k(x*+y?+ Dyx+ Eyy+F,) =0 (4)

en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales. Supongamos que los circulos C;
y C, se cortan en dos puntos distintos P;(x1, y1) ¥ P2(x2,¥2). Como las coordenadas (x;,y;) de
P, satisfacen ambas ecuaciones (1) y (2), también satisfacen la ecuacién (4), y esta reduce a la
forma 0 + k(0) = 0, que es verdadera para todos los valores de k. Andlogamente, las coordenadas
(x2,y2) de P, que satisfacen de igual maneras las ecuaciones (1) y (2) y también la ecuacién (4)
representa las familia de curvas que pasan por las dos intersecciones de las circunferencias C; y
C,. Para determinar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribiremos (4) en la forma

(k+1)x?+(k+1)y*+ (D1 + kD) x+ (E1 + kE)y + F1 + kF> = 0 (5),

Si k = -1, la ecuacion (5) se reduce a una de primer grado y, por lo tanto, representa una linea recta.
Pero, para cualquier otro valor de k, la ecuacion (5) representa una circunferencia de acuerdo con
el teorema 2 del capitulo 2. En particular, para k =0, la ecuacién (5) se reduce a Cj.

La ecuacion (4) es particularmente util para obtener la ecuacién de una curva que pasa por
las intersecciones de las circunferencias dadas, ya que entonces no es necesario determinar las
coordenadas, de los puntos de interseccion.

Ejemplo 1. Las ecuaciones de dos circunferencias son:

Cl:x2+y2+7x—10y+31:0
C2:x2+y2—x+6y+3=0

Hallar la ecuacién de la circunferencia Cs; que pasa por la intersecciones de C; y C; y tiene su centro
sobrelarectal:x—y—-2=0.

Solucion
La circunferencia buscada C3 es un elemento de la familia

X2+ y*+7x-10y+31+k(x* + y*—x -6y +3) =0 ©)

en donde el parametro k debe determinarse por la ecuaciéon de que el centro de Cs sobre larecta [.
EL centro de cualquier circunferencia de la familia (6) se halla asi:

Q+k)x*+(1+k)y*+(7-k)x—(10+6k)y+31+3k



52 3.3. FAMILIAS DE CIRCUNFERENCIAS.

(7-k)? . (10 + 6k)?
41+Kk)?2 40+ k)?
(7-k)? (10+6k)?

+
41+ k)2 401 +k)?

[2+(7—k) (7- k)z] [ (10 +6k) +(10+6k)2
. 1+k 4(1+k)2 1+k Y 4(1 + k)2
, (T-k\( , (10+6k)

x“+ V-

21+ k) 21+ k)

k-7 3k+5
2k+1) k+1

]:—31—3k+

):—31—3k+

De aqui sus coordenadas son ) como estas coordenadas deben satisfacer la

ecuacion de [, tenemos

k=7 _8k+5_,_ (k=D =26Bk+5-4k+D o 6r 10-ak—4=-9k—21=0
2(k+1) k+1 2(k+1)
e 2 __7
9 3

de donde k = —%. Sustituyendo este valor de k en (6) obtenemos la ecuacién de Cs:
7
X2+ y*+7x-10y+31— 3 (x> +y*—x-6y+3)=—4x*—4y*+28x+12y+72=0
Luego, la ecuacion buscada es:
X2 +y*-7x-3y—-18=0

En la siguiente figura se han trazado las tres circunferencias C;, C,, C3 ylarecta /.

A

g %\/

Consideremos ahora el caso de dos circunferencias C; y C, tangente entre si, en el punto P3(xs, y3).
Por un razonamiento anélogo al anterior, en el caso de interseccién en dos puntos diferentes,
podemos demostrar que, para cada valor de k diferente de —1, la ecuacién (3) representa una
circunferencia tangente a C; y C, en Ps. Finalmente, consideremos el caso de que C; y C, no tenga
ningun punto comun. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuacion (2) no
pueden satisfacer la ecuacién (1) y, por lo tanto no puede satisface la ecuacién (3) para ningiin
valor de k. Andlogamente, las coordenadas de un punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer
(2), y, por lo tanto,tampoco (3), para ningiin valor de k excepto para k = 0, en cuyo caso, (3) se
reduce a (1).

En resumen, ninguna circunferencia de la familia (3), excepto Cj, tiene un punto en comtn con
C; o C,. Aun més, sea P, un punto cualquiera que esté sobre cualquier elemento de la familia
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(3), excepto sobre C;. Acabamos de demostrar que P, en las ecuaciones (1) y (2), los primeros
miembros no se reducirdn a cero sino que tendrdn valores diferentes a cero, digamos k; y k»
respectivamente. Por lo tanto, si se sustituye en (3) las coordenadas de P, la ecuacién toma la
forma:

k1+kk2=0,

ky
de donde k tiene el tinico valor o esto significa que solamente una circunferencia de la familia

2
(3) que pasa por el punto P,. Como Py se eligi6 como cualquier punto sobre cualquier elemento
de (3), excepto C;, deduce que ningin par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en
comun.

En los primeros casos considerados anteriormente , es decir, cuando C; y Cy tienen uno o dos
puntos comunes, la ecuacion (3) representa una circunferencia real para todo valor de k, ya que por
lo menos existe un punto del lugar geométrico. Pero esto no ocurre cuando C; y C» no tiene ningin
punto comun. Entonces no se puede asegurar que la ecuacién (3) representa una circunfrencia real
para todo valor de k. Si C; y C» no tiene ninglin punto en comn es facil encontrar ejemplo, en los
que, para valores especificos de k, 1a ecuacion (3) no representa ninguna circunferencia real.

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas se llaman recta de los

centros. Es muy sencillo demostrar que todas las circunferencias de la familia (3) tiene un centro
en la recta de centros C; y Cy. En efecto Iso centros de C; y C, son: (—%,—%) y (—%,—%),
respectivamente, y la ecuacion de la recta que contiene a estos dos puntos es:

Z(El - Ez)x—Z(Dl - Dz)y+ D2E1 - D1E2 =0,

Dy+kDy E;+kE;
2k+1) " 2(k+1)

la cual satisface por las coordenadas |- ) del centro de cualquier

circunferencia definida por (3).
Todos los resultados precedentes en resumen en el siguiente

Teorema 3.4. Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cualesquiera C, y C, son:

C :x2+y2+D1x+E1y+F1 =0
Cg:x2+y2+D2x+E2y+F2 =0
la ecuacion
2+ y?+D1x+E1y+Fi+ k(x> + y? + Dax+ E;y+ F») =0
representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sus centros en la recta de los centros

ClyCZ.

= Si Cy y G, se cortan en dos puntos diferentes la ecuacion representa, para todos los valores de
k diferentes de —1, todas las circunferencias que pasan por los dos puntos de interseccion Cy y
Cy, con la tinica exepcion de C, misma.
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= Si Cy y C, son tangentes entre si, la ecuacion representa para todos los valores de k diferentes
de -1, todas las circunferencias que son tangentes a C, y C, en su punto comiun, con la tinica
excepcion de C, misma.

= SiCy yC, no tienen ningiin punto comtin la ecuacion representa una circunferencia para cada
valor de k diferente de —1, siempre q ue la ecuacion resultante tenga coeficientes que satisfagan
las condiciones especificas del teorema 2 del Capitulo 2. Ningitin par de circunferencias de la
familia tienen un punto comiin con ninguna de las dos circunferencias Cy y C,.

3.4. EjeRadical

En el articulo anterior hemos considerado dos circunferencias diferentes, C, y C,, de ecuaciones

Cr:x*+y*+D1x+E y+F =0 (3.11)

Co:X°+ Y+ Dox+Ey+F, =0 (3.12)

A partir de estas ecuaciones formamos la ecuacion
X+ Y2+ Dix+Ey+F + k(x* +y* + Dox + E»y + F») (3.13)

y la discutimos como ecuacién de una familia de circunferencias para todos los valores de k,
excepto —1. Si k = —1 la ecuacion, (3.13) toma la forma

(D1—Dg)x+(E1—E2)y+F1—F2:0 (3.14)

Si C; y Gy, no son concéntricas, se verificard D; # Dyo E; # E», o ambas, de manera que por
lo menos uno de los coeficientes de x y y en (3.14) serd diferente de cero, y la ecuacién (3.14)
representa entonces una linea recta llamada eje radical de C; y C,.

Si C; y C, se cortan en dos puntos diferentes. El eje radical pasa por estos puntos y, por tanto,
coinciden con su cuerda comun. Si C; y C, son tangentes entre si, su eje radical es la tangente
comun y no son concentricas, su eje radical no tiene ningun punto comun con ninguna de las dos
circunferencias.

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias cualesquiera es perpendicular a su
recta de los centros. La ecuacion de la recta de los centros C; y C» es

2(E1 —Eg)X—Z(Dl —Dg)y+D2E1 —D1E2 =0

E -E,

y la pendiente de esta recta es , si E7 # E». Como estas pendientes son negativamente

reciprocas, se sigue que el eje radical es Serpendicular alarecta de los centros si D; = Dy, entonces,
por la ecuacion (3.14), resulta que el eje radical es paralelo al eje X, y por la ecuacién anterior, la
recta de los centros es paralela al eje Y; por tanto, en este caso, el eje radical y la linea de los centros
también son perpendiculares entre si. Andlogamente, si E; = E», el eje radical esparalelo al eje Yy
la recta de los centros es paralela al eje Y y la recta de los centros es paralela al eje X; por lo tanto,
son perpendiculares entre si.
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Ejemplo 3.5. Hallard la ecuacién del eje radical de las circunferencias
Cr:2x°*+2y* +10x -6y +9=0 (3.15)

Co:x*+y>-8x—12y+43=0 (3.16)
y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

A C,

Solucion
Vamos a multiplicar la ecuacién (3,7) por 2 y luego la restamos de la ecuacion (3,6) asi:

2x° +2y* +10x—6y+9=0
2x2+2y?—16x—24y+86 =0
1:0x2+0y%+26x+18y—77=0
1:26x+18y—77 =0 Es la ecuaci6n del eje radical.

Su pendiente es — ry

53
Las coordenadas de los centros C; y C, se encuentran facilmente y son (_5'5) y 4,6),

6—-(3/2) 9

4+(5/2) 13’
negativamente reciproca de la pendiente del eje radical. por tanto, el eje radical es perpendicular a

la recta de los centros.

respectivamente, de manera que la pendiente de la recta de los centros es que es

3.5. Tangente a una curva

La tangente se define como una recta que tiene un solo punto comin con la circunferencia. Esta
definicion, sufieciente parala circunferencia, es inadecuada para las curvas planas en general, pues
hay curvas planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno o mas puntos
diferentes. Por esto, vamos a dar una definicién de tangente que se aplique a todas las curvas planas
en general.

Sea la ecuacion de una curva plana cualquiera C

fx,»=0 (3.17)

Sean P;(x1, y1) y P2(x2, y2) dos puntos diferentes cualesquiera de C tales que el arco de curva que
los une sea continuo; es decir, P, puede moverse hacia P; permaneciendo siempre sobre la curva.
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La recta que pasa por P; y P, se llama secante. Consideraremos que P; es un punto fijo mientras
que P, se mueve a lo largo

de C hacia P;. Entonces, a medida que P, se aproxima a P, la secante gira en el sentdo contrario al
de las manecillas de un reloj en torno a P; y, en general tiende a una posicién limite representada
por la recta P1 T que se define como la tangente a la curva C en el punto P;. El punto P; se llama
punto de tangencia o punto contactode la tangente. La pendiente de la curva C en el punto P;se
define como la pendiente a C en Py

Para determinar la ecuacion de la tangentes a una curva dad en un punto particular de la curva, se
conoce un punto, el punto de contacto; por lo tanto, queda por hallar la pendiente de la tangente.
La pendiente se la secante P; P, es:

-

mg ) X1 # X2 (3.18)
X1 — X2

Si ¢ es una curva cualquiera diferente de una linea recta, el valor de m; varia a medida que P
se aproxima a P;. Definiéndose la tangente P, T como la posicion del limite de la secante P, P, a
medida que P, tiende a P;, se sigue que la pendiente m de la tangente es el valor del limite de la
pendiente m; de la secante dado por 3.19, y escribimos

m= lim 22 (3.19)

siempre que, por supuesto, ese limite exista. La determinacién, signicado y propiedades de este
limite son problemas del calculo infinitesimal.

Tomamos por lo tanto, (3.18) como tipo de tales ecuaciones y consideramos el sistema formado
por esta ecuacion y la ecuacién de la recta,

y=mx+k (3.20)

Las soluciones comunes de (3.18) y (3.21) son dos y pueden obtenerse sustituyendo primero y por
mx + k en (3.18), y resolviendo la ecuacion cuadrética en una variable que resulta, de la forma

ax’>+bx+c=0, a#0 3.21)
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Las raices de (3.22) pueden ser reales y desiguales, reales e iguales o complejas correspondiendo,
respectivamente a la interpretacion geométrica de que la recta (3.21) y la curva (3.18) se corten en
dos puntos diferentes, tengan un punto comtn o no se corten. Para el caso de interseccién en dos
puntos diferentes, la recta (3.21) es una secante de la curva (3.18). Si ahora, imaginamos que varian
los coeficientes reales de (3.22) se aproximan a la otra, esto equivale, geométricamente, a que la
secante va variando hasta ocupar la posicion limite de la tangente, como en la definicién anterior.
De este razonamiento se deduce , por lo tanto, que la igualdad de las raices de la ecuacion (5) es
una condicion para la tangencia de la recta (3.21) a la curva (3.18).

Haremos uso de esta condicion al determinar las ecuaciones de las tangentes a las curvas planas
algebraicas del segundo grado.

Sea P;(x1, y1) un punto cualquiera de la curva continua C. Sea [ la tangente a C en P,. Si mes la
pendiente de /, la ecuacién de la tangente [ es

Yy—y1i=m(x—x1)

Sea [' la recta trazada por P; perpendicular a la tangente /; la recta I' se llama normal a la curva C
en el punto P;. La ecuacién de la normal I es

1
y_J/IZE(X—xl), m#0

Supongamos que la tangente y la normal cor-
tan a X en los puntos T y N, respectivamente.
La longitud P; T del segmento de la tangente [
comprendido entre el punto de contactoy el eje
X se llama longitud de la tangente. La longitud
P N del segmento de la normal I' comprendi-
do entre el punto de contacto y el eje X se llama :
longitud de la normal. Por P; tracemos la orde- / T ‘Q N \\
nada P; Q.

La proyeccién QT de la longitud de la tangente sobre el eje X se llama subtangente, y la proyecciéon
QN de la longitud de la normal sobre el eje X se llama subnormal. Sea a el angulo de inclinacién
de [, de manera que m = tana. Observando que el angulo QP; N = a.

Teorema 3.5. Si m es la pendiente de una curva plana continua C en el punto Py(x1,y1), entonces
para el punto Py tenemos las siguientes ecuaciones y formulas:

Ecuacién de la tangente a C:y—y=m(x—-x)

1
Ecuacién de la normal a C:y—y1= E(x—xl), m#0
Longitud de la tangente = % V1+m?, m#0
Longitud de la normal =ynVvV1i+m?
Longitud de la subtangente = 7 m#0
m

Longitud de la subnormal =my,
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Sean Cy C' dos curvas planas que se cortan en
el plano P. Sean I y I'la tangentesa Cy C, res-
pectivamente, en P.

~ >

Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus puntos de interseccion, a cualquiera de los cingulos
suplementarios formados por las dos tangentes a las curvas en dicho punto. Paralas curvas Cy C'si
las pendientes de [ y I son m y m, respectivamente el dngulo que forman las curvas en P es uno
de los dos dngulos 8 dados, por la expresion:

!

m-m '
tanf=+— mm #-1
1+mm

Si se verifica que mm’ # —1, de tal manera que ambos dngulos sean rectos, se dice que las curvas
son ortogonales entre si. También, si cada elemento de una familia de curvas es ortogonal a cada
uno de los elementos de una familia de una segunda familia, las curvas de uiera de las dos familias
se llaman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra familia.

3.6. Tangente a una circunferencia

La determinacién de la ecuacibn de una tangente a una circunferencia se simplifica
considerablemente por la propiedad de la circunferencia, que dice: la tangente a una
circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de contacto.

Es evidente, por el teorema 3.5, que la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada por
estd perfectamente determinada cuando se conocen su pendiente y el punto de contacto. Si se
tiene uno de estos casos, el otro debe determinarse apartir de las condiciones del problema; segin
esto, tenemos los elementos necesarios para la solucién de cualquier problema particular. Vamos
a considerar tres problemas a saber:

= Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada en punto dado de contacto;
= Hallar la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada y que tiene pendiente dada;

= Hallar la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada y que pasa por un punto exterior
dado.
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El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es esencialmente el mismo. En cada
caso una condicién; de acuerdo con esto escribiremos primero la ecuacion de la familia de rectas
que satisfacen esta condicién. Esta ecuacion contiene un pardmetro que se determina aplicando
la condicién de tangencia dada anteriormente.

Ejemplo 3.6. hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia x> + y*> —8x — 6y +20 = 0 en el
punto (3,5)

Solucion
La ecuacién de la familia de rectas que pasa por el punto (3,5) es

y=-5=m(x-3) (3.22)

en donde el pardmetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuaciéon y = mx—-3m+5,
y sustiyuendo este valor en la ecuacion de la circunferencia, resulta:

x>+ (mx—3m+5)2-8x—6(mx—3m+5)+20=0

que se reduce a

(m?+1)x*> — 6m?> —4m+8)x+©Om>-12m+15) =0

Segtin esto la recta (3.23) serd tangente a la circunferencia dad siempre que la raices de esta tiltima
ecuacion sean iguales, es decir, siempre que el discriminante se anule. Deberd, pues, verificarse la
condicién:

6m? —4am+8)% —4am?>+1)Om> —12m+15) =0

1
La solucién de esta ecuacién es m = 2 de manera que, de (3.23) la ecuacién de la tangente buscada
es

1
-5=—(x-3
y 2( )
0 sea,
x=-2y+7=0

Ejemplo 3.7. hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x*> + y*> —10x +2y + 18 = 0
que tiene de pendiente 1.

Solucion
La ecuacion de la familia de rectas de pendientes 1 es

y=x+k (3.23)

siendo k un pardmetro cuyo valor debe determinarse. Si el valor de y dado por (3.24) se sustituye
en la ecuacion de la circunferencia, se obtiene

X+ (x+k)?-10x+2(x+k) +18=0

osea2x?+ (2k—-8)x+ (k?+2k+18)=0
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La condicién e tangencia es (2k —8)? —8(k? +2k+18) =0

Las raices de esta ecuaciéon son K = —2,—10. Por tanto, de (2), las ecuaciones de las tangentes
buscadas son

y=x-2 vy y=x-10

Las cuales estan trazadas en la grafica anterior.

Ejemplo 3.8. hallar la ecuacion de la tangente trazada del punto (8,6) a la circunferencia
2, .2 -
X*+y " +2x+2y-24=0

Solucion
La ecuacién de la familia de rectas que pasan por el punto (8,6) es

y—-6=m(x-8) (3.24)

en donde el pardmetro m es la perpendicular de la tangente buscada. De la ecuaciéon (3.25),
y = mx —8m+ 6, valor que sustituido en la ecuacion de la circunferencia, da

X2+ (mx—8m+6)?+2x+2(mx—8m+6)—24=0

la cual se reduce a

(m? +1)x> — (16m* —14m—2)x + (64m? —112m+24) =0

La condici6n para tangencia es

(16m* —14m —2)* — 4(m* + 1) (64m* — 112m +24) = 0
Resolviendo esta ecuacion se encuentra que sus soluciones son

123
511
Por tanto, de (3.25), las ecuaciones de la tangentes que cumplen las condiciones dadas, son

m

6 1( 8) 6 23( 8)
— =—(x— — = —(x—-
y 5 y Jy 11

es decir,

x-5y+22=0 y 23x-11y-118=0



cAPITULO 4

EJERCICIOS

Al principio de este capitulo se presentardn algunos ejercicios los cuales estdn propuestos en [1]
de la bibliografia. Finalizando este capitulo mostraremos algunas aplicaciones y ejercicios en los
cuales para su desarrollo es muy importante el concepto de circunferencia, donde sus elementos
definiciones y teoremas son utilizados como herramientas para el estudio y desarrollo de férmulas
para encontrar una ecuacién donde se pueda plasmar una situacién y posteriormente hallar a una
solucién a la misma. Muchas de estas aplicaciones hacen parte de nuestro diario vivir.

1. Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro O(—3, -5) y radio 7.

Solucion

Las coordenadas del O(—3,5) las cuales podemos reemplazar en la ecuacién general siendo
h=-3, k=5,yr=7; entonces tenemos

(x—(=3)2+(y-572= (D x+3)?+(y-57%=49 4.1)

2. Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los puntos A(2,3) y B(—4,5). Hallar
la ecuacion de la curva.

Solucion

Sabemos que las coordenadas de los extremos del didmetro son A(2,3), B(—4,5) y que el
centro de la circunferencia se encuentra en la mitad del segmento AB y procedemos a
calcularlo.

La coordenada del centro la hallamos, encontrando el punto medio del didmetro

entonces la circunferencia tiene O(—1,4) procedemos a calcular la longitud del didmetro
para posteriormente hallar el radio

|AB| =2~ (-4)2+ (3+5)2 =36 +4 = V40 =210

61
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Luego, r =2v10

Ahora teniendo O(-1,4) y r = 2v/10 podemos hallar la ecuacién de la circunferencia

(x—(=1)?+(y-4?% = (V10)?
(x+ 1%+ (y+42%=10

. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto (-4, —1) y que es tangente a la

recta3x+2y—12=0

Solucion

Teniendo las coordenadas del centro y la ecuaciones de la recta y la circunferencia y ya que
esta es tangente ala circunferencia dada podemos hallar la distancia entre el centro y el dicha
recta la cual es igual a radio de la circunferencia.

3(-4)+2(-1)-12| 26
V32422 V13

r=d(C,h)=

La ecuacion buscada esta dada por

(x+4)2+(y+1)? = (2V/13)?
(x+4)?+(y+1)? =52

. La ecuacién de una circunferencia es (x—3)% + ( v+ 4)2 = 36. Demostrar que el punto A(2,-5)

es interior a la circunferencia y que el punto B(—4, 1) es exterior.

Solucion

La ecuacién de la circunferencia dada es (x —3)% + (y +4)> = 36

= Tenemos que comprobar que A(2,-5) es interior a esta.

(x—3)2+(y+4)*><36
(2-3)%+(-5+4)* <36
(-1)2+1%<36
2<36

A(2,-5) esinterior a la circunferencia dada
= Ahora vamos a demostrar que B(—4,1) es exterior
(x=3)?+(y+4)>>36
(-4-3%+(1+4)?>36
(=72 +(5)> > 36
74 > 36

El punto B es exterior a la circunferencia

5. Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 5y cuyo centro es el punto de intersecciéon

delasrectas3x—-2y—-24=0,2x+7y+9=0.



63

Solucion

Como el centro es la interseccién entre las dos rectas entonces la hallaremos la solucién por
medio de metédo de eliminacién.

empezaremos multiplicando cada ecuacién por el valor adecuado (3x —2y—-24 =0) x (2) y
2x+7y+9=0)x(3)

Obtenemos la nuevas ecuaciones 6x —4y —48 =0y 6x + 21y + 27 = 0 luego restamos para
eliminar la variable x y obtenemos la ecuacién —25y — 75 = 0 de donde y = -3

reemplazamos en la ecuacién (1) para hallar el valor de x: 3x — 2(—3) — 24 = 0 de aqui
3x+6—-24=01luego 3x =18 de donde x =6

Las coordenadas del centro son h =6y k = —3. Luego la ecuacion de la circunferencia

(x—6)*+(y+3)* =25
. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A(7,-5) y cuyo centro es el

punto de interseccion de las rectas 7x -9y —-10=0y2x—-5y+2 =0.

Solucion

Para hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A(7,-5) debemos hallar
primero la interseccién entre las dos rectas dadas.

En este caso hallaremos dicha interseccién por el método de sustitucion.

10+9y
7

Despejamos x de la ecuacién (1) : 7x -9y —-10=0— x =

yla reemplazamos en la ecuacién (2)

10+9y 17 )
2 -5y+2=0— —7y+7 =0de donde y =2y tenemos que tambien que x =4

Las coordenadas del centro son h =4y k = 2; la ecuacién de la circunferencia es

(x—4)2+(y-272=r?

Como la circunferencia pasa por el punto A(7,—5) podemos encontrar la magnitud del radio;
entonces

r=|CAl =y [7-42+(-5-2)2r=4y3

Ahora la ecuacién buscada es

(x—4)>+(y-2)>=58

. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el vértice Ay que es tangente al lado
BC.

Solucion

Parala soluciéon de este ejercicio debemos hallar como primer paso la ecuacién del segmento
de recta BD. Entonces
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3
—-0=——(x-5
3 y 4(x )
my = :_Z 3x+4y—15=0

Y el radio es igual a la distancia entre el punto A ylarecta /

dan =y BEDHAO 15 1818
’ V32 +42 V25 5

ya teniendo el radio y el centro la ecuacién de la circunferencia es

+1)2+yP="—
Ty =5

. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Solucion

Como la circunferencia pasa por los tres puntos entonces la distancia de cada punto al centro

debe ser igual por que es el radio de la circunferencia

Sea O(h, k) el centro de la circunferencia

|AC| = BC]|
2
\/(h+1)2+(k+0)2:\/(h—2)2+ k—%)
9 2
(h+ 1%+ (k+0)% = (h-2)*+ k_Z)

96h +72k =129
y de igual manera con

|AC| = |DC]
VI D2+ (k102 =V (h—52+ (k-0
(h+1)?+(k+0)%=(h-5)?+k?
12h =24
h=2

Reemplazamos en la ecuacion anteriormente obtenida para halla el valor de k:
7
96(2) +72k =129 — k= -5

Ahora teniendo las coordenadas del centro hallamos el radio

- 7\ 25
r=1AC| = (2+1)2+(——):—
8 8

y obtenemos la ecuacién buscada

(x—2)2+( +z)2—62—5
Y78) T ea
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9.

10.

11.

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje X y que pasa por los dos
puntos A(1,3) y B(4,6).

Solucion

Centro en el eje x y pasa por los puntos A(1,3) y B(4,6) el centro tiene coordenadas (#,0),
ahora

|CA|=|CB|
VI-m2+3-02=(hi-22+6-0
1-h)?+9=(h-4)?+36
6h =42
h=7

reemplazamos para hallar el valor del radio

r=[CAl=v/1-72+(3-02=3V5
La ecuacién buscada es

(x—7)2+y2:45

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A(7,—5) y es tangente a la recta
x—y—4=0enelpunto B(3,-1).

Solucion

La distancia del |CA| = |CB| esta dada por: /(h—7)%2+ (k+5)2 = v/(h—3)2 + (k +1)2 luego
elevando al cudrado tenemos (h—7)% +(k+5)? = (h—3)?+(k+1)? de aqui —8h+74 = —8k+10 —
O0=h-k-8

Como CB L I tenemos que m = —1 por lo tanto —1 = % luego3-h=k+1—-0=h+k-2
igualamos las dos ecuaciones obtenidas h—k—-8=h+k—-2dedonde k=-3yh=5

Ahora calculamos el radio

r=ICAl=vV(5-72+(-3+52=2V2

la ecuacién de la circunferencia es

(x=5)%+(y+3)*>=8

Hallar el 4rea del circulo cuya ecuacion es:

9x*+9y* +72x—12y+103=0

Solucion:
Pasando de la ecuacién general a la ecuacion ordinaria tenemos:

4 103
9x2+9y? +72x—12y+103 =0 — x* +8x+ y* — V=5 completando cuadrados tenemos

2 2
(x+4)2+(y—§) =5
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12.

13.

V5

2
De aqui decimos que el O (—4, §) yr
Area del circulo
A=mr?— A=7(V5)" - A=15,108
Hallar la longitud de la circunferencia cuya ecuacion es

25x* + 25y +30x—20y —62 =0

Solucion

Pasando de la ecuacion general a la ecuacién ordinaria tenemos:

30 20 62
25x% +25y% +30x — 20y — 62 = 0 — x% + T y? - AT completando cuadrados
3)? 2% 75 3\? 2)?
obtenemos (x+=| +|y—=| =— Luego |[x+=]| +|[y—=| =3
5 5 25 5 5

32
L ,Ol-,— =v3
uego (5 5)yr V3

Longitud de la circunferencia
I=2nr—1=2n(v/3)—1=9,06

Demostrar que las circunferencias x> + y> + 4x +6y—23 =0y x*> + y*> —8x — 10y + 25 = 0 son
tangentes.

Solucion

Transformando a la ecuacién ordinaria de la circunferencia

¥ +)?+4x+6y-23=0 x> +y*—8x—10y+25=0
(x+2)°+(y+3)°=23+4+9 (x—4)?+(y—-5)°=-25+16+25
(x+2)2+(y+3)° =36 (x—4)2+(y-5)*=16
Luego 0;(-2,-3)yr; = V36 =6 Luego O0,(-2,-3)yr, =16 =4

d[01,0,] = d[(-2,-3) : (4,5)]
=V(-2-4)?+(-3-5)2
=V/36+64

V100

=10=r1+nr

Como d[01, 0] = 1 + 12, las circunferencias son tangentes.
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14. Demostrar que las circunferencia 4x? +4y2 —-16x+12y+13 =0y 12x%+ 12y2 —48x+36y+55=0

15.

son concéntricas

Solucion

La ecuacién ordinaria de cada una de las circunferencias es:

4x* +4y* —16x+12y+13=0

12x% +12y* —48x+36y +55=0

13 55
x2—4x+y2+3y=—— x2—4x+y2+3y:——
4 12
3)2 13 9 3} 55 9
2 2
- = =——+4+- X=2)"+|y+=-| =——+4+-
(r=2r+ y+2) 2 Ty S 2) 127"
3)? 3} 5
2 2
-2)°+|y+=| =3 xX=2)"+|y+=| ==
(x—2) y 2) ( ) y 2) 3
3 3 5
Luego, O, (2,—§)yr=\/§ Luego, O, (2,—§)yr= 3

3 . . .
Como O; =0, = (2, —3) las circunferencias son concéntricas.

Demostrar que las circunferencias x? + y?> +2x—8x+13 =0y 4x> +4y> —40x+8y+79=0no

se cortan.

Solucion:

x+y*+2x-8y=-13
x2+2x+y2—8y=—13
(x+1)2+(y—-4)°=-13+1+16
x+1)2+(y—-4)° =4

luego, O1(-1,4)yr; =2

4x* +4y* —40x+8y =79
79
x2+y2—10x+2y:—z
79
(x—5)2+(y+1)2:—z +25+1

x=572+(y+1)°= ?

5
Luego, O2(5,-1) yro = 5

dl(-1,4);6,-1] = \/(—1 —5)%+(4+1)*
=v36+25

5
=v61 >2+§

Como d(Cy,Cy) > 1 + rp decimos que las circunfeencias no se cortan.

16. Determinar la ecuacién, centro y radio de la circunferencia que pasa por los puntos P; (0,0),
P,(3,6), P3(7,0)
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17.

Solucion

La ecuacién buscada es de la forma general x> + y? + Dx + Ey + F = 0 debemos hallar las
constantes D, E, F.

Los tres puntos dados estan sobre la circunferencia, por lo tanto deben satisfacer la ecuacién
de la forma general. De esta manera obtenemos:

Por pasar porel P;(0,0) - 0+0+0+0+F =0, esdecir F=0
Por pasar porel P»(3,6) - 9+36+3D+6E+F=0,esdecir3D+6E+F=-45
Por pasar por el P3(7,0) = 49+0+7D+0+ F =0, esdecir 7D+ F = —49

Resolviendo este sistema de 3x3 tenemos 7D + F = —49 y F = 0 lo cual equivale a tener

49 —-45-3D—-F —-45+4+21-0
7D = -49, de donde D = - =—7,luego E = 5 = 5 =

La ecuacién general de la circunferencia que pasa por los tres puntos es x> + y> —7x—4y =0
2

3)? 9 3 25 3 5
equivalea(x—i) +(y_2)2:Z+4’ es decir, (x—a) +(y—2)2:Z,lueg0 O(E,Z)yr:_

2

Determinar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia que pasa por los puntos P; (4,-1),
P2 (0) _7)) P?)(_Z) _3)

Solucion:
P+y2 x oy 1
174 -1 1) o
49 0 -7 1|
13 -2 -3 1

Restando la primera, segunda y tercera fila de la cuarta fila obtenemos:

2+y>-13 x+2 y+3 0
4 6 2 0] _ 0
36 2 -4 0|
13 -2 -3 1
Dearrollamos por los elementos de la cuarta fila
x2+y2—13 xX+2 y+3 x2+y2—13 xX+2 y+3
4 6 2 =20 2 3 1 [=0
36 2 —4 18 1 -2

Multiplicamos por dos la segunda fila y sumamos el resultado a la tercera fila

+y*-13 x+2 y+3
2 3 1
22 7 0

0

Desarrollamos por los elementos de la tercera fila columna
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18.

2 3

22 7

(y+3)’ 22

‘—(1)

(y+3)(14-66) - 1(7x* +7y* —91-22x—44) =0
14y —66y+42—198—7x* —7y* +91 +22x+44 =0

+y?-13 x+2 _

7

—7x* = 7y* +22x-52y-21=0

LI R
y 7 7y—

( 11)2 ( 26)2 121
xX——| +|ly+—=| =-3+—+
7 7

49

( 11)2 ( 26)2 650
X——| +|ly+—=| =—
7 7 49

Lueoo(n 26) [
EOUNT 7)Y TV a9

676

49

0

Por medio del teorema 3.3 del capitulo 3 demostrar que los cuatro puntos P; (—1,-1), P»(2,8),

P5(5,7), P4(7,3) con conciclicos.

Solucion:

2 -1 -1 1
68 2 8 1|
74 5 7 1 =0
58 7 3 1

2 -1 -1 1
66 3 9 0]
72 6 8 0 =0
56 8 4 0

66 3 9 22
A=172 6 8 [=(3)2)4)| 36
56 8 4 14

Restando la segunda fila de la tercera fila queda

22 1 3
A=24122 1 3
14 2 1

El determinante tiene dos filas iguales por lo que tenemos:

N W =

— s W
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19.

20.

A=24/|0]=0

Luego, los cuatro puntos dados estan sobre una circunferencia y por lo tanto son conciclicos.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (11,4) y es tangente a la circunferencia
X2 +y>-8x-6y=0

Solucion:

X%+ y2 —8x —6y =0 completando cuadrados tenemos (x2-8x+16)+ (y2 -6y+9) =25—
(x—4)?2+(y-3)2=25

Luego, O(4,3) yr=5

La ecuacién de la recta q pasa por el punto (11,4) es:

y—-4=mx-11)—-L:mx—-y-11m+4=0

La distancia de un punto a una recta esta dada por:

dm—-3+4-11m _ —-7Tm+1

vm?+1 VmZ+1

25m?+25 = 49m?-14m+1 — 0 = 24m?—14m—24 simplificando tenemos: 12m?-7m—-12 =0

r=d(C,L)—5=

luego

4 3
de donde m; = 3 6my= 1 sustituyendo en L tenemos:

432 3,55
= —X—- — =——X N
Nn=3xm3g V2= Tyt Ty

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos p;(—1,—4), (2,—1) y cuyo
centro estd sobrelarectad4x+7y+5=0

Solucion:

Forma ordinaria (x — h)? + (y — k)? = r?
como el O(h, k) estd sobre 3x+ 7y + 2 = 0 sus coordenadas satisfacen la ecuacién de la recta
4h+7k+5=0

Los dos puntos dados estan sobre la circunferencia, por lo tanto deben satisfacer la ecuacién
de la forma ordinaria. De esta manera obtenemos: Por pasar por pasar por el punto
p1(=1,-4) — (=1 - h)?> + (-4 k)?> = 2, es decir h?> +2h + k?> + 8k + 17 =

Por pasar por pasar por el punto p»(2,—1) — (2—h)? + (-1 - k)? = r?, es decir h?> —4h + k* +
2k+5=r?

Resolviendo este sistema de 3x3 tenemos: h? +2h+k?>+8k+17 =r>y —h?>+4h—k*-2k—-5=
—r? lo cual equivale 6h + 6k + 12 = 0, Ahora 24h + 42k +30 = 0 y —24h — 24k -12 = 0

-7k-5 1
equivale a 18k +18 = 0 de donde k = -1, h = 1 =§yr=\/(—1—h)2+(—4—k)2=
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21.

22.

1)2 , 3
\/(—1—5) +(—4+1) _5\/5
3

1
Los valores constantes son: h = x k=-1,r= 5\/5
g 1) 2 45
Luego la ecuacion buscada es: | x — 5| (y+1)° = "

1 3
De donde, O(E’l) yr= 5\/5

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(—38,5) y por las intersecciones
de las circunferencias x*> + y? —8x -6y +17 =0y x>+ y*> = 18x—4y +67 = 0.

Solucion:

tenemos las ecuaciones de las circunferencias

Ci: x*+y*>-8x-6y+17=0
Co: x*+y*>—18x—-4y+67=0

obetenemos la ecuacion:
C:x*+y*—8x—6y+17+k(x*+y*—18x—4y+67) =0(1)

Reemplazamos A(—8,5)

C:(—8)2%+(5)2%-8(-8)—6(5)+ 17+ k((5)>2 —18(-8)—4(5) +64) =0
64+25+64—30+17+k(64+25+144—-20+67) =0

140+280k =0
1
k=-—
2

Ahora reemplazamos en (1) para encontrar la ecuacién

2, .2 1 o o 1, 1, 33
C:x“+y —8x—6y+17—§(x +y —18x—4y+67):§x +§y +x—4y—7=0
x2+y*+2x-8y—-33=0

Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X y pasa por las
intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 21.

Solucion:

Como la ecuacién de la circunferencia esta dada por

C:x*+y*—8x—6y+17+k(x*+y*—18x—4y+67) =0(1)

y factorizamos
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C:(1+k)x*>+(1+k)y*+2(4+9k)x—23+2k)y+17+67k =0
O 242 290 2@+2k) 17467k
ey 1+k 1+k VT vk

D E
Ahora C (— >0 5) entonces el centro de la familia esta dada por

_2(4+9k) _2(3+2k)

ol - 1+k 1+k
2 2

4+9k 3+2k)
1+k’ 1+k

y como la circunferencia tiene si su centro en sobre el eje X entonces

3+2k
1+k

3
=0 entonces k = )

reemplazamos en (1) y obtenemos la ecuacién buscada

3
C:x2+y2—8x—6y+17—E(x2+y2—18x—4y+67) =0
1 1 167
——x>—=y*-19x——=0
272 2

x2+y?+38x+167=0

5
23. Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio > V2 y que pasa por las intersecciones de las

circunferencias x*> + y? +2x -6y —16 =0y x> + y*> — 6x + 2y = 0. (DOS soluciones).

Solucion:

5 .
tenemos r = 5 \/E Yy como ecuacliones

Cr:x*+)?+2x-6y-16=0
Co:x?>+y?—6x+2y=0

ahora la ecuacién que se busca esta dado por
C:x*+)?+2x-6y—16+ k(x> +y*>-6x+2y)=0

Co2e2y 20730 26-k) 16 _
' Y 1+k 1+k y 1+k

Teniendo el radio y la ecuacién podremos hallar el parametro k de la siguiente manera

5 1
r=-v2=-vVD2+E2-4F
ZV2=5

25(1+ k)% =2[(1-3k)?+ (B -k)2—16(1 + k)]
25+ 50k + 25k2 = 2[10k? + 4k + 26]
5k%+42k—-27=0
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24.

encontramos las soluciones por medio de la ecuacién general para ecuaciones cuadraticas

A2+ 422 —4(5)(-27) —42+48

k _
2(5) 10
_42+48 3 _42-48
ki=—m— = — s ko=——=-9
! 10 57 %2 10

Demostrar que las circunferencias C; = x>+ y> —3x-6y+10=0y C, = x>+ y>~5=0, son
tangentes. Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a C; y C, en su punto comuin y
que pasa por el punto A(7,2) . Demostrar que el centro de esta circunferencia esta sobre la
recta de los centros C; y Cy.

Demostracion:

Bastard probar que d(Cy,Cy) =11 + 1.

Procederemos a hallar la ecuacién ordinaria de cada una de las circunferencias para
posteriormente hallar su centro y radio.

En efecto:

3)2 5 3 V5
» Crifx—=| +(¥y-3°2==5CG|53)n=—
1 (x 2) (¥y-3) 2 1(2 )rl 5

» Cr:x?+y?=5;,C2(0,05;r2=V5

Ahora podemos hallar la distancia entre los centros

3 2 3
d(Cy,Cr) = (5—0) +(3—0)2=§\/§
1 3
r1+r2=\/§+5\/_=5\/§

Como d(Cy, Cy) = 11 + 12, las circunferencias C; y C,, son tangentes.

sea la familia de circunferencias:

C:x*+y*-3x-6y+10+k(x*+y>-5)=0

Si A(7,2) pertenece a la circunferencia debe satisfacer

(72422 =3(7)—6(2)+10+ k((7)?+(2)2=5) =49+4-21-12+10+ k(49+4-5)=0— k = —g
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25.

26.

Reemplazamos en la ecuacién inicial y obtenemos la ecuacién

C:x*+y?>-8x—16y+35 =0 cuyo centro O(4,8)
la ecuacién de la recta que pasa por los puntos C; y C,
0= > (x-0)
y - 3 X

2
dedonde, L:2x—-y =0

Si O(4,8) es uno de los puntos de la recta L
2(4)-8=00=0

Por tanto, C estd, sobre la recta de los centros de C; y Co.

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a C; y C, del ejercicio 24 en su punto comuin
y cuyo centro esta sobre larecta3x+y+5=0

Solucion:

Tenemos C: x*> + y> —=3x -6y + 10+ k(x* + y* —5) = 0 de donde :

6 lo-5k
vk 1+ k)T T1vk

x2+y? -

centro de la circunferencia O

3 3)
20+k) 1+k

9 3 5
SiOel; ——+——+5 =0, de donde: k = ——; sustituyendo en (1), obtenemos, C :
20+k) 1+k 2

x2+y2+2x+4y—15=0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el A(—10,—-2) y por las Intersecciones de
la circunferencia x> + y?> +2x -2y -32=0ylarectax—y+4=0.

Solucion:

Sea la ecuaciéon de familia:

C:x°+y*+2x-2y—32+k(x—y+4) =0

y como el punto A pertenece a la recta entonces
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27.

28.

(10)%2 + (—4)? +2(10) = 2(—2) =32+ k(=10+2+4) =100+4-20+4-32-4k =0 — k=14
Ahora sustituyendo en la ecuacion inicial tenemos
C:x*+y>+16x—16y+24=0

Hallar la ecuacién del eje radical de las circunferencias x? + y? —2x—10y+10 = 0, 4x> +4y* —
32x - 12y +37 = 0 y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

Solucion:

Multiplicando por 4 la ecuacién C; se tiene
C1:4x*+4y*> —8x—40y+40=0; Cy:4x*> +4y>—32x—12y+37=0
yrestando C; — C,, obtenemos la ecuacién del eje radical:
L:24x-28y+3=0
. . . 6
= Pendiente del eje radical: m = -

3
= Centro de las circunferencias: C;(1,5) y C, (4, 5)

Ahora la pendiente de C;C,:

6 7 S
Y como m.m, = (;) * (_E) = —1 entonces L L C;C».

Hallar la ecuacién y la longitud de la cuerda comtin de las circunferencias x>+ y>—8y+6 =0
yx?+y*>-14x-6y+38=0.

Solucion:
Restando C; — C, obtenemos la ecuacién de la cuerda comun, L: 7x — y — 16 = 0 entonces

y=7x+16.

Reemplazado (1) en Cj, se tiene: x? + (7x — 16)> — 8(7x — 16) + 6 = 0 de donde:

2_ 0 x =36 = 3
3x 28x+39—0,x1—3ox2—5
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29.

30.

31.

13 11
Luego, los extremos de la cuerda son: A(3,5) y B (E' E)
De la cual la longitud esta dada por:
— 13)? 11)?
|AB| :ws—g) +(5_?) =22

Hallar la longitud de la tangente trazada del punco P(3,4) ala circunferencia 3x%+3y?+12x+
4y—-35=0.

Solucion:

Como primer paso debemos pasar la ecuacién a su forma ordinaria y entonces obtenemos

2\% 145
C:(x+22+|y+=| =—
(x+2) (y 3) 9
de donde:
2 145
o2.2)yr= Y25
3 3
— 22 V421
IPCl=1/(3+2)?+|4+=| =——
3 3
Enel APTC:

[PC|?2 = |CT|?+|PT|?

421 145 —,
= =4 |PT|
9
IPT| =269

Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia x>+ y?—2x—6y—3 = 0 en el punto (—1,6)

Solucion:

La ecuaci6n de la familia de rectas que pasan por el punto (-1,6) es: y —6 = m(x+1) de
donde: y = mx + m + 6. Al sustituir en la ecuacién dada se obtiene:

x%+(mx+m+6)>—2x—6(mx+m+6)-3 = 0 de donde, (1+m)>x*>~2(1+3m) x+(m?>-6m-3) = 0
La condicién de tangencia es: 4(1+3m)? —4(1+m?)+(m? +6m—3) = 0 luego, 9m? —12m+4 =

Oe-m=-.
3

2 20
La ecuacion de la es tangente y = §x + 3

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 4x? + 4y% + 8x + 4y — 47 = 0 que

3
tengan de pendiente -3

Solucion:

3 .
Laecuaciéon delafamiliaderectases: t:y = k— 3 x, al sustituir en la ecuacion dada se obtiene:

3 3
4x% +4(k - 5x)2 +8x+4(k— 5N =47=0 luego, 13x% +2(1 — 6k) x + (4k? + 4k — 47).
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32.

33.

34.

35.

La condicién de tangencia es: 2(1 —6k)? —4(13)(4k? + 4k —47) = 0 de donde, 4k* + 16k —153 =

9 17
0oki==6k = —.
=27 ™75

Laas ecuaciones de las tangentes son :

1:3x+2y-9=001:3x+2y+17=0

Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (—2,7) a la circunferencia x> + y* +
2x—-8y+12=0

Solucion:

La familia de rectas que pasan por p(-2,7) es y—7=m(x+2)dedonde, t: y=mx+2m+7.
Al sustituir en la ecuacién dada se tiene: x? + (mx+2m+7)> +2x—8(mx+2m+7)+12=0
luego, (1+m?)x? + (Am? +6m+2)x+ (4m? +12m+5) = 0.

La condicién de tangencia es: 42m2 +3m+ 12 —-41 + m»(@m? + 12m +5) = 0 de donde,

1
2m?-3m-2=0-m =26my=—.
Las ecuaciones de las tangentes son:

h:2x—y+11=001t6:x+2y—-12=0

Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia x? + y? —8x +3 = 0 en el punto (6,3).

Solucion:

La familia de rectas que pasan por el p(6,3) es: y—3 = m(x —6) de donde ¢: y = mx —
6m + 3. Al sustituir en la ecuacién dada se tiene: x* + (mx — 6m + 3)> — 8x + 3 = 0 luego,
A+m?x®+2(-6m?2+3m—-4Dx+123m? -3m+1) = 0. La condicién de tangencia es:

4(-6m? +3m—4)> —48(1 + m*»)(3m?> —3m+1) dedonde, 9m? + 12m+4=0— m= -3
La ecuacion de la tangente es:

1:2x+3y-21=0

hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x> + y? +4x — 10y + 21 = 0 que son
paralelasalarecta5x—5y+31=0.

Solucion:

La ecuacién de la familia de rectas paralelasa [ : 5x—5y+31 =0 es: y = x + k. Al sustituir en la
ecuacién dada se tiene: x2+(x+k)2+4x—10(x+k)+21 = 0 de donde, 2x%+2(k—3)x+(k*—10k+
21) = 0. La concicién de tangencia es: 4(k—3)2 —8(k? — 10k +21) = 0 luego, k? —14k+33 =0 —
k1 =116 ko =3.

Las ecuaciones de las tangentes son:

h:x—y+11=006f6:x—y+3=0

Hallar las ecuaciones de las tangentes de la circunferencia x> + y> + 6x —8 = 0 que son
perpendiculares alarecta4x—y+31=0
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36.

37.

38.

Solucion:

1
La ecuacion de la familia de rectas perpendicularesa4x—y+31 =0es: y = — 1 x+k. Al sustituir

en la ecuacién dada se tiene: x> + (—ix+ k)2 +6x—8 =0 de donde, 17x% —8(k—12)x+16(k? -
8) = 0. La condicién de tangencia es: 64(k —12)% —4(17)(16(k? - 8)) luego, 2k? + 3k —35=0 —
ki = ; 0k, =-5.

Las ecuaciones de las tangentes son:

h:x+4y+14=001:x+4y+20=0

Por el punto (-5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia x4+ y2 —10x+7 = 0 Hallar el 4ngulo
agudo que forman estas tangentes.

Solucion:

Pasando la ecuaci6n general de la circunferencia a la ecuacion ordinaria tenemos: (x —5)% +
(y—0)? = 18, luego el centro O(5,0) y r = v/18.

Ademas la familia de rectas que pasan por (-5,4) es: y—4 = m(x+5) de donde, t: mx—y+
44+5m=0.

I5m—-0+4+5m)|

Como r = d(0,t) — V18 = luego, \/18(m? +1) = |10m +4| de donde:

m21+1
41m2+40m—1:0<—>m1:—1()m2:H
1 1
my—m T 21
sitanf = |[——2 | — tan0 = |—32L| = =~ _1 05 luego, § = tan"' 1,05 = 46,39
1+mymy oL 20
41

Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia x? + y? = r?

son y=mx+rv1+m?

Solucion

La familia de rectas de pendiente mes: y=mx+ kosea t: mx—y+k=0.

0+0+k
Luego como r = d(O,L) — r = Q, de donde |k| = rvVm2+1 — k = vm?2+1,
vm?+1

sustituyendo en la ecuacion de la tangente tenemos: t: y = mx+vVm? +1

Hallar la ecuacién de la normal a la circunferencia x? + y?> —6x+ 10y +21 = 0 en el punto (6,-
3). y demostrar que pasa por el centro de la circunferencia.

Solucion

Pasando a la forma ordinaria la ecuacién dada tenemos: C: (x —3)% + ( v+ 52=13 - 0(3,-5)

r=+13.

Como el punto P(6,-3) e C,Ademas ¢t L r.

5 3 2
Entonces ( ) m=—-1dedonde m = -3 de aqui la pendiente de la normal es m = 3 ysu

2
ecuaci(’)ny+3=§(x—6) luego N:2x-3y-21=0
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39.

40.

SiO0@3,-5)e N—23)-3(-5)-21=0—0=0
Por lo tanto decimos que la normal N pasa por el centro O(3,—5) de la circunferencia.

Hallar el 4ngulo agudo que forman las circunferencias x*>+ y?> = 17y x?+ y?>—12x—-4y+11 =0
en su interseccion.

Solucion

Tenemos un sistema de ecuaciones 2x2 C; : x>+ y? —12x—4y = -11y Co : x* + y* = 17 de
donde x = 1/17 — y? Luego reemplazando tenemos:

17— y? — y? —12(y/17 - y2) — 4y + 11 = 0 simplificando tenemos 5y* — 7y — 52 = 0 de donde,
16

y1:4,y2:—gluegox1=1,x2=—

. .. . . 16 13
Los puntos de intercepcion de las circunferencias son Py = (1,4), P, = i y sus centros
son 01 (6,2), 02(0,0).

Vamos hallar la pendiente de los radios para asi obtener las pendientes de las tangentes:

L diente d 4-2 2l 5
a pendiente de m, = —— = ——, luego m;, = —
p n 1-6 5 g 151 2
. 4-0 1
La pendiente de m;,, = —— =4, luego m;, = ——
1-0 4
5 1
My, — My 23
Ahora,tanf = —————— — tanf—=—— =7,333
1+mt1*mt2 (5)(1)
1+{=]|-
2J\4

Por lo tanto 6 = 82°14/

2

Demostrar que la ecuacién de la tangente a la circunferencia x> + y? = r? en el punto de
2

contacto P;(x1, y1) es x1x + )1y = ro. sugerencia: Usese el hecho de que x% + yf =r°.

Solucion

La ecuacion de la tangente que pasa por P es:

try—y1=m(x—x) 1)

X
La pendiente de OP; =r:m = Rl luegocomor Lt — m; = ety
X1 N

Reemplazando en (1) tenemos:

X1 2
t:y—y1=—y—(x—x1)<~yy1 xx1=y2—x3 )
1

Pero como P; € C — yf —x% =r?

Por tanto, reemplazando en (2) la ecuaciéon de la tangente es:

J’J’l—xx1=r2
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4.1. Aplicaciones

En muchas ocasiones los estudiantes y los profesores se preguntan, ;para que me sirve el tema
que se estd trabajando?. las siguientes aplicaciones serdn de gran apoyo para dar solucién a esa
pregunta, en ellas encontraremos que la circunferencia se puede observar en la vida cotidiana sin
buscar con mucho esfuerzo lo cual serd de gran ayuda en el momento de dar a conocer el tema.

Una buena introducién a la circunferencia podria ser una de las primeras aplicaciones que se
conocen de la circunferencia fue la utilizada por Eratéstenes para medir el diamétro de la tierra
lo cual servira para que se tenga una visién mas real de lo que se va ha profundizar. A continuacién
se presentara el procedimiento que utiliz6 Eratostenes para medir la circunferencia de la tierra.

Los elementos de la circunferencia fueron de gran utilidad en la primera medicién del perimetro de
atierra. Una de las herramientas utilizadas para encontrar el perimetro de la tierra por primera vez
fuela de Eratdstenes quien utilizé para esto dngulos, arcos y cuerda, elementos de la circunferencia
Eratéstenes estando en la Biblioteca de Alejandria, encontré un informe de observaciones sobre
Siena, ciudad situada a unos 800 Km al sur de Alejandria, en el que se decia que un dia de verano
a medio dia, los objetos no producian sombra y en el fondo de los pozos podia verse la luz del
sol. Eratostenes realiz6 la observacion que, en Alejandria, el mismo dia y a la misma hora no se
producia este mismo hecho. Asumia de manera correcta que el Sol se encontraba a gran distancia
y que sus rayos, al alcanzar la tierra, lo hacian en forma (précticamente) paralela. Esto ratificaba su
idea de que la superficie de la Tierra era curva pues, de haber sido plana, no se hubiese producido
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esta diferencia entre las dos ciudades. El siguiente paso fue medir en Alejandria el &ngulo que
formaban los rayos del sol con la vertical que por construccidn es igual al dngulo cuyo vértice estd
en el centro de la Tierra (Ver el grafico superior). Este dngulo resulto ser de 7°12" = 7'12° que unido
al hecho conocido de que la distancia entre las dos ciudades era de 5000 estadios, dieron como
conclusién que la circunferencia de la Tierra media 36?7*,?(2)00; es decir, 250000 estadios. Aunque no
se tienen datos exactos, se sabe que el estadio equivale a unos 160m (actualmente se suele tomar
158m). Por tanto, 250.000 estadios son aproximadamente W = 40,000 Km Esto equivale a
un radio de 6366 Km o 6286 si tomamos los 158m, contra los 6371 Km. que son los admitidos hoy

en dia.

La circunferencia en el aforo diagonal

La explicacion de la siguiente aplicaciéon se propone en [12]. Esta es el “Aforo Diagonal” es
un procedimiento préctico para calcular la capacidad de toneles y barriles de menor dificultad
en su implementacién prictica, pero que abarca el mayor contenido matemético. Es una
técnica antigua, que interesé notablemente a los matemadticos medievales y renacentistas. Este
procedimiento de Aforo Diagonal consiste en medir la distancia L que se extiende entre la boca del
barril perforada en su vientre hasta el extremo més alejado de uno de los fondos; se eleva el valor
calculado al cubo y se multiplica el resultado por el factor corrector 0,625, obteniéndose de esta
forma el volumen:
Vg =0,625L°

Esta férmula, recogida por numerosos textos de geometria elemental (]J. Estévez, Morroyo y Gago,
Brufio, etc.), es la que se utilizaba en Canarias, en ejercicio de maestros de toneleria y viticultores
expertos. La explicaciéon de la exactitud de este método nos la propone P. Gianni en su obra
“PrAjctica de Geometria y Trigonometria”, de 1784, quien identifica el prototipo de tonel con un
esferoide, del cual se conoce su volumen (“solides” segtin la terminologia dieciochesca) igual a %
del 4rea de la méxima latitud circular por la longitud total de la figura.

Asi, en un esferoide formado por dos esferas tangentes de radio R y una que las envuelve, tangente
a ambas, el volumen se calcula por la férmula:

.. AB
V=2%3,141516 % (VV)2x —

La distancia VV' coincide con la longitud L que se usa en la medicién diagonal, pues la
circunferencia envolvente es tangente a las dos en Sy S'. Entonces quedaré:

, AB
V=2%3,141516 % L * —
12
La circunferencia superior, de ecuacion:
x> +(y-R?*=R?
es tangente a la envolvente:
L
(= 224y =12
2
con lo cual deber4 existir un Acnico punto de interseccién entre ambas. Este sera:

64« R
40

Yo=
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Ademads, por ser tangentes, existe una relacién entre los valores de Ly R, dada por:

3L
8

R

entonces, el volumen del tonel, que tan sélo se extiende hasta el valor de yy, vendra dado por:
V =2%3,141516 % L % 2y,

3,141516 % 3
V= —

que de forma aproximada equivale a:
V =0,625%I°

Estos ejemplos de aplicaciones de conocimientos y saberes, sin ser simples, han otorgado caracter
de sabiduria a las practicas de agricultores y campesinos.

La cirunferencia en el movimiento rotativo

La circunferencia también se aplica en todo
aquello relacionado con el movimiento rotativo,
como lo es el movimiento circular ya que en la
trayectoria de uno de sus puntos siempre posee
la misma distancia de su centro lo cual podemos
deducir que el radio de la circunferencia trazada
por dicho movimiento. Este tipo de movimien-
tos lo podemos observar en el funcionamiento
de un reproductor de DVD, el plato de un horno
microondas, los generadores,etc. El movimien-
to circular puede ser uniforme si su velocidad
angular es constante o bien si la aceleracion an-
gular es diferente de cero, un ejemplo de este
tipo de movimiento es el comportamiento de los
neumdticos de un automovil o de una bicicleta,
también podemos mencionar a todos aquellos
mecanismo de procesos continuos, como en la
fabricacién de papel ya que sus maquinarias de-
scriben trayectorias circulares. En la trayectoria
que describen algunos satélites ya que sus or-
bitas son circulares, también el comportamien-
to de la luz de un faro.
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La circunferencia en la ingenieria civil y la arquitectura

También podemos analizar la relacién entre la
arquitectura y la ingeniera civil ya que tanto en
el disefio como en la construccién de estos se
utiliza su concepto y muchos de sus elementos,
la observamos en puertas, ciipulas y columnas.

La circunferencia en la mecanica

En el campo de la fabricacion de piezas mecéni-
cas la circunferencia juegan un papel impor-
tantes ya que en su gran mayoria estas piezas
presentan en sus estructuras formas circulares,
tales como los tuercas, arandelas,cabezas de
tornillo de igual manera el filo de un orificio
creado por una broca de un taladro y en general,
todo aquello que gira por medio de un motor.

La circunferencia en la naturaleza

Algunos fenomenos de la naturaleza estan de-
terminados por circunferencias como un arco
iris o la sombra de la luna en la tierra en un
eclipse total del sol, al cortar un arbol podemos
determinar su edad todo gracias a los anillos
que se van formando con los afos.

La circunferencia en las armas

El calibre de un arma se da apartir del diametro,
es decir, que un arma 9mm tiene su su diametro
igual a 8mm y asi sucesivamente

La ecuacidn de la circunferencia también se puede utilizar para desarrollar ejercicios de calculo
diferencial por ejemplo:

= Halle las dimensiones del maximo cilindro recto circular que se puede inscribir en una esfera
de radio 12cm.

Solucion

Sea x = radio del cilindro, 2y su altura y V su volumen. Tenemos
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! ! ! ! x
V=2nx?y; x>+ y>* =144V =21x%y +4nxy=0;2x+2yy =0=>y ==

Reemplazando este tltimo valor en V' se obtiene:

2
2nx22(—f)+4nxy=0<=>—x— +2y=0 x#0
y y

Entonces v/2y = x. Este valor da evidentemente un volumen V méximo, porque x=00 y =0
darian volumenes minimos.

A De x*+y?> =144y 2y =x
se obtiene 2y? +y> = 144 = y =43y x =
(x, ) 4V6
r=12




CAPITULO B

CONCLUSION

Al llegar a la culminacién de este documento cabe resaltar la importancia de la geometria analitica
y aun mds el de la circunferencia en nuestros estudios y vida diaria. Ya que teniendo sus conceptos
claros y llegando a un aprendizaje significativo podemos utilizar cada uno de sus elementos como
herramientas que nos permitird entender, argumentar y tener una postura mas critica a la hora
de analizar ejercicios y modelarlos a una ecuacion con el fin de resolverlas, ya que el entender su
relacidon con el arte, la arquitectura e ingeniera civil, en la matemaéticas y todas las ciencias del saber
nos abrird caminos ha adquirir nuevos conocimientos y profundizar de manera reveladora en ellos.
La circunferencia como una de las secciones cénicas mas representativas de la geometria analitica
genera un basto campo de accién donde un documento de estos no alcanza para profundizar en
un sin fin de problemas que se han planteado a lo largo de la historia; pero abre también las puertas
a la investigacion y profundizacion sobre todo aquello donde la circunferencia esta inmersa y que
muchas veces pasamos por desapercibido sin notar su importancia en nuestras historia.

Con el contenido de este documento se puede profundizar en el punto de vista proyectivo de una
circunferencia para proporcionar una definicién de las cénicas

Desde un punto exterior al plano de una circunferencia, la proyeccién de la misma sobre un plano
inclinado es una elipse.

85
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Si proyectamos desde un punto situado en una recta perpendicular al plano de la circunferencia
y que pase por un vértice de la misma sobre un plano perpendicular al de la circunferencia y
diametralmente opuesto al vértice dado, se obtiene una parabola.

En las mismas condiciones anteriores, si el pie de la perpendicular desde el punto hasta el plano
de la circunferencia cae en el interior del circulo, la figura proyectada es una hipérbola.

5.1. Recomendaciones
Algunos puntos a tenerse en cuenta serian los siguientes:

= El profesor debe salir de la rutina y realizar un trabajo de campo con sus estudiantes de tal
forma que el estudiante sea capaz de observar el medio que lo rodea y su relacién con la
circunferencia.

= En algunos casos el profesor debe propiciar la deducciéon de férmulas, la verificacion de
propiedades y algunas demostraciones sencillas con el fin de favorecer el desarrollo del
pensamiento por parte de los estudiantes.

= El estudiante debe relacionar los temas profundizados con su entorno, la aplicabilidad que
tienen para que sea capaz de proponer soluciones a diferentes problemas.

= El contenido de este documento es de gran utilidad para el desarrollo de temas de mayor
complejidad relacionados con la circunferencia.

= Seria importante trabajar en la lectura de textos matemadticos y su interpretacién en los
espacios de clase con el fin de propiciar la discucién y brindar herramientas para la
comprension e interpretacion del lenguaje matemaético.
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