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Prefacio

E
l presente trabajo de grado titulado Funciones pretende ser una herra-
mienta de apoyo en la preparación de estudiantes para algunas pruebas de
tipo académico que involucren conocimientos y aptitudes matemáticas, más
concretamente en lo que ha sido denominado según los estándares curricu-

lares del Ministerio de Educación Nacional como el pensamiento variacional.

En tal sentido, se hace una revisión de algunos exámenes de admisión para pregrado de
la Universidad Nacional de Colombia y examina, dentro de las preguntas matemáticas,
cuáles involucran de manera directa la evaluación de cómo los estudiantes manejan este
tipo de pensamiento y los respectivos conocimientos que relaciona. A estas preguntas
se les hará un seguimiento con el propósito de abarcar la teoría que en éstas subyace así
como refinar el análisis que sobre el estudio del cambio puede hacerse en situaciones
muy concretas como las que se preguntan en dichos exámenes.

Este trabajo es pues una mirada a las funciones desde el punto de vista de la evalua-
ción de cómo los estudiantes que terminan su secundaria han de manejar, de manera
apropiada, conceptos y aptitudes sobre el mundo de los cambios y variaciones.

Hay que resaltar adicionalmente que los dos primeros cursos de la línea principal del
programa Licenciatura en Matemáticas de la Universidad Surcolombiana (Fundamen-
tos de Matemáticas y Cálculo Diferencial) involucran de manera directa el manejo de
funciones.

Juan Carlos Sánchez Ruíz
María Alejandrina Arcila Aldana

Estudiantes de Licenciatura en Matemáticas
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Parte I

Preliminares
En este apartado se presenta una introducción al trabajo de gra-
do así como un referente teórico necesario para desarrollar las
diferentes pruebas de ingreso a la UNAL en lo referente a fun-
ciones matemáticas.
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Capítulo1
Introducción

L
a Universidad Nacional de Colombia es la institución de Educación Su-
perior más importante del País. Es un ente público de orden nacional fun-
dado en 1867 y además de Bogotá posee sedes en otras ciudades del país para
una población estudiantil total de alrededor de cincuenta mil estudiantes de

pregrado y posgrado. La Universidad Nacional (UNAL) es la Institución de Educa-
ción Superior que ocupa el mayor número de veces el primer puesto en el país en la
mayoría de las listas nacionales e internacionales de clasificación académica1, lo que
estadísticamente la convierte en la mejor y más prestigiosa universidad en Colombia.

En el pregrado el criterio de ingreso está dado exclusivamente por el desempeño en el
examen de admisión (no se tiene en cuenta el puntaje del ICFES) en el cual se evalúan
cinco áreas: matemáticas, ciencias naturales, ciencias sociales, análisis textual, y análisis
de imágenes. En el caso concreto de las matemáticas se evalúan todos los pensamientos
planteados en los estándares curriculares del Ministerio de Educación Nacional y entre
esos el pensamiento variacional el cual no es otra cosa que el análisis del cambio y las re-
laciones entre cantidades que varían. Esto involucra el tema de funciones matemáticas
que es hacia donde va dirigido este trabajo.

Las funciones matemáticas son expresiones analíticas del cambio que bien puede ser
apreciado en situaciones cotidianas o extraído de complejos procesos de las más diver-
sas áreas del conocimiento (matemáticas, física, química, economía, etc.) y de ahí la
importancia de su estudio.

La UNAL a través de su prueba de admisión de pregrado busca determinar, entre otras
cosas, cómo los estudiantes aspirantes han asimilado durante su educación básica y
media los conceptos que sobre funciones han recibido y cómo han desarrollado las
competencias necesarias para distinguir y resolver situaciones problémicas en torno al
cambio.

1Consejo Nacional de Acreditación, Reputación académica QS World University Rankings, Sapiens
Research, SCImago Journal & Country Rank, Consejo Superior de Investigaciones Científicas.
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo se examina entonces cómo y qué tanto se evalúan los conocimientos
que sobre funciones son necesarios para iniciar la educación superior en Colombia,
más concretamente en la Universidad Nacional.



Capítulo2
Marco teórico

2.1. Generalidades

E
l concepto de función1 es esencialmente el siguiente: Dados dos conjuntos
de objetos, el conjunto X y el conjuntoY , una función es una ley que asocia
a cada objeto de X uno y sólo un objeto en Y . El conjunto X se denomina
el dominio de la función. Los objetos de Y , asociados con los objetos en

X forman otro conjunto denominado el recorrido de la función (Este puede ser todo
el conjunto Y , pero no es necesario). Al conjunto Y se le conoce como codominio o
contradominio de la función2.

En matemática elemental tiene interés considerar en primer lugar, aquellas funciones
en las que el dominio y el recorrido son conjuntos de números reales. Estas funciones
se llaman funciones de variable real o más brevemente funciones reales y se pueden
representar geométricamente mediante una gráfica en el plano xy. Se representa el
dominio X en el eje x , y a partir de cada punto x de X se representa el punto (x, y)
donde y = f (x ). La totalidad de puntos (x, y) se denomina la gráfica de la función.

De acuerdo a lo dicho anteriormente podemos formalizar lo siguiente:

Definición 2.1.1 (Función). Una función f es un conjunto de pares ordenados (x, y)
ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento.

Las siguientes definiciones ayudan a complementar el estudio de las funciones y por
tanto resultarán útiles durante el desarrollo de este trabajo:

Definición 2.1.2 (Función inyectiva). Una función f : X → Y es inyectiva cuando
se cumple alguna de las dos afirmaciones equivalentes:

1Gottfried Leibnitz (1646 – 1716) fue el primero en introducir el término función como dependen-
cia de dos cantidades variables.

2Suele también llamárselo también “conjunto final” o “conjunto de llegada de la función”.
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6 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

Si a, b son elementos de X tales que f (a) = f (b ), necesariamente se cumple
que a = b .

Si a, b son elementos diferentes de X , necesariamente se cumple que f (a) ,
f (b ).

Definición 2.1.3 (Función sobreyectiva). Una función f : X → Y , es sobreyectiva
si está aplicada sobre todo el codominio, es decir, cuando cada elemento de Y es la
imagen de como mínimo un elemento de X .

Definición 2.1.4 (Función biyectiva). Una función es biyectiva si es al mismo tiempo
inyectiva y sobreyectiva; es decir, si todos los elementos del conjunto de salida (esto
es, X ) tienen una imagen distinta en el conjunto de llegada (el conjunto Y ), y a cada
elemento del conjunto de llegada le corresponde un elemento del conjunto de salida.

Teorema 2.1.5. Si f es una función real biyectiva, entonces su función inversa3 f −1 existe
y también es biyectiva.

Definición 2.1.6 (Función par y función impar).

(i) Una función f es una función par si para cada x del dominio de X se cumple
que f (−x ) = f (x ). Es de anotar que si x ∈ X entonces −x ∈ X , es decir, el
conjunto X es simétrico respecto al origen.

(ii) Una función f es una función impar si para cada x del dominio de X se cumple
que f (−x ) = − f (x ). El conjunto X es simétrico respecto al cero.

Definición 2.1.7. Dadas las funciones f : X → Y y g : X → Y , entonces:

(i) su suma, denotada por f + g , es la función definida por
(

f + g
)

(x ) = f (x ) +
g (x ), para x ∈ X .

(ii) su diferencia, denotada por f − g , es la función definida por
(

f − g
)

(x ) =
f (x ) − g (x ), para x ∈ X .

(iii) su producto, denotado por f · g , es la función definida por
(

f · g ) (x ) = f (x ) ·
g (x ), para x ∈ X .

(iv) su cociente, denotado por f /g , es la función definida por
(

f /g
)

(x ) = f (x )/g (x ),
para x ∈ X con g (x ) , 0.

En cada caso, el dominio de la función resultante consta de aquellos valores de x co-
munes a los dominios de f y g , con el requerimiento adicional en el caso (iv) de que
se excluyan los valores de x para los cuales g (x ) = 0.

Definición 2.1.8 (Composición de funciones). Dadas dos funciones f : Y → Z y
g : X → Y , la función compuesta, denotada por f ◦g , está definida por

(

f ◦ g
)

(x ) =
f

(

g (x )
)

, y su dominio es el conjunto de todos los números x del dominio de g tales
que g (x ) esté en el dominio de f .

3Si f : X → Y entonces su inversa, de existir, sería una función f −1 : Y → X tal que f −1
(

y
)

= x .
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2.2. Tipos de funciones reales

Como bien se mencionó con anterioridad, en matemáticas y en particular para los
propósitos de este trabajo, sólo abarcaremos funciones reales, esto es X ,Y ⊆ R.

Para propósitos generales las funciones reales se clasifican el algebraicas y trascendentes.

2.2.1. Funciones algebraicas

En las funciones algebraicas las operaciones que hay que efectuar con la variable inde-
pendiente son: la adición, sustracción, multiplicación, división, potenciación y radica-
ción.

Algunos ejemplos de este tipo de funciones son:

Polinómicas. Son aquellas de la forma

f (x ) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + an−1xn−1 + anxn =
n

∑

i=0

ai x i

La expresión anterior se conoce como polinomio de grado n y cada término ai
corresponde a un número real. Si n = 0 entonces f se llamará función constante;
si n = 1 entonces f se llamará función lineal4; si n = 2 entonces f será cuadrática;
si n = 3 entonces f será cúbica; y, de aquí en adelante simplemente función
polinómica de grado n.

A título de ejemplo la función f (x ) = 1
2 x

2 − 7 es una función polinómica de
grado 2 o simplemente una función cuadrática.

Racionales. Son cocientes entre dos funciones polinómicas. Estas funciones se ob-
tienen al dividir una función polinomial por otra, no idénticamente nula; es-
to es, si P (x ) y Q (x ) son polinomios (con Q (x ) , 0) entonces la función
f (x ) = P (x )/Q (x ) es una función racional.

Radicales. Una función de la forma f (x ) = n√x donde n ∈ Z, n ≥ 2 se conoce como
función radical.

4Las funciones lineales usualmente se escriben de la forma y = mx+b siendom la pendiente (medida
de la inclinación de la recta) y b el intercepto (o punto de corte con el eje y.)
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2.2.2. Funciones trascendentes

Una función que no es algebraica es trascendente, en otras palabras, es una función
que trasciende al álgebra en el sentido que no puede ser expresada en términos de una
secuencia finita de operaciones algebraicas de suma, resta y extracción de raíces.

Son ejemplos de este tipo de funciones:

Exponenciales. Una función de la forma f (x ) = k x con k ∈ R
+, k , 1 se co-

noce como función exponencial. Un caso muy especial corresponde cuando
k = e ≈ 2.718281828459045 (número de Euler) debido a su enorme potencial
en matemáticas aplicadas.

Logarítmicas. Una función de este tipo corresponde a aquella de la forma f (x ) =
logb x donde b ∈ R

+, b , 1. El caso particular cuando b = e , esto es, f (x ) =
loge x se conoce como la función logaritmo natural (usualmente abreviada como
f (x ) = ln x )5, y cuando b = 10, esto es, f (x ) = log10 x , se conoce como la
función logaritmo vulgar y se nota f (x ) = log x .

Trigonométricas. Son aquellas definidas a partir de las razones trigonométricas6 (seno,
coseno, tangente, etc).

2.2.3. Otras consideraciones importantes sobre las funciones reales

Resulta útil aclarar que las funciones antes mencionadas no son las únicas existentes,
sin embargo, sí son las más comunes y por tanto las más estudiadas a nivel de educación
básica, media y universitaria.

Conviene también mencionar que existen algunas funciones que se definen de mane-
ra especial y que su estudio también se incluye dentro de las temáticas relacionadas
con funciones en los niveles académicos antes mencionados. Tenemos entre estas a las
funciones:

Parte entera. Si x es un número real arbitrario, entonces existe un entero n único que
verifica las desigualdades n ≤ x < n + 1. Este n se denomina la parte entera de x
y se designa por [x ]. Por ejemplo, [5] = 5, [5/2] = 2, [−8/3] = −3. A la función
f (x ) = [x ] se le conoce como función parte entera y formalmente se expresa
como f (x ) = [x ] = máx {n ∈ Z|n ≤ x }.

5Por definición se tiene que logb a = c si y sólo si b c
= a.

6Una razón trigonométrica es el cociente entre dos lados de un triángulo rectángulo asociado a sus
ángulos. De este tipo de funciones no puntualizaremos por ser un tema en extremo extenso.
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Definida a trozos. Es una función cuya definición o regla de correspondencia cambia
dependiendo del valor de la variable independiente. La función valor absoluto es
en esencia una función de este tipo:

f (x ) = |x | =

−x si x < 0
x si x ≥ 0

Implícita. Una función que no se halle escrita de la forma y = f (x ) se dice que
es una función escrita en forma implícita. Por ejemplo y5 − 2xy2 + 1 = 0 es
una función de este tipo (la variable dependiente no está despejada respecto a la
variable independiente).

2.3. Las funciones como modelos matemáticos

Las funciones se constituyen en una herramienta muy valiosa a la hora de modelar
situaciones con el propósito de explicar, simular y predecir resultados para problemas
o fenómenos extraídos bien sea del entorno físico (movimientos, fuerzas, reacciones
químicas, etc.) o de la actividad humana (flujos de dineros, administración de recursos,
entre otros).

Las funciones al relacionar variables entre sí permiten cuantificar cambios, establecer
patrones y diseñar modelos razonables del mundo real. Estos modelos a su vez permi-
tirán realizar predicciones de situaciones concretas y en algunos casos ayudar a tomar
decisiones.

A título de ejemplo, en física se estudian las famosas ecuaciones cinemáticas que no
son otra cosa que la representación analítica del valor y comportamiento de la posi-
ción, velocidad y aceleración de un cuerpo como función del tiempo. Algunas de estas
ecuaciones son:

x (t ) = x0 + v0t + 1
2 at

2. Esta ecuación permite expresar la posición x como
función del tiempo t de un cuerpo que se mueve en línea recta con aceleración
constante a, partiendo desde una posición x0 con una velocidad inicial v0. Co-
rresponde a una función cuadrática.

v (t ) = v0 + at . Mediante esta expresión se describe la velocidad v como función
del tiempo t de un cuerpo que se mueve en línea recta con aceleración constante
a cuando su velocidad inicial es v0. Se trata de una función lineal.

a(t ) = −Aω2 cos (ωt ). Aquí se expresa la aceleración a como función del tiempo
r de un objeto que describe un movimiento armónico simple de amplitud A y
frecuencia angular ω. Es una función trigonométrica.
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Pero funciones hay por toda la física, la química y en general en todas las disciplinas
científicas donde se estudian cómo algunas variables (temperatura, volumen, presión,
concentración química, cantidad de sustancia, etc.) influyen en otras y estas relaciones
se expresan a manera de ecuaciones y funciones.



Parte II

Desarrollo
En este apartado se presenta el desarrollo de cada una de las
preguntas que con respecto a funciones nos plantean las once
pruebas de admisión para la UNAL estudiadas (un capítulo por
cada una). Se entregan con cada pregunta su respectivo análisis
y respuesta enmarcados en los conceptos que sobre funciones se
plantearon en el marco teórico.

11





Capítulo3
Examen uno (2004-2)

L
a presente prueba corresponde a ocho preguntas que sobre funciones se
plantearon para el examen de admisión de la UNAL para el segundo se-
mestre de 2004. En esta prueba se evaluaron conceptos relacionados con
proporcionalidad (directa e inversa), función lineal, cuadrática y periódica.

Algunas de las preguntas apuntan a aplicaciones concretas de las funciones como en
el caso de crecimiento de poblaciones o involucrando parámetros físicos de ciertos
fenómenos.

Preguntas

11. Si “La concentración de dióxido de carbono se ha incrementado un 0.3 por ciento
cada año", se infiere que si la concentración de CO2 en la atmósfera en una fecha
dada es x , la concentración al cabo de un año será:

A. x
(

1 +
3
10

)

B. x
(

1 +
0.3
100

)

C. 0.3
(

x +
1
10

)

D. 3
(

x +
1
100

)

Solución: El enunciado plantea a la concentración de dióxido de carbono como
función de la concentración del mismo en el periodo inmediatamente anterior,
esto es, una función definida recurrentemente. Tenemos que si la concentración
para un instante dado es x al aumentar un 0.3% la concentración se amplifica en
un factor de 1.003, o lo que es lo mismo 1 + 0.3/100. La respuesta correcta es la
B.

26. Observe las gráficas de las funciones que aparecen a continuación.

13
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1.

2

4

−2

−4

−6

1 2−1−2−3

x

y

2.

2

4

−2

−4

−6

1 2−1−2−3

x

y

3.

2

4

−2

−4

−6

1 2−1−2−3

x

y

4.

2

4

−2

−4

−6

1 2−1−2−3

x

y

Las variables y y x son

A. directamente proporcionales en todas las funciones.

B. directamente proporcionales sólo en la función 4.

C. inversamente proporcionales en todas las funciones.

D. directamente proporcionales sólo en la gráfica 3.

Solución: Para que dos variables sean directamente proporcionales debe cumplir-
se que el valor de la variable dependiente sea el valor de la independiente por una
constante positiva (y = kx , k ∈ R

+). Gráficamente lo anterior se corresponde
a una recta con pendiente positiva que pasa por el orígen. Esto se cumple en la
gráfica 4 y por tanto la respuesta correcta es la B.

28. La siguiente gráfica corresponde a una función cuadrática y = ax2 + b x + c . Se
puede afirmar que

A. a y b son positivos y c negativo.

B. b es positivo y a y c son negativos.

C. a es positivo y b y c son negativos.

D. c es positivo y a y b son negativos.
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5

−5

−5

x

y

Solución: La función cuadrática de la figura posee, evidentemente, dos raíces
reales. Para que esto se de, debe cumplirse que el discriminante b2 − 4ac sea
estrictamente positivo y por tanto cumplirse que b2 > 4ac . Por otro lado, la
parábola en cuestión presenta concavidad posiva (abre hacia arriba, a > 0) y
el punto de corte con el eje de las y es negativo (c < 0), lo que corrobora la
desigualdad del discriminante dado que b2 ∈ R

+ y 4ac ∈ R
−. Ahora bien, con

respecto al signo de b tenemos que el vértice posee coordenada en x negativa
entonces éste ha de ser positivo ya que en este caso x = −b/ (2a) y con a positivo
b también debe serlo. La respuesta correcta es la A.

29. Una de las características de las funciones periódicas es la de que su gráfica se
repite a intervalos de la misma longitud. La longitud del menor intervalo en el
cual se repite, recibe el nombre de periodo. De la función representada por la
gráfica se puede decir que:

A. no es periódica.

B. su periodo es 1.

C. su periodo es 2.

D. su periodo es 4.

1

2

3

−1
−2

1 2 3 4 5 6 7−1−2

x

y

Solución: Como se indica en el enunciado, el periodo corresponde a la longitud
del menor intervalo en el cual se repite la función, y en este caso notamos que
cada dos unidades de x la función se repite siendo este el menor valor en que
esto sucede, por tal razón tenemos que la función es periódica de periodo 2. La
respuesta es la C.

Responda las preguntas 30 a 32 de acuerdo a la siguiente información:

A finales del año 1990 la población de una ciudad A era de 500000 habitantes y ha
crecido aproximadamente en 9000 habitantes por año; mientras que los habitantes
de una ciudad B era en ese mismo año de 696000 habitantes y ha decrecido aproxi-
madamente en 800 personas por año.
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30. De acuerdo con las condiciones del problema, al finalizar el 2004 el número de
las habitantes de las cuidades A y B serán respectivamente:

A. 626000, 684800

B. 374000, 707000

C. 374000, 684800

D. 626000, 707200

Solución: La variación de las poblaciones (en este caso incrementos) está rela-
cionado tanto con el tiempo considerado como con la rata de crecimiento por
año. El primer factor corresponde a 14 años para ambas ciudades, mientras que
el segundo es de 9000 habitantes/año para A y −800 habitantes/año para B. En
este orden de ideas los incrementos serían:

∆PA = (14) (9000) = 126000 ; ∆PB = (14) (−800) = −11200

De este modo las poblaciones serían:

PA = 500000 + 126000 = 626000 ; PB = 696000 − 11200 = 684800

La respuesta es por tanto la A.

31. El número de habitantes de la ciudad B, transcurrido un tiempo t (años), se
puede determinar mediante la expresión:

A. P (t ) = 696000 + 800t

B. P (t ) = 696000 − 800t
C. P (t ) = 500000 + 9000t

D. P (t ) = 500000 − 9000t

Solución: La tasa de decrecimiento es constante (−800 habitantes/año) partien-
do de un valor fijo inicial de 696000, de modo que el comportamiento del creci-
miento de la población estudiada corresponde a una función lineal con pendiente
−800 e intercepto 696000. Por tanto la relación que describe la misma como fun-
ción del tiempo sería P (t ) = 696000 − 800t . La respuesta correcta es la B.

32. Suponiendo que las razones de crecimiento y decrecimiento de la población en
estas ciudades se mantiene, se puede afirmar que al terminar el año 2010,

A. la ciudad A tendrá más habitantes.

B. la ciudad B tendrá más habitantes.
C. las dos ciudades tendrán más de 700000 habitantes.
D. las dos ciudades tendrán el mismo número de habitantes.

Solución: El tiempo transcurrido sería de 20 años para los cuales ha de cumplirse
que al finalizar dicho periodo las poblaciones respectivas de las ciudades serían:

PA = 500000 + 9000 (20) = 680000 ; PB = 696000 − 800 (20) = 680000

Así que la respuesta correcta es la D.
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51. La ecuación de estado de los gases ideales es PV = nRT , donde P es presión, V
es volumen, n es el número de moles, R es una constante y T es temperatura. De
las siguientes gráficas la que mejor expresa la relación entre el número de moles
del gas en función de la temperatura en condiciones P y V constantes es:

A.

T

n

B.

T

n

C.

T

n

D.

T

n

Solución: La expresión puede escribirse como n = (PV /R) /T , y en las condi-
ciones dadas es posible afirmar que n ∝ 1/T (son inversamente proporcionales).
De acuerdo a esto la gráfica corresponde a una curva como la mostrada en la
primera figura (con asíntota vertical x = 0 y asíntota horizontal y = 0) y por
tanto esa es la respuesta, la A.
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Capítulo4
Examen dos (2005-2)

E
n esta ocasión se aprecian diez preguntas relacionadas con el tema de fun-
ciones realizadas para la prueba de admisión del segundo semestre de 2005
en las cuales se puntualiza un poco más en las gráficas de funciones, mono-
tonía (crecimiento y decrecimiento), raíces de funciones, y en cuanto a tipos

de funciones se da énfasis en las cuadráticas y las trigonométricas.

Preguntas

51. Si f (a) = a + 1 y F (a, b ) = 2a + b2 entonces F (−2, f (1)) es igual a

A. −3 B. −1 C. 2 D. 0

Solución: De acuerdo a como están definidas las funciones tenemos que

F
(−2, f (1)

)

= 2(−2) +
[

f (1)
]2
= −4 + (1 + 1)2 = −4 + 22 = 0

La respuesta correcta es la D.

52. Sean:

P la gráfica de la ecuación y = x2 − 2x + 3
Q la gráfica de la ecuación y = x2 + 2x + 1

Considere las siguientes afirmaciones suponiendo que P yQ están trazadas en el
mismo sistema de coordenadas:

I. P y Q coinciden
II. P está a la izquierda de Q
III. P está a la derecha de Q

IV. P está más arriba que Q
V. P está más abajo que Q

19
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De las anteriores afirmaciones es o son verdaderas:

A. Sólo I B. II y V C. II y IV D. III y IV

Solución: P y Q pueden escribirse res-
pectivamente como

P : y − 2 = (x − 1)2,

en este caso VP = (1, 2)

Q : y − 0 = (x + 1)2,

en este caso VQ = (−1, 0)

Con esto podemos afirmar que P está
a la derecha de Q puesto que su vértice
está al lado derecho del origen mientras
que para Q el vértice está a la izquierda
de este. Por otro lado es evidente que el
vértice de P está dos unidades por en-
cima del vértice de Q . De esta manera

tenemos que la respuesta correcta es la
D.

La siguiente gráfica apoya lo dicho an-
teriormente:

2

4

2−2−4

x

y

P

Q

53. Una recta que no intercepta al eje x en el punto x = 2 tiene por ecuación:

A. x − 2y = 4

B. 3x + y − 6 = 0

C. x − 3y = 2

D. 5x − 4y = 10

Solución: Si la recta no corta al eje x
en x = 2 implica que el punto (2, 0) no
debe pertenecer a dicha recta y por tan-
to no satisface su ecuación. En la única
ecuación que no se cumple esto es en la
primera puesto que 2 − 2(0) = 2 , 4.
La respuesta es la A.

La siguiente gráfica ilustra las funciones
en cuestión (A, B, C, D):

2

−2

2 4−2

x

y

A

B
C

D

55. Una raíz real de una función f es un número real r que satisface f (r ) = 0.
Observando las siguientes gráficas, de las raíces de las funciones f , g y ℎ se
puede afirmar que:

A. f y ℎ tienen una raíz real común

B. g tiene cuatro raíces reales

C. f y g tienen una raíz real común

D. ℎ tiene una raíz real
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2

4

−2

2−2

x

y

f
g

ℎ

Solución: En la figura se aprecia que f tiene dos raíces reales r = 0 y r = 2, g
tiene tres raíces reales −2 < r < 0, r = 0 y 0 < r < 2, y ℎ no tiene raíces reales.
Así que f y g tienen una raíz real común r = 0. Por tanto la respuesta correcta
es la C.

56. Se dice que una función f (x ) es creciente si f (x1) < f (x2) siempre que x1 < x2
para números reales cualesquiera x1 y x2. Entre las siguientes gráficas, la que
representa una función creciente es:

A.

x

y

B.

x

y

C.

x

y

D.

x

y

Solución: De las gráficas la única que corresponde a la definición de función cre-
ciente expuesta en el enunciado es la D. En la gráfica de la figura D es en la única
que de trazarse cualquier pendiente arbitraria entre dos puntos cualesquiera de
la curva se obtendría una pendiente positiva. Respuesta D.

58. Observe las gráficas de las funciones f , g que se presentan a continuación.

De las afirmaciones:
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I. f (4) = g (4) = 0

II. f y g tienen el mismo dominio

III. f (1) > g (1)

IV. f y g interceptan el eje x en un único punto

V. g (x ) > f (x ) para todo x en el intervalo [−4, 4]

Es o son verdaderas

A. I y II

B. II y IV

C. Solamente II

D. Solamente IV

x

y

f

g

Solución: En la gráfica se observa: f (4) ≈ 2; g (4) ≈ −2, lo cual significa que I
no es verdadera. El dominio de f y g es común para las dos funciones lo cual
quiere decir que II es verdadera. Por otro lado f (1) ≈ −2.8 y g (1) ≈ 2.2 lo cual
implica que III no es verdadera. Además f y g se intersectan en dos puntos y
g (x ) < f (x ) en los intervalos [−5,−4] y (3, 5]. La respuesta es la C.

64. En el sistema de coordenadas se muestran las gráficas de las funciones seno y
coseno. A partir de ellas se puede afirmar que

A. sen x = cos y

B. cos x = − cos y
C. sen x = − sen y
D. sen y = − cos x

bb

x y

Solución: Es posible apreciar que para el valor x se cumple que sen x = cos x
e igualmente para el valor de y que sen y = cos y. Ahora bien, dado que los
dos valores son los mismos en el eje de las ordenadas entonces sen x = cos x =
sen y = cos y, entonces se concluye que la respuesta correcta es la A.
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65. Si f (θ ) = cos
(

π − θ
3

)

, entonces f (2π) − f (0) es igual a

A. 2 cos
(

π

3

)

B. −2 cos
(

π

3

)

C. 0 D. cos
(

π

3

)

Solución: Tenemos que f (2π) − f (0) equivale a

cos
(

π − 2π
3

)

− cos
(

π − 0
3

)

= cos
(

−π
3

)

− cos
(

π

3

)

= cos
(

π

3

)

− cos
(

π

3

)

= 0

(Recuérdese que la función coseno es una función par, y por tal motivo cos (−π/3) =
cos (π/3) ). La respuesta correcta es por tanto la C.

66. Si g (x ) = sec x + cos x es verdadero afirmar que

A. g
(

π

2

)

= 0

B. g (π) = 1

C. g (π) no está definida

D. g
(

π

2

)

no está definida

Solución:Dado que cos (π/2) = 0 y cos (π) = −1 entonces sec (π/2) = 1/ cos (π/2)
no está definida y por tanto g (π/2) no está definida. Por otro lado g (π) está de-
finida: g (π) = sec(π) + cos(π) = 1/(−1) + (−1) = −1 − 1 = −2.
De esta manera la respuesta correcta es la D.

67. En la figura se han trazado las gráficas de las funciones sen x y sen 2x

x

y

π
4

π
2

3π
4
π 5π

4
3π
2

7π
4

2π

1

−1

sen x

sen 2x

La gráfica que corresponde a la función sen x + sen 2x es

A.

x

y

π
2

π 3π
2

2π

1

−1

B.

x

y

π
2

π 3π
2

2π

1

−1
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C.

x

y

π
2

π 3π
2

2π

1

−1

D.

x

y

π
2

π 3π
2

2π

1

−1

Solución:Al observar con detenimiento la gráfica proporcionada en el enunciado
es posible establecer algunas cosas sobre la suma de las funciones con respecto a
algunos valores específicos de x . La siguiente tabla de valores se deduce de manera
inmediata:

x 0 π/2 π 3π/2 2π
sen x 0 1 0 −1 0
sen 2x 0 0 0 0 0

sen x + sen 2x 0 1 0 −1 0

Quedando descartadas automáticamente las opciones A (puesto que no coincide
para x = π/2) y C (dado que no es correcta para x = 3π/2).

Por otra parte si consideramos el valor de sen x + sen 2x para x = π/4 se tiene
que

sen
(

π

4

)

+ sen
(

2 · π
4

)

= sen
(

π

4

)

+ sen
(

π

2

)

=

√
2
2
+ 1 > 1

por lo que la opción D no es válida y se reafirma como verdadera la B.



Capítulo5
Examen tres (2006-1)

E
en este capítulo examinaremos seis preguntas del examen de admisión pa-
ra el primer semestre de 2006. Se indaga en estas preguntas principalmente
sobre los conceptos relacionados con funciones racionales, cuadráticas, pe-
riódicas (más concretamente trigonométricas), y definidas a trozos.

Preguntas

57. Sea f (x ) =
x + 2
2x

. Considere las siguientes afirmaciones:

I. f (x ) = 0 sólo si x = −2
II. f (x + 1) = f (x ) + 1

2

III. f (3x ) = 3 f (x )

IV. Si f (x ) = 1, entonces x = 2

De las anteriores afirmaciones son verdaderas

A. I y III B. II y IV C. II y III D. I y IV

Solución: Analizando cada una de las afirmaciones tenemos:

Para I:

f (−2) =
−2 + 2
2(−2)

=

0
−4
= 0

Además f (x ) = 0 implica que (x + 2)/(2x ) = 0, y la única posibilidad para
que esto ocurra es que x + 2 = 0 y por tanto x = −2. Esta afirmación es
verdadera.

25
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Para II:

f (x+1) =
x + 1 + 2
2(x + 1)

=

x + 3
2x + 2

; f (x )+
1
2
=

x + 2
2x
+

1
2
=

x + 2 + x
2x

=

x + 1
x

luego f (x + 1) , f (x ) + 1
2 .

Para III:

f (3x ) =
3x + 2
2(3x )

=

3x + 2
6x

; 3 f (x ) = 3
(

x + 2
2x

)

=

3x + 6
2x

por lo tanto f (3x ) , 3 f (x ).
Si f (x ) = 1 entonces (x + 2) / (2x ) = 1, así que x + 2 = 2x de donde x = 2,
por lo tanto la afirmación es verdadera.

De este modo tenemos que la respuesta correcta es la D.

58. Si f (x ) = 20 + x − x2 y f (a) = 8 entonces a es igual a

A. −4 ó 3 B. −3 ó 4 C. 2 ó 5 D. −2 ó −5

Solución: De acuerdo al enunciado tendríamos que 20 + a − a2 = 8 y por tanto
a2 − a − 12 = 0, es decir, (a − 4)(a + 3) = 0 con lo que a = 4 ó a = −3, de aquí
que la respuesta correcta es la B.

59. Las funciones f y g están definidas por f (x ) = x2 − 4 y g (x ) = x4 − 18x2 + 81,
los valores de x para los cuales no está definida la función

(

f
g

)

(x ) son

A. 3 y 2 B. 3 y −1 C. 2 y −2 D. 3 y −3

Solución: La nueva función sería:
(

f
g

)

(x ) =
x2 − 4

x4 − 18x2 + 81
=

(x − 2)(x + 2)
(

x2 − 9)2
=

(x − 2)(x + 2)

(x − 3)2 (x + 3)2

la cual no estaría definida para los valores x = 3 y x = −3 (en estos casos el
denominador se hace cero). La respuesta correcta es por tanto la D.

68. La función y = 4 cos
( x
2

)

− 3 sen (2x ) es de periodo

A. π B. 4π C. 3π D. 2π

Solución: Tanto sen x como cos x tiene por periodo 2π , ahora para cos (π/2) el
periodo se duplica y sería por tanto 4π ; para el caso de sen (2x ) el periodo se
reduce a la mitad, esto es, π . Ahora, el mínimo común múltiplo de 4π y π es 4π
y este sería el periodo para y = 4 cos (π/2) − 3 sen (2x ). La respuesta correcta es
la B.

La siguiente figura ilustra la situación:
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x

y

2π 4π 6π 8π

cos
(

1
2 x

)

sen(2x )

4 cos
(

1
2 x

)

− 3 sen(2x )

70. La gráfica tiene por ecuación y = ax2 + b x + c . Es correcto afirmar que a y c
tienen y las soluciones de la ecuación y = 0 tienen .

A. mismo signo — mismo signo

B. signos contrarios — mismo signo

C. mismo signo — signos contrarios

D. signos contrarios — signos contrarios

x

y

Solución: El signo de a determina la concavidad y viceversa, y ya que la parábola
abre hacia abajo entonces a < 0. El intercepto con el eje y corresponde al valor
de c y como se aprecia en la figura c < 0, así que a y c tienen el mismo signo.
Por otro lado las dos raíces de la curva son positivas (los puntos de corte con el
eje x están a la derecha del origen), es decir, tienen el mismo signo. Concluimos
que la respuesta correcta es la A.

71. La gráfica de la función f (x ) está definida por

f (x ) =


x si x < 0
−x si 0 ≤ x ≤ 1
1 si x > 1

se representa correctamente en
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A.

x

y

B.

x

y

b

C.

x

y

D.

x

y

b

bc

Solución: La función f (x ) de acuerdo a como está definida es una línea recta
con pendiente 1 para todos los x negativos, luego una segunda recta pero de
pendiente −1 para el intervalo [0, 1] y finalmente la recta horizontal y = 1 para
todos los x > 1. La gráfica que coincide con esta descripción es la mostrada en D
y por tanto la respuesta correcta es esta.



Capítulo6
Examen cuatro (2006-2)

E
l examen que a continuación se presenta corresponde a preguntas libera-
das de la prueba de admisión para el segundo semestre de 2006 de la Univer-
sidad Nacional de Colombia. Las once preguntas que se desarrollan a con-
tinuación y que como tópico general corresponden al tema de funciones,

puntualizan en el valor absoluto, las funciones cuadráticas, trigonométricas, función
inversa, la propiedad de la aditividad en una función, y un par de aplicaciones a la eco-
nomía (función de costos y función utilidad) y a la física (dilatación térmica y relación
entre escalas de temperatura).

Preguntas

50. Si x es un número real, se define el valor absoluto de x de la siguiente manera:
|x | = x si x ≥ 0 y |x | = −x si x < 0. De acuerdo con la información anterior, es
verdadero que

A. Si x ≥ −3, |x + 3| = x + 3

B. Si x < 0, |x − 2| = x − 2
C. Si x ∈ R, | − x | = x

D. Si x ∈ R, |x − 5| = 5 − x

Solución: La respuesta correcta es la A, puesto que que si x ≥ −3 entonces
x + 3 ≥ 0 y por tanto |x + 3| = x + 3. Si x < 0, entonces x < 2, por lo tanto
x − 2 < 0 y |x − 2| = 2 − x lo cual significa que la opción B es falsa. | − x | puede
ser x o −x dependiendo del signo de x , de lo cual se concluye que la opción C
puede ser falsa. De igual manera |x − 5| puede ser x − 5 o 5 − x dependiendo del
signo de x − 5, así que D también puede ser falsa.

51. Un fabricante de zapatos puede vender todos los pares de zapatos que produce a
un precio de $60 mil cada par. El fabricante tiene costos fijos mensuales de $24
millones. Si el cuero e insumos necesarios para producir cada par le cuesta $20

29
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mil, el menor número de pares que debe producir y vender al mes para obtener
utilidades es

A. 300 B. 600 C. 1200 D. 4000

Solución: Podemos suponer dos funciones, una de costos C (x ) = 24000000 +
20000x , y una de ingresos I (x ) = 60000x donde x corresponde a cada par de
zapatos fabricado y vendido. Una tercera función llamada utilidad que se obtiene
al restar los costos a los ingresos y representa las ganancias netas:U (x ) = I (x ) −
C (x ) = 60000x − 24000000 − 20000x = 40000x − 24000000. Ahora, para que
haya utilidades debe ocurrir que

U (x ) = 40000x − 24000000 ≥ 0, es decir, x ≥ 24000000
40000

= 600

La respuesta correcta es por tanto la B.

52. La ecuación cuadrática x2 − 15 −m (2x − 8) = 0 tiene raíces iguales cuando m es

A. 3 ó 5 B. −3 ó −5 C. 1 ó 2 D. −1 ó −2

Solución: Una función cuadrática de la forma y = ax2 + b x + c tiene raíces
reales repetidas cuando su discriminante es cero, esto es, b2 − 4ac = 0. Ahora, la
ecuación x2 − 15−m (2x − 8) = 0 equivale a x2 − 2mx + 8m − 15 = 0 y esta tiene
raíces iguales cuando (−2m)2−4(1)(8m−15) = 0, es decir 4m2−4(8m−15) = 0
o equivalentemente m2 − 8m + 15 = 0 o dicho de otra forma (m − 5)(m − 3) = 0
de donde m = 5 o m = 3. Por lo tanto la respuesta es la A.

53. Una función f es aditiva si para todo par de elementos en su dominio x , y,
f (x + y) = f (x ) + f (y). Suponga que f es una función aditiva en los enteros
positivos. De las siguientes afirmaciones sobre f :

1. f (n) = n f (1)

2. f (nk) = f (n) f (k)

3. f
(

n2
)

= 2n

4. f (2n) = 2 f (n)

Son verdaderas

A. 1 y 2 B. 2 y 4 C. 1 y 4 D. 3 y 2

Solución: Tenemos que f (2) = f (1 + 1) = f (1) + f (1) = 2 f (1), f (3) =
f (2 + 1) = f (2) + f (1) = 2 f (1) + f (1) = 3 f (1), así debe tenerse que f (n) =
n f (1), es decir, la opción 1 es verdadera. Por otra parte f (nk) = nk f (1) ,
(

n f (1)
) (

k f (1)
)

= f (n) f (k), es decir, la opción 2 es falsa. También f
(

n2
)

=

n2 f (1) , 2n lo que significa que la opción 3 es falsa. Por último f (2n) =
2n f (1) = 2

(

n f (1)
)

= 2 f (n), de donde la opción 4 es verdadera.

Tanto 1 y 4 son verdaderas que corresponden a la opción C.
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63. En la figura se presentan las gráficas de tres funciones f , g , ℎ. Es correcto afirmar
que

A. g (x ) = f (x + 9)

B. ℎ(x ) = f (x + 7) − 1
C. ℎ(x ) = − f (x − 7) + 1

D. g (x ) = f (x + 9) − 1

2

−2

−4

2 4−2−4−6−8−10

x

y

f (x )

g (x )

ℎ(x )

Solución:NINGUNA de las opciones de respuesta es correcta. A saber, si expre-
samos a g en términos de f tendríamos que g (x ) = f (x + 9) + 1 ( f se traslada 9
unidades hacia la izquierda y luego una unidad hacia arriba), y si expresamos a ℎ
en términos de f tendríamos que ℎ(x ) = − f (x +7)−1 ( f se refleja con respecto
al eje x , se traslada 7 unidades hacia la derecha y finalmente una unidad hacia aba-
jo), y a la que expresamos es a g en función de ℎ tendríamos g (x ) = −ℎ(x + 2),
y ninguna de estas opciones aparece.

65. A continuación se presenta la gráfica de una función f .

x

y
(3, 2)

(−3,−2)

f

La gráfica que representa la función inversa de f , f −1 es
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A.

x

y
(−3, 2)

(3,−2)

B.

x

y

(−3,−2)(3,−2)

C.

x

y

(−2,−3)

(2, 3)

D.

x

y
(3, 2)

(−3,−2)

Solución: Dado que por definición de función inversa si (a, b ) pertenece a f
entonces (b, a) ha de pertenecer a f −1, la función inversa de f es la mostrada en
la figura C.

Además, una característica de las funciones inversas es que son reflejo de la fun-
ción original con respecto a la recta y = x , esto se aprecia en la siguiente figura
donde f está de azul, f −1 de rojo, y y = x de verde:

x

y

66. En la gráfica se presenta la función y = f (x )
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5

10

−5

−10

5 10−5−10

x

y

La gráfica de la función y = | f (x ) | se presenta en

A.

5

10

−5

−10

5 10−5−10

x

y

B.

5

10

−5

−10

5 10−5−10

x

y

C.

5

10

−5

−10

5 10−5−10

x

y

D.

5

10

−5

−10

5 10−5−10

x

y
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Solución: La gráfica correcta es la B puesto que | f (x ) | ha de ser una curva con
sólo valores no negativos donde los valores para los cuales f (x ) < 0 se han
reflejado con respecto al eje x por la definición de valor absoluto.

67. La gráfica representa la ecuación

A. y = x2 − 2x − 3
B. y = 2x2 − 2x − 3

C. y = 2x2 − 4x − 6
D. y = x2 − 2x − 6

2

4

−2

−4

2 4−2

x

y

Solución: La curva corta al eje x en x = −1 y x = 3, luego x + 1 = 0 y x − 3 = 0
y por lo tanto 0 = (x + 1)(x − 3) = x2 − 2x − 3. Ahora considerándola como
y = x2 − 2x − 3 vemos que la respuesta correcta es la A.

También podemos proceder así: Primero observamos que el intercepto de la cur-
va con el eje y es c = −3. Por otro lado, al factorizar la expresión A nos da que
y = x2 − 2x − 3 = (x − 3)(x + 1) y por tanto tiene por raíces a x = −1 y x = 3, lo
que indica que la A es la respuesta correcta verificarse en la figura mostrada que
coincide con la curva en los puntos (0,−3), (−1, 0) y (3, 0).

69. La variación de la longitud de una varilla que se calienta es directamente propor-
cional a la longitud original y a la variación de la temperatura. La constante de
proporcionalidad, λ, se denomina coeficiente de dilatación y es característica de
cada sustancia.

Sean L1 y L2 las longitudes de una varilla a las temperaturas T1 y T2 respectiva-
mente. El enunciado anterior se puede traducir a la siguiente expresión matemá-
tica:

A. L2 − L1 = λL1
(

T2 −T1
)

B. L2 = λL1T2

C. L2 − L1 =
λL1

(

T2 − T1
)

D. L2 = λL1
(

T2 −T1
)

Solución: El enunciado nos dice que ∆L ∝ L1∆T , donde ∆ representa variación
en las respectivas variables. Dicha relación de proporcionalidad se reescribe en-
tonces en forma de ecuación como sigue:

L2 − L1 = λL1
(

T2 −T1
)

.

Por tanto la respuesta correcta es la A.
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Las preguntas 73 y 74 se refieren a la siguiente gráfica, que muestra la relación
que existe entre la medida de la temperatura en grados Fahrenheit y Celsius.

−40
−20
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20
40
60
80
100
120
140
160
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220
240
260

−60 −40 −20 0 20 40 60 80 100 120 140

G
ra
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s
Fa
hr
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(◦
F
)

Grados Celsius (◦C)

73. A partir de la gráfica, se puede deducir que la relación entre ◦C y ◦F es

A. C =
5
9
F + 32

B. C =
9
5
F − 32

C. F =
9
5
C + 32

D. F =
5
9
C − 32

Solución: De la gráfica podemos tomar parejas ordenadas con un grado de relati-
va confianza y a partir de allí determinar una ecuación aproximada para compa-
rar. Se trataría de una ecuación lineal de la forma y = mx + b (o en nuestro caso
F = mC + b ). Puesto que los puntos (60, 140) y (−40,−40) pertenecen a la recta
entonces tenemos que

m =
∆y
∆x
=

160 − (−40)
60 − (−40)

=

180
100
=

18
10
=

9
5
,

luego F − (−40) = 9
5 (C − (−40)), es decir F + 40 = 9

5C + 72, y por tanto

F =
9
5
C + 32

y esta ecuación corresponde a la opción C.

74. La temperatura a la cual las dos escalas coinciden es
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A. C = 40◦C B. C = −40◦C C. C = 0◦C D. C = 100◦C

Solución: Se debe tener que F = C , así C = 9
5C + 32 de donde −32 =

9
5C −C =

4
5C y por lo tanto −8 = 1

5C , así que C = −40. La respuesta correcta es la B.



Capítulo7
Examen cinco (2007-1)

L
a prueba que a continuación se presenta corresponde al examen de admisión
para el segundo semestre del 2006. Para el tema de funciones se plantearon
15 preguntas entre las cuales se destacan algunas cuyo enfoque es la aplica-
ción a la física, la alusión a funciones lineales, funciones definidas a trozos,

exponenciales y trigonométricas.

Preguntas

Las preguntas 1 a 24 se refieren al siguiente texto1:

Masa añadida en los despejes de cabeza en fútbol

Un balón lanzado de un puntapié, que llega a adquirir una velocidad inicial de
v0 = 26 m/s, constituye un disparo bastante potente, pues podría recorrer unos
44 m de campo con una inclinación inicial de 20°, teniendo en cuenta que el
alcance D de un proyectil que inicialmente forma un ángulo de θ° con la hori-
zontal es

D = v2
0

(sen 2θ )
g

(...) La fuerza media, F , sobre la frente, de ser grande, puede producir por sí mis-
ma daños irreversibles en el hueso. Esta fuerza se calcula a partir de la expresión

F = Fm
mc

mb +mc
,

1El texto presentado a continuación omite algunos párrafos que entregan información que no es
pertinente para resolver las preguntas que con respecto a funciones se desarrollan en este trabajo de
grado.

37
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donde Fm = 978 N es la fuerza máxima que ejerce el balón cuando colisiona con
un jugador completamente rígido, mb = 0.43 kg es la masa del balón y mc es la
masa de la cabeza más la masa añadida. (...)

(...) La masa de la cabeza sola es de 6 kg (...)

2. Suponiendo la velocidad inicial y la aceleración constantes, al considerar el al-
cance D en término del ángulo θ se obtiene una función

A. periódica B. cuadrática C. lineal D. constante

Solución: De acuerdo al texto introductorio, el alcance D de un proyectil que
inicialmente forma un ángulo θ con la horizontal y parte con una velocidad
inicial v0 es D = v2

0 sen (2θ ) /g . Si tanto v0 como g son constantes entonces la
función puede expresarse de la forma D = K sen (2θ ), con K = v2

0/g constante,
la cual es una función periódica. La respuesta correcta es la A.

3. Suponiendo la velocidad inicial y la aceleración constantes, el alcance máximo
de la pelota se obtiene con un ángulo θ de

A. 15◦ B. 45◦ C. 30◦ D. 90◦

Solución: El valor máximo de D se obtendría en este caso para cuando sin (2θ )
sea máximo. Sabemos que la función seno tiene su máximo para un ángulo de 90◦

(considerando su primer periodo), de modo que 2θ = 90◦ y por tanto θ = 45◦.
La respuesta correcta es la B.

4. Si el ángulo θ es de 15◦ y v0 = 26 m/s, entonces el alcance D en metros de la
pelota, en metros, está entre

A. 10 y 15 B. 20 y 25 C. 40 y 45 D. 30 y 35

Solución: Reemplazando valores tendríamos que

D = v2
0
sen (2θ )

g
= (26)2

sen (2 × 15◦)
9.8

≈ 26 × 26 × 0.5
10

=

13 × 13
5

≈ 170
5
= 34,

así que la respuesta correcta es la D.

(NOTA: Se hizo uso razonable de redondeos recordando el hecho de que en una
prueba de este tipo el uso de calculadora no es permitido)

5. Suponiendo que θ y g son constantes, la gráfica que representa el comportamien-
to de D, como función de v0, cuando se lanza el balón de un puntapié, es
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A.

v0

D

B.

v0

D

C.

v0

D

D.

v0

D

Solución: Al ser θ y g constantes la expresión D = v2
0 sen (2θ ) /g quedaría de la

forma D = Kv2
0 con K constante por lo que su gráfica ha de ser una parábola

que abre hacia arriba y con vértice en (0, 0). Ahora bien, sen 2θ < 1 < g y por
tanto (sen 2θ ) /g < 1, esto es, K < 1 por lo que corresponde a una parábola no
tan estrecha. La figura que más se acerca a estas características es la C.

12. De las siguientes gráficas la que representa mejor la relación entre F y mc es

A.

mc

F

B.

mc

F

6

C.

mc

F

6

D.

mc

F

Solución: F = Fmmc/
(

mb +mc
)

es la expresión que relaciona las variables
en mención. Si consideramos a mb y Fm constantes y positivas entonces tene-
mos una función F (mc ) que es creciente puesto que si mc1 < mc2 entonces
mc1mb < mc2mb , de donde, mc1mb + mc1mc2 < mc2mb + mc1mc2, es decir,
mc1

(

mb +mc2
)

< mc2
(

mb +mc1
)

, y de esto,
mc1

mb +mc1
<

mc2

mb +mc2
,
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finalmente
F (mc1) =

Fmmc1

mb +mc1
<

Fmmc2

mb +mc2
= F (mc2) ,

y que tiende a Fm en la medida en que mc se hace muy grande2. Ahora bien,
según la información del texto base mc ≥ 6 y por tanto la gráfica correcta es la
B.

52. Suponga que una pelota rebota repetidamente y que, para cada instante, se puede
determinar su altura z con respecto al piso, por medio de una función del tiempo
cuya representación gráfica es la siguiente:

x

z

Acerca de esa función es correcto afirmar que

A. es una suma de una función cuadrática y una función lineal.

B. no toma valores negativos y tiene más de tres ceros.

C. es una suma de funciones cuadráticas.

D. es decreciente e impar.

Solución: La respuesta correcta es la B ya que en efecto la función no toma valores
negativos pero sí tiene más de tres raíces. Adviértase que la función aunque está
formada por varias funciones cuadráticas no se trata de una suma de éstas.

62. La siguiente tabla corresponde a una función lineal

x 2 4 10 b
y 3 a 15 21

Los valores de a y b son respectivamente

2Es posible afirmar esto ya Fm > 0 y que el cociente mc/
(

mb +mc
)

puede escribirse como

mc

mb +mc
=

mb +mc −mb

mb +mc
= 1 − mb

mb +mc
.

Dado que mb es un valor constante positivo y mc un valor variable mayor o igual a 6, entonces al
aumentar mc se tendrá que mb/

(

mb +mc
)

se hará cada vez más pequeño. Así que la curva ha de ir
creciendo en la medida que mc se hace más grande.
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A. 6 y 15 B. 9 y 15 C. 9 y 14 D. 6 y 14

Solución: Es fácilmente observable que la función lineal en cuestión corresponde
a una proporcinalidad directa pues 2/3 = 10/15; en este orden de ideas tendría-
mos que 2/3 = 4/a y por tanto a = 6, y que 2/3 = b/21 por lo que b = 14. La
respuesta correcta es por tanto la D.

68. La recta que pasa por los puntos A y B, determina el triángulo de vértices A(0, 4),
O (0, 0), B (2, 0). Una recta de pendiente negativa pasa por el punto (4, 0) y, de
manera similar, determina un triángulo semejante a AOB. La ecuación de esa
recta es

A. y = −2x + 4

B. y = −x + 4

C. y = −2x + 8

D. y = −x + 8 x

y

O

A

B

Solución: Al pasar la recta (de pendiente negativa) por el punto (4, 0) tendría-
mos gráficamente dos triángulos semejantes al triángulo AOB: el triángulo POC
(C (0, 2) y P (4, 0)) y el triángulo DOP (D (0, 8)).

x

y

O

A

B
P

D

C

La pendiente de la recta
←→
CP es

m =
2 − 0
0 − 4 = −

1
2

y la ecuación de esta es

y − 2 = −1
2

(x − 0) = −1
2
x

así que y = −1
2 x + 2.

La pendiente de la recta
←−→
DP es

m =
8 − 0
0 − 4

= −2

y la ecuación de esta es

y − 0 = −2(x − 4) = −2x + 8,

es decir, y = −2x + 8.
La respuesta correcta es la C.

75. Si la gráfica de y = f (x ) es
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x

y

La gráfica de y = − f (x ) es

A.

x

y

B.

x

y

C.

x

y

D.

x

y

Solución: y = − f (x ) debe corresponder a la reflexión con respecto al eje x de la
función f (x ), por tanto la respuesta correcta es la C.

76. Si y = 2x y y =
(

1
2

) x
se grafican sobre los mismos ejes coordenados, la transfor-

mación que envía una de las curvas sobre la otra es una reflexión respecto

A. al eje y.

B. al eje x .

C. al origen.

D. a la recta y = x .

Solución: Podemos observar que y =
(

1
2

) x
= 2−x y por tanto podemos afir-

mar que una curva es reflexión de la
otra con respecto al eje y. La respues-
ta correcta es la A.

La figura siguiente muestra las dos cur-
vas: y = 2x en azul, y y =

(

1
2

) x
en rojo.

Allí la simetría mencionada es eviden-
te.

2

4

2−2−4

x

y

y =
(

1
2

) x y = 2x

77. La región sombreada está limitada por la recta de ecuación y = x y la curva
y = x2. A esta región pertenece el punto
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A.
(

1
2
,
1
5

)

B.
(

1
3
,
3
7

)

C.
(

1
3
,
1
10

)

D.
(

1
2
,
3
8

)

1

1

x

y

Solución: Para que un punto
(

a, b
)

pertenezca a esta región, debe suceder que
0 < a < 1, y, a2 < b < a.

En todos los casos la primera componente está en el intervalo (0, 1). Si x = 1/2,
la segunda componente (1/5) debe satisfacer que esté entre 1/4 y 1/2. Puesto que
1/4 < 1/5 < 1/2 es imposible porque 5 6< 4. Descartamos el punto (1/2, 1/5).

Si x = 1/3 la segunda componente debe satisfacer que esté entre 1/9 y 1/3. Pero
1/9 < 3/7 < 1/3 es imposible ya que 9 6< 7, con lo cual descartamos el punto
(1/3, 3/7). De igual forma descartamos el punto (1/3, 1/10).

La respuesta correcta es la D, pues 0 < 1/2 < 1, y, 1/4 < 3/8 < 1/2.

78. Si f y g son funciones con el mismo dominio, el producto f g está definido por:
( f g )(x ) = f (x )g (x ).

Suponga que g (x ) =

1 si x ≥ 0
0 si x < 0

y que f (x ) = sen x .

La gráfica de y = ( f g )(x ) + 1 en el intervalo (−2π, 2π) es

A.

2

−2

2 4 6−2−4−6

x

y
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B.

2

−2

2 4 6−2−4−6

x

y

C.

2

−2

2 4 6−2−4−6

x

y

D.

2

−2

2 4 6−2−4−6

x

y

Solución: Se tiene que

y = ( f g )(x )+1 = f (x )g (x )+1 = sen x · g (x )+1 =

sen x + 1 si x ∈ [0, 2π)

1 si x ∈ (−2π, 0)

y por tanto la gráfica que representa correctamente la curva de y es la B.

Las preguntas 79 a 81 se refieren a los siguientes gráficos:

A.

x

y

B.

x

y
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C.

x

y

D.

x

y

79. La gráfica representa la velocidad en función del tiempo de un objeto
que se mueve con aceleración constante (diferente de cero).

Solución: La velocidad en función del tiempo de un movimiento uniformemente
acelerado viene dado por la expresión v = v0 + at que gráficamente corresponde
a una línea recta. En efecto por definición la aceleración es a = ∆v/∆t y en este
caso a = (v − v0) /t que al despejar v nos da que v = v0 + at .

La respuesta es la B. (NOTA: en este caso la aceleración sería negativa por ser
una recta de pendiente negativa)

80. La gráfica representa la posición en función del tiempo de un objeto
que se mueve con aceleración constante (diferente de cero).

Solución: La posición en función del tiempo de un movimiento uniformemente
acelerado viene dado por la expresión x = x0 + v0t + 1

2 at
2 que gráficamente

corresponde a una parábola.

En efecto, el desplazamiento de dicho cuerpo vendría dado por ∆x = x − x0 =
1
2 (v + v0) t donde la expresión 1

2 (v + v0) corresponde a la velocidad media du-
rante el recorrido. Dado que v = v0 + at (ver pregunta 79.) entonces ten-
dríamos que x − x0 = 1

2 (2v0 + at ) t que al desarrollar y despejar queda como
x = x0 + v0t + 1

2 at
2 (una función cuadrática).

La respuesta es la C.

81. La gráfica representa la aceleración en función del tiempo de un obje-
to que cae libremente.

Solución: La aceleración de un cuerpo que cae libremente corresponde a la de
la gravedad la cual es constante y de valor−g = −9.81 m/s2. Por tanto la gráfica
correcta es la D.
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Capítulo8
Examen seis (2007-2)

L
as nueve preguntas que sobre funciones se presentan y desarrollan a conti-
nuación forman parte del examen de admisión para la UNAL en el semestre
II del 2007. En esta prueba en lo relacionado con funciones se enfatiza en
las funciones trigonométricas, cuadráticas, exponencial y valor absoluto. Se

consideran adicionalmente un par de aplicaciones prácticas en lo que tienen que ver
con la implementación en el diseño de una caja y en el análisis del comportamiento de
una población de individuos. Se analiza adicionalmente la propiedad de ser una función
par y las consecuencias que a nivel geométrico se observan en su curva. Se finaliza con
una pregunta que apunta a la comprensión adecuada de la proporcionalidad inversa en
una función.

Preguntas

60. La carga de una columna cilíndrica sobre una superficie plana varía directamente
con la cuarta potencia de su diámetro e inversamente con el cuadrado de su
longitud. Si el diámetro y la longitud se reducen a la mitad, entonces la carga

A. se duplica.

B. se reduce a la mitad.

C. se hace cuatro veces mayor.

D. se reduce a la cuarta parte.

Solución: Podemos considerar la carga C como una función del diámetro D y
la longitud L del cilindro como sigue: C = kD4/L2 (donde k es la constante de
proporcionalidad). Si modificamos las medidas como se indica en el problema
entonces tendríamos que

C2 = k
(D/2)4

(L/2)2
= k

D4/16
L2/4

=

1
4

(

k
D4

L2

)

=

1
4
C

por lo que podemos afirmar que la respuesta correcta es la D, es decir, la carga se
reduce a la cuarta parte.

47
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62. Para elaborar una caja sin tapa con base rectangular se dispone de un cartón con
30 cm de largo y 20 cm de ancho. Si para hacerlo, en cada esquina del cartón se
recorta un cuadrado de lado x y se doblan los lados hacia arriba, el área en cm2

de la base de la caja estará dada por

A. 600 − 100x + 4x2

B. 150 − 25x + x2

C. 600 − 4x2

D. 150 − 50x + x2
x

x

20 cm

30 cm

Solución: El área de la base (zona sombreada), está dada por

Abase = (30 − 2x ) (20 − 2x )

= 600 − 60x − 40x + 4x2

= 4x2 − 100x + 600
y por tanto la respuesta correcta es la A.

70. Una población de conejos fluctúa en periodos cíclicos de 10 años. En condi-
ciones normales el número de conejos a los t años está dado por: N (t ) =
1000 cos

(

π
5 t

)

+4000. Si no hay agentes externos que afecten este comportamien-
to

(1) nunca habrá más de 4000 conejos.
(2) el menor número posible de conejos es 3000.

De los anteriores enunciados se puede asegurar correctamente que

A. (1) y (2) son verdaderos.

B. (1) y (2) son falsos.

C. (1) es verdadero y (2) es falso.

D. (1) es falso y (2) es verdadero.

Solución: Dado que −1 ≤ cos
(

π
5 t

)

≤ 1 entonces −1000 ≤ 1000 cos
(

π
5 t

)

≤ 1000

y por tanto 3000 ≤ 1000 cos
(

π
5 t

)

+4000 ≤ 5000. De lo anterior se puede afirmar
que (1) es falso y (2) es verdadero, por lo que la respuesta correcta es la D.

1000

2000

3000

4000

5000

−1000 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1−2

t

N
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72. Considere los conjuntos

S =
{

t ∈ R : 0 < t <
π

2

}

T =
{

t ∈ R :
π

2
< t < π

}

U =
{

t ∈ R : π < t <
3π
2

}

V =
{

t ∈ R :
3π
2
< t < 2π

}

La función definida por f (t ) = sen t es creciente para t en

A. T óU

B. S ó V

C. S óU

D. T ó V

Solución: Como sabemos, la función seno es creciente tanto en el primer como
en el cuarto cuadrante, por lo que en términos de los intervalos arriba mencio-
nados serían S y V . La respuesta correcta es por tanto la B.

En la siguiente figura se muestra la función f (t ) = sen t para reforzar lo dicho.

t

y

π
2

π 3π
2

2π

73. La gráfica de y = ���1 − x2��� + 3 es
A.

2

4

2−2−4

x

y

B.

2

4

2−2−4

x

y
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C.

2

4

2 4−2

x

y

D.

2

4

2−2−4

x

y

Solución: Puesto que la función g (x ) = 1 − x2 es una parábola con vértice en
(0, 1), puntos de corte con el eje x en −1 y en 1, y concavidad negativa (abre
hacia abajo), al tomarse el valor absoluto la parte negativa de la curva se refleja
con respecto al eje x quedando como se muestra en la figura A. Finalmente se
le adiciona 3 unidades en los valores en y de la función para quedar finalmente
como se muestra en B.

74 La ecuación de la gráfica que se presenta en la figura es

A. y = 2x

B. y = x2 + 1

C. y = 2x + 1

D. y = 2x+1

1
2
3
4

−1 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5−6

x

y

Solución: Se observa que el punto (0, 2) pertenece a la curva, pero sólo las ecua-
ciones C y D admiten ese punto. Por otra parte en la curva se aprecia la tendencia
de la curva a poseer una asíntota horizontal en y = 1, de modo que descartamos
la D quedando como respuesta correcta la C.

75. En la gráfica se representa una función f . Es correcto afirmar que para todo x se
cumple

A. f (−x ) = f (x )

B. f (−x ) = f (x ) + 1

C. f (−x ) = f (x ) − 1

D. f (−x ) = − f (x )

2

4

−2

2−2−4

x

y

Solución: Algo evidente en esta curva es que es simétrica con respecto al eje y,
por lo que podemos afirmar que se trata de una función par. Para toda función par
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se cumple que f (−x ) = f (x ) para todo x de su dominio, por tanto la respuesta
correcta es la A.

76. En la gráfica se representa una función cuadrática de la forma y = f (x ) = x2 +
ax + b . Los valores de a y b son respectivamente

A. 5 y −6

B. −5 y −6

C. 5 y 6

D. −5 y 6

1

2

3

−1 1 2 3 4−1

x

y

b b

Solución: Se aprecian que las dos raíces de la parábola son en x = 2 y x = 3, es
decir que (x −2)(x −3) = 0, por lo tanto puede asumirse que f (x ) = (x −2)(x −
3) = x2−5x +6. Así que comparando f (x ) = x2+ ax +b con f (x ) = x2−5x +6
encontramos que a = −5 y b = 6. La respuesta correcta es por tanto la D.

77. La gráfica muestra la relación entre el ancho (a ) y el largo ( l ) de todos los rec-
tángulos de un área fija. El valor de a para l = 8 es

A. 3

B. 6

C. 8

D. 24
l

a

b (4, 6)

Solución: Dado que A = l × a y el punto (4, 6) pertenece a la gráfica tenemos
que A = 4 × 6 = 24. De otra parte a = A/l = 24/l . Ahora si l = 8 tenemos que
a = 24/8 = 3, lo cual significa que la respuesta correcta es la A.
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Capítulo9
Examen siete (2008-1)

P
ara la prueba que se presenta a continuación que corresponde al examen
de admisión para el primer semestre de 2008 se enfatizó —como se verá a
continuación— en las aplicaciones de las funciones en casos muy concretos
(en fenómenos físicos y en la descripción del comportamiento de una po-

blación), así como también en el concepto de función inversa y el análisis de gráficas.

Preguntas

Para las preguntas 54 a 61 considerar el siguiente fragmento:

“(...) En 1807 quise medir la altura de esta cascada. Usé, como Humboldt, el descenso de los
graves y hallé constantemente que éstos tardaban seis instantes en bajar. De ahí deduje que
la cascada tenía 220 varas de altura. (...)”. La altura de la Catarata del Tequendama,
Francisco José de Caldas.

NOTA: Un grave es simplemente un cuerpo que cae libremente, y un instante es una
unidad de tiempo actualmente en desuso.

Para responder las preguntas 54 y 55 tenga en cuenta que el tiempo de caída de un
objeto es t =

√

2H /g , donde g es la aceleración de la gravedad y H es la altura.

54. El valor de g en varas/instantes2 es

A. 220/36 B.
√
2 × 220/6 C. 2 × 220/6 D. 2 × 220/36

Solución: Según el texto se dice que durante la caída el tiempo medido fue de 6
instantes y que de ahí se deduce que la altura de la misma era de 220 varas. La
expresión t =

√

2H /g corresponde al tiempo de caída en función de la altura y

53
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de ella se deduce que dados un valor conocido de t y H el valor de la gravedad
vendría dado por g = 2H /t2. Por tanto se tendría que el valor de la gravedad es
de g = 2 × 220/62 = 2 × 220/36 varas/instantes2 y con ello la respuesta correcta
entonces es la D.

55. Si se deja caer una piedra desde lo alto de una cascada, y gasta 3 instantes en caer,
la altura de la cascada es

A. 55 varas B. 440 varas C. 550 varas D. 110 varas

Solución: Usando la expresión t =
√

2H /g tenenos que H =
1
2 g t

2 y de esta
manera para el caso específico

H =
1
2

(

2 × 220
36

)

32 =
220
4
= 55 varas,

y por tanto la respuesta correcta es la A.

Para responder las preguntas 59 a 61 utilice las siguientes opciones de respuesta:

A.

y

t

B.

y

t

C.

y

t

D.

y

t

Suponga que Caldas hubiera podido medir la velocidad, la aceleración y la distancia re-
corrida por los graves mientras caían. Bajo las condiciones ideales que el sabio suponía,
identifique el gráfico correcto según cada situación planteada en las preguntas 59 a 61.

59. Si y representa la velocidad, el gráfico de velocidad en función del tiempo que el
sabio habría elaborado sería el .
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Solución: La velocidad media está dada como el cambio de posición en un tiempo
determinados, es decir

v =
x2 − x1
t2 − t1

y la velocidad instantánea ocurre cuando t2 → t1. Así

H2 − H1

t2 − t1
=

1
2 g t

2
2 −

1
2 g t

2
1

t2 − t1
=

1
2 g

(

t22 − t21
)

t2 − t1
=

1
2 g (t2 − t1) (t2 + t1)

t2 − t1
=

1
2
g (t2 + t1)

luego la velocidad es v = 1
2 g (2t ) = g t que corresponde a la gráfica presentada

en B.

60. Si y representa la aceleración, el gráfico de aceleración en función del tiempo que
el sabio habría elaborado sería el .

Solución: La respuesta es la C. Esto se debe a que el valor de la aceleración (en este
caso la gravedad) es un valor fijo durante toda la caída y por tanto la gráfica que
representa esto ha de ser una recta con pendiente cero (horizontal). De hecho en
la pregunta 54 se obtuvo dicho valor de acuerdo a las mediciones hechas por el
sabio Caldas.

61. Si y representa la distancia recorrida por los graves, el gráfico de distancia en
función del tiempo que el sabio habría elaborado sería el .

Solución: La respuesta es la D. Esto debido a que como ya se mencionó, la altura
en función del tiempo queda expresada como H = 1

2 g t
2 la cual es una función

cuadrática y por tanto su curva una parábola (en este caso de concavidad positi-
va).

75. Al golpear un balón de fútbol, éste se eleva y vuelve a caer al campo de juego
describiendo una trayectoria parabólica del tipo y = ax2 + b x + c . Si x = 0
el punto donde fue pateado, y x = 50 el punto de caída, sobre a y b se puede
afirmar que

A. a es positivo y b es negativo

B. son ambos negativos

C. a es negativo y b es positivo

D. son ambos positivos

Solución: Si en x = 0 y x = 50 el balón está en el suelo y el balón describe
una trayectoria parabólica hacia abajo por lo tanto a < 0. En el punto x = 25
se encuentra el vértice de la parábola así que 25 = −b/(2a). Puesto que a < 0
entonces b debe ser positivo. La respuesta correcta es la C.

83. Diversas poblaciones de animales, entre ellas la de los conejos, fluctúan en perio-
dos cíclicos de 10 años. Si se supone que el número de conejos en el tiempo t (en
años) está dado por la expresión N (t ) = 1000 cos

(

π
5 t

)

+ 4000 para 0 ≤ t ≤ 10,
la población de conejos sobrepasará los 4000 para
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A. 5
6 < t < 55

6

B. 5
2 < t < 15

2

C. 0 ≤ t < 5
2 y

15
2 < t ≤ 10

D. 0 ≤ t < 5
6 y

55
6 < t ≤ 10

Solución: Lo que buscamos es saber cuándo N (t ) > 4000, esto es, cuándo
1000 cos

(

π
5 t

)

+ 4000 > 4000 y por tanto cos
(

π
5 t

)

> 0. Pero como cos x > 0
para valores entre 0 y 1

2π y entre 3
2π y 2π entonces (esto considerando el perio-

do entre 0 y 2π ). De esta manera tenemos que

0 ≤π
5
t <
π

2

0 ≤ 1
5
t <

1
2

0 ≤ t <
5
2

y,

3π
2
<
π

5
t ≤2π

3
2
<
1
5
t ≤ 2

15
2
< t ≤ 10

y por tanto los intervalos que nos interesan son
[
0, 52

)

y
(

15
2 , 10

]
.

En la siguiente figura se aprecia la función N (t ) en azul y la línea punteada para
N = 4000 y así corroborar los intervalos antes mencionados.

1000

2000

3000

4000

5000

−1000 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1−2

t

N

84. La gráfica corresponde a una función f .

1

2

3

−1
−2
−3
−4

1 2 3−1−2−3−4

x

y

La inversa de f es una función cuya gráfica está formada por los puntos de cor-
denadas (b, a) tales que (a, b ) pertenece a la gráfica de f . La gráfica de la inversa
de f es
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A.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

B.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

C.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

D.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

Solución: Al observar la gráfica de f
nos percatamos que (0,−1) y (1, 0) per-
tenecen a la curva, y por tanto debe
cumplirse que (−1, 0) y (0, 1) han de
pertenecer a la inversa. La respuesta es
la C.

Por otro lado, una característica de las
funciones inversas es que son reflejo de
la función original con respecto a la
función idéntica. En este orden de ideas
la única función que satisface esa condi-
ción es la de la opción C, lo que corro-
bora lo anteriormente dicho.

La figura siguiente muestra esta caracte-
rística (en rojo está f , en azul está f −1

y en verde está la función idéntica):

2

−2

−4

2−2−4

x

y

f

f −1

86. La gráfica corresponde a una ecuación de la forma

A. y = |ax + b | + c , con c < 0

B. y = |ax + b + c |, con c < 0

C. y = |ax + b + c |, con c > 0

D. y = |ax + b | + c , con c > 0

x

y

Solución: Para esta pregunta diremos que las opciones B y C quedan descartadas
debido a que y = |ax + b + c | ≥ 0 para cualquier x real sin importar el signo
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de c . Ahora bien, dado que la función toma también valores negativos y como
|ax + b | ≥ 0 entonces c ha de ser menor que cero para que se cumpla el hecho
de que, como se aprecia en la gráfica, y tome valores negativos en un intervalo
de su dominio. Concluimos que la respuesta correcta es la A.

88. De las siguientes gráficas la que corresponde a la función g (x ) =
√
x2 − 1 es

A.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

B.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

C.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

D.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

Solución: Es evidente que el dominio de g son todos los reales para los cuales
x2 − 1 ≥ 0, es decir, x2 ≥ 1, de aquí que x ≥ 1 o x ≤ −1, es por esto que el
dominio de g son todos los reales x excepto aquellos que pertenecen al intervalo
(−1, 1). Por otro lado el rango serían sólo números reales positivos y el cero. La
única curva que cumple esto es la A y por tanto esta es la opción correcta.
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Examen ocho (2009-1)

E
la prueba de admisión correspondiente al primer semestre de 2009 se plan-
tearon siete (7) preguntas relacionadas con el tema de funciones. En concre-
to la prueba indaga en qué tanto los aspirantes manejan el álgebra de fun-
ciones, las funciones lineales (adicionalmente las relaciones de paralelismo y

perpendicularidad entre rectas de funciones lineales), y funciones trigonométricas. Se
preguntó adicionalmente cosas concretas relacionadas con la traslación de una curva
en el plano y aspectos referentes al concepto de dominio de una función y función par
e impar.

Preguntas

56. Sea g la función definida por g (x ) = x +
1
x
. Es correcto afirmar que

A. g (−1) = −g (1)

B. g (4) = 2g (2)

C. g (x + 1) = g (x ) + 1

D. g (−x ) = g (x )

Solución: Es claro que g (x ) es una función impar, lo cual se corrobora en el
hecho de que

g (−x ) = −x + 1
−x = −

(

x +
1
x

)

= −g (x ).

De esta manera la afirmación dada en A de que g (−1) = −g (1) es correcta. La
respuesta correcta es A.

57. La gráfica que representa la recta que pasa por el punto (0, 4) y es perpendicular
a la recta y = 1

2 x es

59
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A.

4

8

−4

−8

4 8−4−8

x

y

B.

4

8

−4

−8

4 8−4−8

x

y

C.

4

8

−4

−8

4 8−4−8

x

y

D.

4

8

−4

−8

4 8−4−8

x

y

Solución:Dos rectas de pendientes m1 ym2 son perpendiculares sim1 ·m2 = −1,
de modo que en este caso 1

2 ·m2 = −1 y de aquí que m2 = −2.
Para la ecuación de la recta buscada tenemos que

y − y1 = m (x − x1)

y − 4 = −2 (x − 0)

y = −2x + 4

Por lo tanto la respuesta correcta es la B.

58. Las rectas que se presentan en el sistema de coordenadas cartesianas son paralelas;
la ecuación general de una de estas rectas es Ax+By+C = 0. De las afirmaciones

(1) la pendiente de todas las rectas es
−A/B.

(2) para ninguna de las rectas C = 0.

(3) AB > 0

(4) AB < 0

x

y
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son verdaderas

A. (2), (3) y (4) B. (1) y (4) C. (2) y (4) D. (1) y (3)

Solución: La ecuación de las rectas antes mencionadas puede escribirse como
y = (−Ax −C ) /B = (−A/B)x − C/B. De aquí se concluye que (1) es válida
pues se tendría que m = −A/B. Por otro lado (2) es incorrecta pues se aprecia
que una de las rectas pasa por el origen, lo cual sólo sería válido cuandoC/B = 0,
esto es, C = 0. Ahora, siendo la pendiente positiva (m > 0) entonces −A/B > 0
con lo que A y B han de tener signos contrarios, con lo que (3) es falsa y (4)
verdadera. La respuesta correcta es la B.

64. La ecuación que describe la curva de la figura es

x

y
4

−4

π 2π−π−2π 1
2π

3
2π−1

2π−3
2π

A. y = 4 sen (x − π)

B. y = 4 sen
(

x − π2
)

C. y = 4 sen (x + π)

D. y = 4 sen
(

x + π2
)

Solución: Si consideramos la función f (x ) = 4 sen(x − ℎ), lo que se tiene es una
función seno que verticalmente se ha amplificado en un factor de 4 y que hori-
zontalmente ha sido trasladada ℎ unidades hacia la derecha, entendiéndose a ℎ co-
mo positivo. En el caso concreto mostrado en la gráfica se trata de una traslación
hacia la izquierda (ℎ < 0) un valor equivalente a la cuarta parte de su periodo,
esto es, (2π)/4 = π/2. Así que ℎ = −π/2 y por tanto y = 4 sen (x − (−π/2)) =
4 sen (x + π/2), de modo que la respuesta correcta es la D.

65. De las afirmaciones

(1) tan
(

n π2
)

no está definida para ningún entero n.

(2) Si x , y son elementos del intervalo
(

− π2 ,
π
2

)

, tales que x < y, entonces
tan x < tan y.

(3) Si (sen x )(cos x ) < 0, entonces x es un elemento del intervalo
(

π
2 , π

)

.

(4) La ecuación (tan x )(cos x ) = 1 no tiene solución en el intervalo
(

π
2 , π

)

.

son falsas



62 CAPÍTULO 10. EXAMEN OCHO (2009-1)

A. (3) y (4) B. (1) y (3) C. (1) y (2) D. (2) y (4)

Solución: Tenemos que (1) es falsa pues tan x es una función que está definida
para cualquier múltiplo entero de π , y por tanto para cualquier n π2 tal que n sea
par. La afirmación (2) es correcta puesto que en dicho intervalo la tangente es una
función creciente, así que si x < y entonces tan x < tan y, para x, y ∈

(

− π2 ,
π
2

)

.

(3) es falsa dado que aunque en el intervalo
(

π
2 , π

)

tenemos que sen x > 0 y
cos x < 0, por lo que en efecto su producto allí será negativo, también esto
ocurre en otros intervalos, como en

(

3
2π, 2π

)

en donde sen x < 0 y cos x > 0.
(4) es verdadera debido a que (tan x )(cos x ) = sen x = 1, pero sen x = 1 cuando
x = π/2, valor que no pertenece al intervalo en mención.

La respuesta correcta es la B.

66. La gráfica de la función y = cos
(

x + π2
)

se obtiene trasladando la gráfica de
y = cos x , π2 unidades hacia

A. arriba. B. abajo. C. la derecha. D. la izquierda.

Solución: Una función de la forma y = f (x − ℎ) es una que partiendo de y =
f (x ) ha sido trasladada ℎ unidades hacia la derecha (con ℎ > 0). Ahora, dado que
tenemos que y = cos

(

x + π2
)

= cos
(

x −
(

− π2
))

, esto es ℎ = − π2 < 0, entonces
significa que la traslación se ha dado hacia la izquierda. La respuesta correcta es
la D.

71. Las siguientes son las gráficas de las funciones f y g . Suponga que g (x ) = mx+b .
Es verdadero que

A. ( f + g )(2) > 0.

B. ( f − g )(x ) = 0 para dos valores
negativos de x .

C.
(

f /g
)

(0) no está definida.

D. ( f · g )(−1) > 0.

2

4

6

−2

−4

−6

2 4−2−4

x

y

Solución: Tenemos que ( f + g )(2) = f (2) + g (2) donde g (2) < f (2) < 0
por lo que ( f + g )(2) < 0 y por tanto A es falsa. Por otro lado ( f −g )(x ) =
f (x )− g (x ) = 0 implica que f (x ) = g (x ) lo cual es cierto para un valor negativo
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de x y no para dos (B es falsa). ( f /g )(0) sí está definida pues g (x ) , 0 y por tanto
C es falsa. D es verdadera pues ( f · g )(−1) = f (−1) · g (−1) > 0 porque f (−1) y
g (−1) son negativos. De esta manera se tiene que la respuesta correcta es la D.
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Capítulo11
Examen nueve (2009-2)

P
ara la segundaprueba de admisión del año 2009 la Universidad Nacional
planteó nueve (9) preguntas sobre funciones que indagan principalmente so-
bre funciones trigonométricas, polinómicas (de grados uno, dos y tres para
ser más precisos), racionales, función par, dominio y rango, y sucesiones

numéricas.

Preguntas

54. El mínimo valor que toma la función f (t ) = −3 cos(2t − 5) para cualquier
número real es

A. −5 B. −3 C. 2 D. 3

Solución: Tenemos que −1 ≤ cos α ≤ 1, en particular −1 ≤ cos(2t − 5) ≤ 1, que
al multiplicar por −3 nos da que 3 ≥ −3 cos(2t − 5) ≥ −3, lo cual significa que
−3 ≤ f (t ) ≤ 3, por lo tanto podemos afirmar que el mínimo es −3. La respuesta
correcta es la B.

56. La gráfica representa la ecuación y = sen x para x entre 0 y 2π .

0.5

1.0

−0.5
−1.0
−1.5

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25

x

y

La gráfica de y = sen 2x para x entre 0 y 2π es

65
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A.

0.5
1.0
1.5

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25

x

y

B.

0.5
1.0
1.5

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25

x

y

C.

0.5
1.0
1.5

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25

x

y

D.

0.5
1.0
1.5

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0

1.25 2.50 3.75 5.00 6.25

x

y

Solución: El factor 2 de la x lo que hace es modificar el periodo de la función
seno reduciéndolo a la mitad (de 2π a sólo π ), lo que implica que en el intervalo
[0, 2π ] haya dos ciclos como se aprecia en D. D es la respuesta correcta.

60. El producto de las soluciones de la ecuación 2x2 − 5x + 2 = 0 es

A. 5/2 B. 1/2 C. 1 D. 2

Solución: Esto es equivalente a buscar el producto de las raíces de la función
f (x ) = 2x2 − 5x + 2. Una raíz r de una función es un número real para el cual
f (x ) = 0, lo cual convierte a la función en una ecuación cuadrática de la forma
ax2 + b x + c = 0 y cuyas raíces son

r1 =
−b +

√
b2 − 4ac
2a

y r2 =
−b −

√
b2 − 4ac
2a

Por lo tanto r1 + r2 =
(−2b ) / (2a) = −b/a, y

r1r2 = *
,
−b +

√
b2 − 4ac
2a

+
-
*
,
−b −

√
b2 − 4ac
2a

+
- =

b2 −
(

b2 − 4ac
)

4a2
=

4ac
4a2
=

c
a
,

así que la solución del ejercicio planteado es 2/2 = 1. C.

62. El polinomio x3 − 8x2 + 4x + 48 posee tres raíces reales una de las cuales es 4. La
suma y el producto de las otras dos raíces son, respectivamente,
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A. −4 y −12 B. 4 y −12 C. −4 y 12 D. 4 y 12

Solución: Sea f (x ) = x3 − 8x2 + 4x + 48. Puesto que 4 es raíz entonces f (x ) =
(x − 4)q (x ), además f (4) = 0. Entonces por división sintética

1 −8 4 48 4
4 −16 −48

1 −4 −12 0

lo cual significa que f (x ) = (x − 4)
(

x2 − 4x − 12
)

. Ahora, puesto que f (x ) =
(x − 4)q (x ) entonces x = 4 o q (x ) = 0, es decir estamos buscando las raíces
de q (x ) = x2 − 4x − 12, cuya suma y producto serían respectivamente −b/a =
−(−4)/1 = 4 y c/a = −12/1 = −12. La respuesta correcta es la B.

63. Si el polinomio x3 +
(

k2 − 1
)

x2 − 4x + (4k + 1) es divisible por x + 1, entonces
k es igual a

A. −3 ó −1
B. −2 +

√
7 ó −2 −

√
7

C. 2 +
√
7 ó 2 −

√
7

D. 3 ó 1

Solución: Tenemos que p (x ) = (x + 1)q (x ) luego −1 es raíz puesto que p (−1) =
(−1 + 1)q (−1) = 0, es decir

−1 +
(

k2−1
)

− 4(−1) + 4k + 1 = 0

k2 + 4k + 3 = 0
(k + 3)(k + 1) = 0

así que k = −1 ó k = −3. La respuesta es la A.

64. La recta y = mx + 1 y la hipérbola y = 2/(2x − 1) se intersectan en x = 1 y en
x = t . Los valores de m y t , respectivamente, son

A. 1 y
3
2

B. −1 y 3
2

C. −1 y −3
2

D. 1 y −3
2

Solución: Tenemos que y (1) = m (1) + 1 = m + 1, y y (1) = 2/(2(1) − 1) = 2. Así
m + 1 = 2 y por tanto m = 1.
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Ahora y (t ) = mt + 1 = t + 1, y y (t ) = 2/(2t − 1), de aquí que

2
2t − 1 = t + 1

2 = 2t2 + 2t − t − 1
0 = 2t2 + t − 3
0 = 2t2 − 2t + 3t − 3
0 = 2t (t − 1) + 3(t − 1)

0 = (2t + 3)(t − 1)

luego t = 1 ó t = −3/2. De este modo m = 1 y t = −3/2, por lo que la respuesta
es la D.

65. En la gráfica la región sombreada representa el conjunto:

x

y

(1, 0)(−1, 0)

(0, 1)

(0,−1)

A.

{
(

x, y
) ∈ R2 : −1 < x < 1

}
∪{

(

x, y
) ∈ R2 :

√
1 − x2 < y < 1 ó − 1 < y < − :

√
1 − x2

}

B.

{
(

x, y
) ∈ R2 : −1 < x < 1

}
∩{

(

x, y
) ∈ R2 :

√
1 − x2 < y < 1 ó − 1 < y < − :

√
1 − x2

}

C.

{
(

x, y
) ∈ R2 : −1 < x < 1

}
∪{

(

x, y
) ∈ R2 :

√
1 − x2 < y < 1 y − 1 < y < − :

√
1 − x2

}

D.

{
(

x, y
) ∈ R2 : −1 < x < 1

}
∩{

(

x, y
) ∈ R2 :

√
1 − x2 < y < 1 y − 1 < y < − :

√
1 − x2

}
Solución: En efecto, de la gráfica concluimos que x ∈ (−1, 1), región que se
interseca con la región que resulta de unir −1 < y < −

√
1 − x2 con

√
1 − x2 <

y < 1. De modo que la respuesta correcta es la B.

66. Suponga que f es una función definida en R tal que f (x ) = f (−x ) para todo x .
Entonces es correcto afirmar que la gráfica de f es simétrica con respecto
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A. al eje y

B. al eje x

C. al origen

D. a la recta y = x

Solución:Una función real f para la cual se cumpla que f (x ) = f (−x ) para todo
x de su dominio se denomina par. Son ejemplos de funciones pares f (x ) = x2,
f (x ) = |x |, f (x ) = cos x , entre otras. Dado que y es igual tanto para x como
para −x en este tipo de funciones entonces se cumple que sus curvas han de ser
simétricas con respecto al eje y. La respuesta es la A.

67. Observe el patrón

� � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4

Si el patrón continua, la cantidad de � que se deberán utilizar en el paso 50 es

A. 100 B. 102 C. 2500 D. 2502

Solución: La figura indica la siguiente situación: para n = 1 tenemos 3 cuadritos,
para n = 2 tenemos 6 cuadritos, para n = 3, once cuadritos, para n = 4, 18
cuadritos. Tenemos la sucesión a1 = 3, a2 = 6, a3 = 11, a4 = 18, pero 3 = 12 + 2,
6 = 22 + 2, 11 = 32 + 2, 18 = 42 + 2, de donde deducimos que an = n2 + 2. Por lo
tanto a50 = 502 + 2 = 2502. La respuesta correcta es la D.
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Capítulo12
Examen diez (2010-2)

E
n la presente prueba que corresponde al examen de admisión para el se-
gundo semestre de 2010 se plantearon cinco preguntas relacionadas con fun-
ciones. Los conceptos abarcados corresponden a funciones lineales, trigo-
nométricas, logarítmicas, pares, dominio de una función, evaluación de una

función y límites de funciones.

Preguntas

58. De las afirmaciones:

(1) cos (−x ) = − cos x
(2) Hay infinitos números reales x para los cuales sen x = cos x .

A. (1) es falsa y (2) es verdadera

B. (1) y (2) son verdaderas.

C. (1) y (2) son falsas.

D. (1) es verdadera y (2) es falsa.

Solución: (1) es falsa ya que la función coseno es par, de modo que cos (−x ) =
cos x . Por su parte (2) es verdadera ya que sen x = cos x para x = π/4 y por lo
tanto también para toda x = π/4 + 2kπ con k ∈ Z. La respuesta por tanto es la
A.

59. El punto está sobre la recta cuya ecuación es 2x − 3y − 1 = 0.

A. (3, 2) B. (2, 3) C. (5, 3) D. (3, 5)

Solución: Reemplazamos en la ecuación y con ello verificamos cuál de los puntos
dados satisfacen en efecto la igualdad. A saber: 2 (3) − 3 (2) − 1 = −1 , 0; 2 (2) −
3 (3) − 1 = −6 , 0; 2 (5) − 3 (3) − 1 = 0; 2 (3) − 3 (5) − 1 = −10 , 0.

La respuesta correcta es la C.
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60. Sean x y y números reales que verifican la igualdad log10 y = 2 log10 x . La gráfica
que ilustra la relación entre las variables x y y es la parte de la curva
con la restricción .

A. y = 2x , x > 0

B. y = x2, x > 0

C. y = 2x , x , 0

D. y = x2, x , 0

Solución: Es claro que log10 x se restringe sólo para valores positivos de x . Por
otro lado por propiedades de los logaritmos se tiene que 2 log10 x = log10 x

2 por
lo que log10 y = log10 x

2, y de este modo log10 y − log10 x
2
= 0 de aquí que

log10
(

y/x2
)

= 0. Esto significa que 100 = y/x2, es decir que y/x2 = 1 de donde
y = x2. La respuesta correcta es la B.

64. La pendiente de la recta tangente a la gráfica de y = x3 − 5x + 7 en el punto (1, 3)
es

A. 3 B. −3 C. 2 D. −2

Solución: La pendiente de la recta tangente a la gráfica de f (x ) en el punto x = a
se define como f ′(a) = ĺım

ℎ→0

(

f (a + ℎ) − f (a)
)

/ℎ, lo que se traduce para nuestro
caso en que

m = f ′(1) = ĺım
ℎ→0

f (1 + ℎ) − f (1)

ℎ

= ĺım
ℎ→0

(

(1 + ℎ)3 − 5(1 + ℎ) + 7
)

−
(

13 − 5(1) + 7
)

ℎ

= ĺım
ℎ→0

1 + 3ℎ + 3ℎ2 + ℎ3 − 5 − 5ℎ + 7 − 1 + 5 − 7
ℎ

= ĺım
ℎ→0

ℎ3 + 3ℎ2 − 2ℎ
ℎ

= ĺım
ℎ→0

(

ℎ2 + 3ℎ − 2
)

= −2

La respuesta es por tanto la D.

65. Dadas las funciones f (x ) =
√
x2 − 1 y g (x ) =

√
−x − 1 , sobre los dominios de

f y g es correcto afirmar que

A. Dom f ∩Domg = ∅
B. Dom f ⊂ Domg

C. Dom f = Domg

D. Domg ⊂ Dom f

Solución:Dom f =
{
x ∈ R : x2 − 1 ≥ 0

}
=

{
x ∈ R : x2 ≥ 1

}
= {x ∈ R : |x | ≥ 1} =

{x ∈ R : x ≥ 1, o, x ≤ −1} = (−∞,−1] ∪ [1,+∞)



73

Domg = {x ∈ R : −x − 1 ≥ 0} = {x ∈ R : x ≤ −1} = (−∞,−1]
Se aprecia entonces que Domg ⊂ Dom f y por tanto la respuesta es la D.
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Capítulo13
Examen once (2011-2)

P
ara la prueba de admisión correspondiente al segundo periodo de 2012, la
Universidad Nacional de Colombia dentro del apartado de matemáticas tres
preguntas relacionadas con funciones. Una trata sobre las funciones polinó-
micas y sus raíces reales, otra sobre las funciones compuestas y la evaluación

de las mismas, y finalmente otra relacionada con las funciones trigonométricas. A con-
tinuación encontramos dichas preguntas, su análisis y solución.

Preguntas

37. La gráfica corresponde a la curva cuya ecuación es x5 − x3 − 2x + 1 = y. De la
ecuación x5 − x3 − 2x + 1 = 0 es correcto afirmar que

A. tiene cinco soluciones reales.

B. tiene sólo una solución real posi-
tiva.

C. no tiene soluciones reales.

D. tiene dos soluciones reales positi-
vas.

2

−2

−4

2−2−4

x

y

Solución: La ecuación en mención equivale a f (x ) = 0 que no es otra cosa que
las raíces o puntos de corte que con el eje x tiene la curva de f . En la gráfica se
aprecian tres raíces reales de las cuales dos son positivas. Por tanto la respuesta
correcta es la D.

38. Considere las funciones definidas por f (x ) = x2 − 1 y g (x ) =
1
2x

. El valor de

(g ◦ f )(−2) es
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A. −15
16

B.
1
6

C. 6 D.
1
16

Solución: Tenemos que

(g ◦ f )(−2) = g ( f (−2)) =
1

2 f (−2)
=

1
2
(

(−2)2 − 1)
=

1
2(3)

=

1
6

La respuesta es la B.

43. Considere los siguientes enunciados:

(1) Si cos 2x > 0, entonces cos x > 0.

(2) (sen x )(cos x ) < 1 para todo número real x .

De los enunciados es correcto afirmar que

A. (1) y (2) son verdaderos.

B. (1) y (2) son falsos.

C. (1) es falso y (2) es verdadero.

D. (1) es verdadero y (2) es falso.

Solución: Tomemos 2x en el cuarto cuadrante, es decir, 3
2π < 2x < 2π , entonces

3
4π < x < π . Aquí tenemos que cos 2x > 0 mientras que cos x < 0. A manera de
ejemplo, sea 2x = 5

3π , y por tanto x = 5
6π ; aquí tenemos que cos

(

5
3π

)

=
1
2 > 0

mientras que cos
(

5
6π

)

= −
√
3
2 < 0. Concluimos que (1) es falso.

Por otro lado tenemos que sin x cos x = 1
2
(

2 sin x cos x
)

=
1
2 sin 2x ≤

1
2 < 1. De

aquí que (2) es verdadero para todo x ∈ R.
La respuesta correcta es la C.



Parte III

Anexos
En este apartado se incluye información adicional y pertinente
para este trabajo de grado.
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AnexoA
Exámenes estudiados

L
as once pruebas estudiadas se presentan a continuación. Corresponden a
los exámenes de admisión como fueron propuestos en su momento por la
Universidad Nacional de Colombia como requisito de admisión y entre los
cuales se hallan las preguntas que con respecto a funciones fueron analizadas

y resueltas en los anteriores capítulos.
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