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INTRODUCCION

Las figuras planas de dos dimensiones, en la realidad, no existen como tales sino que forman
parte de figuras del espacio. Todo comenzé en Egipto, el ser humano necesité contar, y creo
los ntimeros; quiso hacer célculos y defini6 las operaciones; hizo relaciones y determiné las
propiedades numeéricas; mds aun, uso la légica y obtuvo herramientas que utilizé para resolver
situaciones de problemas cotidianos. Pero, admir6 la belleza de la creacién y observé la naturaleza
de todo lo que lo rodeaba y asi fue como ideo conceptos de formas, figuras, cuerpos y lineas que
dieron origen en la matematica a lo que hoy llamamos Geometria.

Los materiales que utilizamos habitualmente tales como madera, papel, hierro, cartén, etc., se
nos presentan como figuras tridimensionales, pues tienen un cierto grosor. S6lo mentalmente
separamos las figuras planas de las figuras del espacio lo cual nos permite estudiarlas
aisladamente.

Los estudiantes de secundaria, frecuentemente deben resolver situaciones mediante el uso de las
matemadticas, por esta razén nos esforzaremos en facilitar la comprensién de ideas y adquisicion de
destrezas al presentar al estudiante dichos conceptos geométricos y destrezas geométricas que son
basicas para el aprendizaje de la geometria espacial; es por eso, que daremos mayor importancia a
los temas que creemos, son la base fundamental para el aprendizaje de la geometria en R3.

Desde el punto de vista de compafieros y asesores, nos hemos visto en la tarea de encontrar
una manera de expresar y mostrar habilidades y destrezas que mejoren el aprendizaje de la
geometria espacial y lo acepten sin ninguna dificultad para su desempefio académico; Este
proyecto “ Geometria espacial’ pretende ser un aporte tanto para docentes, como para los mismos
estudiantes que serian los mas beneficiados en su proceso de aprendizaje de las Matematicas.

Este trabajo es en cierta manera continuacién del trabajo “Problemas de Geometria Euclidiana’,
elaborado por Jimmy Sabi Ticora y Maritza Cuadrado Peraza.
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PRESENTACION

Este trabajo es elaborado dentro del Grupo de Investigacién “Leonard Euler’ y su semillero
“Olimpicos me”.

Con una mirada a nuestro alrededor, basta para encontrarnos con cuerpos que sugieren formas
geométricas; por eso, la geometria, es una de las ciencias més antiguas con las que ha tratado
el hombre e incluso desde épocas remotas, surge con los primeros pictogramas trazados por el
hombre primitivo en sus cavernas.

Si damos un vistazo a nuestro alrededor, podemos clasificar algunos elementos segin su
forma geométrica; un ladrillo, una ficha de dominé y una caja, son formas imperfectas de
paralelepipedos; un tambor y una lata de gaseosa nos muestran la forma de un cilindro; una canica
y una pelota de tenis, la de una esfera, un gorro de fiesta infantil, la de un cono. Aun, las ciencias
mads abstractas como la matemadtica, tienen su origen en lo experimental.

Las experiencias primitivas, son simples observaciones de hechos, que la misma naturaleza, pone a
nuestra consideracion. Es por eso, que en nuestro trabajo de grado, titulado: “Geometria espacial’
presentaremos ilustraciones, ejercicios, ejemplos y problemas de los cuerpos geométricos
(prismas, poliedros y cuerpos redondos) entre otros.

Para esto iniciaremos en el primer capitulo con los conceptos preliminares de la geometria
espacial, tales como: el concepto de un espacio tridimensional (3D), el método de Exhaucién,
cuerpos geométricos, teoria de grafos, relacién de Euler y problemas propuestos entre otros.

En el segundo capitulo se estudiara el Prisma y serd abordado inicialmente con la presentacién
de algunos hechos histéricos que lo relacionan, un texto sobre “los empaques secundarios’,
el concepto geométrico del Prisma, sus principales elementos, su clasificacion, ejemplos de
desarrollos planos, el cdlculo de dreas y volimenes. Para finalizar se proponen algunas actividades
que el estudiante y/o el profesor podra trabajar con sus alumnos.

En el tercer capitulo se estudiard la Pirdmide y el tronco de Pirdmide, su estudio inicia con
algunos hechos histéricos y un texto sobre “los tejados”, cuya forma es piramidal y continuando
la secuencia, se discutird el concepto de Pirdmide, sus elementos, su clasificacién, su desarrollo
plano, sus relaciones matemadticas, como el cédlculo de 4reas y volumenes entre otros; ademds,
al finalizar el capitulo se proponen algunas actividades que el estudiante y/o el profesor podra

13
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trabajar con sus alumnos.

En el cuarto capitulo se estudiard el cilindro, empezando por algunos hechos histéricos y un
texto denominado “la olla de presion”, luego se aborda su concepto matemadtico, sus principales
elementos, su desarrollo plano, sus relaciones matemadticas. Para terminar se proponen algunas
actividades que el estudiante y/o el profesor podrd trabajar con sus alumnos.

En el quinto capitulo se discutird el Cono y el tronco de cono; este enfoque se iniciard con su
desarrollo histérico y el texto “el cono de sefializacion”; a continuacion, el concepto matematico
del cono, sus principales elementos, sus desarrollos planos, relaciones matematicas pertinentes a
esta figura geométrica, mads tarde, se estudiard el desarrollo plano del tronco de cono y célculo de
areas y volumenes. Para finalizar, se proponen algunas actividades que el estudiante y/o el profesor
podrad trabajar con sus alumnos.

En el sexto capitulo se estudiard la Esfera, iniciando con algunos hechos histéricos y un texto
denominado “el balén de fiitbol”, luego, se aborda su concepto matemadtico, se muestran sus
elementos principales, se muestra una posibilidad de su desarrollo plano, célculo de éareas y
volimenes. Para terminar, se proponen algunas actividades que el estudiante y/o el profesor podra
trabajar con sus alumnos.

En el séptimo capitulo y Gltimo, se desarrollan algunos problemas y su aplicacién en los diferentes
contextos de la vida real.

La presentacion de este trabajo tiene como objetivo el estudio de la geometria del espacio en
relacién con la vida cotidiana de los estudiantes y asi despertar el mismo interés en la observacién
y el andlisis del entorno en que viven, y con él, interactuar y transformar este medio.

Esperamos que este trabajo de grado contribuya de forma concreta al proceso de ensefianza y
aprendizaje, especialmente el de matematicas, y que podamos fomentar el desarrollo intelectual y
social de los involucrados en el proceso educativo.



JUSTIFICACION

Teniendo en cuenta las dificultades que presentan los estudiantes de secundaria y de la
Licenciatura en Matemadticas y continuando con el trabajo “Problemas de Geometria Euclidiana’,
surge la necesidad de recopilar, analizar, organizar y producir de manera formal este material
completo acerca del célculo de dreas y voliimenes de prismas, pirdmides, cilindros, conos y esferas,
junto a otros temas de la geometria espacial.

Ademaés, este trabajo busca promover el uso de argumentos geométricos para resolver y formular
problemas en contextos matemadticos y en otras ciencias, estudiando sus posiciones relativas,
reconociendo y construyendo los elementos bdsicos de la geometria del espacio.

Por otro lado, este trabajo se ha desarrollado como una guia de estudio que encierra aspectos

conceptuales y operativos que apoyaran el crecimiento en la solucién de problemas significativos
de la vida real.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

% Usar representaciones bidimensionales de objetos tridimensionales para visualizar y
resolver problemas como los que involucran 4reas de superficie y volumenes.

% Reconocer y construir los elementos basicos de la geometria del espacio.

s Estudiar las posiciones relativas de la geometria espacial.

Objetivos Especificos
% Valorar la geometria como instrumento fundamental para expresar y comprender
situaciones del entorno fisico, del arte o de la ciencia.
% Reconocer e identificar las propiedades de conos, prismas y pirdmides.
% Reconocer los poliedros, sus componentes y sus caracteristicas.

% Usar argumentos geométricos pararesolver y formular problemas en contextos matematicos
y en otras ciencias.

17
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MARCO TEORICO

LA HISTORIA Y LA GEOMETRIA

Las primeras consideraciones geométricas del hombre son incuestionablemente muy antiguas, y
pareceria que tienen su origen en las observaciones simples que provienen de la habilidad humana
para reconocer la forma fisica y para comparar formas y tamafios.

Sabemos que la matematica es la mds antigua de las ciencias y que su origen se oculta en las arenas
de las antiguas civilizaciones egipcias. El estudio de la geometria del espacio por los pueblos de la
Mesopotamia (la region del Oriente Medio situado en el valle del Tigris y el Eufrates) est4 fechado
en aproximadamente dos mil aflos antes de Cristo y todo el conocimiento que tenemos hoy en
dia se basan en documentos llamados papiros; Entre los més importantes podemos mencionar el
“Papiro de Rhind " v “ Papiro de Moscii’.

Papiro de Rhind

En 1858 el egipt6logo escocés A. Henry Rhind visité Egipto
por motivos de salud (padecia tuberculosis) y compré en Luxor
el papiro que actualmente se conoce como papiro Rhind o de
Ahmes, encontrado en las ruinas de un antiguo edificio de Tebas.
Rhind muri6 5 afios después de la compra y el papiro fue a parar
al Museo Britdnico. Desgraciadamente en esa época gran parte del
papiro se habia perdido, aunque 50 anos después se encontraron
muchos fragmentos en los almacenes de la Sociedad histérica de
Nueva York. Actualmente se encuentra en el Museo Britdnico de
Londres. Comienza con la frase “Célculo exacto para entrar en
conocimiento de todas las cosas existentes y de todos los oscuros
secretos y misterios”.

Figura 1: Papiro de Rhind

El papiro mide unos 6 metros de largo y 33 cm de ancho. Representa la mejor fuente de
informacién sobre matemadtica egipcia que se conoce. Escrito en hieratico, consta de 87 problemas
y su resoluciéon. Nos da informacién sobre cuestiones aritméticas bésicas, fracciones, cdlculo
de areas, volimenes, progresiones, repartos proporcionales, reglas de tres, ecuaciones lineales y
trigonometria basica. Fue escrito por el escriba Ahmes aproximadamente en el afio 1650 a.C a
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20 Marco Teérico

partir de escritos de 200 afios de antigiiedad, segtn reivindica el propio Ahmes al principio del
texto, aunque resulta imposible saber qué partes corresponden a estos textos anteriores y cudles
no.

Papiro de Moscu

El papiro de Mosct, es junto con el de Rhind el
mads importante documento matemadtico del Antiguo
Egipto. Fue comprado por Golenishchev en el afio
1883, a través de Abd-el Radard, una de las personas
que descubri6 el escondite de momias reales de Deir {
el Bahari. Originalmente se le conocia como Papiro

Golenishchev pero desde 1912, cuando fue a parar al

1| L hﬁ_mc@gf ,
Museo de Bellas Artes de Mosct (n° 4576), se conoce - MZSET A W1
como Papiro de Mosct. Con 5 metros de longitud y  1ymg, "'/ st ALY T
= e A=
tan s6lo 8 cm de anchura consta de 25 problemas, T ,,m?.'gﬁf’;,],:; i
. ~ LR P b= Liife—s" 3
aunque algunos se encuentran demasiado dafiados para Hihiting Voo =M rsd
poder ser interpretados. El papiro fue escrito en hieratica
en torno al 1890 a.C. (XII dinastia) por un escriba Figura 2: Papiro de Moscii

desconocido, que no era tan meticuloso como Ahmes, el escriba del papiro de Rhind. Se desconoce
el objetivo con el que fue escrito. En la imagen que se muestra se puede ver el original en hieratica
y la traduccion en jeroglifico.

De los 25 problemas de que consta hay 2 que destacan sobre el resto; son los relativos al célculo
del volumen de una pirdmide truncada (problema 14, que aparece en la imagen anterior), y el 4rea
de una superficie parecida a un cesto (problema 10). Este tiltimo es uno de los problemas mads
complicados de entender, pues no estd clara la figura, y si la figura buscada fuese un cesto o un
hemisferio entonces seria el primer célculo de tal superficie conocido.

Origen de la palabra Geometria

La palabra geometria esta formada por las raices griegas: “geo”, tierra,
y “metron”, medida, por lo tanto, su significado es “medida de la tierra’.
Segtin lo registra la historia, los conceptos geométricos que el hombre
ide6 para explicarse la naturaleza nacieron en forma practica a orillas del
rio Nilo, en el antiguo Egipto.

Las principales causas fueron tener que remarcar los limites de los
terrenos riberefos y construir diques paralelos para encauzar sus aguas.
Esto, debido a los desbordes que causaban las inundaciones peri6dicas.
Pero el verdadero motivo era que las clases altas conocian de esta manera
cuanto sembraban sus stibditos para luego saber cudnto debian cobrarles de impuestos. Para
medir las tierras los egipcios aprendieron a calcular el 4rea de los rectangulos y de los tridngulos.
Para medir los tridngulos usaban cuerdas.

Los babilonios, en cambio, también conocian las dreas de los tridngulos y los rectdngulos, sobre
todo para resolver problemas de herencia ;Cémo repartir las tierras entre los herederos?; También
conocieron las dreas de los pentdgonos, hexdgonos y heptdgono. Pero en especial estudiaron
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mucho los circulos.

Eran unos excelentes geémetras, ellos bautizaron las doce constelaciones del zodiaco, dividiendo
cada una de ellas en 30 partes iguales. Es decir, dividieron el circulo zodiacal en 12 x 30 = 360 partes.
Recordemos que ellos crearon el sistema de numeracién sexagesimal (de base 60). Este zodiaco
les serviria para elaborar calendarios y almanaques muy ttiles para el cultivo de los cereales. Es
decir que junto a la geometria nace la astronomia. De ellos hemos heredado la division de la
circunferencia en 360 grados y la de cada grado en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos. Y
la patente de nuestra manera de contar el tiempo también es suya.

Por otro lado, quienes dieron cardcter cientifico a la geometria fueron los griegos, Thales de
Miletoy Pitdgoras de Samos, al incorporar demostraciones en base a razonamientos geométricos.
Veamos entonces quienes eran:

Thales de Mileto

Thales vivi6 en Mileto (Jonia), ciudad situada en las
orillas del Mar Egeo. Sus padres fueron Euxamias y
Cleobulina (conocidos también como Examio y Cleébula).
Hay controversia acerca de su origen: puede que Thales
naciese en Mileto y fuese de sangre noble o que haya nacido
en Fenicia pero haya vivido en Mileto.

Seguramente, como en las islas de Jonia habia mucho
trafico con las civilizaciones babilénica y egipcia, podria
ser que Thales hubiera ido a Egipto y alli haber estudiado
con los sacerdotes, donde habria aprendido geometria.
Entonces, es muy probable que los alumnos que tuviera
Thales en Egipto fueran, entre otros, Solén y Ferecides
de Siros. Mds tarde, habria conocido personalmente a
Pitdgoras y habria estudiado con los sacerdotes de Menfis y
de Di6spolis. Luego deja Egipto y se fue a Babilonia, donde
habria aprendido astronomia. También se dice que Thales
fue maestro de Anaximandro y de Anaximenes.

Una de las anécdotas mds importantes que se contaban sobre Thales era que él pudo medir
las pirdmides simplemente midiendo su sombra “cuando la sombra que proyectaba media
exactamente igual que la pirdmide”. Esto habria sido aprendido a partir del estudio de la
geometria. Segtin otra anécdota, también pudo predecir un eclipse solar que tuvo lugar en el afio
585 a.C., mediante el método que Thales aprendié cuando estuvo en Babilonia.

A Thales se le atribuyen los cinco teoremas siguientes:

© Angulos de la base de un tridangulo isésceles son iguales.

© Un circulo es bisecado por algiin didmetro.

© Los dngulos opuestos entre dos lineas rectas que se cortan son iguales.

@ Dos tridngulos son congruentes si ellos tienen dos dngulos y un lado igual.

@ Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
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Pitagoras de Samos

Es uno de los hombres mds famoso y enigmaético de
la antigiiedad, se escribieron varias biografias pero se
han perdido y es dificil separar en su biografia lo que
es de histérico de lo legendario. Tenemos detalles de la
vida de Pitdgoras a partir de biografias antiguas que usan
importantes fuentes originales a pesar de estar escritas por
autores que le atribuyen poderes divinos, y cuya finalidad
era presentarle como una figura divinizada. Existe un
consenso bastante aceptable sobre los principales hechos
de su vida, pero la mayoria de las fechas son discutibles,
aportando fechas que difieren en unos 20 afos.

Fue después de Thales la figura més importante de las
matemdticas griegas. Fundé en Crotona, Magna Grecia,
la primera escuela-internado del mundo. Sus alumnos
recitaban los Versos Aureos al amanecer, al compds de la
lira. Epitafio esculpido en piedra por su profesor Ferécides
de Siros: “Pitdgoras fue el primero de los griegos”.

Los sabios de la antigiiedad griega utilizaron sus conocimientos sobre circunferencias y esferas
para crear un modelo matemético que describiera los movimientos de las estrellas y de los
planetas. Pitdgoras suponia que las estrellas estaban fijadas a una esfera de cristal que daba
diariamente una vuelta sobre si misma en torno a un eje que pasaba a través de la Tierra y que
los siete planetas (Sol, Luna, Mercurio, Marte, Japiter, Venus y Saturno), estaban cada uno anclado
a su propia esfera movil. Esta idea, que se convertiria en la teoria del movimiento de los cuerpos
celestes, fue el fundamento de la astronomia hasta el siglo XVI.

Pitdgoras naci6 en la isla de Samos y dicen que estudi6é con Thales, quién le animé a desplazarse
hasta Egipto para estudiar matemadticas. Viaj6é por Egipto durante varios afios y alli adquiri6é una
sélida formacién mistica y religiosa. De vuelta a Samos fundé la fraternidad de los pitagéricos,
una sociedad religiosa y filoséfica. Cuando el tirano Policrates accede al poder, abandona Grecia 'y
se instala, con su escuela, en Crotona, al sur de Italia. La fraternidad se regia por un régimen muy
estricto y un rigido c6digo de conducta. Superado un periodo de prueba, se permitia a los iniciados
en la secta oir al maestro, oculto tras una cortina. Afios més tarde se les permitiria ver a Pitdgoras
directamente. Los pitagéricos creian que, merced a las matematicas, su espiritu podria ascender a
través de las esferas celestiales hacia un mundo mejor.

Son muchos los resultados matematicos atribuidos a esta secta, pero entre ellos destaca el Teorema
de Pitdgoras y como una consecuencia natural de este teorema, los pitagéricos descubren
los nimeros irracionales; por ejemplo, el niimero raiz de 2 existe, ya que es la longitud de la
hipotenusa de un tridngulo rectdngulo is6sceles de lado 1. El descubrimiento de estos nuevos
ntmeros desestabiliz6 totalmente sus antiguas concepciones. Cuenta la leyenda que, en un
principio, intentaron mantener oculta una verdad tan ingrata incluso que su descubridor, Hipaso
de Metaponto, fue arrojado al mar durante un viaje. Quizds por primera vez en la historia de la
ciencia, el pensamiento abstracto habia conducido inexorablemente a una conclusién que reducia
a aficos las creencias de todos. Muchas fueron las suspicacias que levantaron el caracter secreto de
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la sociedad pitagéricay sus rituales misticos, que se decia habian importado de Egipto. Hacia el afio
500 a.C, Pitagoras se vio obligado a huir a Tarento y después a Metaponto, donde fue asesinado. Sus
seguidores continuaron sus ensefianzas en diversos lugares aproximadamente durante un siglo.

A Pitdgoras se debe la idea intuitiva del
punto, como unidad con posicién; también
es pitagérica la clasificacién de los angulos
en las tres categorias que se encuentran en
la escuela bésica: rectos, agudos y obtusos,

angulo angulo angulo segin midan 90°, menor de 90° y mayor de
agudo recto obtuso 900, respectivamente.

También de Pitdgoras es la concepcion geométrica del espacio, como entidad continua,
homogénea e ilimitada. Concepcién que se mantiene actualmente con el nombre de
Estereometria.

Se atribuye a Pitdgoras la construccién de figuras césmicas o sélidos regulares. Estos sélidos son
el tetraedro, el hexaedro o cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro. Un poliedro es regular
si sus caras son poligonos regulares iguales y sus dngulos poliédricos son todos iguales. Es decir,
Unicamente los poliedros antes mencionados son poliedros regulares. El tetraedro tiene cuatro
caras triangulares, el cubo seis caras cuadradas, el octaedro ocho caras triangulares, el dodecaedro
doce caras pentagonales, y por ultimo, el icosaedro estd limitado por 20 caras triangulares.

7!

|
|
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7
Tetraedro Hexaedro o Cubo Octaedro
L[>
Icosaedro Dodecaedro

Figura 3: Solidos Platonicos

“Los solidos platénicos, también conocidos como cuerpos platénicos, cuerpos cosmicos, sélidos
pitagoricos, solidos perfectos, poliedros de Platon o, con mds precision, poliedros regulares convexos;
son cuerpos geométricos caracterizados por ser poliedros convexos cuyas caras son poligonos

regulares iguales y en cuyos vértices se unen el mismo niimero de caras”.!

ITomado del libro COSMOS de Carl Sagan.
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Elmundo en el que vivimos y nos movemos es un mundo de tres dimensiones representado a veces
bidimensionalmente por medio de pinturas, dibujos y fotografias. Los libros de texto representan
los objetos tridimensionales en un plano y esto, a lo que ya nos hemos acostumbrado, no resulta
nada facil de captar en un primer momento.

Una experiencia que se realizé6 en 1980 con alumnos de 11 a 15 afios constato que las dos
dificultades que encuentra el alumno en la representacion del volumen son: la ocupacién del
espacio y la coordinacién multiplicativa de las tres dimensiones. Dificultad esta tiltima que surge
al pasar medidas de longitud a medidas de volumen, esto es, de una a tres dimensiones y de no
haber trabajado con los cuerpos sino con dibujos de los mismos; el objetivo de dicha experiencia
era el de favorecer el desarrollo de la intuicién espacial mediante la realizacién de actividades que
implican el paso de la representacién plana ala construccién espacial y de la construccién espacial
ala representacion plana.

La geometria es la exploracién del espacio. Un nifio, desde su nacimiento explora el espacio. Al
principio lo mira, después extiende sus miembros en él, y luego se desplaza. Le hace falta un
tiempo bastante largo para desarrollar las ideas de perspectiva, de distancia, de profundidad;
para adquirir nociones tales como “dentro”, “fuera”, “arriba” o “abajo”; Cuando el nifio llega a
la escuela, algunos de estos procesos de desarrollo ya estdn iniciados: s6lo falta animarlos y
ampliarlos, multiplicando las experiencias ofrecidas a los nifios. Pero, previamente el maestro
tendra que esforzarse en descubrir a qué nivel ha llegado cada nifo, tomando individualmente,

y qué conceptos ha adquirido ya.

Es por eso, que luego de observar tanta dificultad en el paso de una a tres dimensiones y viceversa
de parte de los estudiantes, se desarrolla este trabajo en donde nos centraremos en la Geometria
Espacial o Estereometria para facilitar la comprensién, animacién y ampliacién de los temas
geométricos.

s QUE ES LA GEOMETRIA ESPACIAL?

Esta rama de la geometria, también denominada Estereometria, se ocupa de las propiedades y
medidas de figuras geométricas en el espacio tridimensional. Estas figuras se denominan sélidos y
entre ellas se encuentran el cono, el cubo, el cilindro, la pirdmide, la esfera y el prisma. La geometria
del espacio amplia y refuerza las proposiciones de la geometria plana y es la base fundamental de
la trigonometria esférica, la geometria analitica del espacio y la geometria descriptiva, entre otras.

El estudio de la geometria tridimensional data de la antigua
Grecia, cuando se plante6 el famoso problema de la duplicacion
del cubo. Cuenta la leyenda que la peste asolaba la ciudad de
Atenas, hasta el punto de llevar a la muerte a Pericles. Un
embajador de la ciudad fue al ordculo de Delfos, para consultar
qué se debia hacer para erradicar la mortal enfermedad. Tras
consultar al ordculo, la respuesta fue que se debia duplicar el
altar consagrado a Apolo en la isla de Delfos. El altar tenia
una peculiaridad: su forma cudbica. Los atenienses construyeron
un altar cabico en el que las medidas de los lados eran el
doble de las medidas del altar de Delfos, pero la peste no ceso.
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Consultado de nuevo, el ordculo advirtié a los atenienses que el altar no era el doble de grande,
sino 8 veces mayor, puesto que el volumen del cubo es el cubo de su arista ((2a)® = 8a3). Nadie
supo cémo construir un cubo cuyo volumen fuese exactamente el doble del volumen de otro cubo
dado, y el problema matemadtico persistié durante siglos; no obstante la enfermedad también.

Es asi, que la geometria tridimensional, estereometria o geometria en 3D, se preocupa por el
estudio de las figuras s6lidas; es decir, de las figuras cuyos puntos no pertenecen a un mismo plano.
Se menciona que en 1615 Joannes Kepler (1571-1630) cataloga como la “Stereometria” (stereo-
volumen/metria-medida) el cdlculo de volumen. La palabra viene del volumen que es propiedad
de un barril (vino, aceite, etc.) para rodar con facilidad.

Mas adelante, llega la geometria desarrollada por el filésofo y matematico francés René Descartes
(1596-1650), mezcla de Algebra y Geometria, ensefia los puntos de inflexi6n, lineas y circulos en
los nimeros, que muestra como hacer las cuentas con figuras geométricas. En 1669 el fisico Inglés
Isaac Newton (1642-1727) desarrolla el calculo diferencial e integral. Asi se hace posible calcular el
area y volumen de cualquier figura geométrica, independientemente de su forma.

Recordemos algunos axiomas ya conocidos.

@ Tres puntos del espacio, no colineales, pertenecen a uno y solo a un solo plano.
@ Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, toda la recta pertenece a dicho plano.

© Toda recta de un plano divide a dicho plano en dos regiones (semiplanos) que son conjuntos
CONnvexos.

@ Todo plano a divide a los puntos del espacio en dos regiones (semiespacios) que son
conjuntos convexos.

Con el desarrollo de la geometria proyectiva y los nuevos medios de cdlculos, se abre el camino para
nuevos campos de estudio de la geometria moderna. Esta nueva ruta en el estudio de los cuerpos
geométricos se analiza desde diversos dngulos.

Su creador, el francés Jean Victor Poncelet (177 - 1867) en 1822 muestra sus diferentes raciocinios;
Visto, por ejemplo, una pirdmide puede aparecer como un tridngulo (vista frontal) o un cuadrado
(vista superior). Es en el siglo XIX que la geometria es la mayor restructuracién desde sus estudios
iniciales en la antigua Grecia. Hasta entonces todos los argumentos se basaban en los establecidos
postulados de Euclides y sus “Elementos” griegos. Esto se conoce como la geometria euclidiana.

Pero, Gauss fue el primero que creyé construir una geometria (un modelo del espacio) en la
que no se cumple el V postulado de Euclides, pero no publicé su descubrimiento. Son Bolyai
vy Lobachevsky quienes, de manera independiente y simultdnea, publicaron cada uno una
geometria distinta en la que no se verifica tampoco el V postulado. ;Qué quiere decir esto?, Tanto
Bolyai como Lobachevsky parten de un objeto geométrico y establecen sobre él, unos postulados
que son idénticos a los de Euclides en “Elementos”, excepto el quinto: “Postulado de las paralelas”.
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V postulado de Euclides

Postiilese... Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos internos
del mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se
encontrardn en el lado en el que estdn los dngulos menores que dos rectos.*

®Elementos, Libro I, postulado V

Pretenden originalmente razonar por reduccion al absurdo: si el V postulado depende de los otros
cuatro, cuando lo sustituya por aquél que dice exactamente lo contrario, se ha de llegar a alguna
contradiccion légica.

Lo sorprendente es que no se llega a contradiccién alguna, lo cual indica dos cosas:

@ ElVpostulado es independiente de los otros cuatro, es decir, no puede deducirse de los otros
cuatro, no es un teorema, y Euclides hizo bien en considerarlo como un postulado.

@ Existen modelos del espacio en los que, en contra de toda intuicién, un punto que no esté
contenido en una cierta recta no necesariamente forma parte de una tinica recta paralela a
la dada. Esto no es intuitivo, pues no podemos concebir tal cosa, no podemos imaginar (ni
mucho menos dibujar) una situacion asi, sin reinterpretar los conceptos de recta, plano, etc.
Pero desde el punto de vista logico, es perfectamente valido.

Como es de imaginar, esto supuso una fuerte crisis en las matematicas del siglo XIX, que vino a
sumarse a otras controversias.

Janos Bolyai

Iénos Bolyai fue un matemaético hingaro, nacido el 15 de diciembre del ano 1802 en Kolozsvar
(actual Rumania), que en ese entonces era parte del Imperio Austro-Hungaro. Su padre, Farkas
Bolyai, también era matemdtico y amigo de Carl Friedrich Gauss.

A los 13 afios ya dominaba el célculo. Entre 1818 y 1822 estudi6 en el Colegio Real de Ingenieria
en Viena. En 1832 public6 un completo tratado sobre geometria no euclidea, sin conocer a
Nikoléi Lobachevski, que tres afios antes habia publicado un estudio similar, por lo que sus logros
matemadticos no fueron merecidamente reconocidos. Su padre le habia enviado una carta a Carl
Gauss para que este lo tomara como discipulo, pero este se neg6, aduciendo que sus logros los
habia concebido diez afios atrds, pero que no los habia publicado. Aunque en cartas a otros
matemadticos reconoce su prominente genio. Ello desanim¢ irremediablemente a Janos Bolyai y
nunca continué su carrera como matemaético.

Afirmé que el postulado de Euclides relativo a las lineas paralelas no podria confirmarse ni
refutarse y le llevé a afiadir un apéndice a un trabajo publicado por su padre (1832), donde sostenia
los principios de lo que posteriormente se conocié como la geometria no euclidea.
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Su obra que revolucioné la geometria fue publicada en

1831: “La ciencia verdadera absoluta del espacio. En
1802- J. BOLYAI- 1860 discurso independiente del carécter cierto o erréneo del
0 axioma euclidiano N° XI (nunca resuelto a priori): en caso
| de ser éste equivocado, con la cuadratura geométrica del
circulo”.

La nueva geometria descubierta por Bolyai y Lobachevski
constituye un viraje atin mayor que la de Copérnico, es una
revolucion realmente extraordinaria del pensamiento; dijo
E. T. Bell en su gran obra de historia de las matematicas;
“debemos remontarnos hasta el mismo Copérnico para
poder encontrar algo de trascendencia semejante, es mds, ni
siquiera eso es suficiente”. El trabajo matemadtico de Bolyai
no se limitaba sélo a sus investigaciones geométricas, ni su
obra cientifica meramente a las matemaéticas. Reconocié la
estrecha interrelacién de la estructura espacial geométrica
y el campo de accién de la fuerza de gravedad.

Perteneci6 al cuerpo de oficiales-ingenieros de la armada austriaca durante 11 afios, donde se
destaco6 por su gran capacidad lingiiistica, que le permitié hablar hasta nueve idiomas extranjeros
(incluido el chino) y por sus cualidades de violinista, bailarin y esgrimista.

En 1843, aquejado de fiebres, tuvo que jubilarse de su carrera militar. Desde entonces se dedic6 a la
investigacién matemadtica. Muri6 de neumonia, el 27 de enero de 1860 en Marosvasarhely, Hungria.

Nikolai Lobachevsky

Nikolai Ivanovich Lobachevsky o Lobachevski; (Nizhni
Novgorod, Rusia, 1792 - Kazan, id., 1856) Matemaético
ruso considerado, junto con el alemdn Karl Friedrich
Gauss (1777-1855) y con el hiingaro Jdnos Bolyai (1802-
1860), como uno de los fundadores de la geometria no
euclidiana o hiperbélica (imaginaria en la denominaciéon
de Lobachevski) y como uno de los geémetras maés ilustres
de todos los tiempos.

Hijo de una familia de funcionarios de baja cualificacion, entré en la Universidad de Kazéan a la
edad de 14 afios. En 1820 fue nombrado decano de la facultad de fisica y matematicas; en 1827,
rector. El tiempo y la atencién demandados por sus obligaciones administrativas no impidieron
a Nikolai Lobachevski desarrollar una importantisima labor académica que cristaliz6 en 1829
con la publicacién de una geometria particular, la denominada hiperbdélica, que no respetaba el
postulado de las paralelas de Euclides, pero que aun asi era l6gicamente correcta.
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Alo largo de un periodo superior a los dos mil afios, los ge6émetras habian estado convencidos de la
validez incondicional del postulado de las paralelas de Euclides, segiin el cual, dada una linea recta
y un punto exterior, s6lo puede existir en el plano una linea paralela que pase por dicho punto. Al
demostrar la coherencia interna de esta geometria «no-euclidea», Lobachevski prob6 asimismo
que el postulado de las paralelas no podia deducirse del resto de los postulados propuestos por
Euclides.

A pesar de la trascendencia de sus descubrimientos, la obra de Lobachevski fue poco apreciada en
su tiempo y apenas trascendi6 de un estrecho circulo de especialistas en su Rusia natal, y tuvo que
esperar a los trabajos de B. Riemann y E Klein sobre los fundamentos de la geometria para alcanzar
una postrera repercusion.

La prioridad de Lobachevski respecto del hiungaro Jdnos Bolyai, quien llegd de una manera
independiente a la nueva geometria en su Testamen, publicado en 1832, estd actualmente
comprobada, por cuanto la primera exposiciéon oral de Lobachevski en la facultad fisico-
matemadtica de Kazan tuvo lugar en 1826, y su primera publicacién referente al tema en cuestiéon
(Sobre los principios de la geometria) vio la luz en 1829. Gauss, por su parte, nunca quiso publicar
sus apuntes de geometria “antieuclidiana”, temeroso de la reacciéon de la filosofia dominante y
del “sentido comun”, y fue quiza el tinico que comprendi6 y aprecié la obra de Lobachevski al
conocerla.

Entre los estudios de Lobachevski deben destacarse Geometria (1823), Nuevos principios de
la geometria con una teoria completa de las paralelas (1835), Geometria imaginaria (1835),
Investigaciones sobre pangeometria (1835), Aplicacion de la geometria imaginaria a algunos
integrales (1837), Investigaciones geométricas sobre la teoria de las paralelas (1840) y Pangeometria
(1855).
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cAPITULO 1

CONCEPTOS PRELIMINARES

1.1. Espacio Tridimensional

La Tierra es un planeta rico en objetos, tanto naturales como creados por las manos de los
hombres. Estos objetos son parte del espacio que nos rodea, sin embargo, va mucho més alld de
lo que podemos ver, de hecho, de acuerdo con la teoria del Big Bang, que se llama el espacio del
universo, el universo estd en constante expansion, de modo que se puede ver el infinito.

Sin embargo, el estudio propuesto en este documento, que es suficiente para comprender la nocién
de espacio en un lugar determinado, representan principalmente la ubicacién de este, a través de
lo que se llama el “espacio de tres dimensiones”, es decir, el espacio cartesiano.

Para entender esta representacién espacial, se iniciard con la representacion de punto y llegar a
una representacion del objeto tridimensional, por supuesto, a través de una representacién de la
lineay el plano, a saber:

La siguiente figura representa un punto P = (x1, y1,21) y el punto O = (0,0, 0), origen del espacio en
3D. Veamos lo facil que es representar un punto en el espacio tridimensional.

Figura 1.1: Representacion de un punto P en el Espacio 3D

29
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Para dar continuidad a esta idea sera representada una recta en este espacio, para esto,
simplemente representamos dos puntos, debido a que la geometria euclidiana del plano que
conocemos dice que por dos puntos se puede trazar unay solo una recta que los contenga. Luego,
consideremos la recta r que pasa por los puntos A = (x1, ¥1,21) Y B = (x2, y2, 22) en el espacio 3D,
tal como se muestra en la figura.

X

Figura 1.2: Representacion de una recta en 3D

De la Geometria euclidiana del plano, también sabemos que los tres puntos no colineales (no
contenidos en una misma recta), definen un plano, por lo tanto, tengamos en cuenta los puntos
A= (x1,y1,21), B=(x2,¥2,22) y C = (x3, y3, 23) en el espacio 3D, trazando las lineas que pasan por
AB, BCy AC, tenemos un plano, como se ve en la siguiente figura:

z

Plano

Figura 1.3: Representacién del plano en 3D
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A través del espacio cartesiano tridimensional pueden representarse objetos en tres dimensiones,
lo cual es imposible en el plano cartesiano (2D). Dado que el objetivo de este trabajo es el estudio
de las figuras espaciales, es necesaria para la vision espacial y al mismo tiempo, debe tenerse en
cuenta, que todo lo que vemos y tocamos estdn incluidos en este espacio infinito que se llama
universo y de una forma u otra, es necesario crear modelos para la ubicacién de estos objetos en el
espacio o en un espacio dado, por ejemplo, el mesén de su cocina.

z
Pared (Ancho)

Pared (Longitud)

Y

Comparacion (Ancho)

Figura 1.4: Modelo de espacio cartesiano

1.2. Lugar Geométrico

Es muy comun el uso del lugar geométrico en las matematicas, especialmente en el estudio de la
geometria, por lo que es necesario entender claramente este concepto de manera que podamos
continuar con este trabajo. Por consiguiente, como lugar geométrico se entiende un lugar del
espacio que consta de un conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad.

Enla figura 1.5 podemos ver un ejemplo, es decir, un circulo con centro en C. Tenga en cuenta que
todos los segmentos de linea que parten de y llegan a la circunferencia C son todas de la misma
medida, por lo tanto podemos decir que el circulo es el lugar de todos los puntos equidistantes de
un punto llamado centro.

Figura 1.5: Circunferencia de Centro C
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1.3. Método de Exhaucion

El método de exhaucion o el método de Eudoxio de Cnido (408-355 a. C) es un método
ampliamente utilizado en la geometria, ya que ayuda a calcular dreas y volimenes de figuras
y objetos geométricos. Por ejemplo, para calcular el drea de una determinada figura plana
desconocida soélo se tiene que ir completando esta figura con poligonos conocidos tales que la
suma de estos poligonos convergerd al drea de la figura, este método es ampliamente utilizado en
el calculo integral.

El método de agotamiento esta descrito en el Mérodo, un libro de Arquimedes en el que se explica
este procedimiento. Es la base de los conceptos que en el siglo XVII permitieron a Isaac Newton
y a Leibniz unificar el cdlculo diferencial con el integral, lo cual conllev6 la posterior definicién
rigurosa de limite de una funcién por Bernard Bolzano, Cauchy y Weierstrass.

El método de agotamiento es el precursor del concepto de Suma de Riemann que permite definir
con rigor la integral de una funcién en un intervalo.

Cuando pensamos en la idea del método de volumen es la misma, por ejemplo, para calcular la
capacidad de un contenedor desconocida puede ser comparado con la capacidad de un recipiente
conocido y por lo tanto a lo largo de la historia de las relaciones matemadticas son tales que el
volumen de una esfera es cuatro veces el volumen de un cono de radio de la base de la altura de la
bola circular y también igual a su radio.

En la vida cotidiana, se utiliza este método, por ejemplo, cuando tenemos que saber la cantidad
de leche que se puso en un pastel y no tenemos un recipiente graduado con la medida indicada,
entonces, se puede utilizar otro recipiente mas pequefio a medida y se gradia de acuerdo a la
cantidad indicada en la receta, s6lo hay que ir poco a poco para completar la cantidad requerida.

Figura 1.6: Método de Eudoxio de Cnido
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1.4. Figuras en el Espacio

En este capitulo se identifican los elementos que participan en la geometria espacial, los cuales
son fundamentales para la creacién de objetos en tres dimensiones.

Dado que el objetivo de este estudio es comprender el espacio tridimensional, debe dejar de
lado el plano cartesiano y adoptar un modelo en tres dimensiones; es decir, un tedrico espacio
tridimensional (3D), cuyas dimensiones estan de acuerdo con x, y, z.

En el espacio existen figuras (conjuntos de puntos) que no estdn contenidas en plano alguno, a
continuacién mostraremos algunos de ellos y sus relaciones.

a) Recta intersecando un Plano.

b) Planos Paralelos.

>< Ly
L,

T

c) Dos rectas concurrentes paralelas
aun mismo plano.

d) Recta Perpendicular a un plano

Figura 1.7: Figuras en el Espacio
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1.5. Rectasy Planos en el Espacio

En el espacio puede ocurrir que dos rectas no sean paralelas o no tengan algin punto de
interseccion, lo cual no ocurre en el plano.

0

Definicién1.1. (Rectas Alabeadas):
Dos rectas Ly y Ly son alabeadas cuando no son
paralelas ni se intersecan.

L

-

Con respecto a un plano 7, una recta L puede ocupar una de las tres posiciones siguientes:

y 4 /N

alnn=9 b)Lnm=P \

A=

coLnmn=L

Figura 1.8: Rectas y Planos en el Espacio

a) L esparalela al plano 7 y no estd contenida en él,
b) Lintersecaa m en un punto P,y
c) Lesparalelaazyesun subconjunto de 7.

De los casos a) y c) se entiende el paralelismo entre el plano 7 yla recta L, asi:

(L I n) = ((Lmn:@)v(Lcn))
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no se intersecan o son coincidentes. La
notacion para el paralelismo es:

N

my |l o
T

Definicién 1.2. (Planos Paralelos):
Un plano es paralelo a otro cuando /

(1 | m2) = ((my N7 = D) V (1 = 7))

@ Un plano siempre divide al espacio en dos semiespacios.

© Dos planos no paralelos se denominan planos secantes.

Y3

Planos Secantes

T2

Figura 1.9: Planos Secantes

Definicién1.3. (Angulo Diedro):
Es la unién de dos semiplanos que se intersecan en su borde. Al dngulo diedro se lo suele

denominar simplemente diedro; a los semiplanos se los denomina caras del diedro y al

borde comuin se lo denomina arista del diedro.

Dos planos secantes determinan un dngulo diedro. Un ejemplo de este dngulo lo encontramos en

la figura que se forma al abrir una tarjeta de cumpleafios.

F
c Cara
arista !
- - E
- Cara
- a ) A
D

Figura 1.10: Ejemplo Angulo Diedro
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En el diedro ABCDEF, los semiplanos ABCDy CDEF son las caras del diedro, y la recta CD es
la arista del diedro.

Se denomina dngulo rectilineo al angulo formado por dos rectas perpendiculares, DA y DE, a
la arista DC, cada una situada en caras diferentes del diedro. La medida del dngulo diedro es la

medida de su dngulo rectilineo a.

Definicién 1.4. (Angulo Poliedro):

Es la unién de semirrectas que se intersecan en su extremo Vy que tienen un punto comiin
con la poligonal d contenida en un plano que no contiene a V. A las semirrectas que
se intersecan con uno de los vértices de la poligonal se las denomina aristas del dngulo
poliedro y el punto V se denomina vértice del dngulo poliedro.

Por ejemplo, el angulo triedro (interseccion de tres semiplanos) es un dngulo poliedro formado por
el vértice V; tres aristas VA, VB, VC, y tres caras VAB, VBC, VCA.

A%

Angulo Poliedro

Figura 1.11: Angulo Poliedro

La interseccion del dngulo triedro con el plano 7 determina el tridngulo A’B’C’.

Ejemplo 1.1. La figura que forman en un rincén de una habitacion las dos paredes y el
techo que inciden en ese punto es un claro ejemplo de un dngulo triedro. Las pirdmides
utilizadas por civilizaciones como las egipcias emplearon el concepto de dngulo tetraedro.
La plomada, que es un peso que se emplea en construccion, tiene en su punta un dngulo
hexaedro.
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1.6. Cuerpos Geométricos

En este trabajo nos referimos a los objetos espaciales que se encuentran en nuestra vida cotidiana
con los conceptos teéricos adoptados en la geometria del espacio euclidiano. Para ello miraremos
las figuras geométricas conocidas dentro de la geometria del espacio, que muchos autores llaman
sélidos geométricos.

Algunos libros de texto describen el concepto de sdlido geométrico como una porcion finita del
espacio ilimitado por superficies planas y curvas. Sin embargo, buscando la palabra “sélido” en el
diccionario enciclopédico Larousse es: “que tiene consistencia, integra, firme, macizo, fuerte...”.!
Hasta este momento, todo estd bien, sin embargo, se dan cuenta que hay algunos contradicciones
cuando nosotros denominamos a la esfera, cilindro, cono, cubo, tetraedro y asi sucesivamente en
forma de sé6lidos geométricos.

De acuerdo con algunos libros de texto, por ejemplo, el cubo es un sélido geométrico limitado por
seis caras cuadradas, de hecho, pensando en el concepto de sdlido, en forma sélida geométrica
particular, es correcta, es decir, es una porcién finita del espacio, por 1o que es un cuerpo sélido. Sin
embargo, el mismo libro que define el cubo como un sélido, estd planeando lo mismo, al parecer
en contradiccion con su propio concepto, por lo tanto, no podemos decir que el cubo es un sélido
geométrico.

Pero entonces, ;Qué es un cubo?; Puede decirse que es una superficie que envuelve un sélido, por
lo tanto el cubo es sélo la forma del sélido (sélido ctibico) asi como la esfera, el cilindro y las otras
figuras geométricas.

Por lo tanto, en este trabajo se estudiaran las superficies de los s6lidos y cuando sea necesario para
estudiar el propio sélido, se denominard de acuerdo a su forma, por ejemplo, sélido esférico, sélido
cilindrico, con la forma de una pirdmide y asi sucesivamente.

Ahora, en esta seccién se clasificardn diferentes cuerpos que se pueden presentar en el espacio
tridimensional, atendiendo a los elementos estudiados anteriormente.

Ejemplo 1.2. Algunos minerales y
esqueletos de criaturas marinas son
modelos de los sélidos denominados
poliedros que se estudiardn en esta
seccion.

1Tomado del Diccionario Enciclopédico Larousse.
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1.6.1. Clasificaciéon de Cuerpos Geométricos

Los cuerpos Geométricos se clasifican como se muestra a continuacion.

Cuerpos Geométricos

se clasifican en
i ]
Poliedros Cuerpos redondos
I I

gue son gue son
1 1

Sélidos limitados
por caras curvas o
por caras curvas y

Sélidos limitados por
caras poligonales

planas
|
pueden ser |
| | | como
Regulares Irregulares | |
| | | Cilindro | | Cono | Esfera
que son que son
Aquellos cuyas Aquellos cuyas Prisma
ca?s son caras no son | com
poOligonos todas iguales g
e e & Piramides

Definicién1.5. (Poliedro):

Se define como poliedro al cuerpo que estd limitado por superficies planas (denominadas
caras) y de contorno poligonal (denominadas aristas de las caras). Los vértices del poliedro
son los vértices de las caras. Por ejemplo, un cubo, paralelepipedos, el tetraedro, hexaedro
y ast sucesivamente.

1.6.2. Elementos de un Poliedro

Cara
Diagonal lt
| .
NG — Angulo Poliedro
" ) A/—h/—
Angulo Diedro Vertice
Arista

Figura 1.12: Elementos del Poliedro



1.6. CUERPOS GEOMETRICOS 39

& Caras: Cada uno de los poligonos que limitan al poliedro.

& Aristas: Loslados de las caras del poliedro. Dos caras tienen una arista en comun.

& Vértices: Los vértices de cada una de las caras del poliedro. Tres caras coinciden en un
mismo vértice.

& Angulos diedros: Los dngulos formados por cada dos caras que tienen una arista en comun.

& Angulos poliédricos: Los angulos formados por tres o més caras del poliedro con un vértice
comun.

& Diagonales: Segmentos que unen dos vértices no pertenecientes a la misma cara.

Los poliedros, se dividen generalmente en poliedro convexo y no convexo (céncavos). Poliedros

convexos son poliedros en el que cualquier segmento de recta que une a dos de los puntos esté
contenida dentro de ese poliedro, por supuesto, en los no-convexos (concavos) hay una recta que

no esta contenida en el poliedro.

Definicién1.6. (Poliedro Convexo):
Un poliedro convexo es aquel que estd limitado por poligonos convexos. Entre sus

propiedades mds importantes figuran:

» Cada arista de una cara pertenece también a otra cara y tinicamente a otra. Dichas
caras se denominan contiguas.

» Dos caras contiguas estdn en planos distintos.

» El plano que contiene a cada cara deja a todas las demds a un mismo lado del
espacio, es decir, en un mismo semiespacio.

» El numero de aristas es igual al niimero de caras mds el niimero de vértices

disminuido en 2.

Diagonal
D/
]
E, 1 C,
11
11
11
— /
A 1A
7D~
' 1 T
E I N C
I
1
U
A B

Figura 1.13: Poliedro Convexo
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En el poliedro anterior se tienen los vértices A, B, C, D, E, A, B, C', D, E', las aristas AB,

BC, CD, DE, EA, A'B’, B'C', C'D', D'E', E'A", AA', BB’, CC', DD', EFE’, ylas caras AEE' A/,
BAA'B', CBB'C’, DCC'D', EDD’'E'. En cada vértice deben concurrir al menos tres aristas.

Ahora observa en la Figura 1.14, la parte del segmento AB esta fuera del poliedro, por lo tanto, es
un ejemplo de poliedros no convexo o céncavo.

Fuera del Poliedro

A/

Figura 1.14: Poliedro Céncavo

Sin embargo, este estudio se limitard a los POLIEDROS CONVEXOS, que pueden ser regulares o
irregulares.

Definicién1.7. (Poliedro Regular):
Un poliedro de n caras se dice que es regular, si y sélo si todas sus caras son poligonos
regulares congruentes y en cada vértice concurre el mismo niimero de caras; ademds, sus

dngulos poliedros también son congruentes.

En el grupo de poligonos regulares convexos (Poliedros Regulares) encontramos solo cinco,
y también suelen ser denominados solidos platénicos, (en honor a Platén): tetraedro, cubo,
hexaedro, dodecaedro e icosaedro, ver figura 1.15:

7!

g (L B

Tetraedro Hexaedro o Cubo Octaedro

X7 SO
o o

Dodecaedro

Icosaedro

Figura 1.15: Solidos Platénicos
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@ Tetraedro Regular: Estalimitado por 4 caras que son tridngulos equiléteros. Tiene 4 vértices,
4 dngulos triedros, 6 aristasy 6 4ngulos diedros.

A

© Hexaedro regular o cubo: Esté limitado por 6 caras que son cuadrados. Tiene 8 vértices, 8
angulos triedros, 12 aristas, 12 dangulos diedros y 4 diagonales congruentes y concurrentes.

~

© Octaedro regular: Esta limitado por 8 caras que son tridngulos equildteros. Tiene 6 vértices,
6 angulos tetraedros, 12 aristas y 12 dngulos diedros. Estd formado por dos pirdmides unidas

por su base comun.

@ Dodecaedro regular: Esta limitado por 12 caras que son pentagonos regulares. Tiene 20
vértices, 20 dngulos triedros, 30 aristas y 30 dngulos diedros.

b

@ Icosaedro regular: Estd limitado por 20 caras que son tridngulos equildteros. Tiene 12
vértices, 12 angulos pentaedros, 30 aristas y 30 &ngulos diedros.

3

Otro tipo de poliedros importantes son los prismas y las pirdmides, los mismos que serdn
estudiados mads adelante.
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1.7. Teoria de grafos

En el ultimo siglo, la matemadtica se ha convertido mds que en una ciencia, en una herramienta
muy importante para optimizar procesos en campos como la economia, la administracién, la
ingenieria y la fisica, entre otras 4reas.

Es asi como muchos de los algoritmos y conceptos de la matemética moderna tienen su origen en
la necesidad de solucionar problemas de la vida cotidiana.

En esta seccion, se plantearan ideas y propiedades de uno de los conceptos relacionados con lo
mencionado anteriormente: grafo.

Definicién1.8. (Grafo):
Es un conjunto finito de puntos y enlaces entre esos puntos. Los puntos reciben el nombre
de vértices y los enlaces reciben el nombre de aristas.

Ejemplo 1.3. La empresa de energia de una ciudad paga a una compafia de mensajeria por
entregar; en cada una de las casas de los usuarios del servicio, el recibo correspondiente a cada
mes.

El siguiente plano muestra las cuadras de uno de los sectores que debe visitar un empleado de la
empresa.

| L[]
Ao B Je
Plaza
Ho——G
D
C he
F E_

Figura 1.16: Ejemplo de grafo

El empleado debe entregar recibos en cada una de las casas del sector. Este tipo de problemas se
relaciona con varios aspectos:

o ;Cudl serd la manera mds productiva de hacerlo?

» ;Cudl serd el recorrido 6ptimo en tiempo, dinero y esfuerzo?
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» ;Cudntas veces, como minimo, tendra que pasar el empleado por la misma esquina?

» ;Tendrd que pasar varias veces por la misma cuadra?

El problema de repartir los recibos se puede plantear a partir de una estructura matemaética
denominada grafo.

En el caso del empleado de la empresa de energia, cada una de las esquinas marcadas con A, B, C,
D, E, E G, H, son los vértices y cada recorrido sefialado con un segmento entre dos vértices hace las
veces de arista.

Como se puede ver en el plano del ejemplo, cada arista conecta dos vértices distintos.

Definicién 1.9. (Camino):
Es una secuencia de aristas que produce una ruta en el grafo que comienza en un vérticey
termina en otro.

Algo importante
Los caminos se notan con el nombre, en orden, de cada uno de los vértices que se visitan
en el recorrido.

1.7.1. Circuitos

En la cartelera de una aerolinea se presenta el siguiente esquema para que los viajeros
identifiquen los vuelos que se ofrecen en la temporada de vacaciones.

Pereira Leticia

Bogota

San Andrés “Medellin
Figura 1.17: Esquema

En este caso, los vértices representan las ciudades y las aristas los vuelos entre ellas. Del grafo se
puede afirmar, entre otras cosas, que:

» Hay vuelos directos entre Bogotd y cualquiera de las otras cuatro ciudades.
o No hay vuelo directo entre Leticia y Medellin.

» Hay vuelo directo entre Pereira y San Andrés.

» No hay vuelo directo entre Pereira y Medellin.

Si un viajero decide ir de Leticia a Bogotd, de Bogotéd a Pereira y volver a Leticia, el grafo que
determina su ruta serd el que se muestra en la figura 1.18.
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Leticia

Pereira
N Bogoté

Figura 1.18: Ejemplo de Circuito

Es importante anotar que los grafos que se trabajardn son precisamente estos, en los que se parte
de un punto y se vuelve a él.

Definicién 1.10. (Circuito):
Un circuito es un camino que recorre todo el grafo; comienza y acaba en un mismo vértice.

Ejemplo 1.4. El grafo de la siguiente figura, representa la ronda que debe hacer el vigilante de un
parqueadero.

>
@
(@]

Tl
m
O

a. Trazar dos circuitos diferentes si debe partir del punto A.
b. Determinar cudl serd el camino 6ptimo para el recorrido.
Solucion:

a. Pararealizar la ronda completa el vigilante puede seguir los siguientes caminos:

Camino 1 Camino 2

1 1

A B 2 C A B 2
10

—_—
7
8 6 5 3 6 9 8 3
F E D F E D
7 4 5 4

b. En el camino 1 el vigilante hace la ronda completa sin pasar dos veces por la misma arista;
en el camino 2 el vigilante cumple su funcién pero pasa tres veces por la arista que va de A
hasta B. Asi que, el camino 6ptimo es el que se determina en uno, pues por el que cumple su
funcién y camina menos.
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1.7.2. Circuitos de Euler

En el ejemplo del vigilante que debe hacer la ronda en el parqueadero se determinaron dos
caminos diferentes que iniciaban y terminaban en el punto A. La determinacién del camino
6ptimo se plantea teniendo en cuenta aquel en el que el vigilante no pasa dos veces por el mismo
sector, es decir, no recorre dos veces la misma arista. Este tipo de circuitos recibe el nombre de
Circuitos de Euler.

Definicién 1.11. (Circuito de Euler):
Un circuito en el cual se recorre cada arista una sola vez se llama circuito de Euler.

Algo importante
No todos los grafos tienen circuitos de Euler.

Ejemplo 1.5. Determinar si es posible trazar un circuito de Euler en cada uno de los siguientes
grafos.

Solucion:
Se realizan trazos sobre el grafo para determinar si es posible encontrar un circuito de Euler.

a. En este caso es imposible trazar un circuito sin tener que pasar dos veces por la misma arista.

b. Sobre este grafo si es posible encontrar un circuito de Euler:

10

11

12

El circuito inicia en Ay termina en A.
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Determinacidn de la existencia de circuitos de Euler en un grafo

Hasta ahora encontrar circuitos de Euler parece ser una tarea de ensayo y error, pero es posible
determinar si en un grafo se puede trazar un circuito de Euler teniendo en cuenta dos conceptos:
valenciay conexion.

*Valencia de un vértice: La valencia de un vértice en un grafo corresponde al nimero de arista que
se unen en él. Por ejemplo,

El vértice M tiene valencia 8.

«Grafo conexo: Se dice que un grafo es conexo si para cada par de vértices existe almenos un
camino de una o més aristas que conectan los dos vértices.

Si en un grafo hay al menos un par de vértices que no estdn conectados por una arista, se dice que
el grafo es no conexo.

Por ejemplo, el grafo de la figura 1.19 no es conexo, pues no existe una arista que una los vértices B
y D.

A C e e

D E

Figura 1.19: Grafo no conexo

1.7.3. Relaciéon de Euler

El matematico Leonhard Euler demostré la relacién conocida como “la relaciéon de Euler" sobre
las “partes” de los poliedros convexos, es decir, el nimero de caras (C) que se afiade al nimero de
vértices (V) es igual al niumero de bordes (aristas (A)) méds 2, ademds, dicha relacién se denomina
Jormula de Euler es decir:

C+V=A+2

Nota: esta relacion es vélida para cualquier poliedro y solo para poliedros convexos.

Por ejemplo, podemos comprobar si el cubo es un poliedro convexo, de modo que, podemos
utilizar la relacion de Euler. Observe en la figura 1.20 que en el cubo se cuentan seis caras (C = 6),
ocho vértices (V = 8) y 12 aristas (A =12).
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1
1
1
) - -
P A

Figura 1.20: Cubo

sustituyendo el nimero de caras, vértices y aristas en la relacién de Euler, tenemos:
6+8=12+2

Por lo tanto, como los dos lados de la ecuaciéon son el mismo valor, se puede concluir que el cubo
es un poliedro convexo.

Ahora, observemos el Tetraedro,

Figura 1.21: Tetraedro

sustituyendo el namero de caras, vértices y aristas en la relaciéon de Euler, tenemos:
4+4=6+2

Por lo tanto, también se puede concluir que el Tetraedro es un poliedro convexo y que la relacién
de Euler, solo serd valida para poliedros convexos.

1.8. Problemas Propuestos

» Problema 1: En la ciudad de los lagos hay 7 lagos conectados por 10 canales, de modo que
se puede navegar desde un lago hasta otro cualquiera a través de ellos. ;Cudntas islas hay en
la ciudad de los lagos?

» Problema 2: En el interior de un cuadrado marcamos 20 puntos y los unimos entre si y con
los vértices del cuadrado mediante segmentos que no se cortan de modo que el cuadrado
queda dividido en tridngulos. ;Cudntos tridngulos han quedado dibujados?
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» Problema 3: Prueba que para un grafo plano, 2A = 3F.
» Problema 4: Prueba que para un grafo conexo y plano A <3V -6

» Problema 5: ;Se pueden construir tres casas y tres pozos de modo que hayan caminos desde
cada casa hasta cada pozo sin que los caminos se crucen?

» Problema 6: Prueba que el grafo completo de orden 5 no es plano.

» Problema 7: Encontrar los grafos que corresponden a cada uno de los cinco poliedros
regulares, comprobar que son grafos planos, y a partir de ahi, demostrar que para ellos se
cumple la relacién de Euler.

» Problema 8: Determinar si el siguiente grafo tiene un circuito de Euler. En caso de verificar
que existe tal circuito, trazarlo.

» Problema 9: La creacién de cierta pieza electrénica debe pasar por cinco procesos Pj, P,,
Ps, P,y Ps, pero no es necesario que pase por ellos en orden. El siguiente grafo representa la
situacion.

Py Py

Ps P

a. Escribir tres caminos diferentes si es indispensable que la pieza pase primero por P;.
b. Dibujar un circuito que inicie en P,.
c. ;Esposible encontrar varios circuitos en este grafo? En caso afirmativo dibujarlos.

» Problema 10: Cierta empresa de transporte ofrece a su clientela ruta para transportarse entre
ocho ciudades. El siguiente esquema muestra los recorridos.

Cz C3 CG

C7

Cg

C Cy Cs

a. ;Cudl es la mejor ruta para ir de C; a Cg?

b. Trazar un circuito que inicie en Cs.



CAPITULO 2

PRISMA

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior hablamos sobre algunos conceptos bésicos de la geometria espacial. Ahora
vamos a hablar sobre el prisma y la discusién sera el contexto de la secuencia en la historia de este
dentro de las matemadticas.

Posteriormente, se presentardn los principales elementos del prisma, como se clasifican, ejemplos
y sus relaciones matematicas, el cdlculo de las 4reas laterales, totales y su volumen. Para terminar
este capitulo, se proponen algunas actividades que el estudiante y/o profesor puede trabajar como
actividad de afianzamiento.

Al finalizar este capitulo el estudiante podra:

@ Dado un prisma, reconocer los elementos que lo conforman.
© Dado un prisma, identificar si es oblicuo, recto o regular.

© Dado un paralelepipedo, analizar sus principales caracteristicas.

2.2. Hechos Historicos

Los textos histéricos muestran que el prisma es una figura geométrica conocida desde antes del
afo 2000 (a.C.), porque, de acuerdo con Eves (2004),! el tiempo ha demostrado estar familiarizado
con el volumen del paralelepipedo recto y, mds en general, el volumen del prisma recto de base
trapezoidal. Los estudios muestran que, histéricamente, produjo muchos eruditos dedicados al
estudio del prisma. Entre estos se destacan Platén, Demdcritoy Arquimedes.

Platén, quien vivi6 en el siglo IV a.C., entre sus estudios geométricos mostré interés en estudiar
el cubo cuando estudié los poliedros regulares. Cada poliedro estaba asociado con uno de los
elementos naturales, y era el cubo el asociado con la tierra. Mientras que Demdcrito, comparo el
volumen del prisma con el volumen de la pirdmide y Arquimedes (287-212 a.C.) defini6 los s6lidos
Arquimedianos.

IHoward W. Eves, autor bien conocido y veterano profesor de la Universidad de Maine, fallecido el 6 de junio de 2004,
tras una larga enfermedad. Tenia 93 afios.
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Con base en estos y otros datos, varios matemadticos se han dedicado al estudio del prisma con
diferentes objetivos, en este trabajo de grado se abordard el concepto de prisma de acuerdo con
algunos autores contemporaneos como “Vissotto Bongiovanni”en su libro “Matemdtica y Vida”.

2.3. Los Empaques Secundarios

Hoy en dia, casi todo lo que compramos o vendemos termina siendo entregado en paquetes.
Podemos ver esto en las compras de rutina, por ejemplo, al comprar el pan, por lo general
viene empaquetado en bolsas de papel o plastico, asi como la compra de otros objetos tales
como refrigeradores, licuadoras, lavadoras, que por lo general vienen protegidas por espuma de
polietileno, burbujas de pldstico y se empacan en cajas de cartén de gran tamafo.

Pero en ultima instancia, ;Qué es el empaque?, podemos
decir que un empaque son todos los materiales que —

. . e FRAGIL
envuelven un producto en particular y tiene como objetivo - Lo G

protegerlo mientras se mantienen las propiedades del - | fwmat
producto durante su transporte y almacenamiento hasta : .
llegar al consumidor final. T"‘%‘I B Lr d
! i —/J\\‘\]‘ \/f
nell LB
Observamos que algunos productos se presentan con SR .
mds de un empaque, por ejemplo medicamentos, que
generalmente vienen en una caja de cart6n. Figura 2.1: Cajas de Carton

Sin embargo, no solo viene en la caja, sino también en otro paquete que lo contiene, por ejemplo,
una botella, un tubo etc. Esto se denomina el empaque secundario.

La funcién principal del empaque secundario es hacer que el producto llegue al consumidor
sin cambiar sus caracteristicas y propiedades. Ademads, estos empaques traen impresos una gran
cantidad de informacién importante, para el consumidor, por ejemplo, el namero del lote, fecha
de fabricacion, la dosificacion, el registro ante el Ministerio de Salud, etc.

Hay que recordar, también, que estos empaques se presentan con pistas y cada pista tiene un
cierto significado, es decir, la banda roja significa que el producto debe ser vendido sélo con receta
meédica, pero sin un control especial (venta libre), mientras que para la venta y distribucién de otros
medicamentos, la banda negra significa que el producto es para un uso particular y para controlar
los puntos de venta o distribucién de ese producto.

Por lo tanto, podemos comprobar que estos paquetes no solo sirven para proteger el transporte
de medicamentos, sino también para informar, supervisar y, al mismo tiempo, proteger al
consumidor contra posibles manipulaciones.

2.4. Concepto Geométrico del Prisma

En la geometria del espacio, el formato de la mayoria de empaques secundarios de
medicamentos, representan una importante figura del espacio, llamada prisma. Por lo tanto,
vamos a estudiar en detalle el empaque secundario de los medicamentos, por supuesto, con énfasis
en las matematicas.
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En la preocupacién de definir el prisma, se hizo una indagacién en Internet y a través de
enciclopedias y diccionarios relacionados con las matemadticas y en la consulta se destacan algunos

delo

o

o

o

S conceptos que se encuentran enumerados a continuacion:

El Prisma es un sélido geométrico limitado por caras planas, en el que las bases se encuentran
en planos paralelos. De acuerdo a la inclinacion de las aristas, los prismas pueden ser rectos u
oblicuos. (PRISMA, Mateméticas en esencia, 2009).

El Prisma es un poliedro formado por dos caras (una superior y otra inferior) opuestas
paralelas y congruentes (también llamados bases) unidos por aristas. Los lados de un prisma
son paralelogramos. El nombre del prisma se proporciona de acuerdo con la forma de las
bases. Asi, si las bases son hexdgonos, tenemos un prisma hexagonal. El prisma se clasifica
en recto, cuando sus aristas laterales son perpendiculares a las bases, y oblicuas cuando no lo
son. (PRISMA, Wikipedia, 2009)

El Prisma es una figura sélida cuyas bases o extremos tienen el mismo tamaiio y la misma
forma y son paralelas entre si, y cada lado es un paralelogramo. (PRISMA, el diccionario libre
por Farlex, 2009)

El Prisma es un poliedro en el que ambas partes son poligonos (las bases del prisma), mientras
que los otros lados (los lados) son paralelogramos. Las bases son congruentes y situadas en
planos paralelos. Un prisma se llama recto si los lados son ortogonales con las bases. (PRISMA,
Link Springer, 2009).

Los Prismas son sélidos limitados por dos superficies poligonales convexas de n
lados, paralelas y congruentes determinadas por paralelogramos. (Bongiovanni; VISSOTO,
Laureano, 1993).

Basados en estas indagaciones, podemos concluir que:

Definicién 2.1. (Prisma):

Es un poliedro que consta de dos caras poligonales idénticas y paralelas entre si rodeado
por poligonos cuadrildteros de acuerdo al niimero de lados de las caras que atraviesan el
mismo.

1 |
1 |
== ---1 -4
_ 7 7 \
Prisma Prisma Prisma
Cuadrangular Triangular Hexagonal

Figura 2.2: Modelos de Prisma
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Los empaques secundarios (cajas de cartén) por lo general tienen la forma de un prisma de base
rectangular, es decir, la superficie de sus bases es rectangular. Podremos observar en la siguiente
figura, un modelo para el envasado de medicamentos en forma de un prisma de base rectangular:

Figura 2.3: Empaque secundario de medicamento

2.5. Elementos de un Prisma

En base ala definicién 2.1 adoptada en la seccién anterior y tomada para este trabajo, se destacan
los elementos del prisma, como se muestra en la figura 2.4.

Base

V (vértice
. _— ( )

1
1
(altura)h I Cara lateral
- * =
Base
arista

Figura 2.4: Prisma y sus partes

» Bases (B) son las dos superficies paralelas que ofrecen prisma poligonal.
s Laaltura (h) es la distancia entre los planos que contienen las bases.

» Las caras laterales (Cl) son todas las superficies (paralelogramo) que rodean las bases del
prisma.

» Superficie lateral esla unién de todos los paralelogramos que forman las caras laterales, cuya
medida se llama 4rea lateral del prisma.

» La superficie de las bases es la unién de las dos bases, cuya medida se denomina area de las
bases del prisma.

» El 4rea total es la unién entre la superficie lateral y la superficie de las bases, cuya medida se
denomina la superficie total del prisma.
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» Vértice (V) son puntos de interseccion entre tres caras, es decir, dos caras y la cara vista de
una base.

e Las aristas o bordes (al) son los segmentos de recta comunes entre dos caras.

Desarrollo del prisma pentagorjal

Al desarmar el prisma de la figura 2.4, se obtiene
una figura plana llamada desarrollo del prisma.
(En este caso pentagonal)

El desarrollo del prisma est4 formado por:

» Dos pentdgonos congruentes.

» Rectdngulos cuyas bases son iguales al
perimetro del pentdgono y cuyas alturas
son iguales a la altura del prisma. Figura 2.5: D. Prisma Pentagonal

En cualquier prisma se puede calcular el 4rea lateral, el drea total y el volumen.

o El drea lateral (A1) de un prisma es la suma de las 4reas de las caras laterales y corresponde
al producto de la altura del prisma por el perimetro de una de las bases.

Ap =hePp Pg:perimetro de la base.
o El drea total (Ar) del prisma es la suma del area de las dos bases y el drea lateral del prisma.
Ar=A;+2Ap Ap: area de la base.

Al reemplazar,
Ar=Pgeh+2Ap

o El drea de la base (Ag) es el drea de una figura plana, por lo general un poligono, por tanto
su cdlculo se realiza igual que en geometria plana.

Recordemos: La férmula para obtener el drea de un poligono regular cualquiera es:

Pea
A=
2

donde P, es el perimetro del poligonoy a esla apotema. Elérea del circulo es:

A=nr?
que junto con la férmula de la longitud de la circunferencia (perimetro del circulo):

C=2nr

posibilita el célculo del 4rea de cualquier figura regular; al aplicar estas férmulas en la
resolucion de problemas es conveniente que en las medidas dadas se utilicen las mismas
unidades (Km, m, cm, etc.).

Por lo tanto, Ap del prisma podra ser calculada sin ningtin problema.
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2.6. Clasificacion de los Prismas

Los prismas se clasifican segiin el poligono que corresponde a sus bases y a su inclinacion.
También, se pueden clasificar los prismas en rectos y oblicuos. Asi, los prismas pueden ser:

2.6.1. Clasificacién de acuerdo ala Base:

De acuerdo a la base del prisma tenemos por ejemplo:
o Prisma triangular: prisma cuyas bases son tridngulos.
» Prisma cuadrangular: prisma cuyas bases son cuadrildteros.
» Prisma pentagonal: prisma cuyas bases son pentdgonos.

» Prisma hexagonal: prisma cuyas bases son hexdgonos.

1

:

1
)____

4

Prisma Triangular Prisma Cuadrangular

1
1
1
|
P JE S <

Prisma Pentagonal Prisma Hexagonal
Figura 2.6: Segtin su base

Teniendo en cuenta lo anterior, los prismas toman su nombre de acuerdo con los poligonos que
forman sus bases.

2.6.2. Clasificacion de acuerdo a su Inclinacion:

De acuerdo a la inclinacién, los prismas se clasifican de dos maneras:

» Prisma Recto: las aristas laterales son paralelas a los planos que contienen las bases.

1

1 1

1 1

1 1
P

Figura 2.7: Prisma Recto
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» Prisma Oblicuo: las aristas laterales no son paralelas a los planos que contienen las bases.

Figura 2.8: Prisma Oblicuo

Definicién 2.2. (Prisma Regular):
Un prisma recto se llama regular cuando el poligono de sus bases es regular, o sea, todos
sus lados o aristas son congruentes.

2.7. Casos Especiales de Prismas Cuadrangulares

Cuando la base del prisma es un cuadrildtero se puede llamar: Cubo o paralelepipedo.

2.7.1. Paralelepipedo

Figura 2.9: Ortoedro

El Paralelepipedo es una forma sélida con seis caras de forma que todas las caras opuestas son
paralelas. En un paralelepipedo, las seis caras son paralelogramos. Si las caras son rectdngulos, se
le llama paralelepipedo rectangular; un ejemplo es el ortoedro que se muestra en la figura: 2.9.

2.7.2. Cubo

\_____
1
1
1

Figura 2.10: Cubo

Un cubo, ademads de ser un hexaedro, puede ser clasificado también como paralelepipedo, recto
y rectangulo, pues todas sus caras son de cuatro lados y paralelas dos a dos, e incluso como un
prisma de base cuadrangular y altura equivalente al lado de la base.
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2.8. Desarrollo del Prisma

Todos los prismas son desarrollables, es decir, sus caras pueden ubicarse en un plano y se puede
construir el prisma mediante pliegues. El desarrollo de un prisma recto estd compuesto por sus
dos bases y por un rectdngulo que tiene tantas divisiones como niimero de caras laterales.

En la siguiente figura se puede observar un prisma recto triangular y su desarrollo:

Figura 2.11: Prisma Triangulary su desarrollo

Ahora, teniendo en cuenta la figura 2.11 podemos verificar el desarrollo de un prisma triangular
que consiste en cinco caras (dos tridngulos y tres cuadrilateros) dispuestas en un plano.

Asi, de esta manera se puede extender el desarrollo del plano, para todos los prismas,
independientemente, de su base.

2.9. Calculo del dreay volumen de un Prisma

En cualquier prisma se puede calcular el 4rea lateral, el 4rea total y el volumen.

Ejemplo 2.1. Calcular el area lateral, area total y volumen del siguiente prisma triangular.

Solucion:

Para calcular el drea lateral del prisma se

determina el perimetro de la base y se multiplica
6 cm por la altura.

Pgp = 3cm+4cm+5cm=12cm

30m Ar = hePg=6cmel2cm=72cm?
2

4 cm Para calcular el 4rea total del prisma se calcula el
drea de la base. Luego, se suma el drea lateral con
Figura 2.12: Prisma Triangular el doble del area de la base. (ver P4g. 53)

A = —/— —~ =—6cm

Ar A +2Ap =72 cm? + 26 cm? = 84 cm?

Finalmente, para calcular el volumen del prisma se multiplica el 4rea de la base por la altura.
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(Volumen del Prisma):
Elvolumen (V) del prisma es el producto del drea de la base por la altura del prisma.

V=AB°h

Por lo tanto, tenemos:
V =Ageh=6cm?e6 cm =36 cm>

Luego, el volumen del prisma triangular es de 36 cm3.

Ejemplo 2.2. Calcula el volumen del siguiente prisma.

Solucion:
Para calcular el 4rea de labase (Ap), se aplica /‘
el teorema de Pitdgoras para encontrar el 5 ¢ )
apotema (a).
[ 8cm
W=a*+b* = a=Vh*-b? —
17 cm o

= a=Vv25-16

— a=V9=3 Figura 2.13: Prisma Triangular
Se calcula el 4rea de la base que es un tridngulo:

8 cm)(3 cm

2

Luego, se remplaza en la férmula del volumen de un prisma.

V=Ageh=(12cm? (17 cm) = 204 cm?

Ejemplo 2.3. Calcula el drea total y el volumen del siguiente prisma oblicuo.

Solucion:

Para calcular el area lateral del prisma oblicuo, se
obtiene el perimetro de la base y se multiplica por
la altura; antes debemos recurrir al feorema de
Pitdgoras paraencontrar la altura (b) del prisma:

b W o= a+b°
12 cm (12em)? = (7 cm)?+ B>
7cm) | 144 cm?> = 49 cm?+b?
3em 144 cm?-49 cm? = b?
4 cm 95cm? = b?
V9 cm? = b

Figura 2.14: Prisma Oblicuo 974cm = b

Por lo tanto, la altura del prisma oblicuo es b =9,74 cm.
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Luego, calculamos el perimetro de la base y el 4rea lateral:

Pg
Ag

4cm+3cm+4cm+3cm=8cm+6cm=14 cm
2((4 cm)(9,74 cm)) +2((3 cm) (12 cm))

Luego, el area total del prisma es:

Ar = 2((@cm)(3cm))+2((4 cm)(9,74 cm))+2((3 cm)(12 cm))
= 2(12 cm?) +2(38,96 cm?) +2(36 cm?)
= 2[12 cm?* +38,96 cm? + 367
= 2[86,96 cm?]
= 177,92 cm®

finalmente, para calcular el volumen del prisma se multiplica el 4rea de la base por la altura.
V=Ageh=(12 cm®)« (9,74 cm) = 116,88 cm®
Luego, el drea total y el volumen del prisma oblicuo son respectivamente:

177,92 cm?
116,88 cm®

At
Vv

2.9.1. Principio de Cavalieri

El Principio de Cavalieri (denominado en honor a su descubridor Bonaventura Cavalieri en el siglo
XVII) es una ley geométrica que enuncia la diferencia de volumen en dos cuerpos. El enunciado es:

Definicién 2.3. (Principio de Cavalieri):
Si dos cuerpos tienen la misma altura y ademds tienen igual drea en sus secciones planas
realizadas a una misma altura, poseen entonces igual volumen.

Hoy en dia en la moderna teoria de geometria analitica el principio de Cavalieri es tomado
como un caso especial del Principio de Fubini. Cavalieri no hizo un uso extensivo del principio,
empledndolo sé6lo en su Método de las indivisibles que expone en el afio 1635 con la publicacién
de su obra Geometria indivisibilibusy también aparece en 1647 en su Exercitationes Geometricae.
Antes del siglo XVII sélo se podria calcular el volumen de algunos cuerpos especiales ya tratados
geométricamente por los resultados obtenidos por el griego Arquimedes y Kepler.

I I/

Figura 2.15: Principio de Cavalieri Ilustrado
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2.10. Calculo de la Diagonal de un Paralelepipedo

Para calcular la diagonal de un prisma (D), (segmento de recta imaginario que une un vértice con
otro opuesto de otra base del prismay), basta con utilizar el teorema de Pitdgoras, usando el tridngulo
rectangulo destacado en la construccién del paralelepipedo de la figura 2.16:

/L/ y

X

Figura 2.16: Diagonal de un prisma

Aplicando el teorema de Pitdgoras y usando las aristas del prisma de la figura 2.16 de x, y e z,
tenemos:

D?=d?+2

sustituyendo la diagonal de la base (d) del prisma, tenemos:

2
DZ:(\/x2+y2) + 2

simplificando y extrayendo la raiz, tenemos:

D=1/x*+y*+2°

Ejemplo 2.4. Calcule la longitud de la diagonal
(D) de un cubo.

Soluciéon:
En el cubo o hexaedro regular, las tres dimensiones
son iguales:

a=Db=c, entonces, D*> = a* + a® + a* = 3a®

luego, D=+/3a Figura 2.17: Cubo
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2.11. Laboratorio: Familiarizacion con las férmulas del prisma

A través de la implementacion de objetos cotidianos (objetos de la vida real), trabajamos de una
manera practica con las férmulas correspondientes para los prismas.

2.11.1. Aplicacion de las férmulas del prisma

A través de la experimentacién, manejar algunos objetos con forma de prismas con diversas bases.

Objetivo

Utilizar objetos con la forma de un prisma, la medicién de sus dimensiones y aplicar las férmulas
mostradas anteriormente.

Materiales

» Objetos con forma de prisma.

[

Regla / Escuadra.

Cinta métrica.

[+

Arena lavada.

[

[

Probeta graduada.

Procedimiento
© Divida la clase en pequenios grupos, cada grupo debe hacer un trabajo;
© Cada grupo debe traer 4 objetos en forma de prisma, preferiblemente de diferentes bases;
© Medir las dimensiones de uno de estos objetos;
@ Haz un dibujo con el desarrollo plano de este objeto, utilice la escala, si el objeto es grande;
@ Calcular el drea de la superficie del objeto, utilizando las férmulas propuestas;

@ Calcular el volumen de este objeto, con las férmulas, y si es posible comparar el volumen con
la probeta graduada;

@ Hacer el célculo de las diagonales del objeto;
O Repetir el procedimiento desde el punto 3 al 7 para los otros tres objetos;

© Hacer un informe donde concluya sus comentarios.

Nota:

El profesor puede sugerir que un alumno de cada grupo vaya fotografiando o filmando el
procedimiento paso a paso para la preparacion de una exposicion y luego explicarla a sus
companeros.
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2.12. Problemas Propuestos

@ Determina cudles de las siguientes figuras son prismas. Justifica tu respuesta.

A

© Encuentra el drea lateral, el drea total y el volumen de cada uno de los prismas.

a. e
|
|
5cm [
/
/
17 th 11cm £ " 13cm
2cm
2cm
o d. 6Ccm/i f
| 7 cm
7cm |
/l_ - — —|=
T 1 // '
2,3cm
5cm 2,3¢cm
Soluciona Problemas

© El empaque de un perfume es una caja en forma de prisma hexagonal y la etiqueta ocupa
completamente tres de las caras laterales del empaque. Si la base es un hexdgono regular de
lado 3 cm y la altura del empaque es 15 cm, ;cudl es la cantidad de etiqueta que se requiere
para la elaboracién de 6 cajas de perfume?

© Unrecipiente en forma de prisma rectangular tiene 6 cm de ancho, 10 cm de largo y contiene
agua hasta una altura de 5 cm. Al colocar una piedra en el interior del recipiente la altura
aumenta en 1,5 cm. ;Cudl es el volumen de la piedra?

© Una caja rectangular mide 4 cm de ancho por 3 cm de alto por 2 cm de largo. Con respecto a
esta caja responde:

a. ;Cudntos cubos de 1 cm de lado caben en la caja?

b. ;Cuéantos cubos de 2 cm de lado caben en la caja?

1
c. ;Cudntos cubos de 3 cm de lado caben en la caja?
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d. Silas dimensiones de la caja se duplican, ;en cudnto aumenta el drea total de la superficie de
la caja?

e. Silas dimensiones de la caja se duplican, ;en cudnto aumenta el volumen de la caja?

@ Loslingotes de oro tienen la forma de un prisma cuya base es un trapecio isésceles. ;Cudl es
el volumen del lingote de oro?

@ ;FElsiguiente desarrollo corresponde a un prisma? justificar la respuesta.
8 P p ) P

]

© Debido a la intensidad de la lluvia, la carretera se ha danado y se ha formado un hoyo en
forma de prisma rectangular, de dimensiones 4 m de alto, 5 cm de ancho y 2,8 m de largo.
;Cuantos m? de tierra son necesarios para rellenar el hoyo?

© Una caja de bolsitas de aromética mide 12,5 cm de largo, 6 cm de ancho y 4 cm de alto.
;Cudntas de estas cajas contiene una caja que mide 100 cm de largo, 60 cm de ancho y 42 cm
de alto?

@ Un tanque para almacenar agua con forma de prisma pentagonal regular, contiene 9225
litros de agua. Si el lado del pentdgono es de 50 cm y su apotema mide 42 cm, ;qué altura
lleva el agua si se ha llenado solo hasta la mitad?

@ Debemos construir una caja con forma de paralelepipedo, con el objetivo de empacar en ella
un horno de microondas, cuyas dimensiones son: 60 cm de ancho, 30 cm de alto y 40 cm de
profundidad. Sin embargo, el horno de microondas esta protegido por una capa de espuma
de 2 cm en todas sus dimensiones. ;Qué volumen deberd tener la caja?

Sugerencia: Haz un dibujo de la caja (base de prisma rectangular) y aplica la férmula de
volumen discutida en el texto.

@ Un tanque de agua construido en fibra tiene la forma de un cubo, sin embargo, no tenemos
el valor de su borde, pero sabemos que la longitud de su diagonal es 63 m. ;con sélo estos
datos podremos calcular su volumen?, si su respuesta es si, ;cudl es el valor?.

Sugerencia: Evaluar la asociacion entre el borde y la diagonal del cubo a través de las
relaciones dadas en el texto.
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@ Una caja de carton, en forma de un paralelepipedo, con 40 cm de altura, 20 cm de longitud y
20 cm de ancho se utiliza para llevar un medicamento en particular desde la fabrica hasta el
punto de venta; sabiendo que el empaque secundario de ese producto tiene la forma de un
cubo de arista 10 cm. ;Cudntos medicamentos se pueden transportar en estas cajas?

Sugerencia: comparar el volumen del paralelepipedo con el del cubo.

@ El empaque secundario, de un perfume francés, tiene la forma de un prisma hexagonal
regular (lado de la base 5 cm y 10 cm de altura), hechos de un material acrilico. ;Cudl es
la cantidad (4rea superficial total del prisma) en cm?, de acrilico para producir 1.000 de estos
empaques?

Sugerencia: Calcular el area de la superficie de una caja y multiplicarlo por el niimero total
de cajas.

@ Un silo de almacenamiento de grano se construy6 con la forma de un prisma octogonal
regular, con el lado de la base de 5 m y la altura 10 m. ;Cudl es la capacidad total (volumen)
del silo?

Sugerencia: Utilizar las férmulas del volumen del prisma, discutidas en el texto.

@ Un cocinero hace una tarta con forma de un prisma cuya base es un tridngulo regular, en
la que el lado de la base es de 30 cm y 5 cm de altura. Sin embargo, alguien abrié el horno
antes de horneary el pastel se mermo de tal manera que sus medidas lo hicierén de manera
proporcional, quedando una altura de 3 cm. ;Cuél es el volumen final de la tarta? ;Qué tanto
de la tarta se perdio?

Sugerencia: A través de las dimensiones de la figura de la base y de la altura, calcule el
volumen de la torta.

@ Una fébrica de artefactos de cemento construye por dia 5000 pilares para la elaboracién de
cercas, en la forma de paralelepipedos cuyas dimensiones son 10 cm de ancho, 15 cm de
longitud y 2,5 m de altura. ;Cudl es la cantidad de concreto (volumen del prisma), en m3, que
esta fabrica gasta por dia?

Sugerencia: Calcule el volumen de un pilar y multipliquelo por la cantidad total.
@ Un nifio recibe de sus padres cubo de 10 cm de arista, lleno de arcilla y resuelve dividirlo en

recipientes méas pequeiios, con forma de paralelepipedos cuyas dimensiones son 2, 2,y 5 cm
respectivamente. ;Cudl es la cantidad de recipientes que utilizé para distribuir la arcilla?

Sugerencia: Compara el volumen del cubo, con el volumen de un prisma cuadrangular.
@ Una piscina construida en fibra, cuyas dimensiones son 4 x 8 x 1,4 m (4 metros de ancho, 8

metros de largo y 1,4 metros de profundo), de borde a borde, y cuyo borde es de 20 cm. ;Cudl
es la cantidad de agua requerida para llenar la piscina de hasta 10 cm de la superficie?

Sugerencia: Calcule el volumen o la capacidad de la piscina de acuerdo con las relaciones

dadas en el texto.

@ En un prisma cuadrildtero regular recto, el lado de la base mide 8 cm, si la arista lateral mide
10 cm calcular el valor del area total.
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CAPITULO 3

PIRAMIDE

3.1. Introducciéon

En el capitulo 2, se estudio, el prisma centrandose en su contexto histérico, sus desarrollos planos,
su clasificacién, célculo de drea, volumen entre otras, asi como algunas actividades propuestas.

Ahora vamos a discutir sobre la pirdmide y esta discusién se iniciard abordando el contexto
histérico de estas figuras geométricas.

Posteriormente, se presentardn los principales elementos de la pirdmide, su clasificacién, ejemplos
de desarrollos planos y sus relaciones matemadticas, como son, el cilculo de dreas y volumenes.
Posteriormente, se discute la seccion entre un plano paralelo a su base y su base misma, es decir,
el tronco de donde también se mostraran sus aplicaciones.

Al finalizar este capitulo el estudiante podra:
@ Dada una pirdmide, reconocer los elementos que la conforman.

© Dada una pirdmide, identificar si es oblicua, recta o regular.

3.2. Hechos Historicos

Se puede ver a través de las pirdmides de Egipto, que el estudio de las Pirdmides ha sido de interés
por millares de afios. Podemos ver esto a través de la Gran Pirdmide de Giza, construida alrededor
de 2600 a.C que “el error relativo de la participacioén de los lados de la base cuadrada es menos
de 1/14000 y el error en la participacion de los dngulos rectos de los vértices de la base no debe
exceder 1/27000” (Eves, 2004), lo que demuestra la capacidad de conocimiento y la ingenieria en
el mencionado trabajo.

Para un anélisis més detallado sobre la ingenieria en este tiempo, se debe tener en cuenta que los
eruditos babilonios tenian conocimiento matemaético superior a los egipcios en el mismo periodo,

mientras que la matemdtica romana era muy inferior a la de Grecia en estos mismos afos.

Un hecho que pone de manifiesto la inferioridad de las matematicas egipcias es el hecho de que
no se distinguian claramente las mediciones exactas de medidas aproximadas. Un ejemplo de esto
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es que “se encontré que el volumen de un tronco de una pirdmide se encuentra a veces tomando la
media aritmética de las bases y multiplicarla por la altura”. (Boyer, 1974).

Por otro lado esté el papiro de Moscii que da una férmula para calcular el volumen de un tronco
de pirdmide con una base cuadrada que puede ser utilizado hoy en dia.

Con base en estos y otros datos, varios matemadticos se han dedicado al estudio de la pirdmide con
diferentes objetivos, en este trabajo de grado se abordard el concepto de pirdmide y el de tronco de
pirdmide de acuerdo con algunos autores contemporaneos.

3.3. LosTejados

En la sociedad en que vivimos se puede observar una gran preocupacién por la cobertura
de casas, galpones, cobertizos, cabanas, en fin, todos aquellos lugares que de cierta forma son
utilizados como vivienda o almacenamiento.

En otros tiempos, esta preocupacion también existi6. Los animales, y especialmente el hombre,
siempre se han preocupado de protegerse de los fendémenos naturales, tales como el frio, la lluvia,
el sol en exceso, entre otros. Sin embargo, a menudo se utilizaban cuevas naturales que se formaron
bajo las piedras.

Hoy en dia, esta preocupaciéon va mds alld de la protecciéon contra estos fenémenos, pero
generalmente tiene por objeto un factor estético y también el factor econémico. En base a estas
preocupaciones al momento de elegir el tipo de cobertura mas adecuado para una construccién
en particular, debe tenerse en cuenta la funcion del edificio, es decir, su utilidad y, sin embargo, en
la mayoria de los casos se debe usar material impermeabilizante, aislante térmico y acustico.

Pensando en el factor estético, la eleccion del
material utilizado en la cubierta debe hacerse
mediante la observacion de la forma y especialmente
en el aspecto armoénico con respecto a la linea
arquitecténica, asi mismo, las dimensiones, texturay
color de estos materiales.

Pensando en el factor econémico, debe hacerse
un andlisis, de costo-beneficio es decir, pensar
en el costo en relacion con la sostenibilidad y
la conservacién del aspecto natural del material
elegido.

Figura 3.1: Tejado Piramidal

Bésicamente, para hacer la eleccién de la cubierta (techo) més apropiada, deben tenerse en cuenta
estos detalles. De otro lado, es necesario realizar un anélisis técnico de la regién a la que serd
utilizado, teniendo en cuenta el clima de la region, es decir, la incidencia de calor, frio, lluvia,
granizo y similares.

Basados en todas estas preocupaciones hay muchas opciones de material que se pueden escoger
para el techo, de modo que en el futuro no se arrepentird. Sin embargo, las coberturas que son
mads utilizadas en la actualidad consisten en un armazén, generalmente de madera y cubierta con
tejas (material de recubrimiento). Este tipo de cobertura se llama el techo. Si bien todos los tipos
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de techos son importantes, pero vamos a dar énfasis a los tejados de forma cuadrangular.

Algunos techos requieren estructuras més grandes, generalmente, para la cobertura de grandes
almacenes o depdsitos, tales que, optan por tejas mads ligeras, mientras que las estructuras que
pueden abarcar més, no se usan teniendo en cuenta un factor estético o econémico ni Préctico.
Pero cuando se trata de la estética, de construcciones residenciales, es comun utilizar estructuras
de madera con acabados y tejados sofisticados; de hecho, hoy en dia son diversos los modelos y
materiales que se producen.

Sin embargo, las baldosas de barro cocido se han utilizado durante muchos afios y sigue siendo
el campeodn de uso, también conocido como tejas de barro. Hasta hace poco el azulejo fue el
azulejo de la arcilla modelo francés més conocido y més utilizado consecutivamente. Sin embargo,
hoy podemos decir que este modelo, aunque hermoso, estd fuera de moda, dando lugar a la teja
romanay teja portugués.

Una vez que se hizo la eleccion de tejas de arcilla con estructura de madera, tendrd que decidirse
qué tipo de techo, ya que hay varios tipos que se pueden elegir, por supuesto, hay que recordar
el disefio arquitectonico y el factor econémico. Para tomar esta decision, es importante entender
como se define el techo, que, por definicién, tienen sus nombres por la cantidad de lados planos
inclinados que sirven para drenar el agua de lluvia: un canal, dos canales, tres y cuatro canales y
multiples canales.

En este texto se hard énfasis en los tejados de cuatro canales, como los de la casa de la figura 3.2.

Figura 3.2: Casa de 4 canales

Este tipo de techo se utiliz6 ampliamente hasta mediados del siglo pasado, se caracterizé por un
tejado de forma cuadrangular con formas regulares e irregulares, que consta de cuatro planos
inclinados cuya reunién de estos cuatro planos forman un vértice, es decir, toma la forma de
una piramide de base cuadrada. Podemos ver, especialmente, este tipo de techo en los edificios
antiguos y barrios, asi como en el pueblo cuya arquitectura es de tipo colonial.
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3.4. Concepto Geométrico de Piramide

En la Geometria del Espacio, la forma del tejado de cuatro canales, representa una importante
figura del espacio, llamada pirdmide. Por lo tanto, vamos a estudiar detalladamente el tejado de
cuatro canales, por supuesto, enfocado hacia las matematicas.

Enla preocupacion de definir la pirdmide se hizo una consulta en Internet a través de enciclopedias
y diccionarios relacionados con las matematicas y entre ellos se destacan algunos de los conceptos
enumerados a continuacion:

© “Consideremos un poligono contenido en un plano P (por ejemplo, el plano horizontal) y V
un punto situado fuera de este plano. Una pirdmide es la reunion de todos los segmentos que
tienen un extremo en Vy otro en cualquier punto del poligono P. El punto Vse llama el vértice
de la pirdmide’. (PIRAMIDE, Matematicas fundamentales, 2009).

@ “Una pirdmide es un poliedro limitado por una base, que es un poligono con una cara; y
por caras, que son tridngulos coincidentes en un punto denominado dpice. El dpice o cuispide
también es llamado vértice de la pirdmide, aunque una pirdmide tiene mds vértices, tantos
como el ntimero de poligonos que lo limitan”. (http://es.wikipedia.org)

© “Una pirdmide es un poliedro en el que una de sus caras es un poligono ( base), mientras que
las otras caras (caras laterales) son tridngulos con un vértice comuin (o vértice de la pirdmide)”.
(PIRAMIDE, Springer Link, 2009).

@ “Una pirdmide de n-lados es un poliedro formado por una base poligonal y un punto,
llamado vértice, y por n caras triangulares (n = 3). En otras palabras, es un sélido cénico con
base poligonal’. (PIRAMIDE, Diccionario Libre por Farlex, 2009)

© “Una pirdmide es la union de todos los segmentos de recta que unen un determinado
punto con los puntos que se sittian sobre un determinado poligono”. (PIRAMIDE, Diccionario
Matematico, 2009).

Basados en estas indagaciones, podemos concluir que:

Definicién 3.1. (Pirdmide):

Una pirdmide estd formada por todos los segmentos de recta que unen cada punto del
contorno del poligono (de n-lados con n = 3) de su base con un punto llamado vértice
representado por V, que no estd en el plano de la base.

Figura 3.3: Pirdmide Pentagonal
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Con base en esta definiciéon, podemos destacar algunos tipos de pirdmides, como los que se
muestran a continuacion:

Pirdmide Triangular Recta Piramide Triangular Oblicua

Piramide Cuadrangular Recta  Piramide Pentagonal

Figura 3.4: Modelos de Pirdmides

3.5. Elementos de una Piramide

En base ala definicién 3.1, se destacan los elementos de la pirdmide, como se muestra en la figura
3.5.

Vértice (V)

Cara LateralCI)

“—Avrista de la basedp)

Figura 3.5: Elementos de la Pirdmide

[

Arista lateral (al) son todos los segmentos de recta que unen los vértices de la base con el
vértice de la pirdmide.

[

La altura (h) es la distancia perpendicular entre el vértice y el plano que contiene a la base.

[

Arista de la base (ab), son todos los lados del poligono que forman la base de la pirdmide.

[

Base (b) es la region poligonal en que se apoya la piramide.
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» Superficie lateral, es la suma de las dreas de las caras laterales, cuya medida se llama 4rea
lateral de la pirdmide.

» Superficie de la base, es la superficie de la regién poligonal que forma la base de la piramide,
cuya medida se denomina drea de la base.

» Vértice de la pirdmide es un punto, generalmente, denotado por (V), en el que todas las caras
laterales se encuentran.

» La superficie total de la pirdmide, es la unién de la superficie lateral con la superficie de la
base, por lo tanto, el drea total de la pirdmide es la suma entre el drea lateral y el drea de la
base.

» Apotema (a) es la altura de cada tridngulo que forma cada cara lateral.

3.6. Clasificacion de las Piramides

Las pirdmides se clasifican segin el poligono que corresponde a su base, en pirdmide triangular,
hexagonal, pentagonal, entre otras. Ademds, una pirdmide puede ser recta u oblicua.

3.6.1. C(lasificacion segiin su Base:

De acuerdo a su base, tenemos:
o Piramide triangular: piramide cuya base es un tridngulo.
o Piramide cuadrangular: pirdmide cuya base es un cuadrilatero.
» Pirdamide pentagonal: pirdmide cuya base es un pentagono.

» Pirdamide hexagonal: piramide cuya base es un hexdgono.

=

Piramide Cuadrangular Piramide Hexagonal

>

Pirdmide Pentagonal Piramide Triangular

Figura 3.6: Segtin su base
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3.6.2. Clasificacion de acuerdo a su Inclinacion:
De acuerdo a su inclinacion, las piramides se clasifican de dos maneras:
¢ Pirdmide Recta: es un tipo de pirdmide cuyas caras laterales son tridngulos is6sceles. En

este tipo de piramides la recta perpendicular a la base que pasa por el dpice corta a la base
por su circuncentro.

Figura 3.7: Pirdmide Recta

o Piramide Oblicua: es aquella en la que no todas sus caras laterales son tridngulos isdsceles;
es decir, alguna de sus caras laterales es un tridngulo escaleno.

Figura 3.8: Pirdmide Hexagonal Oblicua

Otra manera de definir si una pirdmide es recta u oblicua es observar las aristas laterales, si son
todas congruentes entre si entonces es una pirdmide recta, en caso contrario es una pirdmide
oblicua.

3.7. Desarrollo de una Piramide

Cada tipo de pirdmide tiene su propio desarrollo plano, por lo tanto, no podremos generalizar su
desarrollo, pues esta dependerd de su base.

3.7.1. Desarrollo Plano del Tetraedro

Figura 3.9: Desarrollo Plano del Tetraedro
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En la figura 3.9 se observa el desarrollo plano de un tetraedro. Este desarrollo plano estd formado
por cuatro tridngulos, en este caso especifico, congruentes entre si, o sea, equilateros. El desarrollo
plano de las pirdmides triangulares siempre estard conformado por cuatro tridngulos.

3.7.2. Desarrollo Plano de la Piramide Cuadrangular

Caras Laterales

Base

Figura 3.10: Desarrollo Plano de la Pirdmide Cuadrangular
Enla figura 3.10 observa el desarrollo plano de una pirdmide cuadrangular recta. Esta planificaciéon

estd formada por un cuadrildtero y cuatro tridngulos, si el cuadrildtero es un cuadrado, los cuatro
tridngulos serdn congruentes entre si.

3.8. Calculo del dreay volumen de una Piramide

En una pirdmide se puede calcular el drea correspondiente a la superficie de las caras, el 4rea total
de la superficie que la conforma y el volumen.

o El drea lateral (Ar) de una pirdmide es la suma de las dreas de las caras laterales. Asi, si nes
el nimero de lados de la base y (A) es el rea de una de las caras laterales, se tiene que:

ALZHA

» El dreatotal (A7) de una pirdmide es la suma del 4rea de la base y el drea lateral.

AT:AB+AL

o El drea de la base (Ap) es el area de una figura plana, por lo general un poligono, por tanto
su célculo se realiza igual que en geometria plana.

Definicién 3.2. (Volumen de una Pirdmide):
El volumen de una pirdmide es igual a un tercio del producto del drea de la base por la
medida de la altura.

1
V==(Ageh
3( geh)
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Recordemos: La férmula para obtener el drea de un poligono regular cualquiera es:

Pea
A=
2

donde P, es el perimetro del poligonoy a esla apotema. El érea del circulo es:

A=nr?

que junto con la férmula de la longitud de la circunferencia (perimetro del circulo):
C=2nr

posibilita el célculo del drea de cualquier figura regular; al aplicar estas férmulas en la
resolucion de problemas es conveniente que en las medidas dadas se utilicen las mismas
unidades (Km, m, cm, etc.).

Por lo tanto, el 4rea de la base Ap de la pirdmide podré ser calculada sin ningtin problema.

Ejemplo 3.1. Calcular el volumen de la pirdmide de la figura, cuya base es un hexdgono regular de
6 cm de lado y 3v/3 cm de apotema.

Solucion:
Primero, se calcula el perimetro del hexdgono:

Pg=6¢(6 cm) =36 cm

Después, se calcula el area de la base. Para ello, se
remplaza en la férmula del area del hexdgono, asi.

Pea
2
(36 cm)(3v/3 cm)
2

Ap =

Figura 3.11: Pirdmide Hexagonal 108v3
= cm
2

= 54v3~91,8 cm?

finalmente, se aplica la férmula de volumen de una pirdmide.
1 1 9 3
vV = §(AB oh)= 3 (91,8 cm®) (7 cm) =214,2 cm

luego, el volumen de la pirdmide es de 214,2 cm?.
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Ejemplo 3.2. Calcular el drea lateral y total de la pirdmide.

|
A |
|
: g
|
il .3?
18 @, Q
m : Lo
18 m
B 18 m C 18 m 18 m
18 m

Figura 3.12: Pirdmide Cuadrangular

Solucion:
Esta pirdmide cuadrada tiene de base un cuadrado de 18 m de lado. La apotema mide 30 metros y

queremos saber el drea lateral y el 4rea total. Tiene 4 tridngulos de 18 m de base por 30 de altura.

Recuerda que...
El drea de un tridngulo se calcula como:

Donde b es la base y h la altura del tridngulo.

Asi,
18 m)(30 m
Ap = % =270 m?

como hay 4 tridngulos, el drea lateral serd
(270 m?) o (4) = 1080 m*

El &rea lateral también se puede calcular multiplicando el perimetro de la base por la apotema
dividido entre 2.

Ppea
A = BT
_ (72m)(30 m)
B 2
= 1080 m?
El drea de la base (que es un cuadrado) es:
Ap = lel=1*

= (18m)e(18 m)
= 324m?



3.8. CALCULO DEL AREA Y VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE 75

El area total, es la suma del area lateral mas el area de la base:
A = Ag + Az = 1080 m? + 324 m? = 1404 m?
Luego, el drea total de la pirdmide es de 1404 m?.

Ejemplo 3.3. Calcular el area lateral y el volumen de una pirdmide cuya base es un cuadrado de
lado 4 cm y cuyas caras laterales son tridngulos equilateros.

Solucion:

Para calcular el area lateral, se calcula el area del
AEBAYy se multiplica por el nimero de lados de la A
base asi:

Primero, se utiliza el teorema de Pitdgoras para
calcular la altura del AEBA.

D E
AF = V(4 cm?) - (2 cm?) G F
= V(16 cm?) - (4 cm)?
C 4cm B
= V(12 cm2) =2v3 cm
=~ 3,46 cm Figura 3.13: Pirdmide Cuadrangular

Luego, se calcula el drea del AEBA

_ (4 cm)(3,46 cm) _ 13,84
= 5 =

Ap cm? = 6,92 cm?

finalmente, se calcula el drea lateral, para ello se multiplica por 4 el &rea del AEBA.
Ar =4(6,92 cm?) = 27,68 cm®

Se calcula la altura de la pirdmide mediante el teorema de Pitdgoras, ast:

AG \/ (2v3 cm)? - (2 cm)?

V12 cm? — 4 cm?
V8 cm2 =2v2 cm

2,83 cm

U

Ahora,
1 1 ) 1 3 5
V=3 (Apeh) = 3 (16 cm” 2,83 cm) = 3 (45,28 cm®) = 15,09 cm

Por lo tanto, el volumen de la figura es de 15,09 cm3 aproximadamente.
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3.9. Tronco de una Piramide

Para obtener un tronco de pirdmide, basta seccionar transversalmente en un plano paralelo
al plano de la base de la pirdmide, con eso, se obtienen dos cuerpos geométricos espaciales,
siendo uno de ellos, una pirdmide de altura menor y un tronco de pirdmide, como se muestra a
continuacion:

fo-2o- 7D

Figura 3.14: Formacion del Tronco de Pirdmide

El tronco de piramide tiene una base mayor y una base menor. Ademads, sus caras laterales son
trapecios cuya altura es la apotema (a) del tronco de la pirdmide. La altura (k) del tronco de la
pirdmide es la distancia entre las dos bases.

Base menork)

P/

Base mayorRg)

Figura 3.15: Tronco de una Pirdmide

Si Py A son el perimetro y el drea de la base mayor, P’ y A’ son el perimetro y el drea de la base
menor, se tiene que:

o El drea lateral se calcula mediante la expresion:

_P+P’
2

Lt °a

» El drea total se calcula con la expresion:

P+P ,
Ar, = 2 ca+tA+A

» Y el volumen se determina mediante la expresion:
h , ;
Vr, = §(A+A + AA)

La expresion del volumen del tronco de Pirdmide, se determiné teniendo en cuenta algunas
relaciones matematicas.
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Por tanto, dada una pirdmide de altura (H) y realizando un corte en un plano paralelo a la base
a una distancia (h7), tenemos un tronco de pirdmide cuya altura serd hr = H — hp, siendo hp, la
altura de la nueva piramide. Ver figura 3.16

hr

Figura 3.16: Altura del Tronco de Pirdmide

Con base en esto, podemos decir que el volumen de la nueva pirdmide y el tronco de pirdmide,
también siguen las mismas proporciones, luego podemos afirmar que:

Vi, =V-Vp

donde V7, es el volumen del tronco de pirdmide, V el volumen de la pirdmide inicial u original y
Vp el volumen de la nueva pirdmide. Entonces, siendo una pirdmide de altura H y semejante a la
pirdmide de altura hp, tenemos las siguientes relaciones:

() v veli)
a2 \np) Y T\,

basados en estas informaciones y partiendo de V7, = V — Vp, tenemos:

H\3
Vr, = Vp(h—) -Vp
P
H\3
= Vl||l—| -1
P (hp) ]
H3
= Vp|l—5-1
P g
H3_h3
- W 731)
hp
(H - hp)(H?+ Hhp + hp?)
= Vp S
hp

1
ahora, sustituyendo hr =H—-hp y Vp= §A'h p, tenemos:
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Vr, = Vp

P

= Vphr

1

= ZAhph
3 PItT

1

= —Ahy

3
1

= —Ahr

3
1

= —Ahy

3

2

reemplazando —; = —, tenemos:
hp= A

2

Vr,

P

(h7)(H? + Hhp + hp?)

hp®
H? + Hhp+ hp2

hp®
H?+ Hhp+ hp?

hp® )

H%+ Hhp+ hp?

hp? )
Hhp h_pz)
hp?>  hp?

h—P2+h—P+1)

1 A
~A'hr|=+y/—=+1
37 VA

1 A
—A'hr|=+ VA +1
3 A VA

1 VAA
—A'hr|=+ +1
3 A

1, [A+VAA+ A
—Ahp| ————
3 A’

1 !
ghT(A+\/AA'+A)

ahora, reemplazando ht por h y utilizando la propiedad conmutativa en la adicién, tenemos:

V&=§(A+A+ AAj

Ejemplo 3.4. Calcula el 4rea lateral, el rea total y el volumen del siguiente tronco de pirdmide.

Figura 3.17: Tronco de Pirdmide
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Solucion:

Para calcular el drea lateral de la pirdmide, se calcula el perimetro de la base menor (P’) y su drea
(A"), junto con el perimetro (P) de la base mayor y su drea (A).

Perimetro de la base menor Perimetro de la base mayor
P’ = 2cm+3cm+2cm+3cm P = 6cm+4cm+6cm+4 cm
= 10 cm = 20cm

luego, como el a =5 cm, entonces tenemos que:

P+P
AL = L7}
2

(20 cm+ 10 cm)

2

(30 cm)
= > ¢ (5cm)

(5 cm)

= (15cm)e (5 cm)

= 75cm?

ahora, como A; = 75 cm?, calculamos el drea de la base mayor (A) y el drea de la base menor (A")
asi:

Area de la base mayor Area de la base menor
A = beh A" = beh
= (6cm)e(4 cm) = (3cm)e(2cm)
= (24 cm?) = (6cmd

luego, el drea total seré:

P+P ,
Ar = ——ea+A+A

= (75 cm?) + (24 cm?) + (6 cm?)

= 105 cm?

El volumen del tronco de la pirdmide lo calculamos ast:

vV o= g(A+A'+ AA’)

4,5 cm
= 3 (24 cm? +6 cm? +1/(24 cm?) o (60m2))

= (1,5cm)e (30 cm? + V144 Cm4)
= (1,5 cm) e (30 cm® +12 cm?)
= (1,5cm)e (42 cm2)

= 63cm’

luego, el volumen del tronco de la pirdmide es de V = 63 cm?.
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3.10. Desarrollo Plano del Tronco de Piramide

Teniendo en cuenta la figura 3.15, que nos muestra un tronco de pirdmide de base cuadrada,
vamos a construir su desarrollo plano, para eso podemos observar que su desarrollo estard
formado por dos cuadrados y cuatro trapecios.

Entonces, en la siguiente figura podemos observar un ejemplo de este desarrollo, el cual nos
muestra la base menor (b) y la base mayor (B) y, ademas, por ser un tronco de base regular todos
los trapecios que se forman son congruentes entre si.

Figura 3.18: Desarrollo del Tronco de Pirdmide

3.11. Laboratorio: Construccion del Tronco de Piramide

3.11.1. Montaje de un Tronco de Piramide

Lafigura 3.14 sugiere que en una pirdmide, haciendo un corte plano paralelo al plano de su base
se obtiene un tronco de pirdmide y una nueva pirdmide, pero mds pequeia.

Objetivos

Mostrar que para obtener un tronco de pirdmide, basta cortar una Pirdmide en un plano paralelo
asu base.

Materiales

o Papel cartulina 180 g/m?.
» Cola.

o Tijeras.

[+

Regla.

Escuadra.

[
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Procedimiento

@ Distribuir la clase en pequefios grupos, cada grupo deberd hacer una construcciéon del
tamafio que escojan.

© Recortar en el papel un molde del desarrollo plano de un tronco de piraimide, conforme la
figura 3.18.

© Pegar un imén en la parte de atrds de la base menor del tronco.
@ Pegar el tronco de pirdmide.

© Recortar un molde de pirdimide con base igual a la base menor del tronco de Pirdmide, como
si fuese la continuacién del tronco para obtener una pirdmide mayor.

@ Pegar un imdn en la parte de atras de la base de la pirdmide.

@ Ensamble la piramide; colocando la pirdimide menor sobre la base menor del tronco de la
pirdmide.

@ Colocar la piramide menor sobre la base del tronco de pirdmide.

© Anotar las observaciones y escribir un informe.

Nota:

El profesor podra proponer que un alumno de cada grupo pase fotografiando o filmando el
procedimiento paso a paso para montar una presentacion en el computador y explicarlo a sus
companeros.

3.12. Problemas Propuestos

@ Con base en una pirdmide de base cuadrada, responde las siguientes preguntas.
a. ;Qué pasa con el volumen si se duplican las medidas de los lados de la base?

b. ;Qué relacién hay entre el volumen de la pirdmide y el de una pirdmide con la misma base y
una altura que es el doble de la pirdmide inicial?

c. ;En cudnto aumenta el volumen de la pirdmide si se duplica el drea de la base?

© Halla la altura de una pirdmide si se conoce que su volumen es 12 cm? y el drea de su base es
24 cm?.

© Dos pirdmides con base cuadrada tienen la misma altura. si la medida de los lados de
los cuadrados de la base son 4 cm y 5 cm, respectivamente, ;qué relacion existe entre sus
volimenes?

@ Determina las expresiones que permiten calcular el drea lateral, total y el volumen de una
pirdmide de base cuadrada si se sabe que sus aristas son congruentes.

@ Calcula el drea total de una pirdmide cuya base es un hexdgono regular de lado 6 cm y cuya
altura mide 8 cm.
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@ Calcula el drea lateral, el drea total y el volumen de las pirdmides.

AW

4cm 8cm
1,45cm
d. e. |'3 cm f.
8cm l 7em 3¢cm
C
3cm S

5cm

@ Calcula el area total y el volumen de la siguiente pirdmide, si se sabe que la base es la mitad
de un hexdgono regular cuyo lado mide 6 cm.

Soluciona Problemas

© La piramide de Keops tiene como medidas aproximadas 230,3 m de lado y 146,6 m de
altura. Las autoridades egipcias, preocupadas por el deterioro de las pirdmides, decidieron
aplicarles un impermeabilizante sobre las paredes.

a. ;Cudntos metros cuadrados de impermeabilizante se requieren para proteger la pirdimide de
Keops?

b. ;Cudl es el volumen de la piramide de Keops, aproximadamente?

© En una construccién en Bogot4, se levantaron 4 pilares macizos en concreto, con forma de
pirdmide recta de base cuadrada de lado 2 metros y altura 3 metros. ;Cudl es la cantidad
(volumen de la pirdmide), en m3, de concreto necesaria para construir estos pilares?

Sugerencia: Célculo del volumen de una de las pirdmides.

@ Una pirdmide regular tiene base cuadrada de 16 cm de lado. Calcular su volumen si se sabe

5
que la razén del 4rea lateral al 4rea de la base es 7
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@ Parala feria de la ciencia, los estudiantes resolvieron construir un tetraedro con aristas de 1
metro, usando placas de EVA (Etilo, vinilo y Acetato). ;Cudl es la cantidad de este material
(4rea total de la superficie de la pirdmide), en m?, que los estudiantes deberdn comprar
suponiendo que el 10% del material es usado para recortes y enmendaduras?

Sugerencia: Calcular el drea de la superficie de una pirdmide y de sus recortes.

@ En una fiesta exética, los organizadores tuvieron la idea de construir un pastel con forma de
un tronco de pirdmide de base rectangular de 1 metro de largo por 50 cm de ancho. Sabiendo
que la altura del pastel deberia ser 20 cm. ;Cudl es la cantidad de masa (volumen del tronco
de pirdmide), en cm?, que se usé para producir ese pastel, siendo esta el 20% del relleno?

Sugerencia: Calculo del volumen del tronco de pirdmide y revisar el porcentaje.

@ Un alumno resolvié construir una pieza de adorno para darle a su madre y para eso escogio
una pirdmide de base hexagonal hecha de vidrio. Decidi6 que la base seria regular de lado
15 cm y su altura deberia ser 20 cm. ;Cudl es la cantidad de vidrio (4rea de la superficie de la
piramide), en cm?, que el utilizo para construir ese regalo?

Sugerencia: Calculo del drea de la superficie de la pirdmide

@ En un depésito de arena tienen una caja con forma de cubo de 3 metros de arista
completamente lleno de arena. Pero, al duefio del depésito, le gustaria pasar toda esa
cantidad de arena a recipientes con forma de pirdmides de base cuadrada, con base de 3
metros de arista y altura 1 metro. ;Cudl es la cantidad de recipientes que el debera usar?

Sugerencia: Comparar el volumen del cubo con el volumen de la pirdmide de base
cuadrada.

@ Calcula la diferencia entre el volumen del prisma y el volumen de la pirdmide, considerando
que tienen la misma base y la altura de la pirdmide es la mitad de la altura del prisma.

! 8cm 5,5 cm

15cm =2h
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cAPITULO 4

CILINDRO

4.1. Introduccion

En el capitulo 3, se estudi6é la pirdmide y el tronco de pirdmide, enfocados en su contexto
histérico, la contextualizacién, los desarrollos planos, sus clasificaciones, cdlculos de 4reas,
volumen entre otros, y, también, fueron propuestas actividades y situaciones problemas.

Estudiaremos ahora el cilindro y nuestro estudio tendré inicio en el contexto histérico del cilindro
y para contextualizar usaremos la olla de presién por tener la forma de esa figura geométrica,
posteriormente, serd discutido el concepto matemadtico para esa figura geométrica referenciado
en algunos sitios y autores de libros did4cticos.

Luego, seran presentados los elementos principales del cilindro y se hardn ejemplos de sus
desarrollos planos y posteriormente, se realizara un estudio sobre las relaciones matematicas
pertinentes a esa figura geométrica.

Al finalizar este capitulo el estudiante podra:
@ Explicar las caracteristicas de los cuerpos de revolucion.

© Dado un cilindro de revolucién, calcular el drea de su superficie lateral, el drea de su
superficie total y su volumen.

© Dada unaregion en el plano cartesiano y un eje de revolucién, calcular el volumen del sélido
que se genera al girar la regién en torno al eje.

4.2. Hechos Historicos

La mayor cantidad de registros que conocemos de la matemadtica antigua fueron escritos en
papiros, dentro de ellos se destaca el papiro de Mosci, que consiste en una tira de 5,5 metros de
largo por 8 cm de ancho, con 25 problemas entre los cuales se encuentra el de realizar el célculo
del volumen de un cilindro recto determindndolo finalmente como el producto del drea de la base
por la medida de su altura. Esta relacion es la que hemos utilizado hasta nuestros dias.

85
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En el trabajo de Arquimedes sobre la esfera y el cilindro, encontramos una relacién entre el drea
de la superficie esférica con la superficie lateral de un cilindro, asi como, una relacién del volumen
de la esfera con el volumen del cilindro. Arquimedes también defendi6 la idea de Eudoxio que
relacionaba el volumen del cilindro con el volumen del cono de igual base y altura.

Arquimedes, por haber descubierto y probado la razén entre el volumen del cilindro y de la esfera,
pidi6é que sobre su tumba fuese esculpida una esfera inscrita en un cilindro circular recto cuya
altura es igual a su didmetro. Por tanto, debemos a Arquimedes buena parte de los conocimientos
de la Geometria Espacial que se estudian hoy en dia. Siendo asi, es justificable la importancia del
siguiente texto.

4.3. LaOllade Presion

éQuién nunca ha visto una olla de presién?; Una olla de presion, es un objeto bastante conocido,
tanto por los nifios y estudiantes como por toda la sociedad. Ciertamente, ese objeto hace parte
de los utensilios domésticos de practicamente todas las residencias, tanto de las personas mads
favorecidas como las menos favorecidas.

Sin embargo, escogimos la olla de presion, para estudiar
su forma ya que es bastante conocida y ademads, por
su funcién e importancia, sobre todo en la sociedad
contemporanea.

Pero, ;Qué es una olla de presién?, De una manera
bien simple, podemos decir, que una olla de presiéon

es un recipiente herméticamente sellado (completamente Gach)
sellado) que al ser llevada al fuego conteniendo cierta
cantidad de liquido (agua) y algunos alimentos (s6lidos) en Figura 4.1: Olla de Presion

su interior, produce vapor y con eso, facilita la coccién de
esos alimentos, o sea los cocina mas rdpidamente.

Aunque en la actualidad, la olla de presién es un utensilio fundamental en las residencias y
restaurantes, esta solo fue inventada al final del siglo XVII por el fisico francés Denis Papir. Pues,
Denis consigui6 percibir que el agua en un recipiente completamente sellado, podria adquirir una
temperatura superior a 100°C (temperatura del agua en su punto de vaporizacién al nivel del mar)
y permanecer en estado liquido y con eso cocer alimentos en menos tiempo y sin disminuir sus
valores vitaminicos y minerales.

Es por eso, que la olla a presidon fue ganando espacio especialmente en lugares de altitudes altas,
visto que la temperatura de ebullicién del agua va disminuyendo a medida que la altitud va
aumentando y consecutivamente la presiéon atmosférica va disminuyendo, dificultando cada vez
mads el cocimiento de los alimentos y el recipiente herméticamente sellado, consigue mantener la
presion interna alta, independientemente de la altitud.

Las fabricas de ollas de presién, en la actualidad, se han preocupado por la seguridad
de los consumidores y por eso, vienen con un aislamiento de goma y una tapa mejorada
considerablemente, ligeramente circular provista de una valvula de seguridad que se rompe
cuando la presion interna es grande, evitando asi la explosién de la olla de coccién y también una
valvula de regulacién de presién para eliminar el exceso de vapor interno.
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Después de todo, ;Qué es la presion?; Presion es la fuerza aplicada en una determinada area, por lo
tanto, cuando el gas es comprimido en un determinado recipiente, las moléculas de esa cantidad
de gas tienden a expandirse aplicando diversas fuerzas, chocando una molécula contra las otras
y consecutivamente contra las paredes del recipiente “como si fuesen muchas personas dentro de
una sala pequeria tratando de salir’, forzando asi su rompimiento, por lo tanto si las paredes no
fueran lo suficientemente fuertes se podrian romper causando una explosion, por lo que en este
recipiente puede concentrarse mucha energia en poco espacio.

Ademaés, existe la preocupacion acerca del material en que la olla es fabricada y su forma, ya que
es importante para que tenga suficiente fuerza para resistir la presién a la que se somete. Pues,
las fuerzas internas son aplicadas en direccién normal en relacién a las paredes del recipiente, y
como las resistencias de los materiales van disminuyendo cuando se desvian los puntos de apoyo
(eso debido al momento de la fuerza) y ademads, siendo la presion interna constante, tiende a ir
redondeando las paredes inicialmente planas, moldeando por lo tanto, un recipiente esférico.

Para entender ese fen6meno basta observar las ollas de presiéon que han sido bastante usadas, es
decir, con el tiempo de uso su fondo se ha vuelto de forma redondeada y podemos decir que la
tendencia de los contenedores que se someten a altas presiones internas es esférica.

Sin embargo, no es préctica ni segura, una olla con esa forma por lo que se opta por la forma
cilindrica donde sus paredes laterales, tienen la misma resistencia en cualquier punto.

4.4. Cuerpos Redondos

Un Cuerpo Redondo es un sdlido limitado por superficies curvas o por superficies planas y
curvas. Uno de los principales cuerpos redondos es el Cilindro, que estudiaremos a continuacion;
pero antes, daremos algunas definiciones importantes:

Definicién 4.1. (Superficie de revolucion):

Una superficie de revolucion es una superficie generada por una linea o una curva plana
continua, sin autointersecciones (los puntos de la linea son coplanares), que gira alrededor
de una recta denominada eje de revolucion. La linea que gira se denomina generatriz.

——————————————— Generatriz

E'|e de Revolucién

Figura 4.2: Superficie de Revolucién
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Definicién 4.2. (Sélido de revolucién):
Un sélido de revolucion es el cuerpo limitado por una superficie de revolucion y dos planos
perpendiculares al eje de revolucién de dicha superficie.

Cuerpo de Revolucion

Figura 4.3: Sélido de Revolucion

4.5. Concepto Geométrico de Cilindro

En la Geometria Espacial, la forma de una olla de presién, representa una figura espacial
importante, llamada cilindro. Con el fin de definirlo de la mejor manera, se realizé una indagacién
en Internet, a través de enciclopedias y diccionarios relacionados con la matematica de la cual se
han destacado algunos de los conceptos encontrados, indicados a continuacién:

©Q “Observamos que un cilindro es una superficie en el espacio R®, aunque la mayoria de las
veces, vale la pena considerar al cilindro como la regién sélida contenida dentro del cilindro”.
(CILINDRO, Matematica Fundamental, 2009).

© “Un Cilindro (geometria), es una figura geométrica tridimensional, formada por la revolucién
de un rectdngulo en torno a uno de sus lados”. (CILINDRO, Wikipédia, 2009).

© “Un cilindro es un sélido con dos extremos planos circulares o elipticos idénticos y un
lado curvo. Tiene la misma seccion cruzada de un lado al otro”. (Diccionario ilustrado de
matematicas)

O “Cuerpo geométrico limitado por una superficie lateral no plana, cuyo desarrollo es un
rectdngulo, y por dos bases circulares iguales y paralelas”.
(http://www.definicionesde.com/e/cilindro)

@ “Un Cilindro es la unién de todos los segmentos de recta que conectan a los puntos
correspondientes sobre circulos contenidos en planos paralelos”. (CILINDRO, Diccionario
Matemadtico, 2009).
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Basados en estas indagaciones, podemos concluir que:

Definicién4.3. (Cilindro):

Es considerado el lugar geométrico formado por la union de todos los segmentos de recta
que tienen una de sus extremidades en la superficie de una curva suave (base inferior)
¥ la otra extremidad en la superficie de una segunda curva (base superior) congruente y
contenida en un plano paralelo al plano de la primera curva.

<~—Cilindro

Figura 4.4: Cilindro

Por lo tanto, Tomaremos el cilindro como una superficie, sin embargo, cuando sea necesario
trabajar con un objeto en forma de cilindro sélido, lo llamaremos sélido Cilindrico.

Con base en la definicién, podemos destacar algunos tipos de cilindro, como se muestran a
continuacioén:

Cilindro Circular Recto Cilindro Circular Oblicuo Cilindro Con Cualquier Base
Figura 4.5: Modelos de Cilindros

A pesar de poder ser definidos diversos tipos de cilindros, en este trabajo se hard énfasis en el
cilindro circular recto.

El cilindro circular recto puede ser construido a través de la rotacién de la superficie de un
cuadrilatero, tomando como eje uno de sus lados.

En la siguiente figura, podemos observar un ejemplo de cilindro circular recto proveniente de la
rotacion de un cuadrildtero, observe que el cuadrildtero (rectdngulo) gira alrededor de uno de sus
lados que coincide con el eje de rotacién que genera el cilindro.
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Eje de giro |
|

b

=/
—

Base Superior

Superficie Lateral

Generatriz

X

1
: Base Inferior
1

e

Figura 4.6: Cilindro Formado por Rotacion

En el caso de la olla de presion, tenemos un cilindro recto, una vez que podemos imaginar un
eje perpendicular al centro de su base y todos los puntos de la pared lateral equidistantes a ese
eje imaginario. Por lo tanto, la olla de presion, tiene forma cilindrica, ya que su superficie es un
cilindro.

4.6. Elementos de un Cilindro

En base ala definicién 4.3, tomada para este trabajo, se destacan los elementos del Cilindro, como

se muestra en la siguiente figura:

- —— Altura h

del Cilindro J
Longitud de Q

la Circunferencia

Base
Superior

Base
Inferior

Figura 4.7: Elementos de un Cilindro

[

Base Superior y base Inferior (B); Superficies de contorno suave.

[

Altura (h); Distancia entre los planos que contienen las bases.

[

Radio (r); Radio de la base.

[

Superficie lateral o cara lateral (SI); Es la suma de todos los puntos que estan equidistantes
al eje de rotacién y su medida se llama area lateral.
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» Superficie de las bases; Es la superficie interna de las curvas que generan el cilindro y su
medida se llama area de las bases.

o Superficie Total; Es la union entre la superficie lateral (St) y la de las bases y el drea total es la
suma del 4rea de la superficie lateral con las dreas de las bases.
4.6.1. Detalles Relativos del Cilindro Circular recto
Caracteristicas especiales en el cilindro circular recto:
@ Tanto la base inferior como la base superior son circulares.
O El eje de rotacion es perpendicular al plano que contiene la base.
© La altura coincide con la generatriz, es decir, el lado del rectdngulo que gener¢ el cilindro.

O El drealateral es el drea del rectdngulo cuya longitud es el radio de circunferencia de la base
de “r” y la altura coincide con la altura del cilindro “h”.

@ El drea de las bases es la suma de la superficie de dos circulos congruentes.

Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647)

Geometra y matemdtico italiano.

Fue discipulo de Galileo, quien lo llamo
el nuevo Arquimedes. Realizo la primera
demostracion del teorema de Pappus, que
habla sobre el volumen de un sélido de
revolucion.

4.7. Desarrollo Plano del Cilindro

En la geometria espacial es comun realizar el desarrollo plano de las figuras espaciales para
facilitar la visualizacidon de sus partes, lo que facilita los célculos, principalmente para averiguar
la cantidad de material necesario parala fabricacion de un determinado objeto.

@,

2nr

—= —

@

Figura 4.8: Desarrollo Plano del Cilindro

Al efectuar el desarrollo de un cilindro se puede observar que la cara lateral pertenece a un
rectdngulo cuyo largo es la longitud de la circunferencia que corresponde a la base y cuyo ancho es
la altura de cilindro. Asi que podemos ver a través de la figura 4.8 el desarrollo plano de un cilindro
circular recto de radio (r) y altura (h).
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4.8. Calculo del area y volumen de un Cilindro

Para hallar el drea total y el volumen de un cilindro, es necesario identificar en él las siguientes
medidas:

¢ Radio (r): es el radio del circulo de la base.

o Altura (h): es la distancia entre las dos bases.

También es necesario recurrir al desarrollo del cilindro, para deducir las férmulas del drea lateral y
drea total.

» El drea lateral corresponde al drea del rectdngulo. Como la base del rectdngulo es igual a la
longitud de la circunferencia, entonces tenemos:

A =Qemer)eh=2nrh

o El drea total del cilindro es la suma del 4rea de las dos bases y el drea lateral.

At

AL +2Ap
2nrh+2nr?
@rr)y(h+r)

» El drea de la base (Ag) es el area de una figura plana, por lo general una circunferencia, por
tanto su célculo se realiza igual que en geometria plana.

Recuerda que...

El area del circulo es:

A=mr?

que junto con la férmula de la longitud de la circunferencia (perimetro del circulo):

C=2nr

donde r es la medida del radio de la circunferencia; posibilita el cdlculo del drea de
cualquier figura regular; al aplicar estas féormulas en la resoluciéon de problemas es
conveniente que en las medidas dadas se utilicen las mismas unidades (Km, m, cm, etc.).

Por lo tanto, el 4rea de la base Ap de un cilindro podra ser calculada sin ningtin problema.

Definicién4.4. (Volumen de un Cilindro):
Elvolumen del cilindro es el producto del drea de la base por la altura del cilindro.

1%

(Apeh)
nr’h




4.8. CALCULO DEL AREA Y VOLUMEN DE UN CILINDRO 93

Siguiendo el mismo raciocinio y suponiendo que el didmetro de la base (2r) es igual a la altura del
cilindro, se tiene un caso particular, llamado cilindro equildteroy podemos calcular el 4rea de su
superficie total Acg sustituyendo la altura del cilindro por “2r” y obtendremos:

Ar=@ar)(h+r)=2nr@2r+r)=6nr?

Luego, el area de un cilindro equilétero estard dada por la férmula

ACE:67U‘2

Definicién4.5. (Cilindro Equildtero):
Es aquel cuya seccion meridiana es un cuadrado, es decir, el que tiene por didmetro el
mismo valor que de altura.

2r

2r
Cilindro Equilatero Seccion Meridiana

Figura 4.9: Cilindro Equildtero

Ademads de calcular el drea de la superficie del cilindro, también podemos calcular el volumen
de un sélido cuya forma es un cilindro (sélido cilindrico) que ocupa el espacio o la capacidad de
un recipiente cilindrico tal como una olla de presién. Para hacer esto simplemente realizamos el
producto de la superficie de la base por la altura del cilindro:

En el caso del cilindro equildtero en el que h=2r, tenemos:
V=nr’h=nr*@r)=2nr>
Luego, el volumen de un cilindro equildtero serd calculado por la férmula:

V=2mr3

Ejemplo 4.1. Calcular el area lateral, el 4rea total y el volumen de un cilindro de radio 3 cm y altura
4 cm.

Solucion:
Se remplazan las medidas del radio y de la altura en las expresiones correspondientes al 4rea lateral,
al area total y al volumen del cilindro. Luego, se realizan las operaciones indicadas asi:
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3cm
Area Lateral @
Ap = 2arh=2(3,14)(3 cm)(4 cm) = 75,36 cm?
4cm
Area Total
Ar = 2nar(h+r) Q
= (2)(3,149)(3cm)(4 cm+3 cm)
= 131,88 cm? Figura 4.10: Cilindro

Volumen del Cilindro

V=nr’h=(3,14) (3 cm)® (4 cm) = 113,04 cm®

Ejemplo 4.2. En una fabrica se producen dos tipos de empaques cilindricos de latas para atan.

a. Determinar cudl de los empaques requiere mayor cantidad de ldmina de lata para su
fabricacion.

b. Determinar cudl de los empaques tiene mayor volumen.

14 cm #

——— -

4 cm 6cm
Empaque 1 Empaque 2

Figura 4.11: Empaques Cilindricos

Solucion:

a. Se calcula el 4rea total de cada empaque. Asi,

» Empaque 1
Ar = 2nrh+2nr?
~ 2(3,14)(4 cm)(14 cm) +2(3,14)(4 cm)?
= 452,16 cm?
* Empaque 2
Ar = 2mrh+2nr?

u

2(3,14)(6 cm)(7 cm) +2(3,14)(6 cm)?
489,84 cm?
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Luego, el empaque 2 requiere mayor cantidad de ldmina de lata.
b. Se calcula el volumen de cada empaque. Asi,
¢ Empaque 1

V=nr’h=~(3,14)(4 cm)*(14 cm) = 703,36 cm>

¢ Empaque 2

V=nr’h=~(3,14)(6 cm)?(7 cm) = 791,28 cm®

Luego, el empaque 2 tiene mayor volumen.

4.9. Laboratorio: Comprobacion de Datos de una Olla de Presi6on

Volvamos a la olla de presién (Pag. 86), y calculemos la cantidad de aluminio necesaria para
fabricarla. Pero, ;Cémo calcular el drea de su superficie si no podemos hacer su desarrollo plano?

Para esto, existen varias técnicas, una de ellas es envolver toda su superficie lateral con papel, pues
la cantidad de papel serd el drea de la superficie lateral del cilindro que contiene el cuerpo de la
olla y lo mismo debe hacerse con sus bases, obteniendo asi la superficie total del cilindro.

Sin embargo, solo vamos a realizar medidas y célculos aproximados para hallar el 4rea del cilindro
que contiene la olla de presién tapada.

Calcular la altura es facil, se puede hacer directamente sobre la olla, sin embargo, para calcular el
radio con mayor precisién, serd necesario hacer una medicién auxiliar. O sea, medir el perimetro
de la base y compararlo con la ecuacién:

C=2nr

Como ejemplo, usaremos una olla de presién con capacidad de 7 litros, cuya medida de la
circunferencia de la base es de 72 cm (0,72 m) y su altura es de 18 cm (0,18 m), también, para
facilitar los célculos, vamos a considerar que las bases son circulos, o sea, figuras planas.

Una vez definidos los valores, podemos realizar los célculos, recordando que nuestro objetivo es
determinar la cantidad de placa de aluminio utilizados para la construcciéon de dicha olla. Por lo
tanto, la longitud de la circunferencia es de 80 cm o 0,8 metros que puede medir el radio.

Substituyendo los datos obtenidos mediante la medicion de la longitud de la férmula de la
circunferencia y usando n = 3, 14, obtenemos:

Puesto que C=2nr, entonces 0,72 m=2(3,14)r

de donde
0,72 m
r= =0,1146 m
6,28

Ahora, sabemos que el radio de la circunferencia de la base de la olla de presién es 0,1146 m,
podemos, entonces, calcular el drea de la base (Ap).
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Ap =7r? ~(3,14)(0,1146 m)? ~ (3,14)(0,01313 m?) ~ 0,04122 m?
Luego, como el 4rea lateral del cilindro es un rectdngulo, en este caso de longitud 72 cm (0,72 m) y
altura 18 cm (0,18 m), podemos calcular el area de la superficie lateral asi:
Ar=beh=(0,72m)(0,18 m) =0,1296 m?

Con el érea de la superficie lateral (Ar) y el drea de la base (Ap) podemos calcular el 4rea total,
recordando que tenemos dos bases, o sea, una base inferior y una base superior, entonces:

Ar=Ar+2Ap
Sustituyendo los valores del area de la superficie lateral y la de la base obtenemos:

Ar = Ap+2Ap
= (0,1296 m?) +2(0,04122 m?)
= (0,1296 m?) + (0,08244 m?)
0,2120 m?

u

Podria ser calculado también mediante la férmula:

Ar = 2ur(h+r)

2(3,14)(0,1146 m)(0,18 m+0,1146 m)
(6,28)(0,1146 m)(0,2946 m)

(0,719688 m)(0,2946 m)

0,2120 m?

o

1k

Recordando que 277 es la longitud de la circunferencia de la base igual a 0.8 m, entonces:
Ar, = 0,212m?

Por lo tanto, la cantidad de aluminio que se usé para construir la olla de presién mencionada es
de 0,212 m?, y, para descubrir cudnto dinero se gast6 en aluminio para fabricarla, bastaria saber el
precio de 1 m? de este material y multiplicar ese valor por 0,212.

Podemos, también, verificar si la capacidad (volumen de la olla de presién), especificada por el
fabricante, en este caso particular, 7 litros, es correcta, y para eso sabemos que:

V= AB oh
Substituyendo a (Ap), ya calculada anteriormente y la altura que medimos, tendremos:

V = Ag e h = (0,04122 m?)(0,18 m) =0,0074 m>

Para que podamos comparar la capacidad de la olla ofrecida por el fabricante con el valor calculado
por nosotros, es necesario que estos valores estén en la misma unidad fisica, o sea que, debemos
transformar la unidad del fabricante a m> o la nuestra a litros. Para realizar esa transformacién
debemos utilizar conceptos de la matemadtica bésica, o sea, debemos hacer una regla de tres
simple.

Para esto es necesario saber que 1 m® equivale a 1000 litros:
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1m® — 1000/
0,0074m® — V

de donde:
1 md 10001

0,0074 m3  V,

asi que
Vi =(0,0074)(10000) = 7,41

Obsérvese que hay una diferencia de 0,4/, lo cual es comtin ya que nuestros cdlculos fueron hechos

con medidas aproximadas, sin embargo, se obtiene un valor bastante similar.

Ahora es tu turno, probablemente en tu casa haya una olla de presién, con capacidad diferente.
Haga uso del ejemplo realizado y calcule la cantidad de aluminio utilizado en su fabricacién,
compruebe sila cantidad ofrecida por el fabricante es correcta.

Nota:

Parala realizacion de esta actividad, el profesor podrd dividir la clase en grupos y cada grupo usard
una olla u otro recipiente cilindrico de tamafio diferente. Cada grupo podra fotografiar o filmar
paso a paso el experimento, para posteriormente presentar las conclusiones a sus compafieros.

4.10. Problemas Propuestos

@ Determinar el volumen del cilindro que se genera en cada desarrollo.

a. b. C.

2cm
lcm i

4cm [ ] 1cm 4 cm

1lcm

© Sise van a forrar con papel seda, los cilindros anteriores, ;Qué cantidad de papel se usara en
cada uno?

© Determinar cudl de los cilindros dibujados puede albergar una mayor cantidad de liquido
(sugerencia 1 dm3=1 litro).
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@ Calcule el area lateral, el drea total y el volumen de los cilindros.

a.

i bl
) ). &/

J1e

— 7cm ——

2cm

@ Calcular el drea lateral, el drea total y el volumen de los cilindros, teniendo en cuenta las
condiciones dadas.

a. Elradio de la base del cilindro es 0,9 m y su altura es 30 cm.

b. El didmetro de la base del cilindro es 14 cm y su altura es 7 cm.

c. Elérea delabase es 1447 cm? yla altura es 10 cm.

d. Elvalor del 4rea lateral es igual al valor del volumen y la altura mide 5 cm.

Q Calcula el radio de la base de un cilindro si su volumen es 487 cm? y su altura es 3 cm.
@ Calcula el volumen de un cilindro que tiene 5 cm de radio y un 4rea lateral de 707 cm?.

@ Calcula la altura de un cilindro si su drea lateral es de 75,36 cm? y el radio de su base es 4 cm.

© Calcula el area total y el volumen de los siguientes sé6lidos.

a. b.

5

7cm
5cm

8cm

)

Soluciona Problemas

@ Un tubo en forma de cilindro tiene 40 cm de largo. Si el didmetro interno es de 6 cm y el
diametro externo es de 8 cm, ;Cudntos cm® de metal se utilizaron para la construir el tubo?

Q Se vende leche en polvo de la misma marca en dos recipientes distintos. El recipiente A tiene
el doble de alto que el recipiente B, pero su didmetro es la mitad de la del recipiente B.
Si la leche en polvo del recipiente A cuesta $8000 y la leche en polvo del recipiente B cuesta
$12000, ;Cuadl de los recipientes es mas econémico?
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——
@ ;Cuénto mide el drea de la etiqueta del frasco de mermelada que
tiene 20 cm de altura y 6 cm de radio, si se sabe que la etiqueta
2
llega hasta = de la altura del frasco? >

@ Un barquillo tiene 6 cm de fondo y 2 cm de didmetro. ;Cudl es la capacidad del barquillo? y
3Qué cantidad de galleta se utiliz6 en cada barquillo?

O\~ YA~ )

@ Calcular la cantidad de material que se necesita para construir una torre en forma de cilindro
de 8 metros de altura si el muro debe tener un grosor de 50 cm y el circulo exterior debe tener
4 metros de didmetro.

@ Un cubo estd inscrito en un cilindro circular recto cuyo didmetro de la base mide 4 m. ;Cudl
es el volumen que hay entre el cilindro y el cubo?

@ A una caja cibica de lado 15 cm se le hizo un hueco en forma de cilindro con un radio de 5
cm. ;Cudl es el volumen de la caja con el hueco?

@ Una empresa empaca pafiuelos faciales en cajas con forma cilindrica de radio 12 cm y altura
30 cm. Debido a los costos del empaque se cambiard su presentacion y ahora se utilizardn
cajas rectangulares, de tal forma que se conserve la altura del empaque anterior y la base sea
cuadrada. Para que la caja rectangular tenga la misma capacidad de la caja cilindrica, jcuél
debe ser la medida del lado de la base?

12cm

L j

@ Se tiene un tronco de madera, cuya forma es aproximadamente un cilindro recto de base
circular. Para medir la cantidad de m® de madera se midi6 su contorno con una cuerda y
esta medicién dio como resultado cuatro metros. Sabiendo que la altura del tronco es de 10
metros. ;Cudl es su volumen?
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@ En el tronco del ejercicio anterior, fue retirada una cubierta que lo rodea todo. ;Cuadl es la
superficie de la cubierta en m??

Sugerencia: Calcular el drea de la superficie lateral del tronco.

@ Se compro6 aceite y se empaco en una lata con forma de cilindro circular recto de 20 cm
de didmetro por 30 cm de altura, el cual se distribuye en tubos mds pequefios con la
misma forma pero, con 4 cm de didmetro y 10 cm de alto. ;Cuédntos tubos se pueden llenar
completamente con el contenido de la lata de aceite?

Sugerencia: Comparar el volumen de la alta con el de los tubos.

@ Un tubo de PVC (Poli Clorato de Vinil) de 100 mm, generalmente, se vende con una medida
de 6 metros de largo con la forma de un cilindro circular recto. ;Cudl es la cantidad (drea
lateral), en m2, de PVC que el fabricante usa para producir uno de esos tubos?

Sugerencia: Calcular el 4rea lateral del cilindro.

@ Para hacer los cuatro pilares de una baranda, fueron usados tubos de PVC de 150 mm llenos
de concreto. Sabiendo que cada pilar tiene 3 m de altura, ;cudl es la cantidad de concreto
(volumen) usado para hacer esos pilares?

Sugerencia: Calcular la capacidad (volumen) del cilindro.

@ Un determinado dulce era vendido en latas cilindricas de radio 10 cm y altura 2,5 cm, pero
el fabricante resolvi6 utilizar otras latas, también, cilindricas de radio 5 cm y altura 10 cm.
Suponiendo que el dulce llena totalmente la lata en los dos casos, ;en cudl de esas latas viene
mayor cantidad de dulce?; Haga los cédlculos.

Sugerencia: Compare el volumen conforme varian la altura y el radio de la base del cilindro.

@ ;En cudl de las latas del ejercicio anterior se gasta mds material para producirlas, inclusive
la tapa?. El comerciante obtiene ganancia o pérdida por el cambio de empaque, ya que el
precio de este depende de la cantidad de material que se us6 para construirlo?

Sugerencia: Comparar la cantidad de material usado para construir cada empaque.

@ Un tanque de combustible con forma de cilindro circular recto de radio 1 m y 5 metros
de profundidad, estaba completamente lleno en la mafiana, y al medirlo en la tarde tenia
apenas el 25% de su capacidad. ;Cudl es la cantidad de combustible vendida durante este
periodo, en m3?

Sugerencia: Calcular el volumen del cilindro y hacer las operaciones pertinentes.



CAPITULO b

CONO

5.1. Introducciéon

En los capitulos 2, 3 y 4, se estudi6 el prisma, la pirdmide, y el cilindro; haciendo énfasis en su
contexto histérico, su contextualizacién, desarrollos planos, cdlculos de dreas, volimenes entre
otros; y al final fueron propuestas actividades y situaciones problemas.

Abordaremos ahora el cono y el tronco del cono tomando como inicio su contexto histérico y
como ejemplo de contextualizacién, hablaremos del cono de sefializacién. Luego, sera discutido el
concepto matemadtico de cono, teniendo como referencia algunos sitios y algunos autores de libros
did4cticos.

Posteriormente, serdn presentados los principales elementos del cono y algunos ejemplos de
desarrollos planos del mismo; finalmente, se realizard un estudio sobre los cdlculos de éreas y
volumen pertinentes a esa figura geométrica.

Mads adelante, serd estudiado el tronco de cono haciendo énfasis en su desarrollo plano y el calculo
de su drea y volumen.

Para cerrar el capitulo 5, serdn propuestas actividades que se podrén trabajar de manera integral o
adaptarlas a la realidad de la escuela o colegio.

Al finalizar este capitulo el estudiante podra:
@ Explicar las caracteristicas de los cuerpos de revolucion.

© Dado un cono de revolucidn, calcular el drea de su superficie lateral, el drea de su superficie
total y su volumen.

© Dado un rectdngulo, tridngulo rectangulo, trapecio o semicirculo, calcular el volumen del
sélido de revolucién que se genera al girar la figura en torno a un eje.

@ Dada unaregion en el plano cartesiano y un eje de revolucién, calcular el volumen del sélido
que se genera al girar la region en torno al eje.

101
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5.2. Hechos Historicos

Los datos histéricos nos muestran que los babilénicos calculaban el volumen del tronco del cono,
erradamente, como el producto de la altura por la semi suma de las bases, sin embargo, estos
mismos informes indican que estas mismas personas ya se habian preocupado por el cono desde
hace més de 2000 afios antes de Cristo.

También encontramos relaciones tales como: “La métrica” de Her6n, quien vivié probablemente
en el siglo I de nuestra era. Este material se resume en tres libros que traen los estudios geométricos
de Herdn y entre estos estudios se encuentra uno relacionado con la superficie del cono que,
desafortunadamente, permaneci6 oculto durante casi dos mil afios, ya que, esta solo se encontré
en 1896.

En el camino recorrido por los geémetras de todas las edades también habia momentos de
confusién, por ejemplo, el relato de Plutarco diciendo que Demdcrito en una ocasion “... considerd
la posibilidad de que un cono estuviera compuesto por una multitud de secciones planas paralelas a
la base” (Boyer, 1974); esto no fue asi, puesto que “... si dos secciones “adyacente” fueran del mismo
tamapio, el sélido no seria un cono sino un cilindro.” (Boyer, 1974).

Ademaés, estos trabajos presentaban algunos defectos tales como las medidas con aproximaciones
bruscas, hechas por los egipcios. Por ejemplo, para realizar el cdlculo del volumen del tronco del
cono, sumaban el 4rea de las bases ylo dividian por dos, y el resultado lo multiplicaban por la altura
del tronco.

Sin embargo, hubo muchos aciertos, tales como el descubrimiento de la relacién entre el cono y el
cilindro de la misma base y la misma altura, lo que el mismo Arquimedes atribuyo a Eudoxio, junto
con el método de Exhaucién. (Observado en el Cap. 1)

Algunas generalizaciones importantes fueron hechas, como la prueba de Apolonio, que muestra
que un cono para serlo no tiene que ser necesariamente recto ya que, el cono podria tener
inclinaciones, o sea, Apolonio demostré que el cono puede ser oblicuo o escaleno atn vy, sin
embargo, fue él quien definié el cono con el concepto que utilizamos hoy en dia, es decir: “Si desde
un punto trazamos rectas que pasen por cada uno de los puntos de una circunferencia que no esta
contenida en el mismo plano, la recta movil describe la superficie de un cono.” (Boyer, 1974).

5.3. El Cono de Senializacion

La preocupaciéon por la integridad de la seguridad fisica de las personas se ha venido
intensificando debido al aumento significativo en el ntimero de vehiculos que viaja en las
carreteras y autopistas de nuestro pais. Por lo que el Cédigo de Trdnsito de nuestro pais ha
sido regularmente actualizado. Ademds, recientemente fue promulgada la ley seca es decir,
se aumentaron las penas y sanciones para aquellos conductores quienes sean capturados
conduciendo en estado de embriaguez.

Este objeto consiste en una pieza con la forma cénica y una base (patas de soporte) hecho de
material flexible y sirve para ayudar a la sefializacion emergencial, ya que ayuda a canalizar el
control del tréfico y dirigir el flujo de vehiculos y a menudo también sirve para delimitar un 4rea
determinada en la carretera.
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Légicamente, la seguridad y la integridad fisica de los
l automovilistas y peatones se consolida no sélo a través de
las leyes, normas y sanciones, sino también mediante la
. prevencidny la atencién, tanto del propio conductor o peatén,
como autoridades oficiales, especialmente de la policia de
m trénsito. En cuanto a la prevencién y el cuidado, hay algunos
‘ objetos necesarios para que esto ocurra, entre ellos, podemos
destacar los tridngulos de advertencia, neumaticos en buen
Figura 5.1: Cono de Sefializacién ~ estado, limpiaparabrisas en orden y asi sucesivamente.
Vial Reglamentario
Sin embargo, haremos énfasis en un objeto bastante usado,
principalmente, en carreteras y vias rdpidas, el cono de
senalizacion Vial.

Debido a la importancia del cono para la sefializacion vial, el ICONTEC (Instituto Colombiano de
Normas Técnicas) determina algunas especificaciones en su fabricacién, tales como el material
utilizado, el tamano, color, etc.

Por lo tanto, el cono de senalizacion debe estar hecho de un
material flexible y resistente. Su tamafio debe tener una altura
entre 75 cm y 95 cm, mientras que el color predominante debe ser

de color naranja con blanco con bandas reflectantes de 10 cm de B
ancho. Su masa debe ser de un minimo de 3 kg y como méximo 4

kg, y cuando dos conos sean apilados, la nueva altura no puede ser %
superior a 1,1 veces la altura de un cono. @

Para fines distintos de sefalizacién vial (eventos deportivos, Figura 5.2: Sefalizacion de
entrenamientos, marcando dreas para sefalar las filas, etc.); el Eppentos Deportivos
color y tamafo pueden cambiar.

Ademaés de realizar las recomendaciones necesarias para su fabricacién, también son necesarias
algunas recomendaciones en cuanto a su uso. Por lo tanto, para llevar a cabo la sefializacion de
emergencia utilizando el cono se recomienda la elaboracién de un proyecto de sefalizaciéon de
emergencia enfatizando el posicionamiento adecuado y sus normas de seguridad.

En este proyecto también se requiere un andlisis de la topografia y geometria local con el fin de
garantizar la visibilidad del cono adecuado con el fin de evitar posibles accidentes y/o colisién de
vehiculos con los conos.

Para garantizar que esas normas sean cumplidas es necesario un control de calidad lo cual es
responsabilidad de la empresa que los fabrica. De modo general, las empresas hacen ese control a
través de una muestra aleatoria, cominmente, llamada de ensayo, de la siguiente manera: de un
lote de 100 piezas, se toma una piezay en lotes mayores se toma como muestra el 1% del total de
piezas del lote.

En fin, la gran cantidad de uso de los conos, independientemente de su finalidad, se debe a su
forma privilegiada la cual le da una gran estabilidad vertical, pues, su base es mayor a medida que
aumenta su alturay se va canalizando hasta terminar con un didmetro muy pequefio haciendo que
su punto de gravedad esté cada vez més cerca de su base.
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5.4. Concepto Geométrico de Cono

En la geometria espacial, la forma del cono para sefializaciéon de vias representa una figura
espacial importante que coincidencialmente, también, es llamada cono. Por lo tanto, vamos
a estudiar detalladamente el cono de senalizacion, evidentemente, haciendo énfasis en las
matemadticas.

En la preocupacion de definir el cono, se realiz6 una consulta en Internet a través de enciclopedias
y diccionarios relacionados con la matemadtica y de alli se obtuvieron los siguientes resultados:

@ “Consideremos una regién plana limitada por una curva suave (sin esquinas) cerrada y un
punto P fuera del plano. Denominamos cono al sélido formada por la union de todos los
segmentos de recta con un vértice en el punto P y el otro en cualquier punto de la regién’.
(CONO, Matematicas Fundamentales, 2009).

© “Un cono es un sélido geométrico formado por todos los segmentos de recta que tienen una
extremidad en un punto V (vértice) en comiin y la otra extremidad en un punto cualquiera
de una misma regién plana R (delimitada por una curva suave, llamada base)’. (CONO,
Wikipedia, 2009).

© “Cuerpo geométrico limitado por una base circular y una superficie curva formada por los
infinitos segmentos que parten de la base y se unen en un punto llamado vértice”. (CONO,
Diccionario Libre por Farlex, 2009).

O “Un cono es un sélido formado al girar un tridngulo rectdngulo alrededor de uno de sus
catetos”. (CONO, Diccionario Matematico 2009).

© “Un cono es un cuerpo redondo limitado por una cara curva y una cara plana con forma de
circulo, llamada base”. (CONO, Nueva Matematica, Santillana 2009).

Basados en estas indagaciones, podemos concluir que:

Definicién5.1. (Cono):

El cono es considerado el lugar geométrico formado por la union de todos los segmentos de
recta que tienen una extremidad en un punto (denominado vértice, representado por V) y
la otra extremidad en un punto cualquiera (P) de una curva suave.

|4

P

Figura 5.3: Cono

Por lo tanto, en este trabajo, el cono estd definido como una superficie y cuando sea necesario
hablar del cono como sélido, sera referido como un sélido Conico.
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Con base en esta definicién, podemos destacar algunos tipos de Cono como se muestran a

continuacioén:

Cono Circular Cono Circular Cono Con una Base
Recto Oblicuo Cualquiera

Figura 5.4: Modelos de Cono

A pesar de poder definir diversos tipos de cono, en este trabajo haremos énfasis en el cono circular

recto.

Figura 5.5: Construccién de un Cono por Rotacion

En la figura 5.5, se puede ver un cono obtenido por la rotacién de la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo en torno al cateto que estd contenido en el eje de rotacion.

5.5. Elementos del Cono

En base a la definicién 5.1, tomada para este trabajo, se destacan los elementos del Cono, como
se muestra en la figura 5.6:

Vértice —— «~—— Vértice

Generatriz

Altura h Generatriz

Cara Lateral Cara Lateral

Base

Figura 5.6: Elementos de un Cono
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» Vértice (V) es el punto, generalmente, denotado por V, en el que todos los segmentos de
recta concurren.

» Base (B) es la superficie de contorno suave.
s Altura (h) es la distancia entre el Vértice y el plano que contiene la Base.

» Superficie lateral es la superficie obtenida por la unién de todos los segmentos que ligan el
vértice a la curva que envuelve la base.

» Superficie del cono es la unién de la superficie lateral con la superficie de la base. Es decir, es
la suma del 4rea de la superficie lateral con el drea de la superficie de la base.

» La generatrizes el segmento que tiene como puntos extremos el vértice del cono y un punto
de la circunferencia de la base.

Se debe tener en cuenta que el radio de la base del cono se simbolizara con (r) y la generatriz del
cono con (g).
5.5.1. Detalles Relativos del Cono Circular Recto
En el cono circular recto, existen algunas particularidades a saber:
@ Elejees la recta que contiene tanto al vértice como al centro de la base.
@ La seccion meridiana es un tridngulo isosceles.

© La Generatriz es un segmento de recta que une al vértice con un punto arbitrario en la
circunferencia que envuelve la base del cono.

@ La Altura es la distancia entre el vértice y el centro de la base.

5.5.2. Relacion Matematica del Cono Circular Recto

En la figura 5.7 se destacan algunos elementos del cono tales como, la altura (%), la generatriz (g),
el vértice (V) y el didmetro (2r) y, ademads, la base circular y la Seccién Meridiana.

|4

g (Generatriz)

r r

~

Figura 5.7: Elementos del Cono Circular Recto

Utilizando el teorema de Pitdgoras y teniendo en cuenta la figura 5.7, tenemos la relacion:
g2 =h2+ 12

En el caso particular, en que el didmetro de la base y la generatriz tengan la misma medida o sea,
g =2r, el cono circular serd equildtero, luego, podemos obtener una relacién entre el radio de la
base del cono con la altura del mismo, o sea:
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K> = @r?-r>=3r?, de donde h=rv3

Figura 5.8: Cono Equildtero

Definicién5.2. (Cono Equildtero):
Es el cono cuya seccion meridiana es un tridngulo equildtero, es decir, el que tiene por
didmetro el mismo valor que el de las generatrices.

5.6. Desarrollo Plano de un Cono

En la figura 5.9, tenemos un ejemplo del desarrollo plano del cono.
Superficie
Lateral — g

A B

«~— Base

Figura 5.9: Desarrollo Plano del Cono

En la figura se observa un circulo de radio (r) de perimetro 277 y un sector circular de radio (g) y
arco AB, que llamaremos en esta seccién longitud de arco (I) cuya longitud es igual al perimetro
de la circunferencia de la base del cono 277 y de la geometria plana, se sabe que el 4rea del sector
o area lateral del cono (A;) estd dada por:

(arco AB)se(radio del sector) l_g _2nrg -

A =
L 2 2 2

5.7. Calculo del dreay Volumen de un Cono

De acuerdo con el desarrollo plano del cono, el drea lateral (A;) es el area del sector circular.
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Algo Importante...
Sino se conoce lalongitud de un cono, se puede calcular mediante la siguiente expresién:

g=Vh>+r?

Por consiguiente, el drea total (Ar) es la suma del 4rea lateral (Ay) y el 4rea de la base (Ap); es decir,
Ar=Ar+Ap= nrg+7rr2 =nr(g+r)

Por lo tanto, el drea lateral A; y el drea de la base Ap de un cono podré ser calculada sin ningin
problema.

Definicién5.3. (Volumen de un Cono):
El volumen del cono es un tercio del producto del drea de la base por la altura.

1
Veo = g(AB *h)

1
= g(nrzh)

Siguiendo el mismo proceso y suponiendo que el didmetro de la base (2r) es igual a la generatriz
(g = 2r), se tiene un caso particular, llamado cono equildtero y podemos calcular el drea de su
superficie total Ac,, sustituyendo la generatriz por “2r” en el area total del cono y obtendremos:

Acop =nr(g+r)=nr@2r+r)=nr@r) = 3nr?

Luego, el area de la superficie del cono equildtero estard dada por la relacién:

Acop =37 r?

Esta relacion se puede utilizar para calcular el 4rea de la superficie del cono en funcién de la

. g
generatriz, para eso, basta usar r = 2 y tendremos:

—anr2=an(8) 23,02
Acop =311 —3n(2) —4ng

Entonces, el drea de la superficie en funcién de la generatriz sera:

3_
Acop = =718

O — Z
Podemos, también, obtener una relaciéon entre el area de la superficie del cono con su altura que
h g 2h
es, h=v3r,0,r= — yademads, r = 2 por lo tanto, g = — y de aqui
V3 y > g V3 y
, 3 (2h)2 _ 3medh?

Aco =§7rg =-7 = h?
! 4 \3 43
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Luego, la relacion seré:
ACOE =7 h2

Por lo tanto, para obtener el drea de la superficie de un cono equilétero es suficiente conocer el
radio de su base, la generatriz o su altura.

Podemos calcular el volumen de un sélido, cuya superficie es un cono (sélido cénico). Para esto,
partiremos de que el volumen del sélido cilindrico equildtero esta dado por

V=2nr’

En la siguiente figura, podemos observar que el volumen del sélido cénico equilatero es igual a un
tercio del volumen del sélido cilindrico equilétero, de igual base e igual altura. Por lo tanto, siendo
el 4rea de la base del cilindro o del cono igual a 12, entonces el volumen del cono

1
Voo = gnrzh

VY =

Figura 5.10: Relacion del Volumen del Cono con el Cilindro

es valida para un s6lido cénico cualquiera, sin embargo, sila superficie de este s6lido fuera un cono
equilétero, se sabe que h = v/3r, en consecuencia, el volumen del cono equildtero (V¢,,), es:

1 nr?(v3r 3
Veo, = gnrzh = —(;/_ ) gnr?’

Ejemplo 5.1. Calcular la medida de la generatriz, el drea lateral, el drea total y el volumen de un
cono cuyo radio es 5 cm y su altura es 6 cm.

Figura 5.11: Conoconr =5 cm

Solucion:

Para hallar 1a medida de la generatriz se aplica el teorema de Pitdgoras, asi que

g=v(6cm)?+ (5 cm)? = V36 cm? +25 cm? = V61 cm? ~ 7,81 cm
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Luego, se remplazan las medidas del radio, la altura y la generatriz para calcular el 4rea lateral, el
drea total y el volumen.

Area Lateral
Arp=nrg=(3,14)(5 cm)(7,81 cm) = 122,617 cm?
Area Total
Ar=nr(g+r) = (3,14)(5 cm)(7,81 cm+5 cm) = 201,11 cm?
Volumen
2 2
nreh 3,14)(5 cm)“(6 cm
o =T G INE emTE em) o 05 em?)(3,14) = 157 em®

? 3 3

Ejemplo 5.2. Gabrielavaacomprar un empaque de helado para su fiesta. Silas tres presentaciones
tienen el mismo pecio, ;Cudl deberia, comprar? ;Por qué?

‘ Rico ‘ Super ‘
28cm \ Helado 28 cm Helgdo 28 cm
‘ /
‘ ‘ 7, 22cm

— 22cm—— — 22cm—— — 22cm—

Figura 5.12: Empaques de Helado

Solucion:
» El empaque Rico Helado es un cono, asi que su volumen es:

_wr’h(3,14)(11 cm)*(28 cm)

=3546,10 cm®
3 3

Co

» El empaque Super Helado es un cilindro, asi que su volumen es:

Ve, =nr’h = (3,14)(11 cm)?(28 cm) = 10638,32 cm®

» El empaque Deli Helado es un prisma rectangular con base cuadrada. Asi

Ve, = Ag * h = (22 cm)*(28 cm) = (484 cm?)(28 cm) = 13552 cm”®
Luego, Gabriela deberia comprar el empaque Deli Helado pues tiene mayor contenido.

Ejemplo 5.3. Calcular el 4rea lateral, el drea total y el volumen del siguiente cono.

5m

Figura 5.13: Cono Propuesto
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Solucion:
Comor=3m,h=4myg=>5m, tenemos:

e Se calcula el area lateral:

Ap. = nrg=(3,14)(3 m)(5 m) =47,1 m*

o El 4rea total es:

At nr(g+r)=(3,14)(3 m)(5 m+3 m) = (3,14)(3)(8) m* = 75,36 m*

C

¢ El Volumen es:

2 14 2(4
Ve, = mg,h: & )(3;,11) am =(3,14)(3)(4) m® =37,68 m®

Luego de aproximar los resultados, se tiene que el drea lateral es 47,1 m?, el area total es 75,36 m?
y el volumen es 37,68 m>.

5.8. Tronco de un Cono

Basado en la definicién de cono estudiada hasta ahora se puede percibir que el cono para
sefializacion, a pesar de su nombre, no es de hecho un cono, pues ese “cono” esta seccionado en
planos paralelos a su base lo cual lo convierte en un tronco de cono, el cual podemos observar en
la figura 5.14.

Figura 5.14: Formacion del Tronco de Cono

Luego, para obtener un tronco de cono, basta seccionar transversalmente un plano paralelo al
plano de la base del cono, con eso, se obtienen dos objetos geométricos espaciales, siendo uno
de ellos, un cono de altura menor y un tronco de cono, conforme la figura 5.14.

Por lo tanto, podemos definir un tronco de cono:

Definicién5.4. (Tronco de Cono):

Es la porcion de un cono comprendido entre dos planos que lo cortan y son perpendiculares
a su eje. Si el tronco de cono es circular, tanto la base superior como la inferior serdn
circulos.

Teniendo en cuenta la figura 5.15, podemos observar que para formar un tronco de cono circular
recto, basta rotar un trapecio rectdngulo en torno a un eje; por lo que tendra base mayor (B) y base
menor (b).
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|Eje

Figura 5.15: Construccion del Tronco de Cono mediante Rotacion

5.9. Desarrollo Plano del Tronco de un Cono

B\

\
Figura 5.16: Desarrollo Plano del Tronco de Cono

Se puede observar que el desarrollo plano del tronco de cono, estd formado por un trapecio
circular y dos circulos. Asi, que el 4rea lateral estd dada por:

A, =ng(R+r)
El 4rea total del tronco esta dada por:
Ar = 2 2 _ 2,2
7, =meg(R+1)+aR +ar =7 [g(r+R)+ R°+17]

Asi como en el Cono, podemos calcular el volumen de un sélido, cuya forma sea la de un tronco de
cono. Ya vimos que un sélido cénico ocupa el volumen de un tercio de un sélido cilindrico y vimos
que para calcular el volumen del sélido cilindrico se multiplica el drea de la base por la altura de
este cilindro.

Basado en esta informacion, adoptaremos un cono de altura (H) y partiendo de él, se hard un corte
paralelo a su base a una altura (h7), con eso, obtendremos un nuevo cono con menor altura (%.)
y radio (r), semejante al original y un tronco de cono cuya altura serd hy = H— h, y el radio de la
base mayor (R) y el de la base menor (r), conforme podemos ver en la figura 5.17:

he

Figura 5.17: Relacion entre el Cono y el Tronco de Cono
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Asicomo en la pirdmide, en la que el volumen es igual a (%) del prisma de igual base, el volumen del
solido cénico, también, tiene su volumen igual a (%) del sélido cilindrico de igual base. Entonces,
podemos afirmar que el volumen de un sélido cuya forma es un tronco de cono es igual al volumen
del tronco de pirdmide, ya demostrado anteriormente como: (ver Pdg. 76)

Viviramiaze = % . (A+ A +VAe A’)
Evidentemente, con algunas adaptaciones y condiciones definidas, tenemos:

e hr eslaaltura del tronco de cono

¢ Aeslabase mayor, cuya drea estd dada por A = mR?

o A’ eslabase menor, cuya drea estd dada por A’ = ar?

Sustituyendo esas relaciones y colocando 7 como factor comtin, tendremos:
Vi, =m— o (R*+Rr +r?)
Luego, el Volumen del tronco de cono se calculara aplicando la siguiente férmula:

vr, :nThT(R2+Rr+r2)

C

Por lo tanto, para obtener el volumen de un sélido con forma de un tronco de cono (V7.) basta
conocer su altura, el radio de la base mayor y el radio de la base menor.

Ejemplo 5.4. Calcula el drea lateral, el 4rea total y el volumen del siguiente tronco de cono.

0,7cm o
3cm

e Para calcular el area lateral, debemos encontrar
la medida de la generatriz aplicando el teorema

Solucion:

de Pit4goras. 0.7 cm
—
& = a+p?
2 _ 2 2 & I
g = (2,6cm)“+(2,3cm) : 2,6 cm
g = 6,76 cm®+5,29 cm? [
g& = 12,05cm?
—
, 5 3cm
\V/g& = V12,05 cm —

g = 3,47cm 0,7 cm
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» Luego, el drea lateral sera:

Ap, =ng(R+r)=(3,14)(3,47 cm)(3 cm + 0,7 cm) = (3,14)(3,47 cm) (3,7 cm) = 40,28 cm?

¢ Ahora, el area total sera:

Ar, = 7m[(r+Rg+R*+r?]
= (3,14)[(0,7 cm +3 cm)(3,47 cm) + (3 cm)? + (0,7 cm)?|
= (3,14)[(3,7 cm)(3,47 cm) + (9 cm?) + (0,49 cmz)]
= (3,14) [(12,83 cm?) + (9 cm?) + (0,49 cm?)]
= (3,14)[22,32 cm?]
= (3,14)(22,32 cm?)
~ 70,08 cm®

¢ Y el volumen se determina asi:

V. = nThT(R2+Rr+r2)

C
_(3,14)(2,6 cm)
- (—3
B 8,164 cm
- (T
= (2,7213 cm) (9 cm® +2,1 cm® +0,49 cm?)
= (2,7213 cm) (11,59 cm?)

31,53 cm®

) (3 cm)® + (3 cm)(0,7 cm) + (0,7 cm)?)

)((9 cm?) + (2,1 cm?) + (0,49 crnz))

u

5.10. Laboratorio: Construccion del Tronco de Cono

Es importante que el alumno construya las figuras geométricas para observar cada uno de sus
elementos.

5.10.1. Montaje de un Tronco de Cono

La figura 5.17, sugiere que haciendo una seccién en un cono en un plano paralelo al plano de su
base, se obtiene un tronco de cono y un nuevo cono con menor altura.

Objetivo

Mostrar que para obtener un tronco de cono, basta seccionar un cono en un plano paralelo a su
base.

Materiales

s Papel cartulina 180g/m?.

[

Pegante.

» Tijeras.

[

Regla



5.11. PROBLEMAS PROPUESTOS 115

¢ Compas.

e Placa de iméan.

Procedimiento

@ Distribuir la clase en pequefios grupos, cada grupo deberd hacer una construcciéon del
tamafio que escojan.

© Recortar en el papel un molde del desarrollo plano de un tronco de cono, conformando la
tercera parte de la figura 5.14.

© Pegar una placa de imdn en la parte posterior de la base menor del tronco.
@ Pegar el tronco de cono.

© Recortar un molde de pirdmide con base igual a la base menor del tronco de cono, como
si fuese la continuacién del tronco para obtener un cono mayor, conformando la segunda
parte de la figura 5.14.

@ Colocar una placa de imén en la parte posterior de la base del cono.
@ Montar el cono.
Q@ Colocar el cono menor sobre la base menor del tronco de cono.

© Anotar las observaciones y elaborar un informe escrito.

Nota:

El profesor podra proponer que un alumno de cada grupo pase fotografiando o filmando el
procedimiento pas6 a paso para montar una presentacion en el computador y explicarlo a sus
companeros.

5.11. Problemas Propuestos

@ Calcular el area lateral, total y el volumen de los siguientes conos.

a.

5cm
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@ Calcular el area total y el volumen del cuerpo que se forma al rotar 360° el tridngulo is6sceles
y el cuadrado, como se indica.

4 cm

© Observar cada par de imédgenes y determinar si la afirmacion es verdadera o falsa.

a. Elvolumen del cilindro es mayor que el volumen del cono. ( )
b. Para forrar el cilindro se necesita mayor cantidad de papel que para forrar el cono. ( )

@ Compara los dos conos y responde.

N ﬂ

a. 3;Cudl de los conos tiene menos capacidad?
b. ;Cudl requiere menos material en su elaboracién?

© Calcula el radio y la generatriz del cono que tiene un volumen de 67 cm® y una altura de 2
cm.

Q Calcula el volumen de un cono si su 4rea lateral es 157 cm? y su 4rea total es 247 cm?.

@ Cuando se hace girar un tridngulo rectdngulo sobre uno de sus catetos se genera un cono.
Determina el 4rea total del cono que se genera al girar cada tridngulo rectdngulo sobre cada
uno de los catetos.
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6 cm
5cm 5cm

5cm 6 cm 2cm

© Calcula el 4rea lateral, el drea total y el volumen de cada cono, a partir del radio (r) y de la

altura (h).
a. r=3cm;h=8cm d r=80cm;h=2,2m g. r=4cm;h=15cm
b. r=2m;h=0,5m e. r=0,4m;h=0,75m h. r=5cm;h=12 cm
c. r=5cm;h=10cm f. r=0,2m;h=70cm i. r=5cm;h=14 cm

© Santiago quiere hacer 10 gorros de pinata de 14 cm de diametro y 24 ¢cm de altura cada
uno. Si utiliza un pliego de cartulina de 70 cm por 100 cm para hacer los 10 gorros,
aproximadamente, jcudntos centimetros cuadrados del pliego de cartulina le sobran a
Santiago?.

@ Calcula la diferencia entre el volumen del cilindro y el volumen de los conos que aparecen
en cada figura.

Soluciona Problemas

Q Se revisaron los planos de una ciudad, con el fin de decidir la construccién de un nuevo
depésito de agua. Se concluydé que era necesario construir un tanque con el doble de
capacidad de lo planeado originalmente. Luego, se orden6 la construccion con el doble del
didmetro y la misma altura. ; Cuél es el error en la decisiéon?

@ La figura muestra un depdsito de acero. ;Qué capacidad tiene el dep6sito?

6cm
T G
3cm

| N

@ Cual de los siguientes cuerpos geométricos tiene:
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a. Mayor volumen. b. Mayor 4area lateral. c. Mayor 4rea total.
6 cm 6 cm iz emy
> : T T
I 8cm 8
8cm L4J1 cm
L 6.cm J_

@ Un cilindro de radio r tiene una altura de 17,5 cm y est4 inscrito en un cono de 35 cm de
altura, cuya generatriz mide 37 cm.

a. Calcula el area total del cilindro.
b. Calcula la diferencia entre el volumen del cono y el volumen del cilindro.

@ Elsiguiente es un tanque donde se almacena el agua para el riego en época de sequia. Si el
radio de la base mide 2,5 m, responde:

n
1

a. ;Cudl es la capacidad del tanque?
b. Siel agua que hay en el tanque marca una altura de 5 m, ;cuanta agua hay en el tanque?

c. Siunlitro de agua pesa 1 Kg, ;cudnto pesa el agua del tanque cuando estd lleno?. (Recuerda
que 1 litro equivale a 1 dm?3.)

@ Suponiendo que el cono para sefializacion vial no tuviese su punta cortada y su altura hasta
el vértice fuera de 75 cmy el didmetro de su base fuese de 40 cm. Calcule la cantidad, en cm?
de placa de material para confeccionar la superficie lateral.

’

Sugerencia: Calcular el drea de la superficie lateral del cono.
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@ Un embudo coénico equildtero construido de aluminio tiene su didmetro que mide 20 cm.
;Cudl es la cantidad de hoja de aluminio, en cm?, para construir la superficie lateral de ese
embudo?

Sugerencia: Calcular el drea de la superficie lateral del cono.

@ Una caja de agua estd hecha de PVC con la forma de un cono invertido, sabiendo que su
altura es de 4 metros y el radio de la base es de 2 metros. ;Cudl es la cantidad de PVC, en m?,
que se utilizé para producir esa caja y su tapa?

Sugerencia: Calcular el material necesario parala construcciéon de un cono, o sea, el drea de
la superficie del cono.

@ Un lavamanos tiene forma de un tronco de cono invertido, de tal forma que la base mayor
mide 40 cm, la base menor 10 cm y su altura es 20 cm. 3;Cudl es su capacidad?.
Sugerencia: Célculo del volumen del tronco de un cono.

@ Para confeccionar gorros de fiesta infantil con o forma de cono circular recto, tengo 10 hojas
de papel, cuyas medidas son 40 cm por 50 cm. Sabiendo que cada gorro deberd tener el
didmetro y altura igual a 15 cm. ;Cudntos gorros se pueden hacer con esas hojas? ;Cudl es la
cantidad de papel que se perdi6 en recortes, en cm??.

Sugerencia: Calculo del drea de la superficie del cono.

@ Determina el 4rea total y el volumen de los siguientes cuerpos.

4cm

6 ch T T

18 cm 30cm

—_— -

@ ;Cudl es la cantidad de material, en cm?, necesario para construir un tanque con forma de

un tronco de cono con base menor de 20 cm?, base mayor 30 cm? y altura de 25 cm?

Sugerencia: Calculo del drea de la superficie del tronco de cono.

@ En un tronco de cono la medida de la generatriz es el doble de la medida del radio de la base
mayor. Si el Ay, , =54 cm?y el drea total Ar,,, = 78 cm?, ;cudl es el volumen del tronco de
cono?.

@ A continuacién se muestra una base en madera para colocar el asta de una bandera.
;Cuantos cm® de madera se utilizaron para hacer la base?
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20cm

25cm

40 cm

@ En el parque de las Naciones en Lisboa hay una fuente volcén de agua con forma de tronco
de cono. Si los radios de las bases miden 0,6 m y 1,8 m, y la altura aproximada es de 4 m,
calcula:

a. El drealateral de la fuente volcan de agua.

b. Elvolumen de la fuente volcan de agua.



CAPITULO ©

ESFERA

6.1. Introducciéon

En los capitulos anteriores se estudio el prisma, la pirdmide, el tronco de pirdmide, el cilindro, el
conoy el tronco de cono, haciendo énfasis en el contexto histérico de esas figuras geométricas, sus
desarrollos planos, célculos de dreas, volumen entre otros y al final fueron propuestas actividades
y situaciones problemas.

A partir de aqui estudiaremos la esfera y durante este estudio sera discutido su contexto histérico
y para contextualizar serd estudiado el balén de fatbol. Luego, serd abordado el concepto
matemadtico de la esfera usando como referencia sitios en internet y libros didacticos.

Maés adelante, serdn presentados sus principales elementos y las relaciones mateméticas
pertinentes a esa figura geométrica, y, ademds, serdn estudiadas las secciones de la esfera.

Para cerrar el capitulo 6, serdn propuestas algunas actividades en las que el profesor podra trabajar
de manera integral o adaptarlas para la realidad de su escuela o institucién.

Al finalizar este capitulo el estudiante podra:

@ Explicar las caracteristicas de los cuerpos de revolucion.
@ Diferenciar entre esfera sélida y superficie esférica.

© Identificar los elementos de la Esfera.

@ Calcular el volumen de la Esfera.

@ Diferenciar algunas relaciones matematicas.

6.2. Hechos Historicos

Muchos matemadticos dedicaron parte de sus vidas estudiando y trabajando en geometria
espacial, entre ellos podemos destacar a Arquimedes que en su tratado titulado “Sobre la esfera
y el cilindro” que consta de dos libros, en el primero fueron encontrados estudios sobre el célculo
del 4rea de una esfera y de un casquillo esférico, también, una relaciéon entre el volumen de la esfera
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y el volumen del cilindro hacian parte de este material.

En cuanto, al segundo libro consta de estudios sobre secciones de esferas, esto es, si seccionamos
una esfera en dos partes cada una de esas partes son proporcionales entre si.

Por mucho tiempo se crey6 que los egipcios sabian calcular el drea de una semiesfera, mientras
que, Arquimedes es conocido como el primero en “probar que el drea de la esfera es igual a cuatro
veces el drea de su circulo mdximo”. (BOYER, 1974).

Los Hinduas, también, se aventuraron en el estudio de la esfera, pero como trabajaban,
generalmente, con la idea de una geometria mensurable y casi nunca hacian demostraciones,
llegaban a relaciones imprecisas, como, por ejemplo, el volumen de la esfera 72?3 y ademas

usaban para 7 los valores de 3 o v/'10.

Asi como el volumen de la pirdmide, alrededor del siglo seis de nuestra era, el volumen de la esfera
era calculado, erréneamente, como el producto entre el drea del circulo mayor y la raiz cuadrada
del mismo circulo.

Desde Karl Friedrich Gauss, alrededor del afio 1820, los gedmetras comenzaron a estudiar
geometria sobre superficies curvas, entre estas superficies como la de la esfera y posteriormente
esa geometria se llamo6 geometria no euclidiana porque aparentemente contradice la geometria
de Euclides que incluso en ese entonces era el Unico “verdadero”, pero, al no hacer publicaciones
Gauss rapidamente, Nikolai Ivanovich Lobachevsky y Bolyai Jdnos publicaron su trabajo sobre esta
nueva geometria.

La geometria no euclidiana se divide actualmente en algunas partes para su estudio las cuales son:
la geometria fractal, la geometria proyectiva, la geometria esférica e hiperbdlica. En este momento,
lo que nos interesa es la geometria esféricala que Georg Friedrich Bernhard Riemann estudié por
tanto tiempo, lo cual es ver la circunferencia como una esfera y su didmetro como el circulo mayor
de la esfera. Fue exactamente este estudio de Riemann el que motivé a Albert Einstein a escribir el
articulo sobre la Teoria General de la Relatividad.

6.3. Elbal6n de Futbol

éQué seria del fatbol sin un balén? Quién nunca pateé una bola de papel o de trapo en los
corredores de la casa, en la calle o en el colegio?. ;Serd que el balén de fiitbol siempre tuvo
esa belleza que, generalmente, vemos en los campeonatos? Después de todo, ;Qué es el balén?
Observemos entonces el balon de futbol.

La forma del balén siempre ha sido esférica, sin embargo, no
siempre se ha conseguido que queden de esa forma, al comienzo,
los balones eran traidos de Europa, estos consistian en una armazén
de cuero con un agujero a través del cual se introducia una cdmara
de aire inflable, la cual después se cocia con un cordén el cual
no era muy cémodo, especialmente cuando el jugador tenia que
cabecearla.

Figura 6.1: Balén de Fiitbol

Pronto los fabricantes de calzado de Brasil comenzaron a producir balones, para su uso tanto
en el Brasil como para la exportacién, principalmente a Argentina y Uruguay. A pesar de esto, la
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personas mds pobres de Brasil, no podian darse el lujo de comprar un balén de estos y por lo
tanto, continuaron utilizando medias rellenas de papel, de trapos o de otros materiales suaves para
divertirse.

Los balones producidos por los zapateros brasileros eran de buena calidad; sin embargo, el gran
problema aparecia en juegos con lluvia, pues el cuero se mojaba y el balén se hacia demasiado
pesado. Pero, con el tiempo, el balén fue pasando por grandes transformaciones y con el avance de
la tecnologia fue adquiriendo una mejor calidad. Actualmente, el balén es producido con material
sintético y eso hace que tenga un mejor desempeiio, mayor durabilidad y resistencia.

Gracias a esa tecnologia tenemos balones que consiguen permanecer de forma esférica desde el
comienzo hasta el final del juego. Las reglas actuales del fttbol exigen que la bola sea esférica, con
cubierta exterior de cuero o material apropiado, debe tener una circunferencia maxima de 70 cm
y minima de 68 cm, su peso debe ser de 450 gramos méaximo 410 gramos minimo, con una presién
de 0,6 a 1,1 atm a nivel del mar.

En fin, el fttbol escogié un objeto perfecto para su préctica, el balén, cuya forma es esférica. Este
objeto ademds de ser importante para el buen desempefio del futbol, también, tiene en su forma
una gran importancia para el estudio de la Geometria Espacial.

6.4. Concepto Geométrico de Esfera

En la geometria espacial, la forma del balén de ftitbol representa una figura espacial importante,
o sea, la esfera y en la preocupacion de definirla, se realizaron algunas indagaciones en internet a
través de enciclopedias y diccionarios relacionados con la matematica y de alli se han destacado
algunos conceptos tales como:

Q “La esfera en el espacio R es el conjunto de todos los puntos del espacio que estdn localizados
a una misma distancia denominada radio de un punto fijo llamado centro”. (ESFERA,
Matematicas Fundamentales, 2008).

© “En geometria, una esfera es un cuerpo geométrico limitado por una superficie curva cerrada
cuyos puntos equidistan de otro interior llamado centro de la esfera”. (ESFERA, Wikipedia
2012).

© “Bola perfectamente redonda. Una esfera es un sélido cerrado delimitado por una superficie
en la que todos los puntos se encuentran equidistantes de un punto central llamado
centro”.(ESFERA, Diccionario Matematico, 2012).

@ “Cuerpo geométrico limitado por una superficie curva cuyos puntos estdn todos a igual
distancia de uno interior llamado centro”. (ESFERA, Diccionario Larousse, 2012).

A través de las indagaciones hechas en internet y en algunos libros, podemos percibir que algunos
autores definen la esfera como una superficie y otros como un sélido geométrico.

Sin embargo, en este trabajo, la esfera serd definida como:
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Definicién6.1. (Esfera):

Es el lugar geométrico formado por la unién de todos los puntos del espacio que
estdn equidistante (misma distancia) a un punto llamado centro de la esfera, que serd
representado por “0” y la distancia serd llamada radio de la esfera representada por la

G

letra ‘r”.

Por lo tanto, la esfera es una superficie del espacio. Luego, cuando nos queramos referir a un sélido
con o forma de esfera lo llamaremos sélido esférico.

También, podemos asumir a la esfera, como una superficie rotacional, pues rotando una
semicircunferencia en torno de un eje cualquiera, tendremos una esfera, como lo muestra la

siguiente figura:

Figura 6.2: Construccién de una Esfera por rotacion

6.5. Elementos de una Esfera

En base ala definicién 6.1, tomada para este trabajo, se destacan los elementos de la Esfera, como
se muestra en la figura 6.3:

Eje
(Polos)Po m (meridianos)
E (Ecuador)
C
Pa (Paralelos)
(Polos)Po

Figura 6.3: Elementos de la Esfera

» Ecuador (E): circunferencia mayor de la esfera de centro “c”, también llamada “circulo

maximo”.
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“«, . n»

» Paralelos (Pa): circunferencias concéntricas al ecuador que no pasan por el centro “c”, pues
estan en un plano paralelo al ecuador.

» Meridianos (m): circunferencias resultantes de la interseccién de un plano que pasa por el
centro “c” de la esfera y es perpendicular al plano que contiene el ecuador.

» Eje esférico: segmento de recta que liga los dos polos y pasa por el centro de la esfera.
» Polos (Po): puntos de interseccién entre la esfera y el eje.

o Centro esférico (0): punto que marca el centro de la esfera.

¢ Semiesfera: una de las dos partes de la esfera seccionada en la circunferencia mayor.

e Radio (r): Radio del circulo maximo.

Podemos percibir que los nombres dados anteriormente a las partes de la esfera, son basicamente
los mismos cuando nos referimos al globo terrestre, pues podemos considerar el globo como una
esfera, o sea, el planeta tierra podré ser considerado un sélido esférico, por lo tanto, tiene un eje,
los polos, que son llamados polo norte y polo sur, los meridianos, el ecuador y los paralelos, que en
el caso de la tierra se destacan dos llamados trépicos de cancer y de capricornio.

6.6. Calculo del dreay volumen de la Esfera

Hacer el desarrollo en el plano de una esfera para hallar su 4rea, es un procedimiento complicado.
Sin embargo, la siguiente actividad permite deducir una expresion para hallar el drea de una esfera.

@ Dividir una esfera en dos partes

Po
iguales (dos semiesferas).

@ Enrollar pita desde el punto (Po) en
forma de espiral de tal manera que

cubra la superficie de una semiesfera. <
Circulo Maximo
© Soltar la pita.

@ Con la misma pita, enrollar la base
de la semiesfera o circulo maximo, en
forma de espiral desde el centro (c).

Al comparar, la longitud de la pita usada
para cubrir la superficie de la semiesfera se I
observa que es el doble de la longitud de la

pita usada para cubrir el circulo méximo. Circulo Maximo

Asi se deduce que el drea de la semiesfera es igual a dos veces el area del circulo méximo, esto es
As, =27 r?
Por tanto, el drea de la esfera es dos veces el drea de la semiesfera:

A,g:471r2
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(Area de la superficie de la Esfera):
El 4rea de la superficie de una esfera de radio r, es igual a cuatro veces el area del circulo
maximo.

Ap = anr?

El volumen de una esfera se puede aproximar sumando los volimenes de muchas pirdmides
triangulares iguales, cuyas bases estdn sobre la superficie esférica y cuyos vértices estdn en el
centro de la esfera.

Si llamamos Bj, By, Bs, - By, el drea de las bases de las pirdmides triangulares y h la altura, el
volumen de la esfera se aproxima a la suma de los volimenes de las pirdmides, asi:

1 1 1 1 1
—Bih+—-Byh+—-Bsh+:--+-B,h=—-(B1+By+Bs+---+Bp)h
gBL+ 3B+ 2B 3 Bn 3( 1+B2+Bs n)

A medida que el niimero (n) de tridngulos aumenta, ocurre que:

» La suma de las dreas de las bases de las pirdmides tienden a ser el drea de la superficie
esférica: 47r?.

e Las alturas (h) de las pirdmides tienden a ser el (r) de la superficie esférica: r = h.
Por tanto, el volumen de la esfera es

1 4
V=—@nr’)r=—nr
3 3

Definicién 6.2. (Volumen de la Esfera):
Elvolumen de una esfera es igual a cuatro tercios del producto de it por el radio al cubo.

4
Ve=—nr’
F™3

Ejemplo 6.1. Los balones oficiales usados en los mundiales de fatbol tienen forma esférica.
Aunque en los ultimos mundiales su disefio ha cambiado, sus medidas han variado muy poco.
Segtin la FIFA, la longitud de la circunferencia del balén oficial debe estar comprendida entre 68,5
cmy 69,5 cm.



6.6. CALCULO DEL AREA Y VOLUMEN DE LA ESFERA 127

Para el mundial de Alemania 2006, el balén “Teamgeist” que significa “espiritu de equipo” tuvo una
longitud de circunferencia de 69 cm.

De acuerdo con la informacién dada, calcular:
a. Radio del bal6n Teamgeist.
b. Didmetro del balén Teamgeist.
c. Area de la superficie del Teamgeist.
d. Volumen del bal6n Teamgeist.

Solucion:

a. Como lalongitud / de la circunferencia maxima del balén Teamgeist es 69 cm, tenemos que

el radio es:
l g 69 cm

Fr=—=

2n 6,28

~ 10,98 cm

b. El didmetro d, es

d=2r~2(10,98 cm) =21,96 cm

c. El area de la superficie esférica del bal6n es

Ag = 4nr? = 4(3,14)(10,98 cm)? = 1514, 23 cm?

d. El volumen del balon es:

Vg = §nr =~ 5(3, 14)(10,98 cm)” =5542,11 cm

Ejemplo 6.2. Calcular el drea de la superficie de una esfera de dos metros de radio.
Solucion:

El drea estd dada por:
Ap =4nr? =472 m)? = 4n(4 m?) = 167 m? = 16(3,14) m? = 50,24 m?
2

Por tanto, la superficie de una esfera de dos metros de radio es, aproximadamente, 50,24 m~.

Ejemplo 6.3. Calcular el radio de una esfera, si el drea de su superficie es 113 cm?

Solucion:

[ A
Elradioes r =1/ —, asi que
4w

113 cm? 113 cm? 113 cm?
F= ~ = =14/8,99 cm? ~ 3 cm
47 4(3,14) 12,56
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Ejemplo 6.4. Calcular el volumen de una esfera de 14 cm de didmetro.
Solucion:

d
Puesto que r = E' entonces, r =7 cm. De esto

4 45 4 3 3
VE = gj'[r =~ g(?), 14)(7 Cm) = 1436)02 cm

6.7. Laboratorio: Area de la superficie de la Esfera

Podemos calcular el area de la superficie de una esfera comparandola con el 4rea del circulo
mayor de la misma esfera.

6.7.1. Foérmula del drea de la superficie de la Esfera
Para mostrar la férmula del cdlculo del 4rea de la superficie de la esfera, identificada por:
Ap=4n r?

La siguiente figura sugiere que la suma del drea de cuatro circulos mayores de una esfera es igual
al area de toda la superficie de esa esfera. Podemos a través de una experimentacion mostrar esa

relacion.
OO OO

Figura 6.4: Relacién entre el drea del circulo mdximo y la superficie de la Esfera

Objetivo
Demostrar la relacion:

Apg =47r?

Materiales

o Papel cartulina 180g/m?.
* Pegante.

¢ Tijeras.

[

Regla
» Compas.

¢ Arena

[

Semiesfera de Icopor.
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Procedimiento
@ Dividir la clase en pequefios grupos, cada grupo debera hacer un trabajo.
© Medir La circunferencia mayor de la semiesfera de icopor.
© Construir cuatro circulos con radio igual al de la circunferencia mayor de la esfera.
@ Cortar esos circulos en pequenos pedazos formando diversos sectores.

© Pegar cada pedazo en la esfera de icopor, teniendo cuidado de no sobreponer los pedazos y
no dejar espacios sin cubrir (método de exhaucién).

@ Observar que la esfera qued6 totalmente cubierta y que no sobraron pedazos de los circulos.

@ Hacer un informe concluyendo su observacion.

Nota:

El profesor podrd proponer que un alumno de cada grupo vaya fotografiando o filmando el
procedimiento paso a paso para montar una presentacion en el computador y explicarlo a sus
companeros.

6.8. Problemas Propuestos
@ Calcula el drea de la superficie de cada esfera a partir de su radio r.

a.r=3cm c.r=12cm er=24m
b.r=8cm dr=11m f.r=0,015m

@ Calcula el volumen de las siguientes esferas.

a. b.

@ Calcula la expresién que permite calcular el volumen de una esfera circunscrita en un cubo
de arista a.

O Si el radio de una esfera mide 0,3 m. ;Cudl es el drea de la superficie de la esfera en
centimetros cuadrados?

© Siel areadelasuperficie de una esfera equivale a 367 cm?. ;Cudntos metros tiene el didmetro
de la esfera?

Q Si el volumen de una esfera es 9727 cm?3. ;Cudl es el 4drea de la superficie de la esfera en
metros cuadrados?
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@ Si el 4rea de la superficie de una esfera corresponde a 6767 m?. ;Cuél es el volumen de la
esfera en centimetros ctibicos?

© Una esfera se inscribe en un cubo de arista n, como se muestra en la figura. ;Cudl es la
diferencia entre el volumen del cubo y el volumen de la esfera?

@ En un recipiente cilindrico se colocan cuatro pelotas de tenis como se muestra en la figura.
Si cada pelota tiene un didmetro aproximado de 67 milimetros:

a. 3;Cudl es el volumen de una pelota de tenis?

b. ;Cudl es el volumen del recipiente cilindrico en centimetros ctibicos?
. / N\ Y_/ Y 7 )

Soluciona Problemas

@ Vimos que el balén de fitbol debe tener 68 cm a 70 cm de circunferencia Como
maximo. Suponiendo que un balén oficial estd hecho con material sintético con 70 cm de
circunferencia maxima. ;Cudl es la cantidad (4drea de la superficie da esfera), en cm?, de ese
material necesaria para fabricar ese bal6n?

Sugerencia: Usar la relacién dada para el célculo de la superficie de la esfera.

@ Un globo de fiesta cuando se llena toma una forma esférica y puede llegar a una
circunferencia méaxima con un radio de 20 cm. Si continuamos llendndolo de aire después
de alcanzar este valor por lo general explota. ;Cudl es la superficie del globo en el momento
de la explosién?

Sugerencia: Usar la relaciéon dada para el calculo del drea de la superficie total de la esfera.
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@ En la situacién del problema anterior, se puede con los datos que debemos descubrir
encontrar el volumen que el globo ocupa en el espacio al momento del estallido? De ser
asi, ;cual es ese volumen?

Sugerencia: Usar la relacion dada para el clculo del volumen de la esfera.

@ Se quiere construir un acuario con la forma de un casco esférico de radio 2 metros y altura 1
metro. ;Cudl es la cantidad de agua necesaria para llenar el acuario hasta 10 cm de su borde?
Sugerencia: Calculo del volumen del casquillo esférico, recuerda de descontar los 10 cm.

@ En una piscina de pelotas en un parque de diversiones, fueron colocadas 10.000 pelotas de
plastico con radio igual a 4 cm. ;Cudl es el volumen, en m3, que debe tener la piscina para
soportar todas las pelotas?

Sugerencia: Calcular el volumen de una pelotita y después multiplicar por el total (10.000).

@ Un invernadero, fue construido en plastico, con la forma de una semiesfera de 10 m de radio.
;Cudl es la cantidad de pléstico usada para construirla?

Sugerencia: Usar la relacion dada para calcular la superficie de la semiesfera.

@ Un depésito de agua tiene forma esférica con 5 metros de radio. ;Cudl es la cantidad de agua
necesaria para llenarlo hasta sélo el 20% de su capacidad?
Sugerencia: Calcular el volumen de la esfera y revisar el porcentaje.

@ Una boya de orientacion de barcos, estd formada por una semiesfera de 3 m de didmetro y
un cono de 1 m de altura. ;Cudl es el volumen de esta boya?

Sugerencia: Puedes calcular por separado el volumen de la semiesfera y el volumen del cono
y después sumarlos.

@ LaGéodeesun cinema con forma de esfera de 36 metros de didmetro, situado en el parque de
la Villete en Paris. Estd conformado por una pantalla semiesférica de 26 metros de didmetro.

a. Calcula el volumen aproximado de La Géode.
b. Calcula el drea aproximada de la pantalla de La Géode.

@ Cerca de tres cuartas partes de la superficie de la Tierra estdan cubiertas de agua. ;Cuéntos
kilémetros cuadrados de la superficie de la Tierra constituyen terreno seco? (Considere 6400
km como longitud del radio de la Tierra).

@ Determine el volumen de un cilindro de altura h inscrito en una esfera de radio r.
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@ Una esfera est4 inscrita en un cono y la longitud del didmetro de la base del cono es igual a
la longitud de la generatriz del mismo, los cuales miden 10 cm. Determine el volumen de la
esfera.

@ En una esfera de radio r se tiene inscrito un cilindro de tal manera que el didmetro del
cilindro es congruente con el radio de la esfera. Calcule la relacién entre el volumen del
cilindro y el volumen de la esfera.

@ Dos esferas tangentes externamente tienen radios de longitud igual a 8 cm y 12 cm
respectivamente. Las esferas estdn situadas sobre la superficie lisa de una mesa. Determine
la distancia entre los dos puntos de tangencia de las esferas con la mesa.

@ Calcula el drea y el volumen de una esfera cuya circunferencia méaxima (longitud de la
circunferencia mide 47,1 cm).



CAPITULO [

PROBLEMAS RESUELTOS

7.1. Introducciéon

En los capitulos anteriores se ha hecho un completo desarrollo del prisma, la pirdmide, el tronco
de pirdmide, el cono, el tronco de cono, el cilindro y la esfera, haciendo énfasis en el contexto
histérico de esas figuras geométricas, su contextualizacion, célculos de dreas, volumen entre otros
y al final de cada capitulo fueron propuestas actividades y situaciones problemas.

A partir de aqui desarrollaremos algunos problemas y su aplicacién en los diferentes contextos de
la vida real.

7.2. Problemas

Ejercicio 7.1. Demuestre que en un paralelepipedo recto rectangular el cuadrado de la longitud
de una diagonal es igual a la suma de los cuadrados de las tres dimensiones.

H G
PN
N
C| Nd C
)j N
P -
~ F
b BTSN
’ \::
A 7 B

Figura 7.1: Paralelepipedo

Hipétesis: Sean a, by c las dimensiones del paralelepipedo recto rectangular. Debemos encontrar
ala diagonal d.

Tesis: d?=a’+b*+c?

Solucion:

133
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En la figura, d es la hipotenusa del tridngulo rectdngulo BE H, entonces
d? = p?+ 2

En el tridngulo rectdngulo BAE, p es la hipotenusa, por lo tanto
p?=a?+ 1P

Luego,
d2=p2+62=a2+b2+62

Ejercicio7.2. Calcula el drea y el volumen de un cubo de 5 m de arista.

I
Solucion: }
I
/)— - T
Area: A=6a® = 6(5 m)2 =150 m? .7
Volumen:V =a°=(5m)® =125 m® a=5m

Figura 7.2: Cubo

Ejercicio 7.3. Calcula el 4rea de la base, 4rea lateral, area total y el volumen de un prisma de base
cuadrada en el que la arista de la base mide 6 m y su altura es de 11 m.

Solucion:
l
! Ap = I? = (6 m)> =36 m?
! Arp=4lh =46 m)(11 m) = 264 m?
hellm '}_____ Ar =2Ag+ AL =2(36 m®) +264 m* = 336 m°
,/ V =Ageh=(36 m?)(11 m) =396 m>

,

y

I=6m

Figura 7.3: Prisma de base cuadrada

Ejercicio7.4. Calcule el 4rea de la superficie total de un prisma recto hexagonal regular, si su arista
lateral mide 4v/3 m (altura) y la arista de la base mide 2 m.

Solucion:

En la figura 7.4, el segmento OP es la apotema del hexdgono regular.
P1Q,=4V3m, PP, =2m

ademds, OP, =2 y OP = /3.
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Luego, el drea de la base es:

Ag = (6) (ZZE)mz =6v3 m?

Q 1 1
I 1
Ahora, el area lateral es: 4v3 L +--1 R
7 O N
P
AL = (©)@(AV3 m) =48v3 m? N
P, p P3
Asi que el 4rea total es: Figura 7.4: Prisma hexagonal

Ar=Ar+2Ap
A7 =48v3 m? +12v3 m? = 60v3 m?

Ejercicio 7.5. La suma de las tres dimensiones de un ortoedro es 15 m y el 4rea de su superficie
total es 200 m?. Calcule la longitud de la diagonal del paralelepipedo.

Figura 7.5: Ortoedro

Solucion:
Sean a, by c las dimensiones del ortoedro, entonces, tenemos que a+ b+c=15m y

200 m? = A7 = 2(ab) + 2(bc) + 2(ac)

Asi que:
ab+ bc+ ac=100 m?

ahora,

(a+ b+c)2—2(ab+ac+bc)
(15 m)? = 200 m? = 225 m? — 200 m? = 25 m?

d>=a*+b*+c?

de donde d? = 25 m? y por consiguiente d = 5 m.

Ejercicio7.6. Calcula las 4reas de las bases, el drea lateral, el drea total y el volumen de un cilindro
recto cuya base mide 7,5 m de radio y cuya altura es el doble del radio de la base.

Solucion:

Tenemos que el area de la base del cilindro recto corresponde al drea de un circulo de radio 7,5 m,
asi que:
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Ag =nr? = 1(7,5 m)? ~ (3,14) (56,25 m?) = 176,63 m?

El 4rea lateral estd dada por:

h=15m

Ap =2nrh=~2(3,14)(7,5 m)(15 m) = 706,5 m*

El area total es:

r=7,5m

Ar=2Ap+ AL = 2(176,63 m?) + (706,5 m?) = 1059, 76 m?
Figura 7.6: Cilindro recto
El volumen esta dado por:

V = Ag e h~ (176,63 m?)(15 m) = 2649,45 m®

Ejercicio7.7. Calcula las éreas y el volumen de un prisma hexagonal en el que la arista de la base
mide 12 m y su altura es de 25 m.

<
0’)11

L _ h=25m
7 N

6 m

[=12m

Figura 7.7: Prisma hexagonal

Solucion:

Siguiendo la figura tenemos que:

a=v(12m)2—(6m)2=1144 m2—36 m2 =108 m2 = 6v3 m

El 4rea de la base es:

_ (812 m)(6v3 m)

> =236v3 m? =~ 374,12 m?

Ap

El 4rea lateral es:
A; =6leh=6(12 m)(25 m) = 1800 m?

El area total es:
Ar=2Ap+ AL =2(236v/3 m?) + 1800 m? =~ 2617,52 m?

El volumen esta dado por:

V = Ag e h=(236v3 m?)(25 m) ~ 10219,09 m>

Ejercicio 7.8. Un cono recto estd inscrito en una esfera de radio R y centro O. Si el volumen y radio
del cono es 127 cm?® y 3 cm respectivamente. Halle el 4rea de la esfera.
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s

XT——

Figura 7.8: Cono inscrito en una esfera de radio R y centro O

Solucion:

Sean R, el radio de la esfera, r el radio de la base del cono y & la altura del cono.
Tenemos que:

1 1
127 cm?® = gnrzh = §n(3)2h cm?

luego,
4cm=nh

ahora, tenemos la figura:

por lo tanto,
R2=r’+4-R?*=r*+16-8R+R?

de donde
r2+16-8R=0
asi que
r2+16) ((3)2+16) 25
= cm=|———|Ccm=—=_Ccm
8 8 8
finalmente

) 25 \? 625 ,\ 6251 )
Ap=4nR =4n|— cm| =4n|— cm“|= —— cm” = 112,65 cm
8 64 16

Ejercicio 7.9. Los lingotes de oro son barras moldeadas como la de la figura, cuyas dimensiones
se miden en cm. Los extremos son trapecios is6sceles paralelos. ;Cudl es su volumen?

2

2icm 10 cm

7
4cm

Figura 7.9: Prisma trapezoidal
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Solucion:

_ (4+2)(2 cm?)

V=Ageh (10 cm) = 60 cm?

Ejercicio 7.10. Encuentre el drea de la superficie lateral de un tetraedro, cuyas caras laterales son
congruentes, cuya apotema mide el triplo de la arista de la base y la circunferencia circunscrita a
la base mide 247 m.

Py

P3 Py

Figura 7.10: Tetraedro

Solucion:
Puesto que 247 m =277, luego r =12 m.
m =3 (Png)

En la circunferencia circunscrita al tridngulo, se cumple que: Lz = rv/3, en este caso, L3 = 12v/3 m.
Luego, el drea lateral es:

(12\/5)(3(12\@))) = @) ((12\/5)(36\@))
2 2

m? = (3) m? = 1944 m?

12)(36)(3
AL:(S)( (( )(2 )())

Ejercicio 7.11. Calcula el drea y el volumen de un ortoedro cuyas aristas miden 8,5 cm, 7,4 cm 'y

5,2 cm.
|
/ c=5,2cm
I
4
yad b=7,4 cm
d
a=28,5cm
Figura 7.11: Ortoedro
Solucion:
Area:

A=2(ab+ac+bc)=2((8,5cm)(7,4 cm)+ (8,5 cm)(5,2 cm) + (7,4 cm)(5,2 cm)) =291, 16 cm?

Volumen:
V = abc= (8,5 cm)(7,4 cm)(5,2 cm) = 327,08 cm®
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Ejercicio 7.12. El dep6sito de gasoil de un sistema de calefaccion tiene forma de ortoedro, cuyas
dimensiones en metros son 1,5 m x 0,75 m x 1,8 m. Calcula cuanto cuesta llenarlo si cada litro de
gasoil cuesta 0,55 délares. Si la calefaccién consume uniformemente todo el gasoil en 120 dias,
;cuanto se gasta diariamente en calefaccion?.

Solucion:

c=1,8m

4 b=0,75 m

a=1,5m

Figura 7.12: Depésito de gasoil con forma de ortoedro

El volumen del depésito es:
V =(1,5)(1,8)(0,75) m* = 2,025 m*
Ahora, 1 litro equivale a 1000 cm?®, de donde:
2,025 m® = 2,025 x 1000 cm® = 2025 litros
Como cada litro cuesta US$ 0,55, tendremos que el costo para llenarlo es:
C =(2025)(0,55) =US$ 1113,75

Y el costo diario en calefaccion es:

1113,75 .
US$ 50 =US$ 9,28 aproximadamente.

Ejercicio7.13. La Gran Pirdmide de Giza es la inica que perdura de las siete maravillas del mundo
antiguo. Actualmente tiene una altura de 137 m y la base es un cuadrado de 230 m de lado. ;Cudl
es su volumen aproximado?

Solucion:

Area de la base:
Agp = [?=(230 m)?>=52900 m?
Su volumen aproximado es:

Agh _ (52900 m?)(137 m)

=2'415,767 m>
3 3

vV =

Ejercicio7.14. Calcular el volumen del s6lido que se genera al girar la regién sombreada alrededor
del eje y.
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3a

2a

a 2a

Figura 7.13: Sélido generado alrededor del eje y

Solucion:
Observe que al hacer girar 360 grados la regién sombreada alrededor del eje y, se forma un sélido
compuesto de un cono con un cilindro y en su interior hay un vacio de una esfera.

2a

Por tanto:

V' =Vcono + Vcilindro — VEsfera
1 4
S=Znad+8na® - gnag =7na’

1, 2 4
V= gna a+na) (2a)—§7m

Ejercicio7.15. Calcular el volumen del s6lido que se genera al girar la region sombreada alrededor

del eje indicado.

R G-

2a

Figura 7.14: Sélido generado alrededor del eje indicado

Solucion:
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El s6lido generado estd compuesto por un cilindro y un tronco de cono.

Por tanto:

T 7 10
V=na’a+ 3 (az +2aa+ (2a)2) a=mna’+ gnag = ?nas

Ejercicio 7.16. Un recipiente con forma de pirdmide regular tiene la parte superior abierta. Esta
parte es un hexdgono regular con las dimensiones que muestra la figura. Si se van a pintar 100 de
estos recipientes, por dentro y por fuera, con una pintura que cubre 450 pies cuadrados por galén,
;cuantos galones se requieren?.

Figura 7.15: Recipiente con la parte superior abierta

Solucion:

La parte superior es un hexdgono regular formado por 6 tridngulos equildteros. La longitud de cada
lado del tridngulo seria entonces 1pie.

La superficie triangular a pintar tiene el siguiente valor de 4rea.
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1pie

3pie

Y
e Las 6 caras tienen un drea de 6A =9 pies?.

+ Como es por dentro y por fuera tenemos que el drea total a pintar es 18 pies® y los 100
recipientes tiene un area de 1800 pies?.

+ Como son 450 pies? por galén, entonces, se requieren 4 galones.

Ejercicio7.17. En una caja se empacan seis latas cilindricas. ;Cudl es la razon entre el volumen de
las seis latas juntas y el volumen de la caja?
I
h

! b

Figura 7.16: Caja con seis latas cilindricas

Solucion:

Se cumple que b = 67 y a = 4r, el volumen de cada lata cilindrica es V; = nr2h y el volumen de la
cajaes Vg =abh.

Larazén entre voliimenes se calcula asi:

Viatas _6Vi _6mnr’h _ 6nr? 7w

Vcaja Vo  abh  @ne6r) 4

Ejercicio 7.18. Calcula el areay el volumen de un tronco de pirdmide cuadrangular sabiendo que
la arista de la base mayor mide 16 m; la arista de la base menor, 12 m; y la altura, 20 m.

Solucion:
Ap, = 1}* = (16 m)* = 256 m?
A, = Lb* = (12 m)? = 144 m*

Tenemos que calcular la apotema del tronco de pirdmide aplicando el teorema de Pitdgoras:
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1=12m
|
|
e E
’
’
’ 6 m
’
, 8m om 2m
I»=16 m

Figura 7.17: Tronco de pirdmide cuadrangular

h=1(20m)2+ (2 m)2 = V404 m2~20,1 m

ll;lz)h=4 16+12

A =4

) (20,1) = 1125,6m?
Ar = Ap, + Ap, + Ap =256+ 144+ 1125,6 = 1525,6 m?

1 / 256 + 144 ++/(256) (144
V:§(ABl+AB2+ ABlABz)H: ( 3 ( )( )) (20)”:”3946167 m3

Ejercicio7.19. Calcula el dreay el volumen de una esfera cuyo radio mide 7,5 m.

Solucion:

a2 2 2 _ 2 7,5m
A=4nr-=4n(7,5m)° = (4)(3,14)(7,5 m)° =706,5 m

_% 3,\,% 3 _ 3
V=3mrl=2(3,14)(7,5 m)” =1766,25 m

Figura 7.18: Esfera de radio 7,5 m

Ejercicio 7.20. Calcula el dreay el volumen de un tronco de cono sabiendo que el radio de la base
mayor mide 7 m; el de la base menor, 4 m; y la altura, 11 m.

Solucion:

Ap, = mR?* = (7 m)* = (3,14)(49 m?) = 153,9 m?
Ap, = nr* = (4 m)* = (3,14)(16 m?) = 50,24 m*

Tenemos que calcular la generatriz del tronco de cono aplicando el teorema de Pitdgoras:
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r=4m

h
h=

R=7 3m

Figura 7.19: Tronco de cono

g=vV11m?2+3Bm?2=v130m2~11,4m
Ar=n(R+r)g=n(7m+4 m)(11,4 m) = (3,14)(11 m)(11,4 m) = 393,76 m?
Ar = Ap, + Ap, + A; =153,9 m? + 50,24 m? + 393,76 m* =~ 598 m?

1
vez (AB1 + Ap, + 1 /ABIABZ) h

(153,9 m? + 50,24 m2 + \/(153,9 m2)(50, 24 mz))
3

(11 m) ~ 1070,85 m>

Ejercicio 7.21. Calcula el 4reay el volumen de un cilindro recto en el que el radio de la base mide
12,5 my cuya altura es de 27,6 m.

Solucion:

r=12,5m

Figura 7.20: Cilindro recto

Ag =nr?=n(12,5 m)? = (3,14)(156,25 m?) = 490,63 m?

Ap =2nrh=(2)(3,14)(12,5 m)(27,6 m) = 2166,6 m?

Ar=2Agp+ AL = (2)(490,63 m?) +2166,6 m? = 981,26 m? +2166,6 m? = 3147,86 m?>
V = Agh = (490,63 m?)(27,6 m) = 13541,4 m®

Ejercicio 7.22. Las dimensiones en centimetros de un cartén de leche de un litro son 9,5 x
6,4 x 16,5. Si lo construyésemos de forma esférica, ;cudntos centimetros cuadrados de cartén

ahorrariamos?

Solucion:
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» Area del cartén de leche:

Acarten =2((9,5 cm)(6,4 cm) + (9,5 cm) (16,5 cm) + (6,4 cm) (16,5 cm))
=2(60,8 cm? + 156,75 cm” +105,6 cm?)
=2(323,15 cm®) = 646,3 cm?

e Radio de una esfera de volumen 1 litro.

3

3
=1 entonces r°=—, de donde
47

Puesto que

3 3 3 3 3 3 3
r=y/—=i = ~ /0,238~ 0,62dm =6,2 cm
47 \/4(3, 14) 12,56

o Area de la esfera de un litro:

A=4nr? =4(3,14)(6,2 cm)? = (12,56) (38,44 cm?) ~ 482,8 cm?

» Luego, Ahorrariamos:
646,3 cm? —482,8 cm? = 163,5 cm?

Ejercicio7.23. Aun tarro de miel que tiene forma cilindrica queremos ponerle una etiqueta que lo
rodee completamente. El didmetro del tarro mide 9 cm y la altura de la etiqueta es de 5 cm. Calcula
el area de la etiqueta.

Solucion:

S .

2nrh
(2)(3,14)(4,5 cm)(5 cm)
141,3 cm?

U

r=4,5cm

Figura 7.21: Tarro de miel

Ejercicio7.24. Un canal de desague tiene forma de un tubo cilindrico de 50 cm de largo. Los radios
interno y externo tienen longitudes de 9 cm y 12 cm, respectivamente. Determine el volumen de
cemento necesario para construir el canal.

Solucion:

Se deduce que el canal tiene la siguiente forma:
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r=9 cm
R=12 cm
h=50 cm

Figura 7.22: Canal de desague con forma cilindrica

El volumen del tubo cilindrico sera el volumen del cilindro exterior menos el volumen del cilindro

interior.

V=Vext = Vine
=nR*h—-nr’h
=mh(R*- 1%
=7(50 cm) [(12 cm)® - (9 cm)?]
=7(50 cm) [144 cm? - 81 sz]
=(50 cm) [63 cm?]
=31507 cm®

El volumen de cemento necesario para construir el canal es 31507 cm?3.

Ejercicio 7.25. Determine el volumen del sélido que se muestra en la figura adjunta.

c=8u b=3u

Figura 7.23: Sélido propuesto

Solucion:

Sea U el volumen del paralelepipedo y W el volumen semicilindrico.

U = abc = (4u)(3u) (8u) = 96u°
1

1 o _1 2 3
W= EVCl—ll—ndm = Enr c= En(lu) Bu)=4nu

El volumen V del sélido sera:

V=U-W=96u’—4nu’ =44 -m)u’ ~ 424 -3,14)u® = 4(20,86) 1> = 83,441
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Ejercicio 7.26. Un rey decide que se fundan 100 esferas de oro de radio a unidades y que, con el
material que quede, se formen conos rectos cuyas alturas midan 4 y cuyas bases tengan didmetros
de a unidades de longitud. Calcule cuantos conos como esos se podrdn formar para repartirlos
entre sus subditos.

Solucion:

Denominaremos V; al volumen de las 100 esferas.

4 ;) (4007 ,
Vi = (100) (Vispera) = (100) | Zmr | =

Denominaremos V5 al volumen de los x conos.

Vo = x(Veono) = x(%nrzh) =x (%n (g)z (g)) = x(inoﬁ)

Suponiendo que no hay pérdida de material, debe cumplirse que V; = V;, luego:

400ra®  ma’®

=—X
3 24
Despejando x:
(24) (4007 a®)
=———— =(8)(400) = 3200
3(mad)

Luego, el rey podrd repartir 3200 conos de las caracteristicas anotadas entre sus stibditos.

Ejercicio 7.27. Calcula el volumen de la siguiente pieza:

R:6cm/

23 cm

h=

/ r=5cm

Figura 7.24: Pieza propuesta
Solucién:

Volumen:

V=Ageh=n(6cm)?-(5cm?)23 cm)=7n(11 cm?)(23 cm) = (3,14)(253 cm?®) = 794,42 cm®

Ejercicio 7.28. Hay que rebajar un monticulo con forma de semiesfera cuyo radio mide 25 m.
Calcula el niimero de viajes que tiene que hacer un camién que lleva cada vez 5 metros ctbicos.

Solucion:
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V_(4n(25 m)3)(1)_(62500 m3n)(1)_(62500 m’n
=== z== )T

= ) ~ (10416,67 m*7) ~ 32708,34 m*
3 2 3 6

Numero de viajes:
32708,34 m*

=3 =~ 6541,67 es decir, 6542 viajes.
m

Ejercicio 7.29. El volumen del cuerpo de la figura 7.25 es de 135 centimetros cubicos. Calcula el
drea total.

1 |- 5 |-
7 ! 7
b I ! I
2 -3 4.
Ve | I 7
V4
Figura 7.25: Cuerpo propuesto
Solucion:
: . 135 cm?® 3
» Hay 5 cubos iguales de arista a; por tanto, el volumen de cada cubo es: s =27 cm”.

» Como el volumen de un cuboes V = a3; 27cm®=a3; a= V27 cm® =3 cm

s Area de la figura: Hay 22 caras distribuidas as:

oo 3 que se ven en la base, oo 3 allado izquierdo,
oo 5 que se ven de frente,

oo 5 que se ven atrés, oo 3 allado derecho.

En total tiene 22 caras cuya drea es igual a:

A=22(3 cm)? =22(9 cm?) = 198 cm?

Ejercicio 7.30. En un recipiente con forma de prisma de base un cuadrado de 8 centimetros de
lado y altura 12 centimetros se introduce una bola de hierro de 8 centimetros de didmetro. Calcula
el volumen de agua necesario para llenar el recipiente.

Solucion:

Vprisma=Ageh=((8 cm)(8 cm)(12 cm)) = 768 cm®

amrrd @B 14¢ cm)?

~ 267,94 cm®
3 3

VBOLA DE HIERRO =
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Cantidad de agua necesaria para llenar el recipiente:

768 cm® — 267,94 cm® = 500,06 cm?® = 0,50006 dm? = 0,50006 L

Se necesitan aproximadamente 0,5 L, o sea, medio litro de agua.

Ejercicio 7.31. Con el agua de un recipiente con capacidad de 5 litros, jcudntos vasos cilindricos
de 7 centimetros de didmetro y 8 centimetros de altura se pueden llenar?

Solucion:
Vvaso =7r?h = (3,14)(3,5 cm)?(8 cm) = 307,72 cm®

5L =5 dm?® = 5000 cm?

5000 cm?

———~16,25
307,72 cm3

Luego, se pueden llenar aproximadamente 16 vasos.

Ejercicio 7.32. Una lata cilindrica de conservas tiene 11 centimetros de alturay 10 centimetros de
didmetro. El papel que la rodea se desprende, ;qué figura es y cudles son sus dimensiones?.

Solucion:
El papel es un rectdngulo de 2z centimetros de largo y 11 centimetros de ancho.

Largo: 2nr =nd = (3,14)(10 cm) =31,4 cm, Ancho:11 cm.

Ejercicio 7.33. ;Cudantos hectolitros de liquido puede contener una tolva cénica de 8 metros de
didmetro y 5 metros de generatriz?

Solucion:

. 8m
Radio:r=—=4m

Alturadelatolva: h=v(5m)2-@Am)2=v25m?>-16m?>=3m

1 1
V= gnrzh ~ g(3, 14)(4 m)?(3 m) =50,24 m> = 50,24 KL =502,4 hL

Ejercicio 7.34. Determina el volumen de un cilindro de 15 centimetros de altura. Si se duplica el
valor del radio, ;qué ocurrira con el valor del volumen? ;Por qué?.

Solucion:

_ 2
® VerLiNpDrRO =TT°h
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_ 29 _ A2 _
* VCILINDRO CON EL DOBLE DEL RADIO = T(2r)“h=4nr“h =4VcirinproO

o Verrinpro = mr?(15 cm) = (3,14)r2(15 cm) = 47,172 cm

Si el radio aumenta el doble, el volumen aumenta el cuddruplo, porque el radio de la férmula esta
elevado al cuadrado.

Ejercicio 7.35. La altura de un embudo de hojalata, excluyendo el tubo de salida, mide 26
centimetros, y el didmetro 30. Si el metro cuadrado de hojalata pesa 3,25 kilogramos, ;cuinto
pesard el embudo?.

Solucion:

30 cm

Radio: r = =15 cm

[

Generatriz: g = V(15 cm)? + (26 cm)? = V225 cm? + 676 cm? = V901 cm? = 30 cm

[

[+

Ap=nrg~(3,14)(15 cm)(30 cm) = 1413 cm? = 14,13 dm? = 0,1413 m?

[

1
El embudo pesa: (0,1413)(3,25 Kg) = 0,459 Kg = > Kilogramo.



CONCLUSIONES

Este trabajo de grado como propuesta pedagégica de GEOMETRIA ESPACIAL:

e Desarrolla los procesos asociados al pensamiento espacial como: visualizar, definir,
conjeturar y justificar.

* Apoya el proceso de conceptualizacién para que el estudiante comprenda, asimile y aplique
las definiciones para deducir informacién.

¢ Hace énfasis en el desarrollo de un pensamiento orientado hacia la solucién de problemas.
» Presenta ambientes de aprendizaje dindmicos que apoyan el razonamiento deductivo.

o Contiene situaciones de aprendizaje que ayudan a que los y las estudiantes aprecien la
importancia de la justificacion deductiva como herramienta de explicacion.
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