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INTRODUCCION

Funciones de Variacion acotada es el titulo correspondiente al trabajo de grado desarrollado
por el estudiante de Licenciatura en Matemadticas de la Universidad Surcolombiana, JONATHAN
QUINTERO CARDOSO con cédigo 2006264214. Algunos aspectos relevantes que se trabajaron
en este estudio fueron conceptos previos del andlisis funcional como Integral de Riemman y
Espacios métricos, también resaltamos la importancia de las Funciones de Variacién acotada en
la resolucién de problemas.

Se consider6 pertinente abrir un espacio para realizar un recorrido histérico de las funciones de
variacion acotada y sus aportes a la ciencia y al mismo desarrollo de las matematicas.

Usualmente se trabaja las funciones de variacion acotada definidas desde un intervalo [a, b] hacia
el conjunto de los ntimeros reales (f : [a, b] — R).

En la vida cotidiana las funciones que mayor cantidad de aplicaciones tienen, son las que
el conjunto de imagen es un espacio normado. Construir modelos mateméticos e identificar
funciones monétonas y funciones integrables, fue algo bastante motivante, y el conocer una
técnica de como se hace, fue nuestra mayor motivacion.
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OBJETIVOS

Objetivo General.

» Exponer los fundamentos histéricos y tedricos sobre los cuales se sustentan los desarrollos
conceptuales de las funciones de variacién acotada.

Objetivos Especificos.

= Presentar un breve recorrido histérico de las funciones de variacién acotada.

= Enunciar definiciones y resultados bdsicos sobre integrables de Riemann y espacios métricos
que fundamentan el estudio de las funciones de variacién acotada.

= Construccién de funciones crecientes a partir de funciones de variacién acotada.

11
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JUSTIFICACION

Usualmente nos encontramos con funciones que no sabemos si se pueden integrar o no, tambien
tenemos funciones que modelan fenémenos, pero que para efecto de extrapolar el modelo seria
muy importante que fuera monétona creciente o decreciente. El estudio de las funciones de
variacion acotada, es importante puesto que con ellas nos permiten identificar si una funcién es
integrable y tambien construir funciones monétonas.

Las funciones de variacién acotada en las tltimas decadas han logrado avanzar en las teorias
matemadticas, como también llegar de manera mucho mads sencilla a teoremas de gran importancia
del andlisis funcional. La comodidad al manejar las funciones de variacién acotada han dejado
abierta la posibilidad de poder construir funciones crecientes en un intervalo.

13
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cAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Reseina Historica.

Es una tarea dificil tratar de aislar, en la historia, el origen de las funciones de variacién acotada,
sin embargo muchos autores coinciden al afirmar que esta clase de funciones tiene su origen en
la busqueda de resolver la conjetura, planteada en 1807, por Fourier que establece: "Toda funcién
arbitraria definida en un intervalo puede representarse como una serie de senos y cosenos". En
1829 P. L. Dirichlet demostré, el hoy llamado Criterio de Dirichlet sobre la convergencia de series
de Fourier, que garantiza que: "Toda funcién real, definida por medio de un ntimero finito de partes
mondtonas, tiene serie de Fourier puntualmente convergente en R", y es en 1881, cuando C. Jordan
introduce las funciones de variacién acotada y demuestra que ellas se pueden representar como
diferencia de funciones monétonas y en consecuencia satisfacen el teorema de Dirichlet. Esta
nocién de funciones de variaciéon acotada, introducido por Jordan, desempefian un papel central
en muchas investigaciones y ha dado lugar a algunas generalizaciones del concepto, sobre todo, la
intencion de buscar una clase de funciones mds grande cuyos elementos tengan serie de Fourier
puntualmente convergente.

Norbert Wiener fue probablemente el primero en modificar la definicién dada por Jordan y
mejorar el teorema de la convergencia. Posteriormente, se han dado otras generalizaciones, y
en este trabajo de grado se desarrolla un resultado de gran importancia dentro del anélisis
funcional: las funciones de variacién acotada, obtenido por E Riez, a principios del siglo pasado,
al encontrar una representacion de los funcionales lineales continuos sobre el espacio de las
funciones absolutamente continuas sobre un intervalo.

Entre los pioneros més destacados, se encuentra Hadamard (865-1963), quien ataca el problema
de representar los funcionales lineales y continuos sobre Cl[a, b], obteniendo un resultado que
Frechet( 1878-1973) mejora en 1904, y no se conforma con ello, sino que comienza a investigar
problemas similares sustituyendo C|[a, b] por otros espacios de funciones.

Por otra parte, en su tesis de 1935, I. M. Gelfand extiende la definicion de funcién de variacion
acotada a funcién abstracta de variaciéon acotada, demostrando que el espacio de los operadores
lineales y continuos definidos en el espacio de las funciones absolutamente continuas sobre un
intervalo y con valores en un espacio normado débilmente completo es isomorfo al espacio de las
funciones abstractas de variacién acotada.

15
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Luego, en el aflo 1937, en los trabajos de E.R. Love y L.C. Young, aparece la nocion de funcién de p-
variacion acotada sobre el intervalo [a, b]. En esta linea se destacan también los polacos Musielak
y Orlicz, quienes en el ano 1959 demostraron en conjunto la separabilidad del espacio Cy[a, b] de
las funciones absolutamente p-continuas en [a, b].

1.2. Conceptos Previos

Definicién 1.2.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una funcion f de A en B es una regla que
asigna a cada elemento x € A un uinico elemento y € B y la notaremos:

f:A—B

X—Y

Al conjunto A se le llamaré el dominio de la funcién f y se notard Domf = A, y al conjunto B se
llamaré el codominio de f y se notard Cod f = B.

Se notara f(x) = y para significar que y es la imagen de x bajo f. Al conjunto de todos los y tales
que f(x) = y se llamara el conjunto de imagenes de f yse notardImf ={ye B: f(x) = y}.

Definicién 1.2.2. Se le llama entorno o vecindad de un punto a € R, al intervalo abierto
(a—0,a+6)={xeR:a—-0 <x<a+6}, en donde26 es la longitud del intervalo. Notaremos como
Vs(a) la vecindad de centro a y radio 0.

Definicién 1.2.3. Sean ACR, f: A— R yce A. Sedice que f es continua en c, si dada cualquier
vecindad V,(f (c)) de f (c), existe una vecindad Vs(c) de c tal que si x es cualquier punto de An Vs(c),
entonces f(x) pertenece a V. (f(c)).

Definicién 1.2.4. Sea f :R — R una funcién, se dice que f es:

1. Acotada superiormente cuando existe algtin nuimero real K, que es mayor o igual que todas
las imdgenes de f. Es decir, f es acotada superiormente si y sélo si 1k € R, tal que
fx) = K Vxe Domf

2. Acotada inferiormente cuando existe alguin niimero real que es menor o igual que todas las
imdgenes de f, es decir, existe m € R tal que m < f(x) para todo x € Dom f

3. Acotadasiysélosi Ik € R+|f(x)| <k VxeDomf

4. Creciente en A, si siempre que x1,X2 € A con x1 < X, implica que f(x1) < f(x2).

5. Estrictamente creciente en A, si siempre que x1, X, € A con x1 < Xy, implica f(x1) < f(x2)
6. Decreciente en A, si siempre que x1,Xx, € A con x1 < X, implica f(x1) = f(x2).

7. Estrictamente decreciente en A, si siempre que x1,X2 € Ay x1 < X2, implica f(x1) > f(x2)

Definicién 1.2.5. Sea f : A — R una funcion, diremos que [ es uniformemente continua cuando,
para cada € > 0, puede encontrarse 6 > 0 tal que, si x,y € A se verifican que |y— x| < 0, entonces
|f(») - f(x)| <e. Se notara

Ve>0,36>0:x,y€ A |y—x|<6—|fn-f)|<e
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Observacién 1.2.6. Si una funcién es creciente o bien decreciente en A, se dice que es monétona
en A. Si f es estrictamente creciente o bien estrictamenet decreciente en A, se dice que f es
estrictamente monétona en A, si f es acotada superiormente e inferiormente se puede mostrar
que esto equivale a decir que f es acotada.

1.3. Sucesion

Definicién 1.3.1. Una funcion x : N — R recibe el nombre de sucesién . La imagen de n bajo x, x(n)
se notard como x, es decir x(n) = x,.
1.3.1. Sucesiones Crecientes y Decrecientes
Una sucesion real {x,} ,en se dice:
» Creciente: Si x;, < x,+1;VneN
= Decreciente: Six,=x,.1;VneN
Si una sucesion {x,},en €S creciente o decreciente, entonces se le llama mondtona .
Si x, < xp+1; VR €N, la sucesion se dice estrictamente creciente.
Si x;, > x,41; Vn e N, la sucesion se dice estrictamente decreciente.
Definicién 1.3.2. Una sucesion {x,}en es acotada superiormente siy sélo sic € R tal que
xp,<c; VneN
Definicién 1.3.3. Una sucesion {x,} en es acotada inferiormente siy sélo sidi € R tal que
i<x,; VneN
Definicién 1.3.4. Una sucesion {x,}en Se dice acotada si es acotada superior e inferiormente.
Proposicion 1.3.5. {x,},cn es acotada siy sélosi Fh e R* tal que|x,| <h VneN.

Definicién 1.3.6. SiI es una cotainferior de una sucesion{x}nen, e I tiene la propiedad de que para
toda cota inferior ¢ de {x,} nen, € < I, entonces I es llamada mdxima cota inferior de la sucesion.

Definicién 1.3.7. Si S es una cota superior de una sucesion {x,}nen y Si S tiene la propiedad de que
para toda cota superior D de {xy}nen S < D, entonces S es llamada minima cota superior de la
sucesion.

Proposicién 1.3.8. Sean a,b € R,si a<sb+¢ Ve> 0,entonces a<b

Demostracién. Razonemos por via reduccién al absurdo.

1
Supongamos que a<b+e Ve>0 A a > b, hagamos ¢y = E(a — b). Entonces

a<b+ey=b+

1
E(a—b)), de donde 2a<2b+a-b=b+a, asi a<b, locual es una

contradiccién por que se tomé a > b. |
Definicién 1.3.9. Sea {x,},en una sucesion en R, se dice que {x,} nen convergea x € R, siy sélo si:
Ve>0,i1KeN/si n>K—|x,;—x|<e

y a x lo llamaremos limite de {x,},eN.
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Proposicion 1.3.10. Si una sucesion {x,},en es convergente, entonces su limite es tinico.

Observacion 1.3.11. Sila sucesion {x,},ecn converge a x entonces lo notaremos lim x, = x.
n—oo

Definicién 1.3.12. Sea {x,},en Una sucesion y sea r; < 1y < I3...... < ry < ... Uuna sucesion
estrictamente creciente de niimeros naturales. Entonces a la sucesion {xy,, Xr,, Xr, ...... Xr,,...} sele
llamard subsucesion de {x,} ,cn

Teorema 1.3.13. Si una sucesion {x,},en converge a L, entonces cualquier subsucesion de {x}nen
también convergea L.

1.3.2. Operaciones con limites:
Sean x, — x, y, — y cuando n — oo,y a € R, entonces:
i. Lasucesiéon constante {c},cn tiene a c como su limite.
ii. lim (ax,)=a lim x,=a-x.
n—+oo n—+oo
iii. nEer(xn +y,) = nEerxn + nEeryn =Xxxy.

. nl—l}}—loo(xnyn) - (nl—l}}—looxn)(nl—{r-il—‘looyn) =Xy

. 1 1 1 ;
v. lim (— =———=—;con lim x,#0
n—+oo\ x, Iim x, x n—+00
n—+oo
lim x
. . Xn n—+oo” .
vi. lim |—|=———=>=, con lim y,#0
n—+oo\ y, nl—l>rPoo Yn y n—-+oo

Proposicion 1.3.14. Sean {x,},en ¥ {Vn}nen SUcesiones convergentes de niimeros reales.

Si x, < VneN — Ilim x,< lim
n yn n—+oo n n—>+ooyn

Teorema 1.3.15. Sean A,BcR, A,B # ¢ acotados superiormente, entonces

sup(A+ B) =sup(A) +sup(B)

Demostracion. Como A,B cR no vacios y acotados superiormente, entonces existen sup(A) y
sup(B). Luego Vae A y VbeB setieneque a<sup(A) A b<sup(B) entonces:

a+ b <sup(A) +sup(B) YacA y VbeB

Porlotanto sup(A)+sup(B) escotasuperiorde A+ B, entonces A+ B es acotada superiormente
y ademads
sup(A+ B) =sup(A) +sup(B) (1)

Por otro lado:

€
Sea € > 0 dado, entonces €* = 3 > 0, por lo tanto Ja € A, b € B tales que:

€ €
sup(A)—E <a A sup(B)—E <b
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Entonces sup(A)+sup(B)—e€ <sup(A+B), luego sup(A)+sup(B) <sup(A+B)+e, porlotanto

sup(A) +sup(B) < sup(A+ B) (2)

De (1) y (2) se tiene que:
sup(A+ B) =sup(A) +sup(B)

Teorema 1.3.16. Sean A,BcR*, A,B # ¢ acotados superiormente, entonces
sup(AB) =sup(A)sup(B)
Teorema 1.3.17. Sean AcR, A # ¢ acotado superiormentey c € R*, entonces
sup(cA) = c¢ sup(4)

Teorema 1.3.18. Sean A,B c R, A,B # ¢ acotados superiormente, yVa € A\Nbe B, a<Db,
entonces
sup(A) <sup(B)

1.4. Particion de un intervalo

Definicién 1.4.1. Sean a,beR, a< b, I =[a, b] el conjunto P = {xy, X1, ... Xy} se llama particién de
[a,blsiysolosia=xp<X1<Xp<...<Xp=Db

Nota 1.4.2. El conjunto de todas las particiones de |a, b] se denotard por &|a, b].

Observaciones 1.4.3. i. Dos particiones P y Q de un mismo intervalo [a, b] son diferentes si
difieren por lo menos en un punto.

ii. Toda particion de [a, b] contiene por definicién al menos los puntos a y b, por tanto toda
particion de [a, b] es un conjunto no vacio.

iii. Toda particién P = {xy, x1,...,Xn—1, Xn} de [a, b] divide a dicho intervalo en n-subintervalos
cerrados:

6L = [xg, 115 I = [x1, X215 .. o5 T = [Xp—1, Xk )5 - 5 I = [Xp—1, Xl

Definicién 1.4.4. La longitud del sub-intervalo Iy = [xx_1, Xx| se denota como Axy, y se define como
AXp = X — Xp—1-

Definicién 1.4.5. Si P := {xp, x1,..., X5} ¥y Q := {y0, y1,--., Ym} Son particiones de I, se dice que Q es
un refinamiento de P si cada punto de la particion P también pertenece a Q (es decir, si P < Q). Un
refinamiento Q de una particion P, se puede obtener agregando a P un niimero finito de puntos del
intervalo[a, b]. En este caso, cada uno de los intervalos [xy_1, x] en que P dividea I se puede escribir
como la union de los intervalos cuyos puntos terminales pertenecen a Q, es decir:

(X — Xk-1] = [¥j-1, YjlU Y} Vil U...UYp-1, Vil
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Los puntos de la particién P de I se puede dividir en subintervalos no traslapados:

[xO) xl]» [X1, x2]» [xz»x?)]» ey [xn—l) xn]

Observaciones 1.4.6. Sea f : ] — R una funcion acotada en I y sea P = {Xp, X1,..., Xk—1, Xk>---» Xn}
una particiéon de I. Para k=1,2,3,..., n, notaremos:

my = Inf{f (x) : x € [xp—1, X1}, My :=sup{f(x):x€ [xp_1, xx]}

Fig. 2.1.1 Una Particionde I = [a, b]

Definicién 1.4.7. La Suma inferior de [ corresponde a la particién P se define como

n
L(P; f):= Z My (X — Xg—1)
k=1

Definicién 1.4.8. La Suma superior de f corresponde a la particion P se define como

UP; f):= ) My(xp—xp_1)
k=1

> 7
ZZ’/;%/

Figura 2.1.2 L(P; f), una Suma Inferior. Figura 2.1.3. U(P; f), una Sumas Superior.

Definicién 1.4.9. Si f es una funcién positiva, entonces la suma inferior L(P; f) se puede interpretar
como el drea de la union de los rectdngulos con base [xx_1, kx| y altura my. De manera similar, la
suma superior U(P; f) se puede interpretar como el drea de la unién de los rectdngulos con base
[Xg—1, Xx] y altura My. La interpretacion geométrica sugiere que, para una particién dada, la suma
inferior es menor o igual que la suma superior.

Lema 1.4.10. Si f:I— R estd acotaday P es una particion cualquiera de I, entonces

LP;f)=U(P; f)

Demostracion. Sea P :={xg, x1,...,n}. Puestoque my < My parak=1,2,3,...,nycomo xx—Xp_1 >0
parak=1,2,3,...,n, se sigue que my (X — Xx—1) < My (xx — xx—1), luego

n n
Y myp (g — xg—1) < Y M (X — X—1),
k=1 k=1

por lo tanto

L(P; f)=UP; f)
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Lema 1.4.11. Si f : I — R estd acotada, P es una particion de I y si Q es un refinamiento de P,
entonces:

L) =sLQ;f) vy UQRH=sUWPLS)

Demostracion. (Para sumas inferiores:) Sea I := [a,b], P : {xo,X1,..., Xk—1,k»---»Xn}, P una
particion de I,my := inf{f(x):xe [xk_l,xk]}, tomamos a z € [xx_1, X], tal que xx_ < z < X,
entonces la particion P’ agregando el punto z a la particién P, esta definida como:

P = 1{X0, X1, 0, Xk—1, 2, Xkr-+-) Xn}
Es claro que P < P'. Sea m}_y m}/ los nimeros:
my =inf{f(x):x€[xp_1,2l} y mi:=inf{f(x):x€ [z xcl}
entonces:
mp=m; (1) A mp=my (2).

y como
(z—xk_l) >0, A (xk—z) >0

multiplicando (1) por (z— x_1) ¥ (2) por (x; — z) tenemos:
Mi(z— Xg—1) < mMy(2— X_1) A m(x — 2) < my(xg — 2)

Sumando miembro a miembro tenemos:

My (2= Xg-1)+ My (Xp—2) < mj (2= X 1) +mj (x—2), luego my ((z — xg-1) + (x — 2)) < My (z—Xp-1)+
my(xy — 2), asi My (2 — Xg-1 + X — 2) < M) (2 = Xg-1) + M}/ (xx — 2), tenemos que My (=Xg_1 + Xx) <
m}(z— xx_1) + m}(xg — 2), de donde my (xg — xx_1) < m} (2 — xg_1) + M} (x; — 2), entonces

n n
Y myg (= xk—1) < Y (M) (2 — xp_1) + m (X — 2)),
k=1 k=1

por lo tanto
L(P; f) < L(P’; f)

Si Q se obtiene agregando un niimero finito de puntos se produce de manera similar como se hizo
con P' y obtenemos que

L(P; )< L(Q; )

(Para sumas superiores:) Si f : I = [a,b] — R esta acotada, P una particion de I y P’ es un
refinamiento de P, entonces:

Sea I :=[a,b], P : {x0,X1,...,Xk—1,k,---»Xn}, P una particién de I, My := sup{f(x): x € [xg_1, ¢}
tomamos a z € (xi_1,Xg), entonces la particion P’ agregando el punto z a la particion P, esta
definida como:

P = 1{X0, X1, 0, Xk—1, 2, Xk» -+ ) Xn}

Es claro que P c P'. Sea M, y M|/ los nlimeros:
M :=sup{f(x):x€[xk-1,2]} y M} :=sup{f(x):x¢€[z,xil}

entonces:
MisMp () A M{<M; .
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y como
Z2—X-1>0, AN xp—2>0

multiplicando (1) por (z— xx-1) V (2) por (x; — z) tenemos:
M,’c(z—xk_l) SMk(Z—xk_l) A M,Z(xk—z) sMk(xk—z)

Sumando miembro a miembro tenemos:

M]’C(Z - Xg—1) + M;C’(xk - 2) < Mi(z — xp_1) + My(xp — z), asi M;C(Z - Xp-1) + M;C’(xk - 2z) <
M (2 = Xg—1) + (xx — 2)), tenemos que M, (z—xg-1) + M} (X — 2) < My (2 = X1 + X — 2), de donde
M]’c(z - Xp_1) + M;C’(xk — 2) < My (—xj_; + Xi), entonces M]’c(z — Xp_1) + M]’c’(x;C —2) < My (X5 — Xp—1))
luego

n n
Y (Mp(z=xx-1) + M(xx — 2)) < ) Mi (x — Xp—1),
k=1 k=1

por lo tanto
UP; H=<Uwp;f)

Si Q se obtiene agregando un nimero finito de puntos se produce de manera similar como se hizo
con P’y obtenemos que

UQ; ) <UP;f)

Lema 1.4.12. Sea f: I — R acotada. Si P, y P, son dos particiones cualesquiera de I, entonces

L(Py; f) = U(Py; ).

1.5. Integrales Superiores e Inferiores.

La coleccién de todas las particiones del intervalo I se denotara por &?(I). Si f : I — R esta acotada,
entonces cada P en & (I) determina dos nameros:L(P; f) y U(P; f). Por lo tanto, la colecciéon & (1)
determina dos conjuntos de nimeros: el conjunto de las sumas inferiores L(P; f) para P € (1) y
el conjunto de las sumas superiores U(P; f) para P € Z(I).

Definicién 1.5.1. Sea I:=[a,b] y sea f : I — R una funcién acotada. La La integral inferior de [ en
I es el niimero:
L(f):=sup{L(P; f): Pe 2(D}

y la Integral superiorde f en I es el niimero
U(f):=inf{U(P; f): Pe 2 (D)}
Puesto que f es una funcién acotada, la existencia de los niimeros
mp:=inf{f(x):xel} y M:=sup{f(x):xel}
esta garantizada. Para cualquier P € & se tiene:
my(b—a)<L(P; f)<U(B f) < M;(b—a)

Por lo tanto
mib—a)sL(f) y Uf)=sMb-a)

Teorema 1.5.2. Seal:=[a,b] yseaf: I — R unafuncion acotada. Entonces existe la integral inferior
L(f) y laintegral superior U(f) de f en I. Ademds

L(H=U()
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1.6. Lalntegral de Riemann

Si I es un intervalo acotado y cerrado y f : I — R es una funcién acotada, la integral inferior L(f)
y la integral superior U(f) siempre existen. Ademads, siempre se tiene L(f) < U(f). Sin embargo, es
posible que se tenga L(f) < U(f). Por otra parte, hay una numerosa clase de funciones para las que
L(f) = U(f). Se dice que esas funciones son integrables y al valor comtin de L(f) y U(f) se le llama
laintegral de f en I.

Definicién 1.6.1. Sea I = [a,b] y sea f : I — R una funcién acotada. Entonces se dice que [ es
Riemann integrable en I si L(f) = U(f). En este caso la integral de Riemann de f en I se define
como el valor L(f) = U(f) y este ntimero por lo general se denota por

b b

f f o f fx)dx

a a
Ademds, se definen:

ff=—ff y ff=o
a b a

Por tanto, si la integral de Riemann de una funcion en un intervalo existe, entonces la integral es el
unico niimero real que estd entre las sumas inferiores y las sumas superiores.

Notaremos R(a) al conjunto de funciones integrables, y diremos que f € R(a) si f es Riemann
Integrable.

En adelante con frecuencia se omitiré el generativo de Riemann y se usard el término integral para
hacer referencia a la integral de Riemann.

Ejemplo 1.6.2. Una funcién constante es integrable:

Sea f(x):=cparaxe Il:=[a,b].Si P es particién cuales cualesquiera de I,entonces:
LP;f)=clc—a)=UP; [)

Por lo tanto, las integrales inferior y superior estdn dadas por L(f) = c¢(b—a) = U(f). Por
consiguiente, f es integrableen Iy:

b b

ff=fcdx=c(b—a)

a a

Ejemplo 1.6.3. La funci6n g(x) := x es integrable en [0, 1]

Sea P, la particion de I:=[0, 1] en n subintervalos dados por:

(k-1 k

n n
alcanza alaizquierda y a la derecha de los puntos terminales respectivamente y, por lo tanto, estan

Puesto que g es una funcion creciente, su infimo y su supremo en el intervalo se
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k-1 k 1
dados por my = (—) y My = (—) Ademads, puesto que xx — xx—; = — paratoda k=1,2,...,n, se
n n n
tiene
0+1+...+(n-1) 1+2+...+n
L(Py;8) = 2 , UPp;8) = 3z
B m(m+1)

Siseusalaféormulal+2+...+m , para m € N se obtiene que:

LPy: )_(n—l)n_n—l_l(l 1) UP,: )_n(n+l)_n+1_1(1+1)
w8 = 2n2  2n 2 n)’ 8= 2n2  2n 2 n

Puesto que el conjunto de particiones {P, : n € N} es un subconjunto del conjunto de todas las
particiones Z(I) de I, por lo tanto:

% =sup{L(Py;8):neN} <sup{L(P;g):Pe ANE L(g),

y también que

U(g) =inflUP;g): Pe ()} <inflU(Py;8) :neN} = %

1 1 1
Como 3 =L =Ug = 7 se concluye que L(g) = U(g) = 7 Por lo tanto, g es integrable en

I=1[0,1]y
1 1
1
= dx=—
o= [ xax=
0 0

Definicién 1.6.4. Diremos que [ satisface la condicion de Riemann respecto de « en |a, b] si, para
cadae > 0, existe una particion P, tal que si P es mds fina que P, implica

0<URf,@)-LPfa) <e

1.6.1. Criterios de Integraci6n de Riemann.

Sean I:=[a,bl y f : I — R una funcién acotada en 1. Entonces fes integrable en I si y sélo si para
cadae > 0 existe una particién P, de I tal que

UP; f)—L(Pe; f) <€

Corolario 1.6.5. Sean I:=[a,bl y f : I — R una funcion acotada. Si {P, : n € N} es una sucesion de
particionesde I tal que
li}I}l(U(Pn;f) —L(Pu; ) =0

b
entonces f es integmbleyli’?lL(Pn;f) =[f= lirlln U(Py; f).
a

1 n-1
Ejemplo 1.6.6. Sea g(x):=xen [0,1].Si Py := {O, — e, ( ),1}, entonces :
n

n

1
lim(U(Py; 8) — L(Py;8)) =lim— =0
n n n

1 1 1 1
Por lo tanto que [ xdx =lmU(Py; g) =lim = (1 + —) =—.
0 n 2 n 2
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Integrabilidad de funciones moné6tonas y continuas

Si f :=[a, b] — Resunafuncién monétonay continuaen [a, b] y P := {xg, x1,..., X} €suna particiéon
de [a, b], se emplea la notacién comin

my:=1inf{f(x): x € [x4_1, X1}, My :=sup{f(x): x€ [xg_1, xx]}

Se hace notar asi mismo que

UWP; f)—LP; f) = ), (Mg — mp) (X — X-1)-
k=1

Integrabilidad de funciones monétonas.

Sean I:=[a,b]y f: I — R una funcién monétona en I. Entonces f es integrable en I.

Integrabilidad de funciones continuas.

Sean I:=[a,b]y f: I — Runafuncién continua en /. Entonces f es integrable en I.

1.7. Espacio métrico

Definicién 1.7.1. Sea E un conjunto no vacio, d : E x E — R una aplicacioén, se dice una métrica (o
una distancia) si para todo x, y, z € E satisface:

dy) dx,y)=0 & x=y

dy) d(x,y)=d(y,x); Yx,y € E (Simetria)

d3) d(x,z)=d(x,y)+d(y,z); Vx,y,z€ E (Desigualdad Triangular)
Al par (E, d) se le llama espacio métrico.

La métrica d representa la distancia entre los puntos x y y.

Definicién 1.7.2. Sea (E,d) un espacio métrico, una bola con centro en a € E y radior > 0, es el
conjunto,

Bg(a,r):={x€E: d(a,x)<r}

Definicién 1.7.3. Sea (E,d) un espacio métricoy S E, a€ S, a es llamado un punto interior de S
en(E,d), si
Ar>0) (Bgla,rc8)

Definicién 1.7.4. Si(E,d) es un espacio métrico y S c E, se define el interior de S , como el conjunto
{a€ S: aes punto interior de S},
Este conjunto se denota por int(S).

Notese que int(S)c S
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Definicién 1.7.5. Si (E,d) es un espacio métricoy S c E, se dice que S es abierto en E, si todos sus
puntos son interiores, esto es si

(VseS) (seint(S))

De la definicion es claro que intS< S y S es abierto en E siy solo si

S=intS

Definicién 1.7.6. Dado un espacio métrico (E,d) y Sc E, sedice que S es cerrado en (E,d) siE\S
(el complemento de S con respecto a E ) es abiertoen (E, d).

Teorema 1.7.7. Sea (E,d) un espacio métrico

1) @ esabiertoen (E,d).

2) E esabiertoen (E,d).

3) La interseccién de un ntimero finito de conjuntos abiertos en (E, d), es un conjunto abierto en

(E,d).

4) La unién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos en (E,d), es un conjunto abierto en

(E,d).

Demostracién. Probemos algunas de las afirmaciones anteriores:

2)

3)

4)

Six € E,tomemos r = 1> 0, tal que Bg(x,1) c E, entonces x € int(E), luego E cint(E),
asiint(E) = E, por lo tanto se concluye que E es abierto en (E,d).

Sean {Gj,Gg,...,Gy} una coleccién finita de abiertos en (E, d) y sea

G=G1NGyN...nG,=[)Gi.
Demostraremos que G es abierto en (E, d).

Sea xj € G, entonces (Vi € I) xo € G;, asi xp € int(G;),i =1,...,n, pues G; es abierto, luego
3dr; >0 tal que Bg(xg, 1)) <Gj, i=1,...,n.

Sea r = min{ry,...,r;} >0, (puestodo subconjunto finito no vacio de nlimeros reales tiene
un elemento minimo y un elemento maximo), entonces

Viel,i=1,...,n) B(xg,1r) < B(xp,r;) <G;j,

esto es B(xp, r) estd contenida en cada G;, luego

n
B(JC(),I’)C ﬂGi =G
i=1

Se concluye entonces que G es abierto.

Sean (G;) ;e una familia arbitraria de conjuntos abiertos en (E,d) y

G=JG;

iel
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Demostraremos que G es abierto en (E, d).

Seax € G, entonces 3i € I/ x € G;, luego Ir > Otalque B(x,7r) < G; < Ui G;, asi
x es un punto interior de G, por consiguiente x € int(G), porlo tanto G c int(G), se
concluye entonces que G es abierto en (E, d).

Teorema 1.7.8. Sea (E, d) un espacio métrico.

1) ElconjuntoE es cerrado en (E, d).
2) El conjunto vacio @ es cerrado en (E,d) .
3) La interseccion de cualquier coleccién de subconjuntos cerrados de (E, d) es cerrada en (E,d) .

4) La union de un niimero finito de subconjuntos cerrados de (E, d) es cerrada en (E,d) .

Demostracion. 1) (E\E) =@, el cual es abierto en (E, d) , luego E es cerrado en (E, d) .
2) (E\@)=Eesabiertoen (E,d),luego ¢ es cerrado en (E, d) .

3) Sea (F;)jer una familia cualquiera de subconjuntos cerrados de (E, d) y sea

F=(F;,

iel

E\F=E\

() Fi

iel

=UJE\Fy

iel

como cada (E\ F;) es abierto en (E, d), entonces E\ F = E\ (N;e; Fi) = U;er(E\ F;) es abierto
en (E,d), por lo tanto (E\ F) es abierto en (E, d), esto es F es cerrado en (E, d) .

4) Sea {F,...,F,} una coleccién finita de subconjuntos cerrados de (E, d) y sea

n
F=JF.
i=1

n

E\F:E\OJE

(E\F;)

n

i=1 i=1

que es abierto por ser interseccion de un nimero finito de conjuntos abiertos , luego F es
cerrado en (E, d) |

Definicién 1.7.9. Sea XcR y acR. Sedice que a es un punto adherente de X si y solo si, existe
una sucesion {x,}nen en X tal que r%im Xp=a
— 00
Definicién 1.7.10. Sea E c R. La clausura de X notado por (X), se define como
X:={acR/aes punto adherente de X}

Definicién 1.7.11. Un conjunto C se llamard numerable si y sélo si es equipotente con el conjunto
de los numeros naturales N, es decir, cuando existe una biyeccion de N a C.

Definicién 1.7.12. Sea (E, d ) un espacio métrico, A C E se llama denso en E, si A=E.

Definicién 1.7.13. En un espacio métrico (E,d) , un conjunto es separable, si existe D c E , densoy
numerable.
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1.8. Espacios Normados.

Prefinicién 1.8.1. Sea X un espacio vectorial sobre K (R 6 C), una funcién| - || : X — R sedice que
esunanormaen X, sisatisface:

Ny ||x||=0; Vxe X

No) [x|=0<< x=0;VxeX
N3) laxl=lallxl; ek, Vxe X
Ny lx+yllxll +llyl;Vx,yeX

Al par (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Proposicion 1.8.2. En todo espacio normado X , se puede introducir una métricad : X x X — R
dada por:
d(x,y)=llx=yl

La cual es llamada métrica inducida por la norma.
Demostracién. Utilizando las propiedades de la norma:

dy) dx,y)=lx-yl=0

dy) dx,y))=0—]x-y|=0—x-y=0 —x=}.

d3) dx,y)=lx=yl=lDy-0l=1-Uly-xlI=ly-xl=d(yx)

dy) dx,y)=lx-yl=lx-y+z-zl|=ll x-2)+ -y =l x-z|+ | z-yl =d(x,2)+d(z,y). B

1.9. Espacio con Producto Interno.

Definicién 1.9.1. Sea X un espacio vectorial sobre K, una funcion
Gy XxX—K
se dice que es un producto internoen X , si Vx,y,z€ X y Va € K satisface:
(D) {(x+y,2)=(x,2) +(¥,2).
(i) {ax,y)=al{x,y).
(iii) (x,y) =y, x) (Simetria Hermitiana).
(iv) (x,x)=0 ; (x,x)=0<x=0 (No negatividad)

Al par (X, (-,-)) se le llama espacio producto interno.

Se tiene de (i) y (ii) la linealidad con respecto a la primera componente, las tres primeras
condiciones son conocidas como sesquilinealidad, y la cuarta es llamada no negatividad. De este
modo, un producto interno es una forma sesquilineal positiva.
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Observacién 1.9.2. 1) Linealidad con respecto al segundo factor.
(X, y+2) =y +2,%x) =, %) +{2,%) = (), X) +(2,%) = (X, }) + (X, 2)

2) Conjugado lineal con respecto al segundo factor.
(x,ay) =(ay,x) = a(y,x) = a(y,x) = a({x,y)

Proposicion 1.9.3. En un espacio producto interno (X, {-,-)) se puede inducir una norma

I-I:X—R dada por
Xl = v/{x, x)

La cual es llamada la norma inducida por un producto interno.
En efecto:

N I xll=v{x,x)=0 (Por(iv)).
No) [[x[[=0—=]x]=V{(x,x)=0—(x,x)=0—x=0. (Por(iv)).
N3) |l ax||=vV{ax,ax) = Va(x,ax) =/ aa{x,x)=|alvV/{x,x)=al | x|

Definicién 1.9.4. Un espacio vectorial normado X, el cual es completo con relacion a la métrica
inducida por la norma, se denomina un Espacio de Banach.

Definicién 1.9.5. Sea (X, [-,-]) un espacio producto interno, la pareja (X, | - ||) recibe el nombre de
espacio pre-hilbert, donde | - || estd asociada al producto interno <-,-).

1.10. Lema

1 1 aP  p1
Seanpzlyqtalesque5+—=1,entoncesaﬁs—+7; Va,f=0
p p

1 1
Demostracion. Puesto que ; + E = 1, entonces p+ g = pq, luego pg—p+1—-¢q =1, asi que

1
pg-1)—-(g-1)=1,dedonde (p—1)(g—1) =1, porloque (g—1) = Pt Si u= tP~!, entonces

1
t=urT =udl,

a
Figura2.1.4

a ap ﬁ q
I:f tp_ldt:— IIZf uq—lduzﬁ_
0 p o p

aP ﬁq

ap<sI+11, por tanto aﬁ5—+;

p
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1.10.1. Desigualdad de Holder
1 1
Si—+ 5 =1, para p > 1 entonces

1/p

o o 1/q
Y IEGIP Zmﬂ"‘
j=1 j=1

Demostracion. Si¢j=0; Vjon;=0;Vj,se verifica el resultado.

o0
Y 1En;jl =
j=1

Supongase que existen j, k tal que ¢; #0yn; # 0, tomando:

— 1< ;1 _ In;l
i= v Y M= 1/q
oo oo
[Zlfjlp [Z|le|‘7‘
j=1 j=1
&P ;1 x 11
Se tiene que, I$injl < (f]— + L, luego > I§jnjl<—=+—==1, porlo tanto
p j=1 p 4q
oo
DIRIST 1/p 1/q
Jj=1 R (o) [e) oS}
1ip 1/q =1 ASlque» ; |E]T’]|S ; If]'p] ; In]|q]
o) o) Jj=1 j=1 j=1
[Z ISP [Z ;19
j=1 j=1

1.10.2. Desigualdad de Minkowski

1/p

o 1/p o o 1/p
o] (S| " [Ein]
j=1 j=1 j=1

para todo p = 1 fijo.

Demostracion. Si p = 1, la desigualdad coincide con la desigualdad triangular y el resultado es
valido.
Sip>1,setoma w;=¢;+mn;.Porladesigualdad triangular:

lwil? = 1& +njllwilP™t < (&1 + In;Dlw; P~ sumando desde 1]/' = 1 hasta j = Zl\/l se
N N N N P q
tiene, Y wilP = ¥ I&1 lwilPt+ X injl lwilP™t < | X IEGIP Y w4
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
N 1/p o 1/q N 1/p 1/p 1/q
Y InjlP Y w;|'Pmd =X &iIP] +| X InjlP Y lwjl?
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
Siw;=0; VJ,ladesigualdad se verifica. Supongase ahora que w; # 0 para algun j, entonces
1-1/q 1/p 1/p
< +

N
> lwjl?
=1

N
Y IEIP
=i

N
Y InjlP
a1

Si N — oo, obtenemos
00 1/p o)
[Zlfj‘irnjlpl S[Zlfjlp
j=1 j=1

1/p

o 1/p
2yl
j=1
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1.11. Funciones Lipschitz

Definicién 1.11.1. Sean I =[a,b] <R y f : I — R una funcion. Se dice que f es Lipschitz, si existe
una constante L > 0 tal que:
|f(b)-f@|<Llb-al. Ya,bel

1.12. Teorema del extremo interior.

Teorema 1.12.1. Sea c un punto interior del intervalo [a, b] en el que f : [a, b] — R tiene un extremo
relativo. Si la derivada de f en c existe, entonces f'(c) =0

Demostracion. Si f'(c) > 0, entonces existe una vecindad de V;(c) € [a, b] de c tal que:

f (x)— f(c)

>0 para x €V,(c), x#c.
xX—c

Si x € V. (c) y x> c, se tiene entonces:

>0

B o f(x)—f(c))
f-flo=«x d(—x_c

Pero esto contradice la hipotesis de que f tiene un méximo relativo en c. Por lo tanto, no se
puede tener f’(c) > 0. Si f'(c) < 0, se procede de igual manera para demostrar que esto no puede
ocurrir. |

Corolario 1.12.2. Sea f : [a, b] — R continuaen todo el intervaloy supongase que [ tiene un extremo
relativo en un punto interior ¢ de |a, b]. Entonces la derivada de f en c no existe o es igual a cero.

1.13. Teorema de Rolle

Teorema 1.13.1. Si f es continua en un intervalo cerrado |a, b, y la derivada f' existe en todo
punto del intervalo abierto (a,b) y f(a) = f(b). Entonces existe al menos un punto c en (a,b) tal

que f'(c)=0

1.14. Teorema del Valor Medio

Teorema 1.14.1. Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y si f tiene derivada en el intervalo
abierto (a, b).Entonces existe al menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que:

f) - f@=f'c)b-a

Demostracion. Considérese la funcién ¢ definida en [a, b] por:

b
0(x):= f(0) - f(a )—Li(“)( _a)

La funcidn ¢ satisface la hipotesis del teorema de Rolle, ya que ¢ es continua en [a, b], derivable en
(a,b) y @(a) = @(b). Por lo tanto, existe un punto c en (a, b) tal que:

0=¢'(c) =f'(c)—% , luego f(bli [@ = f'(c) , entonces f(b)- f(a)= f'(c)(b- a),
por lo tanto, f(b)— f(a) = f'(c)(b—a) u
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CAPITULO 2

FUNCIONES DE VARIACON ACOTADA

Las funciones de variacién acotada estan estrechamente relacionadas con las funciones
mondtonas y son muy importantes en la teoria de integraciéon de Riemann.

2.1. Funciones de variacion acotada

Definicién 2.1.1. Sea f definida en [a,b] y P = {x¢, X1, X2, ..., Xp} una particion de [a,b]. Sea Af, =
fxg) = f(xk-1), parak =1,2,3,..., n. Si existe un niimero positivo M tal que:

n
IAfl<M VYPe P(la,b))
k=1
entonces se dice que [ es de variacién acotada en [a, D).

Teorema 2.1.2. Si f es mondtona en [a, b], entonces f es de variacion acotada en a, b].

Demostracion. Consideremos cuando f es creciente, P una particiéon de [a,b], xp_1,xr € P,
entonces Xy_1 < X, luego: f(xp_1) < f(xx). Notemos que a<b, asi f(a) < f(b), por lo
tanto f(b) — f(a) >0, ademds 0< (f(b) - f(a))<2(f(b)-f(a). Sea 2(f(b)—f(a)=M

Luego:

n n
YA fel = Y 1f ) = =)= (F (1) = £(x0) + (f(x2) = Fx1)) + ...+ (f (Xn=1) = f (Xp—2))
k=1 k=1

+(f(xn) = f(xn=1) = = f(x0) + f(xn) = f(xp) = f(x0) = f(b) - f(@) <2(f(b) - f(@) =M

n
Porlo tanto: Y _[Afel<sM
k=1

Teorema 2.1.3. Si f es continua en [a,b] y si [’ existe y ademds |f’(x)| <M Vxe(a,Db)yalguna
constante M, entonces f es de variacién acotada en [a, b].
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Demostracién. Sea P = {xg, X1, X2, ..., X} € P ((a, b)).

Consideremos el intervalo I = [xk_1, X] < [a, b]. Aplicando el teorema del valor medio a
I = (xg_1,X), entonces 3ty € (xg, xp—1) talque fxg—xp_1) = f'(1x) (Xx — Xx—1). Sea | ' (£p)| < M

Luego:

n

YIASel =Y |k = fem1)| = D £ ek = xpe—1) | = D | F/ (80| (ke = xk=1) < ) M (g — xg—1)
k=1 k=1 k=1 k=1 k

= =1

=M ) (xp— xk—1) < M [(x1 — x0) + (X2 — x1) + (X3 — X2) + ... + (X—1 — Xp—2) + (X — X—1)]
k=1

n
< M[-xo+ Xp] = M[x, — Xo] . Como x9=ay x,=b, entonces: Z [Afxl=M(b-a).
k=1

Proposicion 2.1.4. Toda funcion de Variacion acotada es acotada. Basta considerar la particion
la,x,b] de|a, b] donde x € (a, ).

Demostracion. Sean f : [a,b] — R una funcién de variacion acotada y x € [a,b],x = Xxj.

Tomemos P = {xy = a,X1,...,Xk-1, Xk = X,Xk+1L,---»Xn-1,Xn = b} una particiébn de [a,b],
n

entonces 3 M € R+/kz |[fOeo1) = fO)| = My |f(xk-1)| = b € RY, luego |f(x)| = |f(xx)| =
=1

|[fe) = FOt—) + Flxe—1)| < |F ) = O]+ | fxe=1)| = |f ) — flxk-1)| +b< (M +Db) eR™.

Tomamos a M + b = k € R, entonces: |f(x)| <kV x €la,b]. [ |

Observaciones 2.1.5. Notacién (parte positiva y negativa de un ntmero real). Para cualquier
numero v € R, denotemos por v* y v~ su parte positiva y parte negativa:

v, si v=0 v, si v=<0

v+:=méx(v,0)={ v‘::min(v,0)={

0, si v<0 0, si v>0
Notemos que v~ =0, la parte negativa siempre es un ntimero no negativo.

Observaciones 2.1.6. (Variacion positiva y variacién negativa). Sea f : [a; b] — R. Dada una P =
{xo0,...,Xn}) € Z[a, b], introduzcamos las siguientes notaciones:

n n
SR =Y (Fo - o) 5 S-(f,P):i= Y (flxp) - f(xxp)”
k=1 k=1

La variacion positiva de f en [a, b] se define por:

PVf(a,b):: sup S+ (f;P):
pPe”?

La variacion negativa de f en [a, b] se define por:

NV¢(a, b):=sup S_(f;P):
PeZ?
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2.1.1. Variacion Total

Definicién 2.1.7. Sea f una funcion de variacion acotada en |a,b], y sea ) (P) la suma
n

Y. IAfx|l correspondiente a la particion P = {xy,X1,X3,...,X,} de [a,b]. El niumero Ve(a, b) =
k=1

sup{X.(P):P € P(la,b))} se llama variacion total de f en el intervalo [a, b, ademds Vy(a,b) =0
siy sélo si f es constante en el intervalo [a, b].

Proposicion 2.1.8. Si f es de variacion acotada en |a, b), el niimero Vy(a, b) es finito y positivo.
Demostracion. Sean f : [a,b] — R, una funciéon de variacion acotada en [a,b], P =

n
{Xo = @, X1,X2,..., Xk-1, Xk, ..., X = b} del intervalo,y Vy(a,b) = sup{ Y |fx) —f(xk_1)|}.
k=1

En particularsi xp_;,xx € Py Xp—1 < X§, entonces:

Vela,b) = Y | fGxa) = flxk—1)| = | ) = fe—1)| = flxg) = fxp—1) =0
k=1

Por lo tanto Ve(a, b)=0 [ |

Proposicion 2.1.9. La suma de dos funciones de variacion acotada es de variacion acotada, al igual
que su diferencia y su producto.

Demostracion. Sean we R, f:[a,b] —R,V, g:la,b] — R, funciones de variacion acotada en [a, b],
entonces 3 M,L € R* tales que para cualquier particion P = {xg = a, X1, X2, ..., X, = b} se cumple:

n n
Y |feR - f-)| =M y ) |gla) —glxe-1)| < L
k=1 k=1

Por lo tanto: u

i)

M=

n
Y |(F+ 80— (F+8) 0k = Y (i) + glaeg)) = (fCeg—n) + g x|
k=1

=~
1l
—

Il
™M=

| f () + g () = f (k1) = g xg-1)|

=~
1l

1

Il
M=

|(F ) = Fl-1) + (g0xa) — gGe—) |

=~
1l

1

I\
M=

|(f Ger) = fce-1)) | + | (g Cxx) — gxk—))|

1
+L

In
=T

SeaM+L=H €R" entonces:

Y |f+9@) - (fF+@ )| <H
k=1
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i)

n

2 NF -0 - (fF =@ -] = Y |(f o) — gxw)) = (foxx-1) — g(xx-))|
k=1 k=1

N

| f o) — 8(xi) — fF(xe—1) + 8 (xk—1)|

~
1l
—

Il
™M=

|(F ) = fxe-)) — (gCxa) + g (k)|

~
1l
—

|(f (i) — f (k1)) + (—g (k) + g (k1)) |

|(f(xk) fla-D)| + | (—gxx) + gxx-)|

IA

IA
= ||M: WM: TM:

|f () — f (o= | + | g Gex) — g1

IA

+L

Tomamos M+ L=H €R", entonces:

Y |- - (f-g)|<H
k=1

iii) Sedefine: (wf)x) =w(f(x), luego:

n

f|(wf)(xk)—(wf)(xk_1)|=z w (f(xp) - w (fxr-)| = f| (f o) = f )|
k=1 k=1

k=1

N

=Y wl|(f) = fx-D)| = lw i|(f(xk)—f(xk_1))|s|w|M
k=1 k=1

Tomamos |w| M = J € R, entonces:

n
Y ) - (whHxe-1)| < T
k=1

iv) Sedefine (fg)(x)=f(x)gx), Vx €la,bl.

Sea P = {xp = a, x1, X2,..., X, = b} una particién de [a, b]. Como f 'y g son de variacién acotada
en [a, b], entonces por el teorema 3.1.4 son acotadas, por lo tanto

ApqgeR/|fW|<sp A |gW)|=q, Vxelab

En particular para xj_i, x¢ en P se tiene | f(xp)|, |fOx-D| =M y |gxi)|,|gxk-1)| =L
Z |(f8)(xp) — (f8) (xk—1)| = Z |(f ) (8 (xk)) = (f (xie—1) (8 (1)) |

=Y () (gxx) = (f (k=1 (§(xk-1)) = (f (xp) (g (xg—1) + (f (xp) (8 (Xg—1)|
k=1
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n

=Y |gk-1) (f (k1) — F ) + fCxx) (8 (xk—1) — g xi)]|
k_

N

< Y |gC-n]| | (f (xe- 1)—f(xk))|+2 | £ o] (gex-1) — glxx )|
k=1

N

n

1| (fek-) = FaR) |+ Y m|(g(r-1) — gl
k=1

k=1

IA

IA

qki |(f (1) = Fxi))| + pki |(g(xk-1) — g(x)|
-1 -1

=gM+pL

Tomamos ¢gM+pL=W €R",entonces:

n

Y |(f) i) - (fxk-))| =W

k=1
Proposicion 2.1.10. Si f es de variacion acotoada en [a,b] y c € (a, b) entonces f es de variacién
acotadaen [a,cly enlc,bly ademds

Vi(a, b) = Ve(a,c)+ Vy(c, b)

Demostracion. Sean c € (a, b), Py = {xo, X1,... X5} €s una particién para [a,c] y P = {yo,yl,...,ym}

es una particién de [c,b], luego P,uUP, = P := {xo,xl,xz,...,xn=y0=c,y1,y2,...,ym} es una
particion de [a, b].

Vf(a,c)=sup{ 5 |f(xi)—f(xi—1)|}» y Vf(c,b)zsup{ 5 If(yj)—f(yj_l)l},luegoz
i=1 j=1

n
Vi(a,c)+Vile,b)=sup{ > | f(xi) - fxi- 1)|}+sup{Z|f(y])—f(y] 1)|}

i=1 J

n+m 1

= {Z fle) = flxi-p)| + Zl|f(yj)—f(yj—1)|}
{ |f(Zz)—f(Z[_1)|}
(a,b

Teorema 2.1.11. Sea f una funcion de variacién acotada en [a, b] y definamos V : [a, b] — R asi:

Vf(a,x) si a<x<0
V(x)

0 Si x=a

Entonces:

i) V es una funcién creciente en [a, b].
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Demostracion.
Sean f: [a, b] — R, una funcién de variacion acotada, P = {x9 = a, X1,..., Xk-1, Xk)---, Xn = b}
una particion de [a, b], entonces AM € R* / i |f(xk) - f(xk_1)| <M.
Sean x,ye Pconx< y,luegpa<x<y<b 31;2113 tiene que
Vi(a,y)=Vi(a,x)+ Vr(x,y)

Notemos Vf(a,y) =V, y Vf(a, x) = V(x), entonces:

V(y)-Vx)=Vr(a,y) - Vri(a,x)=Vi(a, x)+ Vr(x,y) = Vr(a, x) = Vi(x,y) 2 0

Por lo tanto: V(y) = V(x), asi V es una funcién creciente en [a, b]. |
ii) V — f es una funcién creciente en [a, b].

Demostracién. Sea D(x) = (V — f)(x) =V (x)— f(x) si x € [a, b].
Luegosi a < x < y < b, tenemos:

D(y)-Dx)=Vy) - fy)—(V(x)- f(x)
=V -V -fm+fx)
=V -V&@-1fy-fx]l
=V, ) = 1f () - fX)]

:sup{ i |f(xk)—f(xk—1)|}—(f(y)—f(X))
k=1

Luego por definicion de variacion total tenemos que:

Vi, )= [f(-fx)]=0
Asi, D(y) — D(x) = 0, por lo tanto, V — f es creciente en [a, b]. [ |
Teorema 2.1.12. Sea f definida sobre |a, b], entonces f es de variacion acotada en [a, b] si y sélo si
f puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes.

Teorema 2.1.13. Si f es continuaen [a, b] y si « es de variacion acotada en [a, b], entonces f € R(a)
enla,b].

Demostracioén. Sea a creciente en [a, b], entonces a(a) < a(b). Como f es continua en [a, b] es
uniformemente continua en [a, b], luego dado € > 0, entonces 35 > 0 tal que si |x — y|< §, entonces

)
If(x)— f(y)I< T en donde A =2[a(b) — a(a)]. Si P, es una particién de norma || P ||< §, entonces
para P mas fina que P, tendremos My (f) — mi(f) < %, ya que
Mi(f) = mi(f) =sup{f(x0)— f(): x,y € X1, Xi]}
; € € €
Asi: UB f,a) = LB f,a) < — X Aag = — ((x1 —x0) + (X2 —x1)+, ..., (X — Xp-1)) = — (X0 +xp) =
A= A A

C n—x0) = S (@) -al@) = ——
A T Xl = e m ) = ) - a(@)]

condicién de Riemann. Luego, f € R(a) en [a, b]. |

(ab)—a(a) = % < ¢, por lo tanto se verifica la
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Definicién 2.1.14. Para la funcion f : [a, b] — R se define V. (f) como:

Voo (f) :=sup{|f(x) = f(1)|; x, y € [a, b1}

Observacion 2.1.15. El espacio Vla, b] := {f € Voola,bl: f(a) = 0} es un espacio de Banach con la
norma

1£]loo = sup{|f ) = f)]; %, y € La, b}

Proposicion 2.1.16. Si f € R(a) en [a, b] donde « es de variacién acotada en [a, b] y V,, designa la
variacion total de a en [a, b], entonces:
b
f fda
a

Demostracion. Dado ¢ > 0, existe P, € Z([a,b]) tal que para toda P, < P, donde P =
fa=xg<x1<x2<...<Xp=Db}y Vi€ [Xf_1 — X] tenemos:

<1 fllooVa

<€

b
> f(rk)Aak—ffda
k=1 Y

b

Jfda

a

b n n b n
Luego, =|[fda+ ¥ f(t)Aar— Y f(tplAag|<|[ffda— Y f(tp)Aag|+ <
a k=1 k=1 a k=1

> f(tk)Aak
k=1

n n
€+ kz ft)Aay :e+kz Il Aakl <€+ fl o Va
=1 =1

Asi, para todo € > 0 tenemos que :

b

ffda

b
ffda

<€+l flloo Va

entonces,

<Il f lloo Va
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CAPITULO 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1.

1.

Ejercicios:
Sea f : [a; b] — R una funcién creciente, demostrar que

Vi(a,b) = PVy(a,b) = f(b)- f(@; NVE(f)=o0.

. Sea f:[a; b] — Runa funcién decreciente, demostrar que

Vi(a,b)= NVy(a,b) = f(a)- f(b);  PVs(a,b)=0.

. Sea f:[a;b] — R, c€ (a,b), demostrar que

Ve(a, b) = Vi(a,c)+ Vy(c, b).
Sea f :[0,5] — R una funcién creciente en cada uno de los intervalos [0,1],(2,3],[4,5] y

decreciente en cada uno de los intervalos [1,2] y [3,4]. Calcule:

a Vy(0,5).
b) PV(0,5).
0 NVf(0,5).

Para cada una de las siguientes funciones determinar si tiene variacién acotada en [0, 1] o no.
Sean:

a)

x*cos(1) si x>0
f(x)={

0 si x=0

b)
xzcos(%) si x>0
g(x)={

0 si x=0

41
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10.

11.

12.

0)
xcos(sz) si x>0
h(x) =
0 si x=0
a)
x?’cos(%) si x>0
h(x) =

0 si x=0

Sea f :[a, b] — R. Para cada particién  de [a, b] se define
n
()= |f) = fxe-1)|  si 7w =1{x0,X1,..., Xn}
k=1

Demostrar que si 711 < 7, son dos particiones de [a, b], entonces 71 (f) < 72 (f).

. Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a;b]

correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoracion para Vy(a, b).

a) f(x)=cos(x) en [0,37]
b)
(1) si o0<x=<1
glx) =
0 si x=0

0 f(x)=2x>-3x*> en [-1,2].
d)

xzsin(%)2 si o<x<l1
gx) =

0 si x=0

Demostrar que si f y g son funciones de variacion acotada en [a, b] entonces f g también lo
es.

Para las funciones de variacion acotada que siguen, hallar la funcién Ve (recordamos que
Vi@)=0y V¢(x)=Vr(a,x) si a<x<b).

a) b) f(x)=sinx en [0,2m1]
x+1 si -1<x<0
gx)=<{ x si 0=sx<1
1-x si 1<sx<2

Para cada funcién encontrar explicitamente funciones monétonas crecientes g1 y g2
tales que f = g1 — g.

Sea f : [a, b] — R una funci6n de variacién acotada, sean x, y € [a, b] con x < y. Demostrar
que Vy(a,y) < Vg(a,x)+ Vr(x,y)f (sugeréncia: usar el ejercicio 6).

Demostrar que si f : [a, b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es integrable
Riemann.

a) Probar que el conjunto de funciones de variaciones acotadas forman un espacio
vectorial.
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b) Probar que el conjunto NVy(a,b) de funciones de variacién acotada, sujetas a la
condicién f(a) =0 es un espacio vectorial normado.

13. Averiguar si las siguientes funciones son de variacion acotada en [-1,1]:

f(x):xzsin% si x#0,f(0)=0 ; g(x):xsin% si x#0,8(0)=0.

1
14. Sea (x);>1 unanumeraciéonde @Q, yconsideremos f:R—R talque f(x)= o si x=Xxp
y f(x)=0 si x¢Q.

a) Mostrar que f es de variacién acotada, y hallar sus variaciones positiva, negativa y total.

b) Demostrar que su variacion V* [ f] es continua por la derecha.
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