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INTRODUCCION

La vida profesional inicia desde el momento en que terminamos la carrera universitaria. Es un
escal6n importante y crucial que abre muchas puertas hacia el campo laboral, teniendo en cuenta
las competencias; el solo hecho de ser universitario, en la mayoria de los casos, no da para estar en
el nivel que se espera; es por esta razon, que se hace necesario seguir en el proceso académico, es
decir, realizando Postgrados que nos lleven a estar en un mayor nivel competitivo.

Teniendo en cuenta las preguntas realizadas en los exdmenes de admisién del Centro de
Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional de México, en este trabajo
se recopilara desde los conceptos bdsicos que son de gran importancia para el estudio del Algebra
Lineal, hasta el desarrollo del exdmen, teniendo como base la teoria aqui trabajada.

El trabajo se divide en cinco capitulos; en el primero se estudia las propiedades més elementales
de las relaciones de equivalencia, relaciones de orden y las de funciones. En el segundo capitulo
se trata de las estructuras algebraicas, operaciones binarias o ley de composicién interna, las
propiedades de las operaciones binarias y de manera muy somera, se muestra las estructuras
algebraicas importantes, con caracteristicas.

En el tercer capitulo se trata del dlgebra vectorial, donde se habla un poco de su historia y su
evolucién en la matematica, del espacio vectorial de las n—plas de nimeros reales, subespacios,
el espacio vectorial R” y su interpretacién geométrica, norma y producto interno, dependencia
e independencia lineal, base de un espacio vectorial y ortogonalidad de vectores. En el cuarto
capfitulo trata del sistema de ecuaciones lineales y matrices, donde el propésito fundamental es
demostrar que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las funciones lineales y
el conjunto de las matrices; desde este punto de vista, podemos decidir que los dos conjuntos son
en esencia uno solo, debido a que su comportamiento son casi indestinguibles.

Por tltimo, el quinto capitulo se encuentra integrado por preguntas realizadas en los exdmenes de
admisién del Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional de
Meéxico, el cual aplica las definiciones, proposiciones y demds temas expuestos ya anteriormente.
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OBJETIVOS

Objetivo General

= Recopilar los elementos necesarios del ALGEBRA LINEAL para la solucién de problemas y
preguntas que tengan que ver con el exdmen de admisién a los Postgrados de Matematicas
que efectian algunas universidades.

Objetivo Especifico

= Responder las preguntas de los exdmenes de admisién, realizadas por el Centro de
Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN de México, teniendo como base los conceptos
relacionados con el Algebra Lineal.

11
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JUSTIFICACION

Uno de los proyectos a corto plazo para una persona que estd a punto de graduarse o para quienes
ya tienen el titulo profesional, debe ser, el de mejorar el nivel académico realizando estudios de
Postgrados. En las diferentes Universidades del Pais, como requisito para entrar a un Postgrado,
es presentar una evaluaciéon de admisién, pruebas donde los temas que se manejan son: Calculo,
Algebra Lineal, entre otros.

Debido a que en muchas ocasiones hay dudas o lagunas que surgieron durante la carrera y que
no se lograron resolver y/o ha pasado mucho tiempo donde se ha dejado de trabajar el tema del
ALGEBRA LINEAL, se ha creado la necesidad de realizar este trabajo de grado con el fin de dar
apoyo teérico, brindando estrategias para solucionar estos problemas y asi, poder presentar en
cualquier Universidad, evaluaciones para acceder al Postgrado.

13
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CAPITULO

1
RELACIONES Y FUNCIONES

En el presente capitulo se estudiardn las propiedades méas elementales de las relaciones de
equivalencia, relaciones de orden y las de las funciones. Estos conceptos los de relaciones y las
funciones, descansan en el de “pareja ordenada", motivo por el cual lo iniciaremos con una
justificacion de la definicién dada por C. Kuratowski (1921), con la cual se redujo la teoria de las
relaciones a la teoria de conjuntos, sin necesidad de introducir un nuevo axioma para caracterizar
la pareja ordenada.

;Qué significa disponer los elementos de un conjunto en algin orden?

Supongamos que deseamos considerar los elementos (distintos) en el orden x, w, y, z; atn sin
saber lo que esto significa, podemos hacer lo siguiente: formemos el conjunto cuyo tinico elemento
es el primero de los nombrados,es decir, {x}, luego el conjunto cuyos elementos son los dos
primeros de los nombrados, es decir, {x, w}, a continuacién el conjunto constituido por los tres
primeros de los nombrados, es decir, {x, w, y} y finalmente el conjunto completo.

Asi obtenemos: {x}, {x, w}, {x, w, ¥}, {x, w,y, z}
Es decir, hemos obtenido la coleccién de conjuntos.

O = {{x}, {x, w}, {x,w, y}, {x,w,y,2}}

En la coleccon & existe un tinico conjunto que estd contenido en todos los demads, y éste es {x}, y
llamaremos a x primer elemento. Del conjunto & - {{x}}, obtenemos un tinico conjunto que esta
relacionados en todos los elementos de este, y ese es {x, w}, por lo tanto identificaremos a w como
el segundo elemento y asi sucesivamente obtenemos a y como el tercer elemento y z como el
cuarto.

En conclusién atin cuando no sepamos exactamente lo que significa ordenar los elementos del
conjunto B, podemos asociar a cada ordenacién una cierta coleccién ¢ de subconjuntos de B en

forma tal que dicha coleccién & determina sin ambiguedad la ordenacién dada.

15



16 1.1. PRODUCTO CARTESIANO

Definicién 1.0.1. El conjunto { {a},{a, b} } se notard por (a,b) y se llamard la pareja ordenada con
primer componente a y con segunda componente b.
En lugar de “componentes", se le acostumbra decir también “coordenadas".

Teorema 1.0.1. ! La igualdad entre parejas ordenadas se tiene cuando y solamente cuando son
iguales componente a componente, es decir, (a, b)=(c,d) siysolosia=c,y, b=d

Demostracion:

Si (a, b) = (c, d) entonces {{a},{a, b}} = {{c},{c,d}}. Puesto que {al€ (a, b) tenemos que {a} €
{{c},{c,d}; luego {a} = {c}, 6, {a} = {c,d}, por lo tanto, a = c. Por otra parte, {a, b} € {{c},{c,d}},
entonces {a, b} = {c}, 6, {a, b} = {c,d}, pero, a=casique, b=d

1.1. Producto Cartesiano

Definicién 1.1.1. ? Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera. El producto cartesiano de los conjuntos
Ay B denotado por A x B estd formado por todos los pares ordenados (a, b) donde ac A y be B:

AxB={(a,b): acAybeB}
Es decir, (a,b) e AxB siysolosiac A ybeB
Engeneral AxB#BxA.
Como (a,b) € AxB, luego{{a},{a, b}} € AxB, ahorasi(a,b) € BxA, entonces, {{a},{a, b}} € BxA; luego,
como {a} € A y{a, b} € B, no es posible que {a} € B (a menos que A = B), luego, podemos concluir,

AxB#BxA.

El producto cartesiano de un conjunto por si mismo A x A, se denota por A?

Nota 3: El concepto de producto cartesiano de conjuntos puede extenderse a cualquier ntimero
finito de conjuntos en una forma natural. El conjunto producto cartesiano, de los conjuntos
Aj,...,Ap comoA) xAy x---xAyy, es el conjunto formado por todas las m-uplas (a;,ay, ...,a,,;) donde
a; € A; paracadai.
PROPIEDADES
Si A, B, Cy D son conjuntos cualesquiera, se cumple que:

aA)Ax(BuC)=AxB)UuAxCQC)

b)Ax(BNC)=(AxB)n(AxC)

OAxB-C)=AxB)-(AxC(C)

Demostracion:

nt. a la teoria de conjuntos. José Mufioz Q. Profesor asociado UNAL.
2 Algebra Lineal Frank Ayres Jr.Serie Schaum
3Algebra Lineal Frank Ayres Jr.Serie Schaum
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a)Ax (BuC) =AxB)UAxC)
Debemos demostrar que Ax (BUC) S (AxC)U(AxC),y, AxB)UAxC)<cAx (BuUC).

Supongamos que existe un X tal que X € Ax (BuC), siendo X = (x, y1); entonces, (x1, y1) € Ax (AUC)
porlo tanto, x;€ Ay y;€ (BUC), luego, y1€ B, 6, y1€ C; poresto, x;€ Ay y1€ B6 y1€ C; asique, (x;€ A
y y1€B) 6 (x;€ Ay y1€ C) lo cual significa que (x1, 1) € (AxB)U (A x C).

En conclusion,
AxBUC)c(AxB)UAxQC)
De la misma manera, demostraremos (Ax B)U(Ax C) cAx (Bu(Q)

Supéngase que existe un X tal que X € (A x B) U (A x C), es decir, X € A x B, 6, X € A x C por lo tanto,
X =(x1,y1), de donde x;€ A,y,€ B, 6, x1€ A,y1€ C. Luego, x1€ Ay (1€ B, 6, y1€ C), asi que, x1€A, Y,
y1€ (BuC) de donde (x3, y1) € Ax (BUC), lo cual significa que X € A x (Bu C), y esto muestra que
AxB)UAxC)cAx(BuQC).

Hemos demostrado la propiedad

AxBuUuC) =AxB)UAxCQC)
La propiedad b) tiene el mismo procedimiento para su demostracion, por lo tanto la omitiremos.
c)Ax(B-C)=(AxB)-(AxC).

Para realizar esta demostracién probaremos que Ax (B—C) S (AxB)-(AxC)y(AxB)-(AxC) <
Ax (B-0C).

Supongamos que existe un X tales que X € A x (B—C), siendo X = (x1, y1). Luego, podemos decir que
(x1,y1) € Ax(B—C); demodo que x;€ Ay y,€ (B—C), asi (y1€ By y1¢ C); asociando tenemos (x;€ Ay
¥1€ B) y y1¢ C. Supongamos que (x1, y1) € (A x C) entonces x1¢ A, 6, y1¢ C. Luego, (x;€ Ay y1€B)y
x1¢A) 6 (x1€ Ay y1€ B) y 1€ C). Asi pues, por la propiedad asociativa obtenemos (x;€ Ay y1€ B) y
(x1¢€ A6 y1¢C) esdecirque (x;€ Ay y1€B) ,y, ~ (x1€ Ay y1€ C), por lo tanto, (x1, y1) € (AxB)—(AxC).

En conclusion

Ax(B-C)c(AxB)-(AxC(C)
Del mismo modo, demostraremos que

(AxB)—(AxC)<cAx (B-C).

Supongamos que existe un X tales que X € (A x B) — (A x C), siendo X = (x1,y1) es decir que,
(x1,1) € (AxB) — (A x C), asi podemos decir que ((x1, 1) € (Ax B) y (x1, 1) € (A x C)); aplicando
la distributividad entre conjuntos ((x;€ Ay y1€B) y x1€ A) 6 ((x1€ Ay y1€ B) y y1¢ C). Ahora, como
X1 no puede pertenecer y pertenecer al mismo conjunto, la expresion (x;€ Ay y1€ By x; € A)
es falsa. Luego, por la propiedad asociativa se tiene que (x;€ Ay (1€ By y1€ C)) es decir que
(x1,y1) € Ax (B—C). Por lo tanto,
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AxB)—-(AxC)cAx(B-0)

Hemos demostrado la doble contenencia y llegamos a la conclusién

AxB-C)=AxB)-(AxQC)

Ejemplo:
Hallar el conjunto solucién S de (O x P)(N(O x Q), siendo
O={x:xeN,x<3},P={x:x€2Z,-3<x<2},Q={x:x€Z,-1<x<5},dondeN={1,2,3,4,5,...}

Solucién. Los conjuntos O, Py Q pueden ser escritos asi:

02{1;2;3}; P:{_Z)_I;O) 1}; Q:{O) 1;2)314}

Ahora,

OxP)NOxQ) ={1,-2),(1,-1,(1,0,(1,D,2,-2),2,-1),(2,0),(2,1),(3,-2),3,-1),(3,0), (3, 1)}
n {1,0,1,1,d,2),(1,3),1,4),(2,0),(2,1),2,2),(2,3),(2,4),(3,0),(3,1),3,2),(3,3),3,4} ={(1,0),
(1,1),2,0),(2,1),(3,0),(3,1)} =S.

El conjunto S, se puede graficar en el plano cartesiano ast:

AY

4 ° ° °

3 ° ° °

2 ° ° °

1 o o o

= = —"

-1 1 2 3
-1 . ° °

-2 ° ° °

Figura 1.1: Representacion grafica del conjunto solucién S =(0 xP)(MO x Q, es decir,
S={x,y)€ZxZ:1=x=<3,0sy=<1}
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1.2. Relaciones

Definicién 1.2.1. * Una relacién R de A en B es un subconjunto del producto cartesiano A x B, es
decir:

JRcAxB

De aqui se deduce que ¢ y A x B son relaciones de A en B

Definicién 1.2.2. ® Sean A y B dos conjuntos. Toda proposicién que sea verdadera para algunas
parejas (a, b) de A x B se llama una relacién binaria, o simplemente una relacion‘Rk de A a B.

En otras palabras, una relacion R de un conjunto A a un conjunto B, asigna a cada pareja ordenada
(a, b) € A x B exactamente una de las siguientes proposiciones:

(i) “aestarelacionada con b”, escrita a!Rb o también (a, b) € fR.

(i) “ano estiarelacionada con b”. escrita a Rb o también (a, b) ¢ K.

Cualquier relacion 93 de A en B define un subconjunto tinico S deAxBdela siguiente manera:

A

R=1{(a,b): aRb}

Reciprocamente, cualquier subconjunto $i de A x B define una relacién de A en B de la siguiente
manera:

aRb siysolo si (a, b) € R

1.2.1. Relaciones Binarias en un Conjunto

SEn esta parte se van a estudiar relaciones en un conjunto A, es decir, las del producto cartesiano
AxA.

i. Una relacién binaria Y3 definida en un conjunto, es reflexiva, si cualquiera que sea el
elemento a del conjunto, la pareja (a, a) € ‘R.

ii. Unarelacién binaria fR definida en un conjunto A, es simétrica, si cualquiera que sea la pareja
(a, b) € R esto implica que la pareja (b, a) € R

En otras palabras, Sifi es la relacién considerada y (a, b) una pareja cualquiera en R, conlleva
a que se verifique que (b, a) € R

iii. Una relacién binaria R definida en una conjunto A, es transitiva si, cualesquiera que sean
las parejas (a, b) y (b, ¢) que estdn en R, entonces la pareja (a, ¢) también esté en R, es decir,
si aiby bRc entonces a‘ic.

iv. Unarelacién binaria YR definida en un conjunto A, es antisimétrica, si toda pareja (a, b) y su
transpuesta (b, a) estdn en *R; entonces a es igual a b, es decir, R es antisimétrica si y solo si
[(aRb,y, bRa) entonces a = b], para todo x y para todo y.

4Algebra Lineal. Frank Ayres Jr.Serie Schaum
5Conjuntos y estructuras.Alvaro Pinzon E.Coleccién Harper.Ed.Harla
6Conjuntos y estructuras.Alvaro Pinzon E.Coleccién Harper.Ed.Harla
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1.2.2. Tipos de Relaciones
Relaciones de Equivalencia

Definicién 1.2.3. 7 Una relacién binaria ‘R definida en un conjunto A # ¢, es una relacién de
equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Si fR es una relaciéon de equivalencia, para traducir que una pareja (a, b) verifica la relacién R se
remplaza la notacién general afib por

x =y (mod fR); que se lee “a es equivalente a b médulo R”

Entonces si a,b y ¢ son elementos cualesquiera de un conjunto A, y si R es una relacién de
equivalencia en A, se tiene que:

1. Paratodoa€ A, a= a (mod?R) (reflexiva)
2. Si a = b (mod fR) entonces b = a (mod R) (simétrica)

3. Sia=b (mod*R)y b =c (mod R) entonces a = ¢ (mod fR)(transitiva)
Ejemplo:

a) Consideremos en Z la relacion binaria “la diferencia de dos enteros es un multiplo de 3”.
(Relacion llamada congruencia)

1. Larelacién es reflexiva porque para todo a, a — a = 0. Porque 0 es multiplo de 3.

2. Larelacién es simétrica porque si a — b es multiplo de 3, es decir, a — b = 3k, tenemos que
b—a=3(-k), luego, (b— a) es multiplo de 3.

3. Larelacion es transitiva porque si a — b es multiplo de 3, y, b — ¢ es multiplo de 3, es decir,
a-b=3m,b—c=3n,luego,a-c=(a-b)+(b—-c)=3m+3n=3(m+n), porlo tanto, a—c
es multiplo de 3.

En este caso las clases son:

{..,-9,-6,-3,0,3,6,...} =0; {...,-5,-2,1,4,..} =1;{..,-4,-1,2,5,...} =2

Estos subconjuntos se llaman clases de equivalencia, que estdn formadas por los elementos
equivalentes entre si.

b) Sea P el conjunto de personas que habitan en la manzana sobre la calle Séptima, y sea R “tiene
el mismo nombre que". ;La relacién “tiene el mismo nombre que" sobre el conjunto P es una

relaciéon de equivalencia?.

Habra que verificar la validez de lo que se establece en seguida entre elementos arbitrarios x, y, ze
P:

i. xtiene el mismo nombre que x.

7Conjuntos y estructuras.Alvaro Pinzon E.Coleccién Harper.Ed.Harla
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ii. Six tiene el mismo nombre que y, entonces y tiene el mismo nombre que x.

iii. Si x tiene el mismo nombre que y y y tiene el mismo nombre que z, entonces x tiene el
mismo nombre que z

Como todo es cierto, “tiene el mismo nombre que", es (i.) reflexiva, (ii.) simétricay (iii.) transitiva
y, por lo tanto, se trata de una relacién de equivalencia sobre P.

c) En el conjunto de los nlimeros naturales N, R es una relacién N x N definida por:
(a,b)R(c,d)siysblosia+d=b+c
En efecto,

i. Resreflexiva; ya que (p, )R (p,q) puestoque p+qg=q+p

ii. R essimétrica; ya que si (p, q)9A(r, s) entonces p+s=qg+r,yestoequivalear+qg=s+p, es
decir, (r, $)R(p, q).

iii. R estransitiva; ya que si (p, )R(r, ) y (1, s)R(a, b), entonces, p+s=qg+r,yr+b=s+a, asi
que, (p+s)+b = g+r+b, estoesigual a, g+(r+b) = g+(s+a). Puesto que (p+s)+b = g+(s+a),
tenemos que, p + b = q + a; es decir, (p, )R (a, b) En conclusién, SR es una relaciéon en N x N
de equivalencia.

1.2.2.1.1 Clases de Equivalencia

Definicién 1.2.4. 8 Sea R una relacioén de equivalencia en un conjunto A # ¢ y a € A definimos la
clase de a modulo R, notada Cl(a), 6, [al, 6, a, al conjuntoCl(a) = [a] ={x € A: aRx}

Teorema 1.2.1. Sid’ € [a], entonces [a'] = [a]

En efecto, sea x € [a'] entonces xRa' pues a'Ra, luego xRa; esto significa que [a'] < [al. De igual
forma se muestra que [a) < [a'], asi que [a] = [a']

Nota: Este teorema muestra que una clase de equivalencia queda determinada por uno cuando
quiera de sus elementos, y a esto lo llamamos representante de la clase.

Definicién 1.2.5. ¥ Una particién de un conjunto A es una familia de subconjuntos no vacio, dos a
dos disjuntos, y tal que la unién de esos subconjuntos es igual a A.

Teorema 1.2.2. Las clases de equivalencia con respecto a una relaciéon de equivalencia en un
conjunto producen una particion de ese conjunto.

Demostracion:

1. Las clases de equivalencia son subconjuntos no vacios de A. En efecto, cualquiera que sea la
clase a, Cl(a), contiene el elemento a (aRa por la reflexiva).

2. La unidn de todas las clases es el conjunto A, puesto que todo elemento x de A pertenece a
una clase (x € Cl(x))

8Conjuntos y estructuras.Alvaro Pinzon E.Coleccién Harper.Ed.Harla
9Conjuntos y estructuras.Alvaro Pinzon E.Coleccién Harper.Ed.Harla
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3. Dos clases distintas son disjuntas. En efecto, si dos clases [a] y [b] son tales que [a] N [b] # ¢,
existe x € [a] N [b], entonces por el teorema anterior, [a] = [x] = [b]

Ejemplo:
Si A es el conjunto de los alumnos de un liceo, formado por clases de alumnos dos a dos disjuntas
y la unién de todas las clases es el conjunto de los alumnos del liceo. Cada clase tiene alumnos,

esto es no vacia. En este conjunto, la relacién “estd en la misma clase que” es reflexiva, simétrica y
transitiva. Porlo tanto, es una relacién de equivalencia.

Relaciones de Orden

Definicién 1.2.6. Una relacién R sobre un conjunto S es una relacion de orden, si ‘R es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Alarelacién de orden fR se representa por “<” y se lee “precede a” o “antes de”. Para traducir que
la pareja (x, y) verifica la relacion de orden <, se escribe x < y, que se lee “x estd antes que y” 0 “x
precede a y”. Entonces, si x, y,z € S, y si < es una relacion de orden definida en S, luego

1. Paratodoxe€ S, x < x, reflexiva
2. Six<y,y, y<xentonces x = y, antisimétrica
3. Six<yyy<zentonces x < z, transitiva

Un conjunto dotado de una relaciéon de orden se llama un conjunto ordenado.

Ejemplo

a) En Z(S), la relacién de inclusién es una relacion de orden. Dos elementos x y y de un
conjunto S, dotado de una relacién de orden (<), son comparables si una de las relaciones
X <y,0, y<xesverdadera.

Nota: Cuando todos los elementos de S se pueden comparar dos a dos, el orden se llama
total; en caso contrario, parcial.

En el primer caso se dice que el conjunto S es totalmente ordenado y en el segundo que es
ordenado. Cuando S es una cadena para la relacién de orden.

b) Larelacién < es un orden total en N

¢) Los numeros naturales N, enteros Z, racionales @ y los reales R, con el orden usual de las
relaciones <, 6, > son conjuntos bien ordenados.

1.3. Funcion

La palabra “funcién”, fue introducido por Leibniz, que utilizaba este término para designar cierto
tipo de férmulas matematicas. Mas tarde se vié que la idea de funcién de Leibniz tenia un
alcance muy reducido, y posteriormente el significado de la palabra funcién fue experimentando
generalizaciones progresivas. Actualmente, la definicién de funcién es esencialmente la siguiente:

Definicién 1.3.1. '° Dados dos conjuntos de objetos, el conjuntoX y el conjuntoY, una funcion es

10Calculus.Voltiimen I.Tom M. Apostol
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una ley que asocia a cada objeto de X un y solo un objeto en Y.

El conjunto X es el dominio de f; el conjunto Y es el codominio de f. El elemento ye Y en el cual se
aplica un punto xe X se llama imdgen de x, se denota por f(x), un simbolo que se lee “efe de equis”.
La imdgen de x se llama “valor de la funcién f en x".

Elconjunto{y:y = f(x) para algtin x € X} es el conjunto de las imdgenes de los puntos de X. Se llama
dominio de imdgenes 6 dominio de valores de fy se denota por f (X). El dominio de imdgenes de f (X)
es necesariamente, un subconjunto de Y. Puede que f(X) =Y o que f (X) sea un conjunto propio Y; es
decir, f(X)c Y. 1!

Dos funciones son iguales si y solo si tienen el mismo dominio y para cualquier elemento del dominio
mediante la imdgen es igual a la imdgen de la otra.

1.3.1. Notaciones

Existen varias notaciones usuales para denotar las funciones:'?
1 f:X-=Y 1 Selee “f eslafuncién de X hacia Y". Esta notacién
es genérica y no especifica.
2 xi» fx) 2 Selee “por la funcion f, x se aplica sobre f(x)".
3 {(x,y):y=f(x)} 3 Selee “f es la funcién cuyos pares ordenados son

(x,y) dondelareglaes y= f(x)"

4 f:y=f(x) 4 Selee “f esla funcién determinada por la regla
¥ = f(x). Es una forma abreviada de (3)".

5 f:(x,¥) 5 Selee “f esla funcién constituida por el conjunto
de los pares ordenados (x, y)". Los pares ordena-
dos pueden estar determinados por una regla dada
0, en los casos sencillos, pueden enumerarse.

Ejemplos de funciones:

i. SiA=1{0,1,2,31yB=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, f:{(0, 0),(1, 1), (2, 4), (3, 9)} es un funcion
de A en B. También se hubiese podido definir de la siguiente manera:

: A — B
! . 2 0 f=1(x,x*) :xeA}deAenB

ii. SIA=B={1, 2, 3, 4, 5} entonces f={(1, 1),(2, 2),(3, 3),(4, 4),(5, 5)} es una funcién de A en A.
Representémosla mediante un diagrama.

N Eyndamentos de Matematicas Universitarias.Allendofer y Oakley. Tercera edicién.Mc Graw Hill
12Fundamentos de Matematicas Universitarias.Allendofer y Oakley. Tercera edicién.Mc Graw Hill
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Figura 1.3.1: Ejemplo de Funcién

Observemos que a cada elemento de A le hace corresponder precisamente el mismo.

iii. Consideremos la funcién que asigna a cada ntimero real x el nimero no negativo | x |. Una
parte de su grafica estd representada en la siguiente figura. Designamos esta funcion con la
letra ¢, se tiene @(x) =| x | para todo real x.

Figura 1.3.2: Funcién de Valor Absoluto

1.3.2. Tipos de Funciones
Funcién Idéntica

Definicién 1.3.2. '3 Si A es un conjunto cualquiera, a la funcién que a todo x le asigne el mismo
valor de x se llama la funcién identidad y se notaly: A — A, es decir, 1 4(x) = x, para todo x € A.

Funcién Inyectiva o Funcién Uno a Uno

Definicién 1.3.3. '* Una funcion f con dominio X se llama funcién inyectiva 6 uno a uno, si
elementos diferentes de X producen imdgenes diferentes en Y; es decir, si x1 #x», entonces, f(x1) #
[ (x2). Algunas veces es titil usar la forma contrareciproca es decir; si f(x1) = f(x,) entonces x; = x»

En los siguientes diagramas se representan una funcién inyectiva y una funcién no inyectiva.

BIntroduccién a la teoria de conjuntos. Jose M Mufioz. UNAL
M41ntroduccién al Calculo.Santillana
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4
C
1
2
3
4
Funcion Inyectiva Funcion no Inyectiva

Figura 1.3.2.2.1: Funcién inyectiva y no inyectiva

En la grédfica de la funcién f se observa que elementos diferentes del dominio tienen imégenes
diferentes en el codominio cuando se verifica esta condicién se dice que la funcién es inyectiva
0 uno a uno; por otro lado, la funcién g no es funcién inyectiva, ya que hay dos elementos del
dominio que tienen la misma imagen en el codominio.

Ejemplo: En el conjunto de los nameros reales, la funcién f(x) =3x + 2 es inyectiva.

En efecto, supongamos que f(x;) =f(x2) con x; y x» € R, entonces 3x; +2 = 3x» + 2, asi que

3x1 =3x, de donde x; = x».

Funcién Sobreyectiva

Definicién 1.3.4. '° Sea f una funcién de A en B, si fild) = B diremos que f es una funcién
sobreyectiva (6 también llamada sobre) de A sobre B, si y solo si todo elemento de B es imdgen de
al menos un elemento de A, bajo f, es decir:

f:A — B essobresiy solo si para todo ye B existe un x€ A tal que f(x)=y.

En la siguiente figura se representan una funcion sobreyectiva y una funcién no sobreyectiva.

15Teoria de Conjuntos y Temas Afines. serie Schaum
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Funcion Sobreyectiva Funcion no Sobreyectiva

Figura 1.3.2.2.2: Funcién Sobreyectiva y no sobreyectiva

En la gréafica de la funcién h se observa que todos los elementos del codominio o conjunto de
llegada son imédgenes de por los menos un elemento del codominio. Cuando se verifica esta
condicién, se dice que la funcién es sobreyectiva.

Por otro lado, la funcién g no es una funcién sobre ya que existe un elemento en el codominio que
no es imédgen de ningtn elemento del dominio.

Funcién Biyectiva

Definicién 1.3.5. 16 Se dice que una funcién f: A — B es biyectiva (6 que f es una correspondencia
biunivoca) si f es simultdneamente inyectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.3.6. 7 Sea f: A — B y sea M C A; se llama imagen 6 imagen directa de M por f al
conjunto de las imdgenes por f de los elementos de M. Si lo notamos f (M), se tiene:

fM)={f(x): xe M}
O mas formalmente
fM)= {ye B: existe un xe My f(x) =y}

Definicién 1.3.7. Imdgen Reciproca'® Sea f una funcién de A en B, y sea b € B. Entonces la imagen
reciproca de b, que se denota por f~'(b); consiste en los elementos de A que estdn aplicados sobre b,
esto es, de aquellos elementos de A que tienen a b por imagen. Dicho mds brevemente: Si f : A— B,
entonces

f b)) ={x:x€ A, f(x)=b}.

Nétese que f~!(b) es siempre un subconjunto de A. Se lee f~! “f reciproca".

181ntroduccioén a la Teoria de conjuntos. José M. Mufioz. UNAL
7Introduccién a la Teoria de conjuntos. José M. Mufioz. UNAL
18Teoria de Conjuntos y Temas Afines. Serie Schaum
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Funcién Producto Composicion

Definicién 1.3.8. Funcién Producto Composicién'® Sean f una funcién de A en By g una funcién
de Ben C, sea a € A; suimagen f(a) estd en B, que es el dominio de definicién de g. De acuerdo con
esto, se puede encontrar la imagen de f(a) por la aplicacion de g, es decir, se puede hallar g(f(a)). Asi
se tiene, pues, que a cada elemento de a € A se hace corresponder un elemento g(f(a)) € C. En otras
palabras, se tiene una funcion de A en C.

Esta nueva funcion se llama funcion compuestade fy gy se denota por (go f).

Maids brevemente, si f: A— By g: B — C, se define una funcién (g o f)(a) = g(f(a)). Se usa aqui
= para significar “igual por definicién". Ahora se puede completar el diagrama:

[f(xX)] = h(x)

Figura 1.3.2.4.1: Funcién Composicién

Ejemplo
Dadas las funciones f(x) = x> —=5x+3y g(x) = x, hallar f[g(x)] y glf(x)].
Asi, flg(x)] = [g(x)]? - 5[g(x)] +3 = (x})? —5x* +3 = x* —5x% +3

glf ()] =[f(x)]? = (x* -5x+3)?

19Teoria de Conjuntos y Temas Afines. Serie Schaum
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CAPITULO

2
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Una estructura algebraica es un conjunto de elementos con unas propiedades operacionales
determinadas; es decir, lo que define la estructura del conjunto son las operaciones que se
pueden realizar con los elementos de dicho conjunto y las propiedades matematicas que dichas
operaciones poseen. Un objeto matemético constituido por un conjunto no vacio y una ley de
composicion interna definida en el, es una estructura algebraica.

2.1. Operacion Binaria o Ley de Composicion Interna

Si A es un conjunto no vacio y * es una funcién. Entonces * es llamada una operacién binaria sobre
A, siysolo si

* I AXA—A
En otras palabras, se dice que sobre un conjunto A estd definida una ley de composicién interna

u operacion interna #, si estd dada una regla mediante la cual a todo par ordenado (a,b) de
elementos de A se le asigna un tinico elemento de A que se representa por a * b.! Es decir:

*: AxA—A

(a,b) — axb

Si A es un conjunto en el que se han definido una o varias leyes de composicién interna, se dice
que es una estructura algebraica.

Veamos los siguientes ejemplos:

Sea el conjunto A = {1, 2,3} definimos a través de una tabla las operaciones * : ® asi,

INtimeros, Conjuntos y Expresiones algebraicas.Santillana.Imago 4 edicion

29
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a) axb=a

b) a®b=a+b

Dos leyes de composicién A x A en A.

WIN|—|®
Qi |
DO =W

Bl w N =

WIN| | DN
WIN| =] W

WD~ %
WIN| | =

* es una ley de composicién interna con el conjunto A

La relacién ® no es una ley de composicién interna en el conjunto A, ya que la correspondencia
que origina ® no es una aplicacion del conjunto A x Aen A, porque 2® 3 =5 ¢ A.

Sea N el conjunto de los nimeros naturales (teniendo en cuenta el cero), Z el conjunto de los
nimeros enteros, Q el conjunto de los nlimeros racionales y Q* el conjunto de los niimeros
racionales distintos del cero. Entonces, si se consideran la suma, la resta, el producto y la divisién
habituales en los anteriores conjuntos se dice que:

- EnN, sélo la suma y el producto son leyes de composicion interna.
- En ZyQ, la suma, la resta y el producto son leyes de composicién interna.

- EnQ* =Q—{0}; el producto y la division son leyes de composicién interna

Veamos el siguiente ejemplo
* Sea Z el conjunto de los ntimeros enteros. Siendo a y b elementos de Z, consideremos las
siguientes operaciones *,®, T, L, A,V/, definidas por:

a) axb=>b d) alb=alb
b) a®b=2a+3b e) a\b=a*+b?
c) aTb=a-b f) a\/b=vVa?+b?

;Cual de ellas, son binarias?
Las operaciones *,®, T y /\ son operaciones binarias en Z, mientras L y \/ no lo son.

1 no es una operacion porque si a,b € Z, el nimero a/b, no necesariamente pertenece a Z. Por
1 -3 5
ejemplo: 112 = 5 g7, —-314= T g7, 518= g g7Z,etc..

V no es una operaciéon porque si a,b € Z,vVa?+ b? no es, en general, un nimero entero. Por

ejemplo: 1\/2=vV12+22=\/5¢7, 2{3=v22+32=/13¢7Z,etc.
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2.2. Propiedades de las Operaciones Binarias

2.2.1. Cerrado

Si * es una operacién binaria sobre A y S es subconjunto de A. Entonces el subconjunto S es
Cerrado con respecto a la operacién binaria #, si y solo si, para todo x, y que pertenece a S, x*y
pertenece a S

*: Sx§—8§

2.1
(X, ) —x=xy

Ejemplos

i. Sea Z € R, definamos en Z la suma usual, aqui + es una operacién interna ya que todo par
ordenado (a, b) se le asigna otro valor a + b, el cual también pertenece a Z. Por ejemplo:
+(2,4) =6,y, +(6,-5) =6+ (-5) =1

ii. Laresta en N no es una operacion interna ya que para todo par ordenado (a, b) no siempre
se le puede asignar algin valor de N. Por ejemplo: —(4,2) = 4 -2 = 2 € N, mientras que
—(6,8) =6—-8 =—-2¢N. Por tanto la resta no es una operacién interna en N.

2.2.2. Conmutativa

Una ley de composicién interna * definida sobre un conjunto A es conmutativa si a* b = b* a para
cualesquiera elementos a, b € A.

Ejemplo:

Si x * y = x>+ y? paratodo x, y € R, entonces x * y = y * x, ya que x>+ y* = y? + x2.
Tomemos como ejemplo el par ordenado (—3,2) e ilustraremos este hecho.
Efectivamente, (—3) *2 = (—3)* +22 =9+4 =22+ (-3)* =2 % (-3)

2.2.3. Asociativa

Una ley de composicién interna * definida sobre un conjunto A es asociativa si
ax* (b c) = (a* b) = c para cualesquiera elementos a, b, c € A.

2.2.4. Elemento Identidad o Elemento Neutro

Una ley de composicién interna * definida sobre un conjunto A tiene un elemento neutro o
idéntico, si existe un elemento e tal que, a * e = e * a = a paratodo a € A.

2.2.5. Existencia de Inversos

SiacAya' €A sontalesquea * a = a % d = e diremosqued eselinversodea

respecto a *; 6 que a es el inverso de a’ respecto a .

Para hablar del elemento inverso se requiere que exista la identidad. Cuando hablamos de la
operacién suma, nos referimos a inversos aditivos; en tal caso para referirnos al inverso de un
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elemento a, lo notaremos asi —a; es decir, si a+ b = 0 entonces b = —a; de igual manera, si
trabajamos con la operacién multiplicacion, nos referimos al inverso multiplicativo, en tal caso

el inverso multiplicativo de un elemento a lo notaremos asi alé —.

a

En el siguiente cuadro se mostrardn las estructuras algebraicas mds importantes, con sus
caracteristicas:

Estructura Ley Interna | Asociatividad | Neutro | Inverso | Conmutatividad
Semigrupo * *
Monoide * * *
Monoide Abeliano * * * *
Grupo * * * *
Grupo Abeliano * * * * *
Estructura (A,+,-) (A,+) (A,9)
Semianillo Monoide Abeliano Monoide
Anillo Grupo Abeliano Semigrupo
Cuerpo Grupo Abeliano | Grupo Abeliano




CAPITULO

3
ALGEBRA VECTORIAL

3.1. Introduccion Historica

El célculo y la geometria analitica estuvieron intimamente relacionados en su desarrollo historico;
cada nuevo descubrimiento en uno de ellos dio lugar a un progreso en el otro. el problema de
trazar tangentes a las curvas se resuelve con el descubrimiento de la derivada; el del 4rea conduce
a la integral; y las derivadas parciales se introdujeron para estudiar superficies de curvas en el
espacio. Junto con estos descubrimientos se observa un desarrollo paralelo de la Mecéanica y la
Fisica matemadtica.

En 1788, Lagrange public6 su obra maestra, Mécanique analytique, que mostré gran flexibilidad
y tremenda potencia alcanzada al utilizar métodos analiticos en el estudio de la mecénica. Més
tarde, en el siglo XIX, el matemadtico William Rowan Hamilton (1805 - 1865) introdujo su Theory of
quaternions, nuevo método y nuevo punto de vista que contribuyé mucho a la compresién tanto
del Algebra como de la Fisica. Las més notables caracteriticas del andlisis de los cuaterniones y
de la geometria cartesiana se unieron mds tarde, en gran parte debido a los esfuerzos de J. W.
Guibbs (1839 - 1903) y O. Heaviside (1850 - 1925) para dar lugar a la llamada Algebra Vectorial.
Pronto se vié que los vectores eran los instrumentos ideales para la exposicion y simplificacién de
muchas ideas importantes en Geometria y Fisica. En este capitulo nos propondremos a estudiar
los elementos del Algebra Vectorial. Existen tres maneras esencialmente distintas para introducir
el Algebra Vectorial: geométricamente, analiticamentey axiomdticamente.

En la introduccidén geométrica, los vectores se representan por segmentos orientados, o flechas;
las operaciones algebrdicas con vectores, tales como la adicién, sustraccién y multiplicacién por
numeros reales, se definen y estudian por métodos geométricos.

Enlaintroduccion analitica, los vectores y las operaciones se expresan mediante niimerosllamados
componentes; las propiedades de las operaciones con vectores se deducen entonces a partir de
las propiedades correspondientes de los numeros. La descripcion analitica de los vectores surge
espontaneamente de la representacién geométrica en cuanto se introduce un sistema coordenado.

33
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En la introduccion axiomadtica, no se intenta describir la naturaleza de un vector o de las
operaciones algebraicas con vectores; en lugar de ello, los vectores y las operaciones con ellos se
imaginan como conceptos no definidos de los que nada se sabe excepto que satisfacen un cierto
conjunto de axiomas. Un tal sistema algebrdico, con los axiomas apropiados, se llama Espacio
Lineal o Espacio Vectorial.

3.2. El Espacio Vectorial de las 7 - plas de Niimeros Reales

La idea de emplear un ntimero para situar un punto en una recta fue conocida por los antiguos
griegos; en 1637 Descartes extendid la idea utilizando un par de niimeros (a;, a») para situar un
punto en el plano, y una terna de nimeros (a;, az, as) para situar un punto en el espacio. En el
siglo XI1X los matemaéticos A. Cayley (1821 - 1895) y H.G. Grassman (1809 - 1877) probaron que no
era necesario detenerse en las ternas de nameros. Se puede también considerar una cuaterna de
numeros (ay, ay, as, as) o, mas general, una n -pla de nameros reales.

(a1, ap,...,an)

Para todo entero n = 1, una tal n-upla se llama punto n-dimensional o vector n-dimensional,
siendo los ntimeros ay, ay, ..., a, las coordenadas o componentes del vector. El conjunto de todos
los vectores n-dimensionales se llama espacio vectorial de n-uplas o simplemente n-espacio; lo
designamos con V,.

Las representaciones geométricas que son una gran ayuda en la ilustracion y justificacion de
conceptos sobre vectores, cuando n = 1,2, y 3, no pueden utilizarse cuando n > 3; por ello, el
estudio del Algebra Vectorial en espacios de tres dimensiones debe hacerse por entero con medios
analiticos.

En este capitulo designaremos los vectores con letras maytsculas A, B, C, ...y los componentes con
las correspondientes mintsculas a, b, c, ... asi escribimos:

A= (a1, az, as,...,a,)
Para convertir V,, en una estructura algebraica introducimos la igualdad de vectores y dos

operaciones la adicion y la multiplicacion por escalares. La palabra “escalar”se utiliza aqui como
sinénimo de “ntmero real”.

Definicién 3.2.1. ' R” ={(a;,ay,as,...,a,):a; €R,i=1,2,3,...,n}

Los elementos de R” son llamados puntos o vectores.
Ejemplos:
(2,3,4) €R%(-3,2,1,5) € R%; (3, —4) € R%; (-2, i,4) € R3.

Definicién 3.2.2. Dos vectores Ay B de V;, son iguales siempre que coincidan sus componentes. Esto
es, si A= (ay, ay,...,a,) yB=(by, bs,...,by), la ecuacion vectorial A = B tiene exactamente el mismo

IFundamentos del Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez. Editorial Trillas
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significado que las n ecuaciones escalares ay = by, ay = bs,...,a, = by,.

Ejemplo: Si (3 - a;,2 + a,,5— as) = (-3,4,8), entonces3—a, = —-3;2+a, =4 y5—as = 8 de donde
ay=6,a,=2yaz=-3.

La suma A+ B se define como el vector obtenido sumando los componentes correspondientes:
A+B=(ay1+by,az+by,...,a,+by).

Ejemplo:
Si A= (3,5,—-6),B = (-4,8,5), entonces A+ B=(-1,13,-1),5A = (13,25,-30),-3B = (12,—24,—15)

Si ¢ es un escalar, definimos cA o Ac como el vector obtenido multiplicando cada componente de A
porc:cA=(cay,cay,...,cay)

El vector de R" que tiene todas sus componentes iguales a cero, se denota por 0, 0 = (0,0,...,0), y
se denomina el vector cero (o vector nulo).

Definicién3.2.3. 2Si X,Y e R", —A = (-1)AyA—-B = A+(-1)B esdecir, si A= (a),ay, as,...,a,),B =
(b1, bo,...,by,) entonces —A = (—ay,—ay,...,an) YA-B=A+(-1)B=(ay—by,a2 — bo,...,a, — by).

Diremos que V,, es un espacio vectorial si se satisface los siguentes axiomas llamados leyes vectoriales

EVl. A+ B=B+ Aparatodo A,BeV,.
EV2. A+(B+C)=(A+B)+Cparatodo A,B,CeV,.

EV3. Existe en V, un tinico elemento notado 0, llamado vector nulo tal que A +0 = A para todo
AeV,.

EV4. Para cada A € V,,, existe un tnico vector —A llamado el opuesto o negativo de A, tal que
A+(-A)=0

EV5. a-(A+B)=a-A+a-Bparatodo aescalar y para todo A, B € V.

EV6. (a+b)-A=a-A+b-Aparatodo a,b escalares y paratodo Ae V,.

EV7. a-(b-A)=(a-b)-A=Db-(a-A) paratodo a, b escalares y para todo A€ V,,.
EV8. 1-A= Aparatodo A€ V.

Ejemplos:

1. Sea Vo = R? = {(x, y) tal que x, y € R}

Para A= (a;, b1),B=(az,by)yxcRsedefinen A+ B=(a;+a, b1 +b2),y, x- A= (xay,xby).

Fécilmente se comprueban los ocho axiomas anteriores, asi por ejemplo, el vector nulo es 0 = (0, 0)
y para cada A = (a, b) el vector B = (—ay,—b;) es tal que A+ B = 0. En total se tiene que R? es un
espacio vectorial.

2. Sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a 1, es decir,

2Fundamentos del Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez. Editorial Trillas
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P,={apx"+ap1x" '+ +ax+ap:neN;q; eR,i=1,2,...,n}
Se define la suma entre elementos de P, por:

(@nx"+ a1 X" T+ tarx+ag)+(bpx"+ by 1 x" L+ + b1 x+bo) = (Ap+bp) X" +(ap-1+bp_1)x" 1+
-« +(ay + b1) x + (ag + bp) y la multiplicacién de un escalar real a por un elemento de P, por
A(anx" + ap_1 X" T+ a1 x+ag) = (@ap) x" + (@an_)x" + -+ (@ay) x + (aap).

Entonces P;, con las operaciones indicadas es un espacio vectorial real.

Teorema 3.2.1. Sea V,, un espacio vectorial, A un vector y a un escalar, entonces:

i) 0-A=0paratodo AeV,

ii) a-0=0 paratodo a escalar

iii) (—a)-A=a-(—A) paratodo a escalar, ytodo A€V,
iv) Sia-A=0entoncesa=06A=0

v) Sia-A=b-A,A#0,entoncesa=>b

vi Sia-A=a-B,a#0, entonces A=B

vi) A+A=2-AyyA+---+A=n-A
Demostracion

i) Aplicando los axiomas EV8y EV5, tenemos, A=1A=(1+0)A=1A+0A entonces A= A+04;
luego 0A estd haciendo el papel de 0, y por el axioma EV3 sabemos que 0 es Uinico, luego
0A=0.

ii) Es similar a la demostracién anterior.

iii) Por el axioma EV6 y por la parte ii) de este teorema, tenemos, aA + a(—A) = a[A+ (-A)] =
a0 =0 entonces aA+ a(—A) =0, luego, a(—A) estd haciendo el papel de negativo de aAy por
el axioma EV4, sabemos que el negativo es tinico, por lo tanto (—a) A = —(aA).

iv) SiaA =0,y a # 0, existe al#o, luego alad) =a'0=0,asi A=0.Si A #0; decimos
que a =0, pues si a # 0 tendriamos por lo anterior expuesto que A = 0, y esto contradice el
segundo principio.

v) SiaA=DbA, entonces aA—bA=0,esdecir (a—b)A=0puestoque A#0,poriv)a—b=0,es
decir, a=b.

vi) Essimilar ala demostracion anterior.

vii) Por el axioma EV8; tenemos que A+ A=1-A+1-A = (1+1)A =2A. Unrazonamiento inductivo
demuestra que

A+---+A=nA
——

n—veces
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3.3. Subespacios

A partir de éste paragrafo K denotard el campo de ntimeros complejos o el campo de ntimeros
reales.

Si V}, es un K espacio vectorial, son de particular importancia los subconjuntos W de V;, que son a
su vez espacios vectoriales sobre K con las operaciones definidas en V.

Definicién 3.3.1. 3 Sea V,, un K espacio vectorial. Un subconjunto W de V,,, W diferente de vacio,
es un subespacio de V,, en el caso de que W sea un K espacio vectorial con las mismas operaciones
deV,.

La proposicién siguiente proporciona una técnica para decidir si un subconjunto W de V,, es o no
un subespacio.

Proposicién 3.3.1. Sean V,, un K espacio vectorialy W < V,,, W # ¢, son condiciones necesarias y
suficientes para que W sea un subespacio de Vy,, las siguientes:

SV1. SiX,Y e W, entonces (X+Y)eW
SV2. SiXeW,ae KentoncesaXeW

Demostracién
Es claro que si W es un subespacio, entonces se verifican las condiciones SV1. y SV2.

Veamos que sien W se verifican las condiciones SV1 y SV2, entonces W es un subespacio. Debemos
probar que en W se cumplen las ocho leyes vectoriales. Como W es un subconjunto V,,, entonces
las condiciones EV1, EV2, EV5, EV6, EV7 y EV8 de la definicién 1 se verifican en W. Si X € W por la
condicién SV2. (-1)X = —X € Wy por la condicién SV1. X + (—X) =0 € W ylos axiomas EV3 y EV4
se satisfacenen W.

En las condiciones SV1 y SV2 son equivalentes a la iinica condicion siguiente: W es un subespacio
de V,siaX+bY e Wparatodoa,be Kytodo X,Y € K.

Ejemplos:

i) Sean V, = {(x,) : (x;) una sucesién de numeros reales}, K =Ry W = {(x,) : x, = 0, para todo
n = N}. V, es un espacio vectorial sobre K, y W es un subespacio vectorial de V},. En efecto,
si X = (xp), Y = (y5,) son elementos de W y si a € R entonces existen Nj, N, tales que x, =0
paratodo n = N; y y, = 0 para todo n = N,. Sea N = max{Ny, N»} entonces x, =0,V, y, =0
para todo n = N; asi que la sucesion (x, + y,) es tal que x, + y, = 0 para todo n = N. Es claro
que la sucesién (axy) es tal que ax;, = 0 paratodo n = Nj.

Observaciones:

i. Si W es un subespacio del espacio vectorial V,, entonces el vector nulo de V, estd
necesariamente en W. Esto constituye un buen criterio para decidir si W es un subespacio
0 no; por ejemplo el conjunto W = {(x,y,2) : 2x — y + z = 2} no es subespacio de R3, ya que
0=1(0,0,0) ¢ W.

3Conceptos Bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO)
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ii. Si Wy, W5 son subespacios de V;,, la interseccion W; n W, es de nuevo un subespacio de V;,,
mientras que W; U W, no necesariamente es subespacio. Por ejemplo, los conjuntos

Wi ={x,0:xeR}, y W2={0y):yeR}
son subespacios de R?, pero W = W; U W5 no es subespacio. En efecto para a #0,b # 0.
X=0,b)eW, y, Y=(a,0eW

Setieneque X+Y =(a,b)e W

3.4. ElEspacio Vectorial R"

3.4.1. Interpretacion Geométrica

Si bien las definiciones anteriores son completamente independientes de la Geometria, los
vectores y las operaciones con ellos tienen una interesante interpretacion geométrica para
espacios de dimension tres o menor que tres. Haremos representaciones para dos dimensiones.
Se dice que a cada punto del plano P(a, b) le podemos asignar una “flecha”, que va de (0,0) al
punto P. Reciprocamente a cada “flecha”, que parte del origen le podemos asignar un punto P(a, b)
del plano, a saber, el punto a donde llega la “flecha”. De esta manera, existe una correspondencia
biyectiva entre los puntos del plano y las “flechas”, que parten del origen, es decir, que cada vector
de R puede verse como una “flecha”, que va de 0 a p.

B (punto final)

A (punto inicial)

Figura 3.1: El vector geométrico AB del punto A al B

Un par de puntos A y B se llama vector geométrico si uno de los puntos, por ejemplo A,
es el punto inicial y el otro, B, es punto extremo. Representamos un vector geométrico con
una flecha de A a B, como vemos en la figura 3.1, y empleamos la notacién E Los vectores
geométricos son especialmente tUtiles para representar ciertas magnitudes fisicas tales como
fuerzas, desplazamientos, velocidades y aceleraciones, que poseen magnitud y direccién. La
longitud de la flecha es una medida de la magnitud y la punta de la flecha indica la direccién que
se precisa.
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dy—c

Figura 3.2: AB y CD son equivalentes porque B—A=D-C

Supongamos que introducimos un sistema coordenado con origen O. La figura 3.2 muestra dos
vectores AB y CD tales que B— A= D - C. En funcién de los componentes, esto significa que:

bi—ai=di-c1yb—ax=dx— 2

Comparando los tridngulos congruentes de la figura 3.2, vemos que las dos flechas que representan
AB y CD tiene la misma longitud, son paralelos, e indican la misma direccién. Llamamos a tales
vectores geométricos equivalentes. Esto es, decimos AB es equivalente a CD siempre que:

B-A=D-C

Figura 3.3: Los vértices opuestos de un paralelogramo tienen la misma suma:
A+D=B+C

Obsérvese que los cuatro puntos A, B, C, D son vértices de un paralelogramo. La ecuacion B— A =
D - C también se puede escribir en la forma A+ D = B + C lo que nos dice que los vértices opuestos
del paralelogramo tiene la misma suma. En particular, si uno de los vértices, por ejemplo A, es el
origen O, como en la figura 3.4, el vector geométrico que une O al vértice opuesto D corresponde
al vector suma D = B + C. Esto se expresa diciendo que la adicién de vectores corresponde
geométricamente a la adicién de vectores geométricos por medio de la ley del paralelogramo. La
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importancia de los vectores en la fisica proviene del hecho notable de que muchas magnitudes
fisicas (tales como fuerza, velocidades y aceleraciones) se combinan por medio de la ley del
paralelogramo.

Figura 3.4: La adicién de vectores interpretada geométricamente con la ley del paralelogramo.

A fin de simplificar la notacién, utilizaremos el mismo simbolo para designar un punto de V;,
(cuando n < 3) y el vector geométrico que une el origen a ese punto. Asi pues, escribimos A en lugar
de OA, B en lugar de OB, etc. También escribiremos algunas veces A en lugar de cualquier vector

geométrico equivalente a OA. Por ejemplo, la figura 3.5 representa geométricamente la sustracciéon
de vectores.

Figura 3.5: Significado de la sustraccién de vectores

/
2A/3A
/
" 1p

/02
A

Figura 3.6: Multiplicacién de vectores por escalares
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La interpretaciéon geométrica de los vectores en V,, para n < 3 sugiere una manera de definir el
paralelismo en un espacio de dimensién »n cualquiera.

Definicién 3.4.1. * Dos vectores Ay B de V,, tienen la misma direccion si B = c A para cierto escalas
positivo ¢, y la direccion opuesta si B = c A par acierto c negativo. Se llaman paralelos si B = cA para
un cierto c no nulo.

Obsérvese que esta difinicién permite considerar que todo vector tiene la misma direccién que €l
mismo; también se observa que esta definicién asigna el valor cero las siguientes propiedades: El
vector cero es el tinico que tiene la direccién de su opuesto y por tanto el tinico vector que tiene la
direccién opuesto a si mismo. El vector cero es el tinico vector paralelo al vector cero.

Definicién 3.4.2. ° Si Py(ay,...,ay), P>(by,...,b,) son dos puntos de R" el vector que va de Py a P,
notado p, p» se define por

PP, =(b1—ay,...,bp—ay)
Obsérvese que la definicién anterior estd elaborada de manera que ﬁ + PP, = @ 0 sea
que PP, = OP, — OP; y ademas el vector P, P, es equivalente al vector de (0,...,0) al punto
Q(by - ay,..., b, — ay). La figura 3.7 ilustra la situacién para el caso R?

y
A
Pi(a1, ay)
4
3
2 Py (b1, by)
1
> X
-1 2 3 4 5
-1

) a(by —ay, by — ay)

Figura 3.7: P, P, = OP, — OP,
Definicién 3.4.3. ® (vectores coordenados unitarios) los vectores de R"

El'=(1,0,0,...,0)
El'=(0,1,0,...,0)
El'=(0,0,1,...,0)

E!'=(0,0,0,...,1)

4Calculus. Voliumen 1. Tom Apostol. Editorial Reverté
5Conceptos basicos de algebra lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana
6Conceptos basicos de algebra lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana
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Son los vectores coordenados unitarios de R"; estos vectores tienen la propiedad siguiente: Si
A = (ay,...,ay) es un vector cualquiera de R”, A puede escribirse como combinacién lineal de
E,E},...,E;. En efecto:

A= (a,ay,...,ay)
= (a,0,...,0)+(0,ay,0,...,00+...+(0,0,...,a;,)
= a,(1,0,...,0)+ a»(0,1,0,...,0) +...+ a,(0,0,...,1)
= amE!'+aE}+...+ayE};

En el caso especial de R3 los vectores coordenados unitarios se denotan pori,j,k asi:

i=(1,0,0)
Jj=1(0,1,0)
k=(0,0,1)

3.4.2. Normay Producto Interno

Si A= ai+bj, B=ai+bj+cksonvectores en R* y R respectivamente, la longitud o norma usual
de A notada || All, || Bllse define por:

| All = Va? + b? | Bll = vV a? + b? + ¢?

Figura 3.8: NORMA

Las propiedades se establecen en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.4.1. Para A y B vectores deR" y a € R se verifican las siguientes propiedades:

i. JAll=0siysolosiA=0
ii. [laAl =lalllAl

iii. |[A+ Bl <Al + Bl (desigualdad triangular)

Demostracion:
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n
i. Si||A]l =0, entonces Z ai =0ydeaqui ai =0 para todo k, y en consecuencia A = 0.

k=1
1
n 2
ii. SiA=(ay,az,...,a,), entonces |a- Al = | ) aay| = \/aZ(af +at+--+a%) =lal| Al
k=1
La prueba de la desigualdad triangular la haremos més adelante con la ayuda del producto

interno.

Definicién 3.4.4. 7 Sean A y B dos vectores de R". A y B tienen la misma direccion si A = cB para
algun ¢ > 0, tienen direccion si A = ¢B para c <0 y son paralelos si A= cB para algtin ¢ #0

Definicién 3.4.5. 8 Sean X = (x1,%2,...,%,), Y = (¥1,¥2,...,¥n) dos vectores en R" se define su
producto interno ¢ producto escalar denotado por X - Y como

n
X-Y:x1y1+x2y2+x3y3+---+xnyn = inyi
i=1

Notese que el producto interno es un escalar, de ahi el nombre de producto escalar.

Con esta definicion podemos escribir

__XY
cosH—”X”.”Y” 0<f=nm X, Y#0

y concluir que si X es perpendicular (ortogonal) a Y, X 1Y, entonces cos6 =0, luego % =0,y

por lo tanto X-Y = 0. Si X - Y = 0 entonces cos6 = 0 y, por lo tanto, 0 = 7 luego, X es perpendicular
ayY.

Definicién 3.4.6. ° SiA=(ay,a,...,a,),B = (b1,b,...,b,),C =(c1,Cs,...,cp) Son vectores de R" ysi
a€R, entonces:

i AAB=B-A
ii A-B+C)=(A-B)+(A-O)
iii A-A=|A|?
iv (aA)-(B)yA-(aB)=a(A-B)
v SiA#0,A-A>0, perosi A=0, entonces A-A=0

Demostracion:

n n
i A-B=) axby=) brar=B-A

k=1 k=1
n
A-B+C) = Y aplbe+cp)
ii k=1
n n
= ZZ:I(akbk-i_ aka) = Z akbk+ Z akck = A-B +A.C
k=1 k=1

“Fundamentos del Algebra Lineal. Augusto Silva Silva.Universidad Surcolombiana
8Fundamentos Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez. Editorial Trillas
9Fundamentos del Algebra Lineal Augusto Silva Silva.Universidad Surcolombiana
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n
iii A-A= kz az = Al*
=1

iv Sean A = (ay,ay,...,an),B = (b1, bs,...,b,) y a escalar.
(aA)-B = (aaj,aay,...,aay) - (b1,bs,...,by) = aa1by1+aaxb, + ...+ aa,b,, = ala;by + ax by +
...+ayby)=a(A-B)
A-(aB) = (a1, ay,...,a;) - (aby,ab,,...,ab,) = aa1b; + aaxby +---+ aa,b, = ala1b; + a by +
-+ ayb,)=a(A-B)

v Si A= (a, ay,...,a;,) # 0 entonces algtn a; # 0y, por lo tanto af >0, luego A- A= af+a§+
et ai+--+ap>0.8i A=(0,0,...,0) entonces A-A=Y" 0=0.

Proposicién 3.4.2. 10 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si A y B son vectores deR", entonces
|A-B| < [|AlllIBI
Demostracién
|A-Bl=llAll 1Bl lcosfl = Al [BI, porque|cosf =1|
Proposicién 3.4.3. ' (Desigualdad triangular). Si A y B son dos vectores de R" entonces,
A+ Bl <Al + Bl
Demostracién: Calculamos || A+ B|?:

| A+ BJ|?

A-A+A-B+B-A+B-B
A-A+A-B+A-B+B-B
= [lAI*+2A-B+|BI?
I A% +2|A-B| +||B|?
I AI? +2[ AlIBI + | BII?
(Al + I1BI)?

N IA

Luego, A+ Bl < Al + Bl

3.4.3. Dependencia e Indepencia Lineal

Definicién 3.4.7. 2 Sea V,, un espacio vectorial y, v1, vy, ..., U, un conjunto finito de vectores. Una
combinacion lineal de tales vectores es una expresion de la forma,

QU1+ QU2+ o+ AUy = X1 @V
donde aq,as,...,a, son escalares.

Definicién 3.4.8. 13 Si S={vy,vy,...,v,} esun conjunto no vacio de vectores, entonces la ecuacién
vectorial

kivi+kvo+---+ kv, =0

10Fundamentos del Algebra Lineal. Augusto Silva Silva.Universidad Surcolombiana
Eundamentos del Algebra Lineal Augusto Silva Silva.Universidad Surcolombiana
12Fundamentos de algebra lineal.Rubén E. Sanchez C.Editorial Trillas de Colombia
13Introduccién al Algebra lineal. Howard Anton. Noriega Editores. Segunda Edicién
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tiene por lo menos una solucién, a saber,
k1=0, ko, ..., k=0

Si estaes la tinica solucion, entonces S se denomina conjunto linealmente independiente. Si existen
otras soluciones, entonces S se denomina conjunto linealmente dependiente

Teorema 3.4.1. '* Es un espacio vectorial V,, un conjunto de vectores C = {vy,Va,...,V,} €s
linealmente dependiente si y slo si al menos uno de los dos vectores del conjunto C se puede escribir
como una combinacion lineal de los otros.

Demostracion

a) Supongamos que C es linealmente independiente, entonces a; vy + axv2 + -+ @, V, =0,
donde « no son todos iguales a cero. Supongamos que «a # 0; de no ser asi reordenemos los
vectores para que esto no suceda, entonces,

a1V =—QaV2— -+ — &plp, lUego,

—_[_2 _a3 _%n
1)1—( m)l/g-i—( al)l/3+ +( al)l/n

y esto demuestra que por lo menos v; es combinacién lineal de los otros vectores de C

b) Si al menos un vector de C es combinacién lineal de los otros, podemos suponer que es vy,
de no serlo los reordenamos para que esto suceda, por lo tanto v; = ap V2 + asvs+---+ a, Uy,
luego, 0 = (-1)vy + @2v2 + asvs + -+ + @, Uy, entonces C = {vy, vy,...,V,} es linealmente
dependiente pues a; # 0 yaque a; = -1

Definicién 3.4.9. ° Si S = {v1,vs,...,v,} es un conjunto de vectores en un espacio vectorial V,,
entonces el subespacio W de V,, que consta de todas las combinaciones lineales de los vectores en
S se denomina espacio generado por vy, vy, ..., Uy, ¥ Se dice que los vectores vy, vs,..., v, generan a
w.

3.4.4. Base de un Espacio Vectorial

Definicién 3.4.10. !¢ Si V, es cualquier espacio vectorial y S = {vy,Vy,..., Uy} es un conjunto de
vectores en Vy,, entonces S se llama base de V si se cumplen las dos condiciones siguientes:

a) S es linealmente independiente

b) S generaaV,

Una base es la generalizacién del espacio vectorial de un sistema de coordenadas en el espacio
bidimencional y en el espacio tridimensional.

Teorema 3.4.2. 17 Si S ={vy, Vs,...,v,,} es una base de un espacio vectorial Vy,, entonces todo vector
A en 'V, se puede expresar en forma tinica como A= cia, + coa +---+ cpay

l4Fundamentos de algebra lineal.Rubén E. Sanchez C.Editorial Trillas de Colombia

5Introcuccién al Algebra Lineal.segunda edicién.Howard Anton.limusa.Noriega Editores
18[ntrocuccién al Algebra Lineal.segunda edicién.Howard Anton.limusa.Noriega Editores
7Introcuccién al Algebra Lineal.segunda edicién.Howard Anton.limusa.Noriega Editores
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Demostracion

Como S genera a V;,, por la definicién de conjunto generador se concluye que todo vector Aen V,
se puede expresar como una combinacién lineal de los vectores en S. Para ver que sélo existe una
manera de expresar un vector como una combinacién lineal de S, supéngase que algin vector A
se puede escribir como A =cya; + cpax + -+ + ¢, a,, y también como A = kya; + keap + -+ + kpan.
Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene 0 = (c; —k1)ay +(c2 —kp)ax +- - -+ (cp — ky) an.
Como el lado derecho de esta ecuacién lineal de vectores en S indica que ¢; —k; = 0,¢, — kp =
0,...,cn—k, =0, esdecir, c; = ky,co = ko, ..., c, = ky; asi, las dos expresiones para A son iguales.

Teorema 3.4.3. '® Sea B = {vy, v, ..., v,,} una base de V,, yU ={uy,uy,...,un} un conjunto de m
vectores de V,,. Si n < m, entonces, U es linealmente dependiente.

Demostracién

Como B = {vy, v9,..., Uy} esbase de V},, se puede escribir como combinacién lineal de {v, v»,..., v}
en particular los elementos de U, por tanto tenemos:

Ur=a1 V1 +av2+--+au1Vxn
Up = Q1201+ AV + -+ Qo lp

Up =0 1mUV1+AomV2+ -+ &ymUn

Como debemos demostrar que U = {uy, uy,..., U,} es linealmente dependiente, formemos una
combinacién lienal de ellos igualada a cero cyu; + coup + -+ + ¢ s, = 0, Yy probemos que no todo
los ¢ son cero.

Reemplazando los valores de u;,uy,..., U, en esta expresion tenemos (ciai; + co@l2 + --- +
Cm1m)V1 + (C1a21 + C2op + -+ Cpa@2m)va + -+ (1A p1 + CoAp2 + -+ + A pm) Uy = 0; pero esto
es una combinacioén lineal de {vy, v, ..., v;;} igualada a cero y como {vy, vy, ..., v} es una base, y por
lo tanto linealmente independiente, se concluye que

a1+ + -+ 1 =0
C1Q21+ Colop + -+ Cploy =0

Cl1Ap +C2Ap+ -+ Cpllpm =0
que es un sistema de combinacién lineal de n ecuaciones con m incégnitas c, ¢a, ..., ¢;,; que tiene

solucion fuera de la trivial por ser un sistema homogéneo con mds incognitas que ecuaciones pues
por hipétesis n < m. Luego, U = {uy, uy, ..., U} es lienalmente dependiente

3.4.5. Ortogonalidad de Vectores

Alo largo de la demostracion de la desigualdad triangular, se obtuvo la expresién

|A+BIl>=Al*+|BlI*>+2A-B 3.1)

18Eundamentos de Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez C.Editorial Trillas de Colombia
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-
-
-
-

© 1A+BI

/ IA+BI| LBl
/A :
LAl : A
Figura 3.1 Significado geométrico Figura 3.2 Dos vectores
de la desigualdad triangular perpendiculares satisfacen
A+ Bl <[Al+IBll la identidad pitagorica

IA+BI|? = | AlI? + || B||?

que es valida para dos vectores cualesquiera Ay B de V. La figura 3.4.5.2 muestra dos vectores
geométricos perpendiculares en el plano. Forman un tridngulo rectdngulo cuyos catetos tienen
longitudes || All vy | Bll y cuya hipotenusa tiene longitud || A + B||. El teorema de Pitdgoras establece
que

IA+BII” = | AlI* + I BII® 3.2)

Comparando este resultado con la expresién 3.1, vemos que A- B = 0. Dicho de otro modo, el
producto escalar de dos vectores prependiculares del plano es cero. Esta propiedad da origen a
la definicién de vectores perpendiculares en V;,.

Definicién 3.4.11. ' Dos vectores A y B de V,, son perpendiculares u ortogonales si A-B = 0. La
igualdad | A+ B|?> = | A|? + || B||? + 2A- B, muestra que dos vectores A y B de V,, son ortogonales si y
s6losi|A+ BJ|?> = |All> + | B||> + 2A- B. Esta es la identidad de Pitdgorasen Vy,

3.4.6. Método de Gram - Schmidt

Definicién 3.4.12. ?° Sea B = {X1,X>,...,X,,} una base de R" podemos obtener otra base B, =
{Y1,Y,..., Y} de R" tal que los Y; sean mutuamente ortogonales (perpendiculares), es decir, si
i # J entonces Y;-Y; = 0. En otras palabras, un conjunto de vectores en un espacio con producto
interior se denomina base ortogonal si todas las parejas de vectores distintos en el conjunto son
perpendiculares.

Analicemos el caso de R?. Sea B = {X;, X»} una base de R? y hallemos B; = {Y1, Y»}.

19 Calculus. Tom Apostol.Vol Lsegunda edicién.Editorial Reverté S.A
20Fundamentos de Algebra Lineal.Rubén E. Sanchez C.Editorial Trillas de Colombia
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AR €} X1(=11)

CXl = nglxl
X
Figura 3.3
i — — _ XXy _ X1
Como se aprecia en la figura 3.3, sea Y7 = X3, luego Yo = Xp —¢cX; = Xo — WXl =X, — WYl
comprobemos que Y, L Y;, ahora Y- Y] = (X2 - %Yl) Y1=X-Y1 - (% . Yl) “1=X-1-
ZFNY11? = X5 Y1 = X5 Y1 = 0 entonces ¥, 1 V7.

Luego B; = {Y1, Y} es linealmente independiente y genera a R? por lo tanto B; = {Y;, Y2} es base de
R2.

Definicién 3.4.13. 2! Si se vuelven todos los elementos de la base ortogonal By = {1, Y,..., Y,} uni-
tarios, es decir, que cada verctor tiene norma 1 entonces se obtiene una base conocida como base
ortonormal.

Ejemplo:
Dadala base B = {(1,1,1),(~1,1,1),(2,1,3)} de R3 obtener una base ortogonal y una ortonormal.

Sean Xj =(1,1,1), Xp = (-1,1,1), X3 = (2,1,3), entonces ¥; = X; = (1,1,1), luego Y> = Xo — Px,/y, =
Xo—aVi=Xp - 7epVi = (-1,1,1) - Sl 1,1, = (-1,1,1) - 31,1, 1) = §(-2,1,1)
V3= X3~ Py, v, ~ Pxyiv, = Xs—di Y1 —da Yo = X3 — 220y, — B2y, = (2,1,3) - @LAWLLD 4 4 )

AR [ YalI? 11,12
(2,1,3)-3(-2,1,1) » 2
NEESSE 5(-2,1,1) = (0,—1,1). Por lo tanto la base B,{(1,1,1), 5(-2,1,1),(0,—1,1)}es una base

ortogonal de R3.

_ 1 _ 1 . _ 3 2(_ _ 1 . _ 1 _
Sean ahora Z; = Y1 = S LLY; 2y = ”Y” \/—3( 2,11 = &(=2,L1); Zs = yq Y3 =
Lo - ioui = L0 -
ﬁ(o, 1,1). Y por consiguiente B, {\/_(1 1, 1), \/_( 1,1, \/E(O’ 1,1)} es una base ortonormal

de R3,

2lFundamentos de Algebra Lineal.Rubén E. Sinchez C.Editorial Trillas de Colombia



CAPITULO

4

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES Y
MATRICES

El propésito fundamental de este capitulo es demostrar que existe una correspondencia biyectiva
entre el conjunto de las funciones lineales y el conjunto de las matrices; desde este punto de vista
podemos decidir que los dos conjuntos son en esencia uno solo, sus elementos, debido a que su
comportamiento son casi indistinguibles.

4.1. Introduccién alas Matrices

Definicién 4.1.1. ! Una matriz A de tamariio n x m con elementos en k es un arreglo rectangular de
n x m numeros de la forma

an a2 ... dim
a dz ... d2m
A=
anl 4n2 - QAnm| ..

Los ntimeros dispuestos horizontalmente son las filas de A y los dispuestos verticalmente sus
columnas. Si un niimero “a" es el elemento de una matriz y su ubicacién dentro del arreglo se
determina colocando subindices como a;; lo cual significa que a es de la fila i y la columna j.

Definicién 4.1.2. 2 Dos matrices A y B de tamaiio n x m son iguales en el caso de que a; j=Dbij para
todoiytodo j;i=1,2,...,n;j=1,2,...,m.

Definici6n 4.1.3 (Operaciones entre matrices). 3 Dadas las matrices Ay B de tamaiio n x m

IConceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998

2Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998

3Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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al a2 ... dim bll b12 blm

az; dzp ... d2m b21 b22 b2m
A = B = .

ap1 A4p2 ... A4nm bpi b2 ... bum

la suma de Ay B, notada A + B es la matriz

a11+b11 a12+b12 a1m+b1m

a21+b21 d22+b22 a2m+b2m
A+B=

am +bn1 An2+bp2 ... Anm+bam nxm

Si ademés a € K , el producto de a con A, notado aA es la matriz de tamafio n x m

aad;y adyiz2 ... ddim
adp; adpy ... adym
B=
aanl aanz cee aanm nxm

el conjunto de todas las matrices de tamafio n x m, con todos los elementos en K, lo notaremos
Mpm(K)

Proposicién 4.1.1. El conjunto My, (K), con todas las operaciones definidas antes es un espacio
vectorial sobre K.

Demostracion: Las ocho leyes vectoriales, se verifican sin mayor dificultad; asi por ejemplo si
A,B,C € Myn(K) v si abe K entonces A+B =B+ A A+(B+C)=A+B)+C,a(A+B) =
aA+aB;(a+b)-A=aA+ DA, etc.

El vector nulo de M,;;,,(K) es la matriz nula 0

0 0 0
00 0
0= .
00 0
nxm

Definici6én 4.1.4. * Una matriz A € My,,,,(K) es cuadrada si n = m. En este caso los elementos de
la forma a;; forma una diagonal principal de A; A es triangular superior si a;j =0 para i > j; A es
triangular inferior sia;j = 0 parai < j; A es diagonal si a;j = 0 para i # j. El conjunto de todas las
matrices de tamario n x m, lo notaremos M, (K).

4Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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4.2. LaMatriz de la Funcion Lineal
Los vectores

El'=(1,0,0,...,0,0)
E} =(0,1,0,...,0,0)

E"=(0,0,0,...,0,1)

se llaman los vectores coordenados unitarios de K". Estos vectores tienen la propiedad de que

cualquier X = (x,x2,...,X;) € K" se escribe de manera tinica como combinacién lineal de
1 12

E,, E,...,El'. En efecto,

X=(x1,X2,...,Xn)
=(x1,0,...,0) +(0,x2,...,0)+... +(0,0,..., x5)
=x(1,0,0,...,0) + x2(0,1,0,...,0) +... + x,4(0,0,...,1)
= E'+ B} +...+ x,E),

Ademas, la escritura es tnica, pues si

X:alEf+a2E£’+...+anEZ

4.2
:blE{l+b2E£l+...+bnEZ (4-2)

entonces (a) — b1)E]' + (az — b2) B} + ... + (a, — bp) E;; = 0 lo cual significa que a; — b; = 0 para todo
i, es decir, a; = b; paratodo i, asi que a; = by, as = b»,...,a, = by,.

Si f e L(K™, K™) y se conocen las imdgenes de los vectores coordenados unitarios por medio de f,
es posible conocer el valor de la funcién en cualquier punto X € K”. En efecto, si X = (x1,...,X5),
entonces,

f(X) :f(xly---;xn)
= f EM+...+ x,ED 4.3)
=x1f(ED)+...+x,f(E}))

Ejemplo: Una funcién f € L(R%,R3) es tal que f(1,0) = (1,-1,3); f(0,1) = (2,3,-5). calcular
f(2)3))f(_1y_4)»f(ay b)~

f(2,3) = f(2E3 +3E5) = 2f (ED) +3f(E5)
=2(1,-1,3) +3(2,3,-5) = (2,-2,6) + (6,9,—15) (4.4)
= (8r 7; _9)

f(=1,-4) = f(-1-E? + (-4E5))
=-1-f(E}) -4 f(E3)
=-1-(1,-1,3)—4-(2,3,-5) (4.5)
=(~1,1,-3) + (-8,-12,20)
=(-9,-11,17)
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fla,b) = f(a-E?+bE5)
= af (ED)+bf(E3)
=a-(1,-1,3)+b-(2,3,-5) (4.6)
=(a,—a,3a)+ (2b,3b,—5b)
=(a+2b,—a+3b,3a—-5b)

Definicién 4.2.1. °. Si f € L(K",K™), la matriz de f notada M(f) es

FEED

FED)
Mp=|""
FED

nxm

Ejemplo: Calcular la matriz de f para cada uno de los siguientes casos

) flx,y,2)=Q2x+y-2z,-x-y-2z,x+y—2)
i) fO,y)=&-y,x+y2x—y2x+y)

iii) f(x,y,2,w)=R2x—y+z,x+y—-2z+3w)

Solucion:
[ f(E}) £(1,0,0) 2 -1 1
D M@=|fE)| =|for0| =1 -1 1
L f(E) f©,0,1) -1 -1 -1
3 C[fEH] [fae] 11 2 2
D MO=1rE)] =lron] Tlo1 1 -1
[ f(ED £(1,0,0,0) 2
|fEH| _|for00| |-1
- MO= e h| T |rooLn| {1 -2
| f(ED £(0,0,0,1) 0 3

Definicién 4.2.2. 8 Las matrices de las funciones f € L(K",K)
ann
azy

M(f) =

an1

5Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacioén. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998

6Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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se llama vector columna.

En realidad, en la definicién (4.2.1), hemos definido una funcién

M: L(Kn,Km) - Mnm(K)
f — M(@=A

Teorema 4.2.1. * La funcion M asi definida es lineal; es decir, para todoa€ K y f,g € L(K",K'™) =
{f:K"— K™: feslineal }, M(f + g) = M(f) + M(g); M(af) = aM(f),

Demostracion: Sean f,ge L(K",K™),ac K

a1 ... aim b11 blm
M(f)=| : : , B=M(@=| : : |, entonces
anl cee anm bn] cee bnm
(f + &) (EM) FEM + g(EM (@1yees@im)  + (Bityeee, big)
M(f+g) = s = : = : -
(f+g)(EI,’) f(EZ)+g(EI,’) (aniy...,anm) + (bni,....bum)
a11+b11 a1m+b1m al ... Qaim b11 blm
= : : + : : = M(f)+M(g)
an1+bn1 anm+bnm anl ... Qanpm bnl bnm
(af)(ED) a-f(ED) a-(an,...,a1m)
M(af) = E = ‘ = E =
(af)(E}) a- f(Ep) a-(ani,---,anm)
a-adyy ... a-dim anly ... Aim
= a|: | o= aMp
a-ay; ... a-apm anpl ... QGum

4.3. LaFuncion Lineal de una Matriz

El propésito fundamental de este paragrafo es definir de manera natural una funcién F que sea la
inversa de la funcién M del pardgrafo anterior.

Si A es una matriz de la forma

a; a2 ... dim

ary ary ... 2m
A=

anl1 Ap2 ... Apm

“Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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y si llamamos

Ay = (an, ar2,..., a1m)
Ay = (ap1, azp, ..., a2m)
Ap=(@am,an2,...,anm)

La matriz A puede escribirse como

A

Ay
Definicién 4.3.1. 8. Sea

A
A

Ap
una matriz de tamaiio n x m. La funcién asociada a A, notada F es,

Fa: K" . K™
(x1,X2,...,Xp) — X1-A1+x2-Ax+...+x,-Ay,

Proposicién 4.3.1. ° La funcién asociada a una matrizA, Fa, es lineal. En efecto,

FaX+Y) =Fallx1,x2,...,%0) + (¥1,¥2,---, ¥n))
=Fa((x1+ 1), (x2+ y2),..., (Xn + Yn))
= +yDAr+ e+ y)As+...+(Xn+yn)An
= (X1 A1+ 1 AD + (2 A2 + Y2 A2) +... + (XpAp + YnAp)
=(x1 A1 +xA2+...+x,A,) + (y1A1 + y2A2 +...+ J/nAn)
=Fa(X) + Fa(Y)

Fyla-X) =Falaxy,axy,...,axy,)
=ax1A1+axp Ay +...+axy,
=a(x1A1 + XA +...+Xp)
= aF4(X)

De acuerdo con la deficién (4.3.1), tenemos una funcion

F: Myn(K) — LK K™
A — Fyu

El diagrama que sigue ilustra la situacién

8Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacioén. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998

9Conceptos bésicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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L(K",K™) M M (K)
—_—

MoF)
(FoM)

lp
M
LK, K™)

Proposicién 4.3.2. '° Las funciones M yF son inversa la una de la otra, esto es
FoM= l'dL(Kn'Km), MoF = iden(K)
Demostracion: A manera de ilustracion, vamos a probar que M o F = idp;mx)- Sea

al ... im Ay =(an,...,a1m)
A= N
ap1 ... Qnm Ap =(ani,..., anm)

La funcién lineal asociada a A es

Falxy,...,xp)=a; - A1 +...+ X, A,

Ademas,
F,(1,0,...,0) =4,
F4(0,0,...,1) =A,
Ay
Luego, M(Fa)=| : | = A;locualsignifica que (MoF)(A) = Ayasi (MoF) = idymn- Delamisma
Ap

forma se prueba que (Fo M) = idy» xm)

4.4. Multiplicacion de Matrices

Definicién 4.4.1. ! Llamaremos matriz idéntica de tamarfio n a la matriz de la funcién idéntica de
K". La notaremos I,

iden: K"—K"
X—X

como idgn = El" paratodo i =1,2,...,, n, entonces

1 0 0 0 0
010 0 0

I,=
000 .. 01

10Conceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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Definici6n 4.4.2. ' Sean f € L(K",K™),g € L(K™,KP),A = M(f),B = M(g). El producto o
multiplicacién de A con B, notado A x B se define por Ax B= M(go f).

Proposicioén 4.4.1. '3 En las condiciones de la definicién anterior si C = A x B, el elemento de C que
ocupa el lugar i j se obtiene haciendo el producto interno de la fila i de A con la columna j de B.

Demostracién: Sean F : K" — K™ lineal.

fED ap aiz ... Qip
f(EY) iz Gy ... QGm
A = M(f) = . =
f(ED nxm ap1 A4p2 ... A4nm
f:K" K™
g
(gof)
KP
(go NED glf(EM] glan, arz,..., a1m)
(go fIEY) glf(E)] glasy,az, ..., azm)
M(gef) = : - : - : -
(gOf)(EZ) g[f(EZ)] glan, ano, ..., Anm)
glanE" +apEl" +...+ aymEy) a118(EY") + a2g(EJ") +...+ aimg(Ey,)
g(aglE{”+a22Egl+...+ang,’2) aglg(E{“)+a22g(E£")+...+agmg(E$)
glamE" + amE)' +...+ apmEy) am §(E + anag(E)") +...+ apmg(Ey,)

ar1(b11, b1z, ..., b1p) + a12(ba1, b2a, ..., bap) + ... + A1 (b1, b2, - -+, Bmp)
az1(b11,b12,..., b1p) + az2(ba1, baz, ..., bap) + ...+ a2 (b1, b2, - ., bnp)

an1(b11, b12,..., b1P) + Ap2(b21, b2z, ..., bap) + ...+ Anm (b1, bz, - -, bmp)

m m m
Y akbgr 5 X aigbre 5 ... 5 X @by
k=1 k=1 k=1
m m m
Y @bk 5 X @bk 5 ... 5 X Gakbip
k=1 k=1 k=1
m m m
Y ankbrr 5 X ankbke 5 ... 5 X ankbrp
k=1 k=1 k=1

12Conceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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Como podemos observar, en el producto Ax B el elemento que estd en la posiciéon 11, es el producto
interno de la primera fila de A con la primera columna de B, el elemento de la posicion 22 es el
producto interno de la segunda fila de A con la segunda columna de B. En general el elemento C;;;
de la matriz A x B se obtiene haciendo el producto interno de la fila i de A con la columna j de B.

Observaciones:

1. No siempre es posible realizar el producto de dos matrices A y B. Dicho producto solo se
puede hacer si el niimero de columnas de A coincide con el namero de filas de B. La razén
es que la compuesta (g o f) de dos funciones lineales solo se puede hacer si el dominio de g
coincide con el recorrido de f.

2. En general A x B # B x A. Larazén es que la composicién de funciones no es conmutativa.
Mads aun, puede suceder que A x B se puede realizar y B x A no exista.

3. De la definicién de producto entre matrices se sigue que M(go f) = M(f) x M(g).
4. Si A= M(f),B = M(g) entonces Faxp = Fgo F4. En efecto,

M(Faxp)= AxB
M(f) x M(g)

M(gof)
M (FpoFy)

y como M es una funcién 1 a 1 entonces se verifica que F4xp = Fgo Fy

La proposicién que sigue establece las propiedades del producto de matrices, las cuales
son heredadas de las propiedades de las funciones lineales. Para la prueba usaremos la
correspondencia entre el conjunto de las funciones lineales y el conjunto de matrices; usaremos
propiedades de las funciones lineales para probar propiedades de las matrices.

Proposicién 4.4.2. * Si A, B € My;,(K); C,D € My,,(K); E € Myq(K) y a€ K entonces

i) (A+B)xC=(AxC)+(BxQ(C)

ii) Ax(C+D)=(AxC)+(AxD)

iii) Ax(CxE)=(AxC)xE=AxCxE

iv) a-(AxC)=(aA)xC=Ax(aC)

v) Si I, I, son las matrices idénticas de tamano n x ny m x mentonces Ax I, = I, x A=A
Demostracion:
i)

Fa+pxc= FcoFasp

= Fco(Fa+Fp)

= (FcoFa)+ (FcoFp)
= Fuxc) +Fsxc)
= Fuxc+Bx0)

14Conceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
Educacion. Licenciatura en Matematicas y Fisica. Marzo 1998
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Luego, (A+B)xC=(AxC)+ (B x(C)
ii)

Faxicxp = FexpoFa
= (FgoFc)oFa
= Fgo(FcoFy)
= Fgo(Faxc)
= Fuxoxk

y en consecuencia Ax (CxE)=(AxC)xE
V)

Faxy,= F1,0Fx
= ld](m OFA
= [y

luego, A x I, = A. De la misma forma se prueba que I, x A= A

4.5. ElAlgoritmo de Hermite

En términos muy generales un “algoritmo", es un conjunto finito de instrucciones que de aplicarse
sucesivamente en una determinada situacion, permiten al final del proceso tomar una decisién u
obtener algunos resultados. Ya hemos dado algunos algoritmos; sabemos cual es el procedimiento
para decidir si un conjunto es o no lineal. Mds atin se tiene algoritmos para todas las operaciones
en Z, los cuales conocemos hace algunos afios. Los programas de computadores son ejemplos de
algoritmos.

Dada f € L(K",K™) se trata de establecer si f es 0 no uno a uno, si es 0 no sobre o si es 0 no
biyectiva; el objeto del capitulo es dar un algoritmo, que aplicado a una funcién dada f € L(K", K™)
nos permite decidir en forma muy simple si f es 0 no uno a uno, sobre o biyectiva. En el camino
que tenemos que hacer para llegar a la formulacién del algoritmo de Hermite, estableceremos otro
resultados de gran importancia dentro del dlgerba lineal.

4.5.1. Isomorfimosy Matrices Invertibles

Definicién 4.5.1. '°> Si U, U’ son espacios vectoriales sobre un campo K, una funcién f € L(U,U’) es
un isomorfismo en el caso que f sea biyectiva.

Las propiedades mds importantes de los isomorfismos son los siguientes:

F1. Si f € L(K",K™) es un isomorfismo, existe un isomorfismo g € L(K",K™) tal que (fo g) =
idgm,(go f) =idgn, geslainversade fysenotag= f!; gestnicaysuinversaes f.

F2. Lafuncion idéntica de K", idgn, es un isomorfismo y su inversa es la misma funcién.

15Conceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
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F3. Si fe L(K",K™), g € L(K™, KP) son isomorfismos, entonces go f también es un isomorfismo
ysuinversaes (go f) "1 =flog™!

Definicién 4.5.2. ' Una matriz A € M,,,,,(K) es inversible en el caso de que su funcién lineal
asociada a F 4 sea un isomorfismo.

MI1. Si A € M,;,(K) es inversible, existe una matriz invertible B € M,,,,(K) tal que A x B = I,
Bx A=1I,, BeslainversadeAysenota B=A"!. Bes nicay su inversa es A.

M2. La matriz idéntica I, es inversible y su inversa es la misma, esto es [,, =1,

M3. Si Ae M, (K),B € My, (K) son inversibles entonces A x B es inversible y ademaés (A x Bl =
B 1x Al

Observemos que las propiedades M1, M2 y M3 son una traduccién de las propiedades F1, F2y F3
de los isomorfismos al lenguaje de las matrices.

4.5.2. Matrices y Funciones Elementales

Las matrices elementales son ciertas matrices que se obtienen a partir de la idéntica, son
inversibles y tienen un comportamiento muy definido con respecto al producto de matrices.
Estas matrices son de tres tipos: de permutacién, simples y propiamente elementales. Cada una
de estas matrices da origen a un tipo de funcién lineal que es un isomorfismo y que tiene un
comportamiento muy definido con respecto a la composicién de funciones.

Con el fin de facilitar la comprensién usaremos las letras Fi, F»,..., F, para notar las filas de la
matriz y las letras Cy, Cy, ..., Cy, para denotar las columnas. El simbolismo F; < F; implica que se
han intercambiado las filas iy j de una matriz; F; = aF; nosindica que la fila i se ha multiplicado por
“a"; F; = Fi+aF; significard que alafila i se le ha agregado la fila jmultiplicada por “a". Significados
andlogos para columnas tendran los simbolismos

Ci—Cj
Ci:aC,-
Ci=Ci+aCj

Matrices y Funciones de Permutacién

Definicién 4.5.3. 17 Si A=1{1,2,...,n} una permutacion de los elementos de A es una biyeccién de A

en A. Simbolicamente, si
og:A— A 4.7

es biyectiva, o es una permutacién

Si el conjunto A tiene n elementos, existe exactamente 7! biyecciones de A en A que corresponden
al namero de maneras de numerar los elementos de A

16Conceptos basicos de Algebra Lineal. Augusto Silva Silva. Universidad Surcolombiana (USCO). Facultad de
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Definicién 4.5.4. '8 Seao una permutacién del conjunto A= {1,2,..., n} una matriz de permutacion
P se obtiene a partir de I,, permutando sus filas (o columnas) de acuerdo ao.

Como las permutacioens son inversibles y sus inversas son también permutaciones se sigue que
las matrices de permutacién son inversibles y sus inversas son del mismo tipo; mds atin si P es la

matriz de permutacién obtenida por la permutacién o, su inversa se obtiene de I, permutando

sus filas (columnas) de acuerdo con la permutacién o~

Las matrices de permutacién tienen un comportamiento bien definido con respecto al producto
de matrices: si P es una matriz de permutacién obtenida de I,, de acuerdo a o y si A, B son matrices
cualesquiera, entonces en el producto P x A, las filas A se permutan de acuerdo a o y el producto
B x P las columnas de B se intercambian de acuerdo a o.

Las funciones de permutacion, son las que corresponden a las matrices de permutacién, son
isomorfismos, sus inversas son del mismo tipo y tiene un comportamiento bien definido con
respecto a la composicion de funciones.

Matrices y Funciones Simples
Definicién 4.5.5. '° La funcion

S(i,a)3 K" — K" (a;éO)
(X1,.e 0y Xiyeeey X)) —  (X1,...,4X4,...,X5)

es una funcién simple.
Las funciones simples son lineales, en efecto, si
X:(-x],---,xi;---;-xn), Y:(J/l»---»,Vi»---;J/n)

entonces

Sti,a)(X+Y) =83,a((x1,%2,...,%X0) + (Y1, ¥2,---, ¥n))
=StaX1+ Y1, 0 Xit Vi, Xn+ Yn)
=+ y,..oaXi+Yi) e Xn+ V)
=(xX1+Y1,..,aXi+aYiy ..., Xn+ Yn)
=(X1,...,aXj, ..., X)) + (Y1,---,AYir-- -, Vn)
= S(i,a)(X) +S(i,a)(Y)

De la misma forma se prueba que S(; g)(aX) = @~ S, q)(X)
Las funciones simples son inversibles y su inversa es del mismo tipo: (S 4)) ™! = Sq,1y- En efecto:

1
(S(i,a) oS(i'%))(xl»”-»xiw”)xn) = S(i,a)(xl»-~-)Exi»”-»xn)
= (-xl;---;xi;---;-xn)
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De la misma forma se prueba que S(i,é) 0S(j,q) = idgn

Definicién 4.5.6. 2° Las matrices correspondientes a las funciones simples son las matrices simples;
las matrices simples son inversibles y su inversa es del mismo tipo.

En general podemos decidir que las matrices simples se obtienen de I,,, multiplicando una de sus
filas (o0 una de sus columnas) por un elemento a € K, a # 0.

Las matrices simples tienen un comportamiento bien definido con respecto al producto. Si S es
simple obtenida de I, multiplicando la fila i por “a", y si A, B son matrices cualesquiera en el
producto C = S x A, la matriz C se puede obtener de A multiplicando la i-ésima fila por a; en el
producto D = B x S, D puede obtenerse de B multiplicando su i-ésima columna por a.

Matrices y Funciones Propiamente Elementales

Sii# jyacK,lafuncion

ej j(a): K" — K"
(X1)ee 0y Xiyeo oy Xjyooy Xp) - — (X100, Xiyon sy Xj + AX4, .0y Xp)

es una funcién propiamente elemental.

Las funciones propiamente elementales son lineales, inversibles y sus inversas son del mismo tipo.
En efecto:

(eij(a) 6 ejj(=a)(X1,..., Xiy.o s Xjyooy X)) =€ j(@)ejj(=a)(X1,..., Xiyou oy Xjyonry Xpg)]
=e,-,j(a)(xl,...,xi,...,xj—ax,-,...,xn)
= (X1yee s Xiyeeos Xjyuens Xn)

lo cual prueba que e; j(a) 6 e; j(—a) = idg»; de la misma forma se prueba que e; j(—a) 0 e; j(a) =
i d](n
Definicién 4.5.7. 2! Las matrices correspondientes a las funciones propiamente elementales son

las matrices propiamente elementales; las matrices propiamente elementales son inversibles y su
inversa es del mismo tipo.

Las matrices propiamente elementales, se obtienen a partir de I,, agregdndole a una fila (columna)
un miultiplo de otra fila (columna) asi por ejemplo la matriz

1 00
E=]0 1 0
0 2 1
se obtiene de I3 haciendo F5; = 2F, + F3 o haciendo C; =2C3 + C»
Las matrices propiamente elementales tienen un comportamiento bien definido con respecto al
producto de matrices: si E es una matriz propiamente lineal y A, B son matrices cualesquiera en el

producto C = E x A, realizando en las filas de A el mismo cambio que se hizo en las filas de I, para
obtener a E. Situacion similar se da en el producto D = B x E.
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4.5.3. Cambios Elementales en las Filas y/o Columnas de una Matriz

Definicién 4.5.8. %> Si A € M,,,,(K) llamaremos cambios elementales en las filas de A a las
siguientes operaciones

DE1. Intercambiar las filas de A.
DE2. Multiplicar todos los elementos de una fila por un nimero a, a # 0.

DE3. Agregar a una fila A un multiplo de otra fila.

En otra forma similar se definen los cambios elementales en las columnas de A; realizar un cambio
elemental en las filas o columnas de A es equivalente a multiplicar a la izquierda o a la derecha o
por una matriz propiamente elemental.

Proposicién 4.5.1. Si A y B son matrices de tamaiio n x m y la matriz B se pueden obtener de
A realizando en sus filas y columnas cambios elementales, entonces existen matrices inversibles
PeM,(K)yQe My(K) talesque B=P x AxQ

Demostracion: Cada cambio elemental en las filas y columnas de A significa multiplicar a la
izquierda o a la derecha de A por una matriz B son necesarios s cambios en las filas de Ay r
cambios en las columnas de A, entonces existen Py, Py, ..., Ps,Q1,Q-,...,Q, matrices elementales
tales que

B=Py xPyx...xPrxAxQ1xQ2x...xQ
Como el producto de matrices inversibles es una matriz inversible entonces las matrices

P=P; xPyx...xPs
Q=QrxQx...xQ;

son inversiblesy B=P x Ax Q

4.5.4. Larelaciéon de Semejanza

Definicién 4.5.9. 2* Dos funciones f y g € L(K",K™) son semejantes y se nota f ~ g si existen
isomorfismospyqe L(K",K™) talesqueg=qo fop

El diagrama que sigue ilustra la situacion:
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Definicién 4.5.10. Dos matrices A, B € My;,(K) son semejantes y se nota A ~ B si existen matrices
inversibles P € M,,(K),Q € M,,(K) talesque B=P x Ax Q

De las definiciones 4.5.8 y 4.5.9, se sigue que si B se obtiene de A, realizando cambios elementales
en la matriz A, entonces Ay B son semejantes

Proposicién 4.5.2. La relacion de semejaza para funciones es de equivalencia, es decir, se satisfacen
las propiedades

(i) Reflexiva:Si f e LIK",K™),f ~ f
(ii) Simétrica:Si f,ge L(K",K™) y f ~ g entoncesg ~ f
(iii) Transitiva:Si f,g,he L(K",K™),f ~gyg~ h entoncesf ~ h
Demostracion:

(i) f~f, pues f=idgmo foidgnylafuncion idéntica es unisomorfismo

(i) Si f ~ g, existen isomorfismos p, g tales que g = go fopyen consecuencia f = g logop~'lo
cual significa que g ~ f, pues g~' y p~! también son ismorfismos. Los diagramas siguientes
ilustran la situacién:

p q -1 -1
p q
K" 8 K" K" g K"
¢————e *———o
g=q 'ofop™ g=q 'ofop™!

(iii) Si f ~ g, g ~ h, existen isomorfismos p, p’, g, q' tales que g = go fop,h = qg'ogop’y entonces
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h =q'o(gofop)op’
:(q'oq)ofo(pop')

Lo cual significa que f ~ h, pues la composicion de isomorfismos es de nuevo un
isomorfismo, la situacién se presenta en el siguiente diagrama:

f

— K' —s K" —

pop Kkt > gm qdoq

Proposiciéon 4.5.3. La relacion de semejanza para matrices es de equivalencia, en el cual se
satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Reflexiva: Si Ae M,,(K),A~ A
(ii) Simétrica: Si A,B € My,;,,(K) y A~ B entonces B~ A

(iii) Transitiva: Si A,B,C € My, (K),A~B yB ~ C entonces A~ C

4.5.5. Matricesy Funciones Canénicas

Definicién 4.5.11. Una matriz A de tamario n x m es canénica si es la matriz nula o si es de la forma

E;'

A= |E™ (l<sr=n)

r

0

Las funciones canonicas son las funciones lineales correspondientes a las matrices candnicas;
estas fuciones son tan sencillas que por simple inspecion podemos decidir si son o no uno a uno,
sobreyectivas 0 biyectivas.

Ejemplo 4.5.1. Las matrices canonicas en M3 4(K) son las siguientes:
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0 00O 1 00O 1 0 0O 1 0 0O
0 00O 0 00O 01 00 01 00
“=1o 000 " “Tloooof " ©“Tflooool “Tloo1 o
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O
Las funciones canénicas en L(K3,K*) son Cy(x, ¥,2)=1(0,0,0,0); noes 1a l, no es sobre.
Ci(x,y,2)=(x,0,0,0); noes 1al, noes sobre
Co(x,¥,2) =(x,1,0,0); noes 1 a 1, no es sobre
Cs(x,¥,2)=(x,),%2,0);sies 1 a1, sies sobre
Ejemplo 4.5.2. Las matrices canonicas en M3 3(K) son las siguientes:
0 00O 1 0 0O 1 0 0O 1 0 0O
0 00O 0 00O 01 00 01 00
“=10000 " “Tlooool  “ looool B o010
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O

Las funciones canénicas en L(K3, K3) son:

Co(x,y,2)=(0,0,0,0); noes 1al, noessobre

Ci(x,y,2)=(x,0,0,0); noes 1al, noes sobre

Co(x,¥,2) =(x,1,0,0); noes 1 a 1, no es sobre
Cs(x,y,2) = (x,y,2,0) = idgs (x, ¥, 2); que es biyectiva.

Proposicion 4.5.4. Toda matriz A de tamaiio nx m es semejante a una matriz A" del mismo tamarno

Demostracién: Para la demostraciéon de esta proposicién, la cual es fundamental dentro del
dlgebra lineal, usaremosla induccién sobre n.Sin =1, A = (a1, a12,..., a1m), si A= 0, A es candnica
por definicion: Si A # 0, existe a;; # 0y asi podemos intercambiar las columnas 1y j, luego dividir
por a;j para obtener una matriz de la forma.

A, = (1) b12;~-~;blm)

Si multiplicamos la primera columna por —b;; y sumamos a la columna j y esto lo hacemos cada
j=2,3,...,m,llegamos ala matriz

A"=(1,0,0,...,0)

que es una matriz candnica. En total la proposicién es vdlida para matrices de tamafio 1 x m.
Supongamos ahora que el resultado se verifica para toda matriz que tenga (n — 1) filas y veamos
que se cumple para matrices de n filas.

De nuevo si A =0, no hay nada que probar, puesto que ya es candnica. Si A # 0, existe a;; # 0y
si intercambiamos las filas 1 e i, luego las columnas 1y j, luego dividimos la primera fila por a;;
obtenemos una matriz de la forma.
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Si multiplicamos enseguida la primera columna por —b;; y la sumamos a la columna j y esto lo
hacemos cada j = 2,..., m; luego multiplicamos la primera fila por —b;; y la sumamos a la fila i,
parai=2,...,n,llegamos a una matriz de la forma

1 0 0 0
A 0 ¢ o3 Com
0 cn2 cCn3 Cnm
como la matriz
C22 Com
D=
an cee Cnm

Tiene (n — 1) filas, por nuestra hipétesis de induccion, es semejante a una matriz canoénica. Asi A”
es semejante a una candnica y en consecuencia A también. Observemos que finalmente D puede
ser transformada en una matriz canénica sin que la primera fila y la primera columna de A” sufran
modificacién alguna.

4.6. Algoritmo de Gauss - Jordan

En este pardgrafo resolveremos otro problema central del dlgebra lineal que consiste en hallar
todas las soluciones de un sistema de n ecuaciones lineales con m incégnitas.

Definicién 4.6.1. Un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas es de la forma

anxytapx+...+dimxXm =b1
o1 X1+ axpXo+ ...+ AomXm = bz

ani X1+ apXo+...+ AnmXm = by (4.8)

donde a;,b;(i = 1,2,...,m) son elementos de campo K;Xxi,Xo,...,X;; son las incognitas del
J
sistema.

Si llamamos

all a2 ... Aim X1 b1

azy dz ... d2m X2 b
A= , X= , B=

ap1 A4p2 ... Aanm Xm by

Del sistema 4.8 puede escribirse en forma matricial como

AX=B (4.9)

A es la matriz de coeficientes del sistema 4.8 y B la matriz de términos independientes. En el caso
especial de que B = 0 el sistema es homogéneo.
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Resolver el sistema 4.8 o el sistema 4.9 es encontrar todas las marices X € M,,,(K) que verifican
la igualdad AX = B. Si tales X existen, se dice que el sistema es consistente o compatible; en
caso contrario se dice que es inconsistente o incompatible y carece de solucion. Es de anotar que
los sistemas homogéneos siempre son consistentes, pues la matriz 0 € M,,;; (K) siempre verifica la
ecuacion AX = 0. La solucién candnica, trivial o solucion evidente del sistema. Lo interesante
entonces de los sistemas homogéneos es determinar si tienen o no soluciones distintas de la
solucién canodnica.

Definicién 4.6.2. Dos sistemas de n ecuaciones con m incégnitas AX = B, A'X = B’ son equivalentes
si tienen la misma solucion

Proposiciéon 4.6.1. Si C es una matriz inversible, los sistemas AX = B y (CAX) = CB son
equivalentes.

Demostracion: Si X es soluciéon de AX = B, entonces AXy = B, en consecuencia C(AXy) = CBo
(CA) Xy = CBlo cual significa que Xj es solucion de (CA) X = CB. Reciprocamente si Y es solucion
de (CA)X = CB, entonces (CA)Y, = CB y como C es inversible, se sigue que C~'(CA)Yy = C~(CB)
o sea que AYy = C"1(CB) es decir que AY; = B lo que significa que Y, es solucién de AX = B.

Definicion 4.6.3. La matriz [A|B] es la matriz aumentada del sistema AX = B

La matriz aumentada de un sistema representa fielmente el sistema correspondiente, o en otras
palabras, tener el sistema es equivalente a tener la matriz aumentada; las matrices aumentadas
de la forma [A|B] donde A es una matriz canénica correspondiente a sistemas de ecuaciones tan
sencillos que su soluciéon puede darse por simple inspeccién. La proposicién 4.6.1 significa en
ultimas que si la matriz [A|B] se multiplica a la izquierda por una matriz inversible C, se obtiene
otra matriz aumentada [A’| B'] que representa un sistema equivalente al inicial.

En este orden de ideas, dado el sistema AX = B, éste se puede transformar en otro sistema
equivalente cuya solucién sea inmediata, multiplicando la matriz [A|B] a izquierda por matrices
inversibles C las simples o las propiamente elementales. De aqui se deduce que las soluciones del
sistema AX = B no se modifican cuando se realizan en él las siguientes operaciones:

OEl. Intercambiar dos ecuaciones
OE2. Multiplicar una ecuacién por un nimero a, a # 0.

OE3. Agregar a una ecuacién un multiplo de otra.

Dado el sistema AX = B, el algoritmo de Gauss-Jordan para hallar todas sus soluciones es como
sigue:

GJ1. Elaborar la matriz aumentada [ A|B]

GJ2. Con cambios tinicamente en las filas de [A|B], transformar esta matriz en otra que representa
un sistema equivalente y cuya solucién sea facil determinar.

GJ3. Hallar la solucién del sistema correspondiente a la tltima matriz aumentada.

Cuando el sistema es homogéneo la matriz aumentada es de la forma [A|0], y como estamos
restringidos de hacer cambios elementales solo en filas, durante todo el proceso la ltima columna
serd de ceros, por esta razon podemos trabajar solo en la matriz [A].
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Lo ideal es que la matriz aumentada [A|B] se transforma en otra en la cual el lugar de A
aparezca una matriz canénica; naturalmente esto no es posible por dos razones principalmente:
La restriccién que se tiene que hacer cambios solo en filas y porque posiblemente A no es una
matriz cuadrada. El algoritmo consiste entonces en transformar la martiz [A|B] en otra donde en
lugar de A aparezca o una canénica o una matriz muy similar a una canénica.

4.7. Determinantes

En la presente seccién tomaremos en consideracion el conjunto de las matrices cuadradas de
tamafio n, M,(K). A cada matriz A € M,(K) le asignaremos un elemento de K llamado el
determinante de Aynotado det(A) 6 |Al. La definicién del determinante de una matriz la hacemos
por induccién sobre 7.

4.7.1. Determinates de Orden 1y 2

Definicién 4.7.1. Si A es una matriz de tamario 1 x 1, digamos A = [ay], el determinante de A es

|Al = an
. . ~ . _ ay;l ap .
Si A es una matriz de tamaiio 2 x 2, digamos A = o a el determinante de A es
21 G22
|A| = i i = ana apa
= = anap— aizdzl
az a4

4.7.2. Determinantes de Orden n

Definici6n 4.7.2. Si A€ M, (K), el menor de a; j, notado M; j es una matriz de tamaiio (n—1) x (n—1)
obtenida de A, eliminando la filai y la columna j.

Definicion 4.7.3. Si A€ M (K), el cofactor de a; j, notado A;j se define por
A= (-D"™idetM;j= (-1)"*1|M;;l
Definicién 4.7.4. Sea A€ M, (K) ei un numero fijo (1 < i < n). El determinante de A desarrollado
por lafilai, se define por,
detA=Al =Y a;jAij =X0 (D" ayIMl
En particular sii =1, se obtiene

n .
A=Y (=D ay 1My
j=1

que es el desarrollo del determinante de A por la primera fila.

El determinante de una matriz no depende de la escogencia de la fila, es decir, el desarrollo de
|A| por la fila i es exactamente igual al desarrollo de | A| por la columna j, se obtiene una férmula
semejante para | A| si en lugar de fijar una fila, escogemos como fila una columna cualquiera, es
decir,

n . .
|Al=) (-1 a;jIM;;|
i=1

y en particualr si j = 1, entonces
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n .
A=Y (=D an My
i=1

que es el desarrollo de |A| por la primera columna

La definicién 4.7.1 para el caso de determinantes 2 x 2 es un caso particular de la definicién 4.7.4.
Luego, podemos definir, en forma general, el determinante de una matriz A € M, (K) de la siguiente
forma

ar sin=1
|A| = Z;’:l(—l)’*faileijl sin=2
(i, fijo,1<i<n)

4.7.3. Propiedades de los Determinantes

En general el cdlculo del determinante de una matriz A € M, (K) cuando n = 4 usando la definicién
es un trabajo dispendioso y propenso a cometer errores; por ejemplo el cdlculo de un determinante
de orden cinco conduce a resolver veinte determinantes de orden tres; en el presente pardgrafo
estableceremos las propiedades mds importantes de los determinantes, que permiten calcular de
forma rapida y segura determinantes de cualquier orden.

Definicién 4.7.5. ?* La suma de los productos de los elementos de una fila (o columna) por los
correspondientes cofactores de esa fila (o columna), da el valor del determinante; pero la suma de
los elementos de una fila (o columna) por los correspondientes cofactores de otra fila (o columna),
da cero.

Proposicién 4.7.1. Si una fila o columna de una matriz A € M, (K), se compone de ceros su
determinante es cero

Demostracion: si la fila i de A es de ceros al desarrollar | A| por la fila i se obtiene:
n . .
| Al= ) (D" a;j|M;jl
j=1

como a;; =0 paratodo j=1,2,..,n,|Al =0.

Definicién 4.7.6. Si A€ My,,,(K) es una matriz de tamaiio m x n, la transpuesta de A notada A" es
la matriz de tamaiio n x m obtenida de A al intercambiar filas por columnas

Proposicion 4.7.2. Si A€ M,(K), entonces|A| = | Al

Demostracién: (por induccién sobre n)

i) Paran=1,|A| = |A|’, pues A= A’

24Fundamentos de Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez C. Profesor de Escuela Colombiana de Ingenieria.Editorial Trillas
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i) Supongamos que el resultado es valido para matrices de tamafio (n —1) x (n — 1) y veamos
que se verifica para matrices de tamafio n x m. Sean

ap a2 ... din ap a2 ... din

ary ary ... dop : a1 ar) ... dop
A= , A'=A=

aAnl AdAp2 ... App an1 Ap2 ... Adpp

desarrollando |A| y |A| por la primera fila y la primera columna se tiene que:

| AI=Z) D" My

n .
| A=Y (=D aggIMy |
j=1

como IMlth = |M; j| entonces |A| = |A’|

Esta proposicion significa que toda propiedad de los determinantes enunciada para filas se verifica
también para columnas.

Definicién 4.7.7. 2° Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que todos los elementos que
no se encuentran en la diagonal principal son 0.

1 0 1 0 0 0 0 O
Ejemplo 4.7.1. [ 0 2] 0 -3 0 0 -4 0| son matrices diagonales
0 0 7 0 0 6

Definicién 4.7.8. 2% Una matriz escalar es una matriz diagonal que tiene todos sus elementos
diagonales iguales

2 0 1 o 300 -4 0 O
Ejemplo 4.7.2. [ 9 0] ) [ 0 1] , |10 3 0f, 0 -4 0| sonmatricesescalares
0 0 3 0 0 -4

Definicién 4.7.9. 2’ Una matriz cuadrada en la que todos los elementos por debajo de la diagonal
principal son cero, se denomina matriz triangular superior. A = (a;j)mxn es triangular superior si
aijj=0parai> j.

5 8 4 -8 -5 4

4 -
Ejemplo 4.7.3. [g _5], [g 03], 0 8 —9] , [ 0O -9 5
0 0 O 0 3

25Fundamentos de Algebra Lineal. Rubén E. Sanchez C. Profesor de Escuela Colombiana de Ingenieria.Editorial Trillas
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Definicién 4.7.10. ?® Una matriz cuadrada en la que todos los elementos por encima de la diagonal
son cero, se denomina matriz diagonal inferior. A = (a;j)nxm es triangular inferior si a;j = 0 para
i<j.

-8 0 0 A 0 0
Ejemplo 4.7.4. [é (1)], [g 8], -5 -9 0|, |x A O
4 5 0 x y A

Definicién 4.7.11. ?° Una matriz es triangular si ella es triangular superior, o triangular inferior

Proposiciéon 4.7.3. El determinante de una matriz triangular superior es el producto de los
elementos de la diagonal.

Demostracién: (por induccién sobre n)

i) Sin=1,A=[aynl,|Al=ai yelresultado se verifica.

i) Supongamos que la proposicion es cierta para matrices triangulares superiores de tamano
(n—1) x (n—1) y sea A una matriz triangular superior de tamano n x m. Desarrollando |A|
por la primera columna se obtiene

n .
|Al=Y" (=)' | Mj1 |= a1 | My | pues a;1 =0 para i = 2
i=1

como M es triangular superior de tamafo (n —1) x (n — 1) entonces
|Mi1| = azeas3... ann
asi que
|Al = ai1az;...apn

Colorario 4.7.1. i. El determinante de una matriz triangular inferior es el producto de los
elementos de la diagonal

ii. Eldeterminante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal.
iii. El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de la diagonal.
iv. Eldeterminantede I, es 1
Proposicion 4.7.4. Sidos filas de un determinante son intercambiables su valor cambia de signo

Demostracion: (por induccién sobre n)
i. Paran =2, sean

azy ap
ay  ap

an  ap
ay  azp

Entonces
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| Al =ai1a —apzax
|B| =apaiz— azan

es decir que |B| = —| A

ii. Supongamos que el resultado se verifica para determinantes de orden (n—1) y consideremos
las matrices

a;ly ... dip aylr ... din
ail Ain ajl Ajn
A= B= N
ajy djn aiy Ain
| A1 ... dnn] [ Apnl ... Apn]

Desarrollando |B| por lafila K,K # i, K # j se tiene que

n . ,
| Bl== Y (=" agjIMy|
j=1

donde M}( jes el menor de ag; en la matriz de B. Por la hipétesis de induccion M}< i | Mk l,
luego

n .
=Y (DX ag | M|
j=1
~| Al

|B|

Proposicién 4.7.5. Sien un determinante dos filas son iguales su valor es cero.

Demostracion: Si las filas i, j de A son iguales al intercambiarlas se obtiene |A| = —| A| y de aqui
necesariamente |A| = 0.

Proposicion 4.7.6. Si cada uno de los elementos de una fila se multiplican por un niimero a, el
determinante queda multiplicado por a.

Demostracion:
aylr ... din al ain
A=|a;; ... ajp B=|aa;; ... aaj,
[ Anl  --- Qnn| | dnl apn |

Desarrollando |B| por la i— ésima fila obtenemos
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n . .
IBl= Y (-D'""a-a;j| M;;|
j=1

n . .
a) D'"a;j| Mj|
=1

alAl|

Proposiciéon 4.7.7. Si cada uno de los elementos de una fila es la suma de dos términos, el
determinante puede escribirse como la suma de dos determinantes.

al ain a;ly ... dip ayly ... din
A=laj1+by ... ajn+biy ; B=lajpn ... ain ; C=1|bj1 ... bin
anl Ann | | An1 .- Qnn | | dn1 --- Qnn |

Vamos a probar que |A| = |B| + |C|; desarrollando | A| por la i —ésima fila obtenemos,

n . .
Y (=D (a;j+bij) | M;j |
j=1

Al

n . . n . .
a) D'"™aii | Mijl+ 3 (1) bij| Mjj |
j=1 j=1

|B| +1ClI

4.8. Calculo de Inversas

Definicién 4.8.1. 3° Sea A una matriz cuadrada de tamaiio n x n. Se dice que A es invertible o no
singular si existe una matriz cuadrada de tamaiio n x n, tal que

AX=XA=1
y X sedenomina una inversa de A.

Teorema 4.8.1. 3! Si A tiene inversa, es tinica

Demostracion:

Supongamos
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AX =XA =1
AY =YA =1
X =XI =X(AY) =XAY =1Y =Y

Por consiguiente hablaremos de la inversa de la matriz A y la denotaremos por A~}

Definicién 4.8.2. 32 Sea A una matriz de tamarfio n x n. Formemos la matriz con los cofactores de
los elementos del determinante de A y tomemos su transpuesta. La matriz asi obtenida se llama la
adjunta de A. Es decir,

Cnh Ca ... Cn

) Cz Cpp ... Cp2
adj(A) =

Cin Con ... Cyun

Teorema 4.8.2. 33 Ax adj(A) = adj(A) x A=|A|I,

Demostracion: Por la definicion 4.7.5 de los determinantes, tenemos

any a2 ... dip CH Cgl Cnl |A| 0 0

. a)y dy2 ... d2p C12 ng Cng 0 |A| 0
AxadjA)=| . . . . . . = | . . = 1AL

aAnl Ap2 ... App Cln an Cnn 0 0 |A|

De manera andloga se demuestra que ad j(A) x A=1|A|l,

Colorario 4.8.1. 3* Si|A| #0, la inversa de la matriz A es
-1 _ 1 .
At = Wad](A)

Demostracién: Multiplicando la ecuacién A x ad j(A) = ad j(A) x A =|A|I, por ﬁ tenemos:

A(ﬁadj(A)) = (l—}“adj(A)) A=1I,, luego A" = L adj(4)

Teorema 4.8.3. 3° Si A es invertible, entonces, | A| # 0

Demostracién: Supongamos que A es invertible, entonces, AX = XA = I, por consiguiente,
|AX|=|I,|, entonces |A||X| =1, luego |A| #0
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4.9. Solucién de un Sistema de Ecuaciones
Un sistema de 7 incégnitas es de la forma

an Xy +apx+...+aipxXpy= b]
A X1+ appXxo+...+ Xy = b2

amX1+anmxs+...+appx, = by,

o en forma matricial AX = B donde

an a2 ... dip

AH A'1 Anl
azy dzz ... d2p . / .

Aln oo Aji e Apn
anl anz cee ann J

Si|A| #0, A es inversible, luego, X = IX = (A"1A)X = A1 (AX) = A"'B.

Este resultado permite, resolver usando determinantes de sistemas de ecuaciones.

4.10. Valores Propios, Vectores Propios y Diagonalizaci6on

Sabemos que si A € M, (K), entonces podemos encontrar una matriz canénica C talque A~ Cy
matrices inversibles Py Q tales que A = P x C x Q. Este resultado nos da una manera de factorizar
cualquier matriz como producto de un matriz inversible por una canénica por otra inversible. El
propésito fundamental es mostrar que existe otra manera de factorizar matrices en términos de
matrices inversibles y matrices diagonales.

4.10.1. Valores Propiosy Vectores Propios

Definicién 4.10.1. Sea A € M, (K). Los niimeros (reales o complejos) A que verifican la ecuacién
|A—AIL| =0, son llamados valores propios de A.

La expresion det(A — A1) es un polinomio de grado n lo cual significa que una matriz A € M,,(K)
tiene exactamente n valores propios. La proposicion que sigue da una buena caracterizacion de los
valores propios de una matriz.

Proposicién 4.10.1. Si A€ M, (K), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A esun valor propio de A.
ii) Elsistema (A1,)X =0 tiene soluciones no triviales.

iii) Existeun vector X € K", X #0 tal que AX = A X

Demostracion:
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i) = ii) Si A es unvalor propio de A entonces det(A—AI;) =0asique el sistema (A-A1,)X =0
tiene soluciones distintas de la solucion evidente.

ii) = iii) Si existe X # 0 tal que (A— A1) X = 0 entonces existe X # 0 tal que AX = 1X.

iii) = i) Si existe X # 0 tal que AX = 1X, entonces existe X # 0 tal que (A—AI,) =0 es decir que
A es un vector propio de A.

Definicién 4.10.2. Sea A € M, (K) y A un valor propio de A. El subespacio correspondiente al sistema
de ecuaciones (A—A1,) = 0 es el espacio caracteristico de A correspondientea L. Los vectores distintos
de cero que pertenecen al espacio caracteristico son los vectores propios de A correspondientesa A.

Dada una matriz A € My (K) es posible encontrar bases formadas por vectores propios para cada uno
de los espacios caracteristicos de A.

4.10.2. Diagonalizacion

Dada una matriz A € M, (K), se trata de encontrar una matriz inversible P de manera que el
producto D = P~! x A x P sea una matriz diagonal que tiene exactamente los valores propios de
A sobre su diagonal, significa que A puede factorizarse como A = P x D x P~!, Evidentemente esa
forma de factorizar a A no siempre es posible; estableceremos condiciones necesarias y suficientes
bajo los cuales ese proceso puede realizarse.

Definicién 4.10.3. Una matriz A € M,(K) es diagonizable si existe una matriz inversible P tal que
D =P~ ! x Ax P sea diagonal. Se dice ademds que P diagonaliza a A.

Proposicién 4.10.2. Sea A € M, (K), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A esinversible.

ii) A tiene n vectores carateristicos linealmente independientes.
Demostracion:

i) = ii) Como A es diagonizable, sea

Pll P12 - Pln

Py1 Py ... Py
pP=1 . ) )

Pnl Pn2 Pnn

La matriz inversible tal que D = P 1 x Ax P, donde
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if)

Luego,
Py P ... Py, Ay 0 ... O
Pyy Py ... Py, 0 A, ... O
AxP=PxD = . < |
Py Py ... Py, 0o 0 ... A,
MPi1 AP ... ApPry
/11Pn1 /12Pn2 Anpnn
Si llamamos
P11 Py Py
Py Py Py,
Pl - ’ PZ - . » ’ Pn =
Pnl Pn2 Pnn

Observemos que las columnas de la matriz A x P son los vectores APy, AP,,..., AP, entonces
se verifican las igualdades

APy = A Py, APy = A5Ps,..., APy = A, Py,

Como P es inversible, los vectores Py, P»,...,P, son diferentes de cero y linealmente
independientes asi que Py, Ps,..., P, son n vectores caracteristicos que son independientes.

= i) Supongamos que A tiene n vectores caracteristicos independientes, digamos

P11 Py Py

Py Py Py,
Pl - . ) PZ = . Yooy Pn = .

Pl’ll Pn2 Pl’ll’l

y que corresponden a los valores propios de A1, A,,...,An.

Sea P la matriz

P P2 ... Pyp

Pyy Py ... Py,
P=1 . ) )

Py Pnp ... Py

La matriz P es inversible; asi que Ax P=Px D 6 D= P~! x Ax P donde D es la matriz diagonal que
tiene los valores de A, A1, ,,..., A, sobre la diagonal principal.

La demostracion del teorema anterior sugiere un algortimo para diagonalizar una matriz A, el cual
puede formularse de la siguiente forma:
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D1.

D2.

D3.

D4.

Encuentre n vectores caracteristicos linealmente independientes Py, Ps,..., Py,.
Elabore la matriz P que tenga a Py, P», ..., P,, como vectores columnas.

Calcular P71,

La matriz D = P71 x A x P seré diagonal y 11, A5,...,1, serdn los elementos sucesivos de la
diagonal principal.



CAPITULO

5
APLICACIONES

En el presente capitulo se realizardn algunos ejercicios de élgebra lineal, tomados de exdmenes
aplicados en el Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del IPN Departamento de
Matematicas y de la UNAM.

De ahora en adelante f; < f; indica que se intercambian la fila k con la fila j, c- f significa que la
fila k se ha multiplicado por ¢, fi + fj que alafila k se le suma la fila j

EJERCICIO 5.1.1

Usar operaciones elementales para determinar la inversa de la matriz

0 1 0 -1
-1 0 0 0
A‘000—1
1 01 0

Solucion:

Colocamos junto a la matriz A la matriz identidad I ast:

0 1 0 -1/1 0 0 O
-1 00 0|0 1 0O
0O 00 -1/0 0 10
1 01 0|0 0 O 1

La matriz de la izquierda la vamos a transformar en la matriz identidad y la matriz de la
derecha vamos a efectuar las transformaciones; cuando lleguemos a la matriz identidad en el lado
izquierdo, la matriz de la derecha serd la inversa de la matriz A, la cual se notard AL

79



80

0O 1 0 -1{1 0 0 O -1 0 0 0 {O
-1 00 0|0 1 0O fo=h 0 1 0 -1]1
0O 00 -1/]0 01 O = 0 0 0 -110
1 01 0|0 0 O 1 1 01 010
1 00 0|0 -1 00O 1 0 O 010
010 -1{1 0 0O fizh 01 0 -11|1
0 00 -1{]0 0 1 O0 = 0 0 0 -110
1 01 0|0 0 O 1 0 0 -1 010
1 00 0|0 -1 0 O 1 00 0|0 -1
010 -1{1 0 0 O St O 1T 0 0|1 O
000 1|0 0 -10 = 0 00 1/]0 O
0 0 1 0 1 0 1 0 01 0|0 1
1 00 0|0 -1 0 O
01 0 0|1 0 -10
0 01 0|0 1 0 1
0 00 1|0 0 -10
0 -1 0 O
1 0 -1 0
-1_
Porlo tantoA™" = 0 1 0 1
0 0 -1 0

Verifiquemos el resultado como un ejercicio adicional

0 10 -1 0 -1 0 0
100 0 1 0 -10| _
0 0 ] o 1 o 1|~
1 01 0 0 0 -10

EJERCICIO 5.1.2

Encontrar los valores propios de la siguiente matriz

1 -1 O
-1 0 -1
0 -1 1

Solucién:

Para encontrar los valores propios debemos resolver la ecuacion

|A- A3 =0

S O O =

o - O O

S O O ==

o - O O

— o O O

S O = O

o = O O

- o O O
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Luego,
1 -1 0 1 00 1-4 -1 0

0 = -1 0 -1] - A|0 1 O = -1 0-4A -1 =
0 -1 1 0 0 1 0 -1 1-A

I-DAA-D-D+A-1) = 1-A)A*-21-1-1) = 1-DA*-1-2) = 1-DA-2)(A+1)

asi A=1;1=2;1=-1

EJERCICIO 5.1.3

Para qué valores ¢ € R la matriz

A= cost -—sent
" |lsent cost
no es invertible?
Solucion:

Para saber sila matriz A no es invertible, su determinante debe ser igual a cero, es decir:

cost —sent
sent cost

detA = = cos’t+sen’t=1 y 1#0

Debemos mirar dos casos especiales, cuando t = nry (2n—1)7.

Sear=0

2n-1n

. 10 .
Sltzmr,entoncesAz(O 1)y81t= >

0
A=
entonces (1 0

); cuyas inversas son,

1 0 0 1 .
Al = (O 1) y, A7l = (_1 0) respectivamente

Consideremos t # nm,y t # (2n£1)n

0 1 costsent cos’t 0 cost

cost —sent
sent cost

1 0) sent-fi (costsent —sen?t

sent 0 ) fo-fi

cost-fr

0 1 —sent cost 0 1

costsent —sen®t
—sent cost

sent 0 ) % (cost —sent

1 0 ) sent;j}+f1
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( cost O

1-sen?t costsent) cgt (1 O‘ cost sent)
0 1 -

—sent cost 0 1| —sent cost

cost sen t)

luego la inversade Aes A™! =
—sent cost

. . . cost —sent _ cost sent
Verifiquemos que efectivamente la inversa de A = es A7l =
sent cost —sent cost

cost —sent cost sent) (1 O
sent cost —sent cost)  \0 1

A-A7l = (

EJERCICIO 5.1.4

Considere la matriz

a) Determine el polinomio caracteristico de A

b) ;Es A semejante a una matriz diagonal?

Soluciéon:

a) Recordemos que el polinomio caracteristico de A estd dado por det(A— A1) =0, luego,

-1 -2 6 A0 0 -1-1 -2 6
0 = det(A-AI;) = |[[-1 o 3| - [0 2 o] ]| = -1 -A 3 =
-1 -1 4 00 A -1 -1 4-2
-1-2 -2 6
-2 3 -1 3 -1 -2
-1 -A 3| = (—1—1)’ ‘ 2‘ ‘ + 6’ ’:
1 a4 1 4-2 1 4-2 1 -1

(—1-AD)A2=41+3)+2(A1—=4+3)+6(1-1) = —(1+A)A-3)A-1D+2A-1)+6(1-1) =
A-D[B-V)A+A)-4] = A-D[(B+31-1-1%)—-4] = A-1D)(-21%24+21-1) = (1-AD)(A-1)%2 = 1-21)3

b) Una matriz A es semejante a una matriz diagonal si por operaciones elementales se llega a la

matriz identidad. Asi,

1 -2 6 1 0 -3 0 -3
1 o 3| "= (—1 2 6| i o 3| PTH
“1 -1 4 11

1

2 1o

1 -1 4) b (0
0

1

0

1 0 -3 1 0 -3 100
2 3

0o 1 -1| =P o 1 1] M o 0

0 -2 3 oo 1) " \o 1

Podemos concluir que la matriz A es semejante a una matriz diagonal.
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EJERCICIO 5.1.5

Encontrar una base para el subespacio de R3 generado por los vectores (1,2,3),(1,3,0),(0,1,-1) y
(1,1,2).

Soluciéon:

Sea S el subespacio de R® generado por los vectores (1,2,3,),(1,3,0),(0,1,-1) y (1,1,2). Puesto que
tenemos cuatro vectores y S € R?, la dimensién de S debe ser menor o igual a tres, lo cual significa
que por lo menos uno de los tres vectores debe ser una combinacién lineal de los otros.

Veamos que (1,1,2) es combinacion lineal de (1,2,3,),(1,3,0) y (0,1,-1)
1,1,2) =a:1(1,2,3) + @2(1,3,0) + @3(0,1,-1)
Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

o]+ a2
2a1+3as +as
= 3a;—as

Lueg03: 1+2=2a;+3ar+as3+3a; —az =5a; +3a>
0=3+(-3)=5a; +3as - 3(a; + az) =2a;, de donde a; = 0.
Asique 3 =3ay, por lo tanto a, = 1, tambien 1 =3 + a3, de aqui a3z = -2.

De esto podemos concluir que (1,1,2) = a;(1,2,3) + @2(1,3,0) + @3(0,1,-1) = (1,3,0) — 2(0,1,—-1)

Sean a1, a», a3 € R, tales que a;(1,2,3) + a»(1,3,0) + a3(0,1,—-1) = (0,0,0), entonces:

O=a;+ay=2a;+3ax+a3=3a; —as

0 = a1+ ar
0 = 2a1+3az+as
0 = 3@1 — a3

Deaqui0=0+0=2a; +3az+a3+3a; —az=5a; +3a»

También 0 =0-0=>5a; +3a2 —3a; —3a, = 2a;,asique a; =0,de 5a;+3a3=0ydeque a; =0
tenemos que a3 = 0.

De 0=2a; +3a2 +asy, del hecho que a; =0y a3 =0 concluimos que a =0
Luego, los vectores {(1,2,3),(1,3,0),(0,1,-1)} son linealmente independientes.

Sea X € R3, X = (x,,2)

X
(x,¥,2)

a;(1,2,3) + a2(1,3,0) + @3(0,1,—1)
al(lyzy 3) + a2(1»3) 0) + a3 (0) 1» _1)



84

X = a)+ay
y = 2a1+3az+as
z = 3a; —as
1 1 0 |x 1 1 0 X 1 1 0 X b
—2fi+f; +f, -5
2 3 1 DE o 1 1 |—ax+y | 22 Lo 2 0 |ysz-5x¢| =
30 -1 ShtE g -3 -1 -3x+z 0 -3 -1| z-3x )
11 0| «x 1 0 of X2
01 0 5x—2y—z _sfgﬁ 01 0 5x—2y—z
03 1|3x-2z ) B g o 1|z
Luego,
y+z—-3x
y 5x—2y—z
Y z+3)2/—9x
z 2
(252 a,2,3) + (24-) 3,0 + (22 0.1,-1) =
y+z-3x | 5x—y-z y+z—-3x 5x-y-z z+3y-9x y+z—3x z+3y—-9x _
(=5 +252) o [(57) +3(2577) +(25)) (5 - (2557))) = o)

X z 1
De aquisetiene que x =2,y =—-zy z=—2z, luego (y) = ( -z ) =z (—1
z -2z -2

El espacio generado por los tres vectores (1,2,3),(1,3,0),(0,1,-1) es
S={x,),2€R/x=2,y=-2,2=-22} ={(x,,2) e R3/z(1,-1,-2)}, = {(z,—z—22) e R/ z € R}.
Luego por ser los vectores antes mencionados linealmente independiente y generadores del
subespacio S, entonces B ={(1,2,3),(1,3,0),(0,1,—1)} es una base del subespacio S.

EJERCICIO 5.1.6

Considere la matriz

1 -1 O
A=l-1 2 -1
0 -1 1

Determine los vectores propios de A y una base para los subespacios de vectores propios
correspondientes.

Solucion:
1 -1 0 A 0 O 1-1 -1 0
det(A—AI3) = det -1 2 -1 - |0 A 0 = -1 2-1 -1 =0
0 -1 1 0 0 A 0 -1 1-A
asi que,
2-1 -1 -1 -1
0 = (1—/1)’_1 -2 + 1‘0 1—/1’ = 1-AD[EC-AN1-1)-11-1-1) =
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A-AM2-21-1+2%2-1-11=1-1D)A%?-30)=21-1)(A—-3)dedonde, L =061=161=3

Ahora, para determinar los vectores propios de la matriz A, debemos reemplazar los valores que
tiene A en la siguiente ecuacién

1-A -1 0 x 0
(—1 2-1 -1 y| = |o
0 -1 1-1) \z 0

Sil=0

entonces, x—y=0,y,y—z=0;asi, x=y=2

De aqui,

1 1
El espacio generado por (1) esS= {x (1) i XER# {0}}
1 1

Sid=1

0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 X 0
fith

(—1 1 —1) = (—1 0 —1), luego (—1 0 —1) (y) = (O)

0o -1 o) B o o o o 0o o) \z 0

implica que, y =0, y, z = —x; por lo tanto,
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1 1
El espacio generadopor| 0 |esS=< x| 0 |;xeR# {0}
-1 -1
Silt=3
-2 -1 0 -2 -1 0
(—1 -1 —1) ik (—1 0 1); luego si
0o -1 -2 0o -1 -2
0 -2 -1 0 X —2x-y
of = |-1 0 1 vl = -X+z
0 0 -1 -2 z -y-2z

X X 1
¥y = -2X = x|-2
z X 1

1 1
El espacio generado por (—2) esS=4x (—2 ;x € R # {0}
1 1

o)A

Como los vectores propios son subespacios generados y, ademds son linealmente independientes,
constituyen una base de la matriz A

los vectores propios son:

EJERCICIO 5.1.7

Sea V, el subespacio de R* que consiste de todas las soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones lineales homogéneas

2x -y +2z +w = 0
x +y +z -w = 0
2x -4z -w = 0

Determina una base para V,
Solucién:

Para determinar una base para V;, debemos comprobar que los valores son linealmente
independientes y que genera a R*; luego, desarrollarlo por el método de eliminacién de Gauss,
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tenemos que:

2 -1 2 1 30 3 0) 4 (10 1 0) _
11 1—1) BLh (11 1 -] 2 (11 1 —1) USE
2 0 -4 -1 2 0 -4 -1 2 0 -4 —1) THth
10 1 0

0 1 0 -1|asique,

00 -6 -1

xX+z 0
= y-w = 0
—-6y—2z 0

luego, S ={(x,y,2, w) eR*/z = —x, w = 6x,y = —6x} = {(x,—6x,—x,6x) € R*/x € R}

E < R

Luego por ser los vectores linealmente independientes y generadores en el subespacio, la base es
B={(1,-6,-1,6)}

EJERCICIO 5.1.8

Calcule A° si
2 -3
A=
s 3
Soluciéon:
2 -3 2 -3 4-12 -6+15 -8 9
2 = . = = =
A = AA (4 5) (4 5) (8—20 —12+25) (—12 13)
o oaa - (B9 -8 9) _ (64-108 -72+177) _ (-44 45
-12 13 -12 13 96—-156 —-108+169 -60 61
A6 = ah.p2 = —-44 45 -8 9 _ 352-540 -396+ 585 _ —188 189
—-60 61 -12 13 480-732 —540+793 —-252 253
EJERCICIO 5.1.9
Calcular la inversa de la matriz
-3 -2 -1

A=|16 3 1
4 2 1



88

Solucidn:
-3 -2 -1{1 0 O -3
6 3 1]0 1 b g
4 2 1 |0 0 1 1
0O -2 -1 4 3 0
003 1]|-61 -6] " |o
1 O 0 1 1 1
00 -1]0 -3\ 0
01 0]-21 -3 & 1
1 0 O 1 1 0
1 0 0] 1 1
01 0|-2 1 -3 |;efectivamente,
0O 0 10 -2 3
-3 -2 -1
AAT =16 3 1
4 2 1
1 0 1
AtA = |-2 1 -3
0O -2 3
EJERCICIO 5.1.10
b
:Bajo qué condiciones sobre b = | b,
1

A

1 2
4 5
7 8

Solucion:

-2 —-1|1 0 O
3
3 1001 0] N
0 0|1 0 1) “OhHE
-2 -1 4 3 2t
1 0]-21 -3 =
0 1 1
110 -2 3
2 1 -3 | <F
0] 1 1
1 1 1 0 O
-2 1 -3 = o1 o,y
0o -2 3 0 0 1
-3 -2 -1 1 0 O
6 3 1 = 01 0
4 2 1 0 0 1
,1a ecuacién Ax = b tiene una solucién x € R?, para

Como debemos buscar condiciones que sean consistentes sobre el vector b que tiene dos
componentes que no conocemos y que ademds la ecuacién Ax = b tiene una sola solucién.
Podemos resolver la ecuacién por el método de Gauss. Tenemos que

L2|biy o (102
4 5| b ~° | o -3
78/1) 75 Lo -6

bty |~ |01z | R
—3
~7bh1 +1 & o 1| 2t

-6
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1 2 b 1 2] b s [10 2he5hy
—b —b, 22+ N b
0 1 4b13 by ~ 0 1 4b13 by ~ 0 1 4b13 by
—4b1+b, —7b1+1 2b,—b1—1 2172—171—1
0 0| —F—=+—— 0 0| —=%— 0 0| —F%—
Luego,
_ 2b,-5h
tT 4b3b
= 4D
yo- 2b. 3b 1
— 21—
0 = 6

Para que la condicién sea consistente es necesario que 2b, — by —1 =0, o también, b; =2b, — 1

Como, | by =2b, — 1 |, podemos escribir las igualdades de x e y en términos de b, asi

2b,—5b; _ 2b,—5(2by—1) _ 2b,—10by+5 _ 5—8b,

- 3 - 3 - 3 - 3
4b,—by _ 4(2b,—1)—b, _ 8b,—4-b, _ Tby—-4

y = 3 = 3 = 3 = 73

Esto quiere decir que b; 6 b, tiene infinitas posibilidades o valores que generan una sola solucién.

EJERCICIO 5.1.11

Sea A € M,,,(F) tal que A # 0,A? = 0. Pruebe que A+ I, es invertible (I, denota la matriz
identidad)

Solucién:
Puesto que tiene que aparecer A?, lo 16gico es, multiplicar a A+ I,, por A+ B, pero si I, es la matriz
identidad, entonces B debe ser I,;; asi que (A + I,) - (I, — A) = I2 — A% = I, — 0 = I;, lo cual significa

que A+ I, es invertible y su inversa es I, — A.

Podemos avanzar mds y mostrar por lo menos un ejemplo que ilustre esto:

a b
Sea A= (c d)’

Al R

Luego, a?+bc=0;ba+d)=0;cla+d)=0;chb+d*=0.

a*+bc ab+bd|
ac+cd chb+d*| ~

a*+bc bla+d) _ (0 0)
cla+d) cb+d?*] — |0 0

Si b=0, entonces a =0, d = 0, c puede ser cualquier valor.

_00‘2_00
A‘(cO)’A ‘(cO)

o

9}

A+ = (C ); L-A

Il

|

—
[}
— O
—_—
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10 1 00 _ (10 0,
(A+12) (IZ_A) = (C 0) (—C 0) = (O 1). (A+12) —12 A.
. _ . _ 2 _ 2
Sib#0,d = -a, se debe cumplir que bc = —a,c= -
4 = a b\ At = a+1 b | LA = l-a -b
- -2 -a) 2 \-e —at1) F "% 1+a

a+1 b l1-a -b
A+ D)-(b-A) = (_a_z ) : (az ) =

5, —a+tl T 1+a
1-a?+ad? —ab—b+b+ab| (1 0)
—Cl-a)+%(-a+)  d+1-a - o1

EJERCICIO 5.1.12

Sea A(0) = (cos@ —senH)

senf cos6

Demuestre por induccién que

[A@)]" = A(nb)

Soluciéon:

cosf — sen@) ‘ (cos@ - senB)

2 _ . =
(A@)7 = A(6)-A@O) (sene cos6 | (senf  cosd

cos?0 —sen?6 —senfcosf —senfcosfl)  (cos20 —sen2f
sen6 cos6 +senf cosf cos?0 —sen?0 sen20  cos20

Supongamos que [A(0)]* = A(k6) y mostremos que [A0)]F+! = A((k +1)6)

coskf —sen k@) ‘

cosf -—senf|
senkf cosk6 h

senf cosf

[A@ONFY = [A@NF-A0) = A(KO)-A0O) = (

coskfcosf —senkfsenf —coskfsenf —cosOsenkf)  (cos(k0+60) —sen(kd+0)
sen kB cosf +senfcoskfd —senkOsenf +coskOcosd) ~ \sen(k@+0) cos(kd+6)

(cos(k+ 16 —sen(k+1)0 Ak +1)0)

sen(k+1)60 cos(k+1)0

EJERCICIO 5.1.13

Calcule A'3 si
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Solucién:
2 3 2 3 1 3
2 _ . - . =
AT = AA (—1 —1) (—1 —1) (—1 —2)
1 3 2 3 -1 0
3 _ A2.4 — ) -
AT = ATA (—1 —2) (—1 —1) (0 —1)
-1 0) (-1 O 10
6 _ 3.3 _ . =
R P P B
A12 — AG'AB — 1
0

1 00 (10
o0 1) — lo 1
2
-1

55 = )

Esto indica que A'?**1 = A, k€(1,2,3,...}

0
1
0
13 _  gl2, - .
A = A“-A (0 1)

EJERCICIO 5.1.14

Hallar los valores propiosde A =

Solucién:

Identifiquemos por A, la matriz cuadrada n x n cuyos elementos por todos 1.

Asique 0 =det(A; —A;)=1-A,porlotanto A =1

O:det(Az—Mz):det(lle 1E/1):(1_/1)2—1:(1—/1—1)(1—/1+1)=—/1(2—/1),porlotanto
A=0,6,1=2
1-1 1 1
0 = det(A3 — AI3) = det( 1 1-1 1 ) _ (l—A)det(l_A 1 )—det(l 1 )+
1 1-2 1 1-2
1 1 1-1
det(} 11/1):(1—/1)(—/1(2—A))+2det(} IIA):_/1(1—&)(2—1)+2(1—1+M:—/1(2—3A+

A?)+21=A(2-2+31-2A%)=A%(3-A), porlo tanto A =0,6,1 =0,6,1 =3

11 1
0 = det(Aq — A14) = det :(l—A)det(Ag—/U)—det(l 1-1 1 )+
p)

1 1 1-
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1 1-12 1 1 1-12 1 1 1 1=
detf1 1 1 | =detf1 1 1-2] = 0 =-20DNA%B=-2) +det|]l 1-2 1 |+
1
1

1 1 1 1 1 1 1

1 1-1 1 1 1-2
det(l 1-1 1 )+det(1 1-1 1 ):AZ(I—A)(S—A)+3((1—/1—1)—O+(1—A)(1—1+/1))=
1 1 1 1 1 1
APA-DB-D+30)A-1-1) =22(1-1)(B3-1)-312 =121 —41+3)-31%> = A1?(A2—41+3-3) =
A3(/1—4),porlotant0/1=0,(),/1=0,(),/1=O,(’),A=4.

Afirmamos que los valores de A, son 0 de multiplicidad n -1y n.

La demostracion se hace por induccién matematica.



CAPITULO

6
CONCLUSIONES

El objetivo fundamental de este trabajo de grado fue recopilar los elementos necesarios del
Algebra Lineal para la solucién de problemas que tienen que ver con el exdmen de admisién a
los postgrados de matemaéticas que efectiian algunas unversidades, en especial de México.

Asi pues, la aportaciéon principal de este trabajo consistié en responder las preguntas de algunos
exdmenes de admision, realizados por el Centro de Investigaciéon y de Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional de México, teniendo como base los conceptos relacionados con el
tema ya antes mencionado.

Cada capitulo nos deja una ensefianza en particular; fue necesario tomar como primera medida
los temas enlazados con las relaciones y funciones, para luego hablar de estructuras algebraicas,
algebra vectorial, seguido de sistemas de ecuaciones lineales y matrices para asi concluir con las
aplicaciones del tema de nuestro interés.

Alo largo de este trabajo se enfatizé en las definiciones, teoremas, proposiciones y colorarios, con
el fin de ofrecer al lector, herramientas o bases tedricas, para que en el momento de solucionar
algtn ejercicio que tenga que ver con nuestro tema en cuestion, pueda llevarlos a cabo sin ningtin
problema.

Creemos que en este trabajo se logro las metas propuestas desde el principio; se abarcé gran parte
del temay las aplicaciones de este. El contenido tedrico y los ejercicios resueltos servirdn como una
herramienta de estudio a los alumnos de la carrera de Licenciatura en Matemadticas y, a personas

que deseen ingresar a un postgrado en el area de matematicas.

Logramos todo lo que nos propusimos llegando a un final satisfactorio.
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