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INTRODUCCION

Un 4rea importante dentro del Anélisis Funcional es la que estudia las Algebras, como
ejemplo tipico, se tiene a las Algebras de Operadores Lineales en Espacios de Hilbert.
El concepto de Algebra C* es una abstraccién de las propiedades fundamentales de los
Operadores Lineales Acotados; sin embargo, no es tan abstracto, como se explicara mas
adelante.

Las Algebras de Banach fueron estudiadas por primera vez por el matemaético soviético
I. M. Gelfand alrededor del afio 1940. Su teoria reviste una gran importancia y tiene
aplicacion en la Teoria de Aproximacidn, el Andlisis Armdnico, la K-teoria, la Fisica
Teérica, etc. El estudio de una clase importante de Algebras de Banach, llamadas C*-
Algebras, es un tema de investigacién muy activo en el universo matematico de hoy.

En el estudio de las Algebras de Banach, sobresale por su simplicidad y generalidad,
caracteristicas y propiedades que cumplen ciertas funciones como es el caso de los
Espacios de Funciones Continuas C(X), definidas en un Espacio Compacto X, que
constituye un Algebra C* conmutativa y con unidad. Es bien sabido que en dicho
estudio se han generado grandes aportes al Andlisis Funcional entre otros; el Teorema
de Gelfand-Naimark; para Algebras de Banach conmutativas junto con el estudio de la
Teoria Espectral que permiten establecer en forma general algunas tendencias actuales
del Analisis Funcional.

Para la comprension de este trabajo serd necesario introducir aspectos necesarios de la
Teoria de Algebras de Banach, los cuales ha sido organizados y detallados de la siguiente
manera.

En el primer capitulo, introduciremos los conceptos fundamentales a la Teoria basica del
Andlisis Funcional a utilizarar durante el estudio de este trabajo, giramos entorno a las
propiedades principales de los Espacios de Operadores lineales Acotados, definidos en
Espacios Normados y Espacios de Banach, En el segundo capitulo presentaremos un caso
particular de Operadores Lineales conocidos como Funcionales Lineales, veremos una
caracterizacion de los Funcionales Lineales Acotados, definiremos los Espacios Producto
Interno y Espacios de Hilbert, los cuales nos introducirdn al tercer capitulo que es el
estudio de las Algebras de Banach y algunos teoremas como lo son el de GELFAND-
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10 Introduccién

MAZUR, el cual nos permite identificar que un Algebra es isoforma e isométrica al campo
de los numeros complejos, el conjunto de Operadores Acotados que constituyen un
Algebra C* y el teorema de GELFAND-NAIMARK, que son resultados importantes dentro

del Analisis Funcional.



OBJETIVOS

Objetivo General

Exponer los fundamentos teéricos e historicos sobre los cuales se sustentan los
desarrollos conceptuales de las Algebras de Banach.

Objetivos Especificos

Enunciar y estudiar algunas definiciones y algunos resultados bAjsicos del AnAjlisis
Funcional.

Estudiar espacios de Banach, dlgebras y dlgebras de Banach.

Estudiar el espectro y la férmula del radio espectral de un operador.

Estudiar el teorema de Gelfand Mazur.

Realizar una extension de un dlgebra sin unidad, a una 4lgebra cualquiera.
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JUSTIFICACION

Dentro del ambito del conocimiento matematico es crucial cuando surge una teoria capaz
de generalizar muchas otras alrededor de ella, sobre todo porque con ello se generaliza
todo un lenguaje capaz de mostrar claramente la solucién de muchos problemas y
de agilizar la solucién de ellos. También se abren muchas posibilidades de visionar la
solucién de problemas no resueltos y de generalizar muchos resultados.

Precisamente esto sucede con las Algebras de Banach, que surgi6é como el marco abstracto
adecuado para solucionar una serie de problemas del Andlisis Funcional. importantes en
esos momentos. Desde entonces ha experimentado un gran desarrollo y en este momento
es una herramienta sofisticada ttil para abordar una amplia variedad de problemas
del Andlisis Funcional, el Algebra, la ecuaciones diferenciales e incluso otras disciplinas
distintas a las matematicas .

Desde el desarrollo del Calculo Diferencial, al considerar las soluciones de una ecuacién
diferencial, se vio que en ocasiones era necesario considerar propiedades del espacio (o
conjunto) de soluciones de la ecuacién, pero no estaba claro cudl era la estructura que
poseia dicho espacio de soluciones. Los trabajos de D. Bernouilli (1700-1782), Lagrange
(1736-1813) y sobre todo Fourier (1772-1837) acerca de la resolucién de ecuaciones
diferenciales se empiezan a enfrentar a cuestiones que anticipan lo que sera el desarrollo
posterior del Andlisis Funcional. Una de las caracteristicas comunes a varios de estos
procesos era el paso de un problema finito, por ejemplo, la solucién de un sistema finito
de ecuaciones lineales, a la version infinita del problema, lo que les fuerza a enfrentarse a
situaciones de convergencia que en esa época no eran entendidos. Afortunadamente en
una serie de esfuerzos de grandes matematicos del momento se da la creacién de la Teoria
de Operadores como una herramienta sofisticada de resolver dichos problemas.

Esperamos que esta revision, motive a quien generosamente lea este trabajo a profundizar

en el tema, puesto que la gran variedad de problemas interesantes ligados a esta teoria es
de gran interés y belleza.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES : ESPACIOS DE BANACH

En este capitulo estudiaremos las propiedades principales de los Espacios de Operadores
Lineales Acotados, definidos en Espacios Normados y Espacios de Banach; conceptos
preliminares para el estudio de las Algebras de Banach.

1.1. Preliminares

Definicién 1. Un Espacio Vectorial (o Espacio Lineal) consta de lo siguiente:
(E1) Un cuerpo K de escalares

(E2.) Un conjunto V # ¢, de objetos llamados vectores;

(Es.) Unaregla (u operacion) llamada adicién, que asocia a cada par de vectores u, v de V
un vector u + v de V, que se llama suma de u y v; de tal modo que:

(@). la adicion es conmutativa, u+v=v+u
(b). la adicion es asociativa, u+ (v+ w) =(u+v) + w
(c). Existe el vector nulo, 0 en'V, tal que u+0 = u para todo u de V

(d). para cada vector u de V existe un unico vector —u, de V; tal que u+ (—u) = 0 para todo
udeV.

(Es) Una regla (u operacion) llamada multiplicacion escalar, que asocia a cada escalar
¢, c1, ¢ de K y cada vector w de V; un vector cw en V, llamado producto de ¢y w, de
tal modo que:

(e). lw = w, paratodo wdeV;
0. (ac)w=calcw);
(8. clv+w)=cv+cw,

h). (a+c)w=cqw+cw

15



16 1.1. PRELIMINARES

Definiciéon 2. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un subespacio de V, es un
subconjunto W de V, que con las operaciones de adicién vectorial y multiplicacion escalar
sobre V, es el mismo un espacio vectorial sobre K.

Teorema 1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea W un subconjunto no vacio
de V, W es un subespacio vectorial de V si y solamente si:

a.) Six,y €W, entonces (x+y)eW

b) SiueWw, ack, entonces (au)eW

Demostracion. (E;) se cumple, pues que K es el conjunto de escalares del espacio
vectorial en este caso.

(E».) se verifica por hipétesis, que W # ¢
(Es) Six,ye W, entonces (x+ y) € W por la hipotesis. a.).

a.) Sean x,y € W,entonces x,y € W < V,luego x, y € V, por lo tanto se cumple x+y = y+x,
pues V es un espacio vectorial.

b.) Sean x,y,z € W, entonces x,y,z€ W < V, luego x, y,z € V, por lo tanto se cumple que
X+ (y+2z)=(x+y) +z pues V es un espacio vectorial.

c.)sean x € Wy —1€ek, entonces x € Wy (—1)x € W esto ultimo por b.) de la hipotesis.
Luego (x+ (=1)x) € W por a.), por lo tanto (x + (=x)) =0.

d.) Sixe W, entonces x€ Wy (-1) €K, luego (-1)x € W por ay de la hipotesis, por tanto
-xeW

(E4) SiceKyveW,entonces c-v € W por hipotesis b.)

e.) Sea w € W entonces igualmente w € W c V, luego w € V en efecto 1 - w = w, pues V es
un Espacio vectorial

fJ)Sia,axeKywe W, entoncesaj,are Kywe WcV,esdecira;,a e Ky we V, por
lo tanto (a; - a2) w = a1 (aaw), pues V es un Espacio vectorial

g)Siu,we Wyack, entoncesu,we WcVyacek,enefecto u,we Vyaek porlo
tanto a(u+ v) = au+ aw, pues V es un Espacio vectorial

h)SiweWyaa €K, entonces como we WcVyaj,ar el enefectoweVy
ay,az €K, luego (a; + a2)w = ayw+ axw, pues V es un Espacio vectorial
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1.2. Operador Lineal

Definicion 3. Dados X, Y espacios vectoriales sobre el cuerpo [, un operador,
T:DcX—Y; sedice lineal si:

(i) Eldominio D(T) del operador T, es un espacio vectorial y el rango R(T) del operador
T, cae sobre un espacio vectorial sobre el mismo campo de D.

(ii) T(x+y) = Tx)+T(y), Vx,yeD
T(ax) = aT(x), VxeX Vaelk

El espacio de operadores lineales de X en Y, se nota como
ZXY):={T/T:X—Y,es un operador lineal}

SiX =Y, entonces notaremos . (X, X) como .Z(X).

Proposicion 1. Si T: X — Y un operador lineal, sea 0x € X entonces T(0x) = T(0x +0x) =
T(0x)+T(0x). Luego Oy = T(0x) —T(0x) = T(0x) + T(0x) —T(0x) = T(0x) + 0y = T(0x).
N——_— —

Por lo tanto T(0x) =0y

Definicién. 4. Sean X, Y espacios vectoriales T : D(T) c X — R(T) c Y se dice inyectivo
(uno auno) si T(x) = T(y) implicax =y

Definicion 5. Si T es uno a uno, entonces se puede definir un operador
T7Y:R(T)cY— D(T) cX llamado Operador inverso de T, de la siguiente manera,
T71(») =x donde T(x)=y

notemos que

T Y Tw)=x, VYxeD(T) T(T ') =y, VyeR()

Teorema 2. Sean X,Y espacios vectoriales ambos sobre Ro C, D(T)cX y R(T)cY
con T:D(T) — R(T) un operador lineal, se cumple que:

i.) T~! existe siys6losi Tx =0 entonces x = 0.

Demostracion.

= Supongamos que existe T~ inverso del operador.

supongamos que T'(x) = 0, por la propoposicion. 1, asi T(x) = 0y T(0) = 0, entonces
T(x)=T(0)y T esinyectivo; entonces x = 0.

< Supongamos que T(x) = 0 implica que x = 0, veamos que T es biyectivo. Sean x, x, €
D(T) tal que T(x;) = T(xp), entonces T(x;) — T(x2) = 0, luego T(x; — x2) = 0, donde
x1 — x2 =0. Por lo tanto x; = x,. T es entonces inyectivo.
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ii.) Si T esun operador lineal entonces, T~! es un operador lineal.

Demostracion.
Sean y1, y2 € R(T) y a € K, entonces existen x1, x» € D(T), tales que T'(x1) = y1y T (x2) = y».
entonces

x1=T"' (1) x2=T"" ()

por lo tanto

T+ T () =T (1 +2)
=T HT(x1) + T(x2))
=TT (x1 +x2))
=xX1+x

=T () +T7' (32)
Ahora
T Hay) =T (aTx) = T (T(ax) = ax; =aT ™ (1)
Definicién 6. Sean X,Y espacios vectoriales, T :X—Y, un operador lineal, se define:
(@) Ker(T):={xeX:T(x)=0}cX
(b) Im(T):={yeY:y=T(x) paraalginxeX}cY

Proposicion 2.Si T: X — Y es un operador lineal, entonces 0 e ker(T)y 0¢€ Im(T)

Demostracion Si0e€ Xy T(0) =0, entonces, 0 € ker(T) yademas como y = T(0),
entonces, 0e€ Im(T)

Observaciones
a.) Ker(T) esun subespacio deX

Demostracion.
Como por la proposicion 2, se tiene que ker(T) # ¢, pues 0 € ker(T)

Sea x,y € Ker(T), a escalary T(x) =0, entonces

Entonces
(i) Tx1+x2)=T(x1)+ T(x2) (i) T(axy)=aT(x)
=0+0=0 =a0=0
entonces (u + v) € ker(T) Por lo tanto (ax;) € ker(T)

Asiker(T) es un subespacio de X
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b.) Im(T) es un subespacio de Y

Demostracion.
Por la proposicion 2, se tiene que Im(T) # ¢
Im(T):={yeY:y=T(x) paraalgin xeX}cY

Seanaescalar y u,veIm(T)cY—-3x;eX\T(x1)=u A Ixp €eX/T(x2) = v.

Entonces
(i) u+v=T(x)+T(x2) (ii.) au=aT(xy)
=TxX1+x2) A (X1 +x2)eX =T(ax)) N ax;€X
Por lo tanto (u+ v) € Im(T) Por lo tanto (au) € Im(T)

Asi Im(T) es subespacio vectorial de Y

Proposicion.3 SiT: X — Y, es un operador lineal.
* Elinverso T~! de T; existe siy solo si KerT={0}

* Sean G:Y — Wy T:X — Y operadores lineales, entonces podemos hablar de
GoT: X— W el cual notaremos como G(T) 6 simplemente GT.

1.3. Espacio Normado

Definicién 7. Sea X un espacio vectorial sobre C, Una Seminorma es una funcién -
p : X — [0,00) con las siguientes propiedades.

A). px+y)<px)+ply) Vx,yeX
(). plax) =lalp(x); VaeC, VxeX

Definicion 8. Sea X un espacio vectorial sobre (R o C), una normaenX, esunafuncion
[.]:X— R, lacual cumple;

Ni.) | x||=0; Vxe€X No negatividad

No) [ x[|=0 = x=0;

N3.) |lax|=lal| x|; Paracualquier xeXyaeK

Ng) | x+yll<| x| + || y || Para cualquier x, y € X, (Desigualdad triangular)

X, || - I, recibe el nombre de Espacio normado
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Observacion. Sea (X, | - ||) espacio normado, x;,x € X; entonces se cumple:

ey =1 x2 <1 xn — x2 |l
Demostracion.
Ix1 =1 X1 =0 lI=11 21 + (32 — x2) =1 (er = x2) + 2 1<l 2y =22 | + [ x2 |l
o I = x2 1<l x1—x2 || (1)
Intercambiando el papel de x; y x, obtenemos que, || x2 || — || x1 [[<|| X2 — x1 =] X1 — x2 ||
—lxi—x2 Il x| =l x2 (I (2
luego de (1) y (2) obtenemos;
—lxr—x Il x| =l x2 1=l X1 — x|

Por lo tanto en un espacio normado se cumple,
s =1 x2 <1 xn —x2 |
Definicién 9. Si X, | - [[1) y (Y, || - [|2) son espacios normados, un operador lineal, 7: X — Y

es continuo en un punto xy de X, si para € > 0, existe un 6 > 0 tal que

| T(x)—T(xp) llo<e siempre que || x—xp|1<6

Si T es continuo en todo X, entonces se dice que T es continuo.

Definicién 10. Sean X un espacio normado y {x,},en una sucesién en X, se dice que

{Xn}nen converge a xp en X, siVe>0,3K eNtal que

| xp—xpll<e Vn=K
Lo anterior se nota {X,},—.o — Xp 60 tambien
lim x, = x
n—oo

Definicién 11. Sea (X, || - [|) un espacio normado, {x,} e €s una sucesién de Cauchy en X,
si Ve >0, 3K e Ntal que si m,n = K, entonces || x, —x, <€

Definicién 12. Sea X un conjunto distinto de vacio, se dice que d : X x X — R, es una
metrica (o una distancia en X) si, para cualquier x, y € X

M) d(x,y)=0;

M,.) d(x,y)=0;siix=y

Ms.) d(x,y) =d(y, x); Simetria

M,y.) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) Desigualdad triangular

Al par (X, d) se le llama Espacio metrico
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Proposicion 4. Todo espacio normado induce una métrica

Demostracion. Sea (X, | - ||) es un espacio normado.
Definamos

d: XxX—R
(x1,x2) — d (x1,%2) = llx1 — X2l

Luego si x1, X2, x3 en X, entonces
M) d(x1,x2) = llx1—x2[=0

M) d(x1,x) =0 lx1—x2=0—x1—-x2=0x1=x2

Ms3)
d (x1,x2) =llx1 = x2ll = 1(=1) (2 — x) Il = =1 [lx2 — x1 |l
=|x2—x1ll =d (x2,x1)
My)
d (x1,x2) =llx1 — X2/l = | X1 — x2 + 0
=|lx; —x2 +x3 — x3/ = Il (%1 — x3) + (x3 — x2) |
<llx1 —x3ll + [l x3 — x2|l
<d (x1,x3) + d (x3, x2)
Asi que toda norma induce una métrica. |

Definicién 13. Sea (X, d) un espacio métrico se dice, (X, d) es Completo, si toda sucesion
de Cauchy en X converge a un elemento de X. (R y C S6n espacios metricos completos)

1.4. Espacio de Banach

Definicién 14. Un Espacio de Banach es un espacio vectorial V, sobre el cuerpo de los
(R, 6 C), conunanorma || - ||, tal que toda sucesién de Cauchy (con respecto a la metrica
d(x,y) = x—y|) enV, tiene limite en V ( El espacio vectorial V es completo, con respecto
a la métricainducida por la norma)

1.5. Operadores Acotados:

Definicién 15. Sean (X, | - [1) y (Y, ] - |l2) espacios normados, T € .Z(X,Y), se dice que es
acotado; si existe una constante positiva ¢ € R* tal que.

| T(x)llo<cllx|y VxeX

Observacion: Se notard BX,Y) :={T/T:X—Y; T : un operador lineal acotado}
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1.6. Norma de un Operador

Observacion. Sean (X, || - [|x), (Y, - [ly) espacios normados, si T € BX,Y).
Entonces 3ce R*/ || T(x) < c || x |l; Vx €X, por lo tanto.

T
TN _ . veepmno
Il x |
I T |l .
Sea A := W /x € D(T)\{0} ; < R, entonces A c R es acotado superiormente por c,

A # ¢; porlo tanto existe el supA,

| T(x) |l
Il x|l
Noétese que || T(x) ||| T Il x| VxeD(T)

el cual senota || T ||:= sup A{ Ix € D(T)\{x # 0} }, llamada norma del operador T

Proposicion 5. La funcién | . ||: B(X) — R, dada por
I T |l
I T llpx=sup——= sup || Ty |
ozx I xIl jxp=1

Define una norma en B(X)

Demostracion.
. Tl +
(i.) Como VxeX, | x[|=z0 y || Tx||=0, entonces A= W,x;éo ,CRTuU{0}
X
Luego
. I Txl|l|
| T|:=sups——¢=supA=0
o0 x|
Asi

I T=0
(ii.)Six=0— T(x) =0,entonces | T ||=0

(iii) y (iv) si Ty, T» pertenecen a B(X), entonces para cualquier escalar A y cualquier x € X
de norma uno.
(@ + x| =llaTix+Tox < lal | Tix || + || T2x |l

<lalsup || Tix |l + sup || Tox ||
lxl=1 lxl=1

=lal | i+ 1 T2

Por lo que
la(h+T) lIslal I Tyl + 1 T2

Si T es igual a cero las desigualdades se convierten en igualdades.
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Se puede hablar, de ahora en adelante de la norma de un operador lineal acotado, y al
mismo tiempo preguntarse cuando el espacio vectorial normado B(X) es un espacio de
Banach, en ese sentido, se tiene el siguiente teorema

Proposicion 6. Sean (X || - ||) espacio normado, T y U operadores lineales en X, entonces;
(a.) T escontinuo en un punto, entonces T es acotado en X
(b.) T esacotado, siy solosi, T es continuo
(c.) T esacotado, entonces el Ker(T) es un subespacio cerrado de X.
(d.) T,U son acotados, entonces UT es acotado.

Demostracion
(a.) Supongamos que T es continuo en X

Seaxe X, x#0,y €=1>0, tomemos x := (xo+mx)

Se tiene que

F6>0/si | x1—x|l<6—Tx1—Txpll<e=1
— [ T(x1—x0) lI<1

— ||T(x0+ x—xo)||<1
%]
1
- ||T( x)||<1
%]
| —— T <1
%]
— W<t
—_— X
%]

- [T lI<1-2] x|
— [T <2 x|l

Ahora

Si x=0—=TX) [=ITO =0
=0
=2-0
=20

Asique VxeX, Ac=2eR"/ || T(x)|[<2| x|, PorlotantoT es acotado
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(b.) Reciprocamente si T es acotado — Ic € R™/ || T'(x) ||< c || x ||; Consideremos xg € X'y

b=1m >0 ITI#IO]=0,
Si x € X, cumple que || x — xp [|< §; entonces || T'(x) — T(xo) |=] T (x— xo) |

<ITIlx=xl<ITIlé

lo cual muestra que T es continuo en Xy

(c.) Supongase que T es acotado, entonces por el inciso anterior T es continuo. Puesto que
{0} es cerrado. Ker T = T~'{0} es cerrado.

(d.) Como Uy T son acotados, existen constantes ¢, ¢, € R* y de tal forma que
fUX) Iscillxllyll T(x)||<c2 || x| paratodo x en X, por lo tanto

I UDX)I=1UT@) IsalT@lscaelxl. VeX

Teorema 3. SiXesun espacio de Banach, entonces B(X) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea{Ty}nen € BX)y T € £ (X), supongase que { Ty} ,en €S una sucesion de
Cauchyendonde T, — T

Para € > 0; Existe K € N tal que si n, m = K entonces

| T —Tm <€
Ademas como T es un operador lineal acotado y por tanto continuo entonces x, — x
implica T,x — Tx. Asipara x € Xy n,m = K tenemos
I Tnx = Tpx I=11 (Tn = Ti) X IS T — T Il x <€ || x|l
Luego {T,},en €s una sucesion de Cauchy para todo x en el espacio, ademas como la

sucesion del operador es convergente en X, T: X — X esta dado por Tx =lim,,—.oc T X

Ahora por probar que T es acotado y ver que la sucesion T,, convergea T'en B(X); T, — T,
Ve, 0; Vxe XAKeN,sin=2K—|T,-T|<e€
Asiparaxe Xy {T,} < B(X)
| Tnx—TxlI=1 (T - Dx = T - Tl xll<ell x|l
Es decir || (T,— T)x||< €| x || y esto es para todo x, por lo que

|T,—Tll<e, n=N
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Con esto se ve que la sucesion {1} ,,en converge a T, en particular Ty — T es un operador
lineal cotado. como T = Ty — (Ty — T) y el espacio B(X) es un espacio vectorial, se sigue

que T es acotadoo.

I Il Th Il T2 Il YT T2 € B(X)
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CAPITULO 2

ESPACIOS DE HILBERT

Antes de continuar con el estudio del espacio de operadores lineales acotados, se verd un
caso particular de operadores lineales, conocidos como funcionales lineales, los cuales
no son mas que operadores lineales cuya imagen esta en el campo complejo.

2.1. Funcionales lineales

Definicién 1. Un funcional lineal f; es un operador lineal con dominio en un espacio
vectorial X, y rango en el campo escalar C esto es

f:X-C
Definicién 2. Un funcional lineal es acotado, si existe un c € R, tal que para todo x € X.
lfl<clxl

Observacion: Un funcional lineal f definido en un espacio normado, es continuo si y solo
si; es acotado.

Conocido también con el nombre de espacio dual de X y denotado mediante X*.

Teorema 1. El espacio de funcionales lineales acotados definidos en un espacio normado,
representa un espacio de Banach.

Definicion 3. Se define norma del funcional f como;

||f||=SllP|f(—x)|= sup | f(x)]

o lxl px=1

27
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2.2. Preliminares.

Definicién 4. Sea X un espacio vectorial sobre el campo C. Se dice que la funcién
(-, : XxX — C es un producto interno en X, si para cualesquiera vectores x,y,z € Xy
escalar a € C se tiene:

Pl.) (x+y,2)=(x,2) + (), 2)
P2) (ax,y)=alx,y)

P3) (x,y) = (%)

P4) (x,x)=0

P5.) (x,x)=0siysolosix=0
Al par (X, {-,+)), se lellama espacio producto interno en X

Proposicion 1. Un espacio producto interno (X, (.,.)) define una norma |.|| : X — [0,00)

dada por:
1
lull = /<u, u) = (u, u)?

Demostracion. Paratodo uy v en X se cumple

ND llul = uuwy?=0
N lull =(uwuw?=0e u=0
Ny) llaull  ={au,auy?

= (a(u, au))%
= (a(@mm))
aa(w,u))

=(
= (aa(u, u))
=

ST ST L

D=

Ny 1
aa)? (u, u)?
1
= |al{u, u)2
=lalllul

Ny lu+vl| ={u+v,u+ v)é
= ((u, u) +<{u, v) + (v, u) +<v, v>)%

1
< (lul*+20ul vl +1vi?)?
< lull+ vl

De Ny), N»), N3) y Ny) se puede concluir que todo producto interno induce unanorma. W
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2.3. Espacios de Hilbert: propiedades.

Definici6n 5. Un espacio producto interno (7, (,)) (espacio pre-Hilbert) se dice que es un
Espacio de Hilbert, si es completo respecto a la métrica inducida por el producto interno.
De ahora en adelante .7# denotard un espacio de Hilbert.

Proposicion 2. Ley del paralelogramo, Sea (J¢,(,)) un espacio de Hilbert, entonces

Ix+yl2+lx-yl*=20lxI>+ 1 ylII>) Vx,yes#

Demostracién. Sean x,y € 7, entonces

Ix+ylP+lx—yl*=(x+y,x+y)+{(x-y,x—y)
=X, X) + X, )+, X) + (Y, V) + {0, — (6, 1) — (10 +Ly )
=2(x, xX) +2{y, )
=20l x1*+ 1y 1%

Observacion. Si una norma no satisface la ley de paralelogramo, entonces no puede
obtenerse de un producto interno.

Proposicion 3. En un Espacio de Hilbert (¢, (,)) se verifcan
i.) la desigualdad de Schwarz:

Kewl=lxlllyl Vxye

ii.) Ladesigualdad del triangulo,

Ix+ylslxl+lyl Vxyen

Demostracion.

(i.) Sea y#0. Para cada escalar a tenemos

0<lx—ayl®=(x—ay,x—ay)
={x,x)—{x,ay) —(ay,x) +{ay,ay)
=(x, x) —(ay, x) —aly,x) + alay, y)
=(x, x) —a(y, X) — aly,x) + aaly, y)
= (X, x) —a(x, ) —a [y, x) -y, p]
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Observemos que para a = g obtenemos la expresion
<y’ > <yv >
OS y - ) ’
(x, x) — <’>< V) —a|{y,x)— <’>< »

[<x, )| Kx, il s Ko
< - — = = _
<(x,x) o) a[(x,x) =y, 0] =(,x) - T x| ik

1<y, %)
o<l x| -
1=

de donde obtenemos [{x, )| <[ x || ¥ |l

(ii.) Porladesigualdad de Schwarz,

I x+y 17 = (X, %)+ (69 + (3, X) + (1, )
<[l x I* +21¢x, )1+ || y 112
<l xlI*+2xllyll+1lyI*
<(xl+lyh?

Proposicion 4. El producto interno (x, y) es una funcién continua con respecto a las dos
variables: (x,, y,) — (x,y) cuando x, — x y y,— Y.

Demostracion. Sean (x,)en convergente,entonces {X,} ey €s acotada. Luego IM € R™/
|l x, =M, VneN

KX, Yn) = (X, ) = Kxn, yn) + 0= (x, )|
= [(Xn, Yn) = Xy ) + (X, ) — (X, )
< KX, Ynd) — Xny W+ KX, ¥) — <X,
= KXn, Yn — W+ Kxn — X, Y
<l xn Ml yn=y I+ 1 xp=x 11yl
<M yn=yl+Ilxp—xIllyll

Esto ultimo tiende a cero, pues (y, —y) — 0y (x, — x) — 0 para n sufcientemente grande.
Definicién 6. Sean X y Y espacios vectoriales, T : X — Y un operador lineal , se dice
que es un isomorfismo si (T, Ty) = {(x,y), (preserva el producto interno) y ademas es un
operador lineal biyectivo.

Veamos algunos ejemplos de espacios de Hilbert.

Ejemplo 1. La norma
1

b 2
Ixl= (f |xm|2dt)
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se obtiene

1
b 2
Moﬁz([.ﬂnﬂndd

Ejemplo 2. El espacio ¢? es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por.

X, yy=) xiyj
=1

La norma se define por

1
2

I x = (gun)

Nuestro objetivo a continuacion es mostrar la representacion de un Espacio de Hilbert
como suma directa de un subespacio cerrado y su complemento ortogonal. Para lo cual
definiremos los siguientes conceptos.

Definicion 7. Un elemento x de un espacio de Hilbert .77, se dice que es Ortogonal a un
elemento de J7 si
(x,y»=0

También decimos que x y y son ortogonales y se nota como x.L y. De la misma forma se
dice que dos conjuntos Ay B son ortogonales si alL b paratodoa€ Ay be B.

Definicién 8. Si Y es un espacio vectorial, definimos su Complemento ortogonal Y,
como el conjunto de todos los vectores ortogonales a Y, es decir,

Y ={ze | zLlY}

Definicién 9. El Segmento que une dos elementos x y y de un espacio vectorial X, es el
conjunto de todos los z € X de la forma.

z=ax+1(1-a)y (xeR,0<a<l

Definicién 10. Un subconjunto Y de X, se dice que es Convexo si para cada x,y € Y; el
segmento que une a xy y estd contenido en Y

Proposicion 5. Sea .77 un espacio de Hilberty Y c J#, Y # ¢, un subconjunto convexo
completo. Entonces para cada x € 77, existe un tnico y € Y tal que

S=inflx-Fl=lx-yl
jey

Es decir, minimiza la distancia del conjunto convexo al punto.
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Demostracién. Por definicién de infimo existe una sucesion (y,),en €n Y tal que

0p—06 donde 6,=|x—ynll

Por la ley del paralelogramo,

Il yn=ym I =1l n— 2 + (x = ym) I?
=l =20+ =y P+ 11 =20 — = y) P = | =20 = (x = y) 12
=2l yn=x 1P+ 1 x=Ym 1= | = 2) + (x = ym) |17
<2065 +65)= I n+ym) —2x|1°
:2wi+5;y—fn£&%;ﬁﬁ—xn2
<2(6%+6%) - 226

Ynty

2140 . m .
Esta ultima desigualdad porque Y es convexo: € Y y en consecuencia

) Lot Y

—x||=6, comod, — 6 tenemosque (y,)nen €5 unasucesion de Cauchy a algin
y € Y. Por lo tanto
[x=yll=Ix-lim y,|
n—o0
= lim | x—y,|
n—o0

n—oo

=0
Resta probar que y es unico, para ello supongamos que existe yp € Y tal que

Ix=yl=6 y ly-yl=6

Por la ley del paralelogramo

lx—yo IZ=Il Cc—= ) + (¥ = yo) |17
=l x=-P+@=-y) P+ x=--G-y) IP =1 (x=3) - -y I?
=2(lx-yIP+ly-ylIP- Il x=y) - -y I*
<2(6%+8)- | x+yo -2y I

1 1
=4<52—4||Z(x+yo)—§y||2
<46°-46°=0

Asi obtenemos que y = yy
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Lemal. Sea 7y Y subespacios completos, x € 7 fijo. Entonces z = x — y es ortogonal
ay.

Demostracion. Si z 1Y fuera falso, existiriaun y; € Y tal que,

<Z,J/1>:,67£0

Claramente y; # 0, ademas, para cualquier escalar a

lz—ay | =(z—ay;,z—ay1)
=(z,2) —alz, y1) — al{y1,2) — aly1, y1)l
=l z|I> -aB-[1B-all y II*]

tomando a = L, con (y1, y1) # 0, obetenemos
yuyw
ﬁZ
lz—ay I*=lzI°-
N yuyw
2
=l x-yl? P
(0
_ 62 _ ﬁZ < 62
0
Pero esto no es posible, pues || z—ay; |=|l x— (y + ay1) ||= 6 Entonces no puede ocurrir.

El reciproco del lema anterior también se cumple.
Proposicion6. Sixe XyyeYestalque(x—y)LY ,entonces| x—y|=96.

Demostracion. Si yp € Y, entonces (y — yp) L(x — y). Asi que
Ix=yo I>=lx=yI>+lIy=yll?
> x-yl?
Tomando el infimo sobre los yy € Y obtenemos || x — y ||[< 6 Dado que 6 <|| x — y || se sigue

[ x-yll=6

A continuacion introduciremos el concepto de suma directa, el cual tiene sentido para
cualquier espacio vectorial.

Definicién 11. Un espacio vectorial X, se dice que es la Suma directa de dos subespacios
Y y Z, y se denota por
X=YeZ

Si cada x € X, tiene una tinica representaciéon como.

xX=y+z, con yeY,zeZ
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Teorema 3. Sean X, un espacio vectorial y Y un subespacio cerrado de un espacio de
Hilbert .7 Entonces.
X=YoVv"t

Demostracién Dado que 5% es completoy Y es cerrado, Y es completo. Ademds Y es
convexo, implican entonces que para cada x € J¢ existe y € Y tal que

X=y+z  zZ€ vyt
Para probar la unicidad supongamos que
X=y+z=y1+2;

dondey,y, €Y y z,z1 € Y.
Entonces y— y; = z—z; € Y Y+ = {0}. Estoimplicaque y=y, y z= 2.

Luego como Y es un subespacio cerrado de 77’ y x € ¢, entonces existe un tinico y € Y
tal que (x — y) € Y. Esto define una funcién.

P:H—-Y
x— y=P(x)

Teorema 4. P sellama la Proyeccion ortogonal de .77 en Y y satisface las propiedades.
P;. P esuna transformacioén lineal en 77,
P, P?2=PpP,

P; N(P)=Y!'yRang(P)=Y

Demostracion.

P; Sean x1,x, € 7, existen y;, ), € Y, Gnicos; tales que (x; — y1), (X2 — y2) € Y1. Delas
propiedades del producto interno se tiene que

((axy+x2)) —(@y1+y2),2) =alx1—y1,2) +{x2— y2,2) =0

paratodo z€ Y . De aqui que (ax; + x2) — (@y; + ¥2) =0y por tanto
Plax;+x2) = ay1 +y2 = aP(x) + P(x2)

P, Siye Y entonces Py =y,pues y—ylY .Paracada x € 7 tenemos Px = y, entonces

P’x=P(Px)=Py=y=Px
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P53 Por definicién de P, Rang(P) c Y . Para cada y € Y tenemos Py = y luego Y c
Rang(P). Por tltimo, Px = 0 cuando x € Y y reciprocamente x € Y+ cuando
Px =0.Porlo tanto N(P) = Y.

El siguiente teorema justifica el hecho por el cual utilizamos subespacios cerrados en este
contexto. Dado que Y1+ = Y, escribimos /# =Y @ Y.

Teorema5. Sean.”Z’y Y un subespacio, se dice que Y es cerrado siy sélo si:

Y=y
Colorario 1. Sea .7Z un espacio de Hilbert.
(a.) Si M c %, entonces genM = M+,

(b.) Si Y es un subespacio de ./#; entonces Y = Y.

2.4. Teorema: Representacion de Riesz

Teorema 6. Si f es un funcional lineal acotado definido en un espacio de Hilbert .77,
entonces existe un unico z en ¢ que depende de f, tal que la norma del funcional
coincide con la norma de z, Ademas f se define de la forma

fx)=(x,z) VxeH

Demostracion. Para el caso en que f =0, el elemento z = 0 cumple lo deseado:

fx)=0=(x,0) VxeZ y |fl=0=lz]

Supéngase que f # 0. El z que se busca debe estar en (Ker f)* pues tendrAa que ocurrir

(x,z)=0 VxeKerf

Por ser f un funcional lineal acotado, se tiene que Ker f es un subespacio cerrado de 7.
Luego 7 = Ker f@ Ker f+.Como f #0, el Ker f # 5, conlo que (Ker f)* # {0}. Con ésto
se garantiza la existencia de un elemento zy # 0 en (Ker f)*.

Sea x cualquier elemento en .7#’ y hagase x; := f(x)zo — f () x. Entonces

fx1) = f(f(x)z0— f(z0)x)
= f(f(x)z0) — f(f(20)x)
= f(x0) f(20) = f(20) f (%)
=0
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lo que implica que x; pertenece al Ker f . Por pertenecer x; al Ker f y zq al (Ker f)* lo
siguiente es valido:

0 = (x1, 20)
=(f(X)z0 — f(20) X, z0)
=(f(x)z0, 20) — {f (20) X, Z0)
= f(x){z0, z0) — [ (20){x, 20).

Como zy #0,

_ f(zo){x,2z0) _ [(20)

(x) = =
TO== Tl

f(z0)

I zo 117

)

(x,20) = (x,

f(z0)

ENR

luego para z:= Zo

fx)=(x,z2) VxeH

El z que se acaba de encontrar es tnico. En efecto, sea z; en 77 tal que f(x) = (x; z;) para
todo x en el espacio .7, entonces

(xX,2) ={x,21) Vxe€IH =>{(x,2)—{(x,21) =0 VxeH
=>(x,z—21)=0
>{z—-21,z2—21)=0
=>z—-21=0

>2Z=2]

Esta ultima serie de implicaciones también proporciona la siguiente propiedad en
espacios de Hilbert: cuando (x, z) = (x, z1) para todo x, no queda mds que z = z;.

Finalmente para la igualdad en las normas obsérvese que

lz1*=(z,2) = f(2) <| f Il |
<[ £zl

Por ser z distinto de cero, || z ||<|| f ||. Por otro lado, por la desigualdad de Schwarz

If)=Kx,2I<llxlllzll VYxesZ
[{x, 2]
<l z|
x|

conloque | f 1<) 2.

porlotantosi| zl|<|| f Iy Il fl<ll z I, se conluye que || f [=] z |



CAPITULO 3

ALGEBRAS DE BANACH

En este capitulo nos dedicaremos a introducir el concepto de Algebras y Algebras de
Banach, clasificando cada una con ejemplos para luego definir brevemente el teorema
mas importante del estudio las Algebras de Banach (teorema de Gelfand Mazur).

3.1. Fundamentos de Algebras de Banach

Definici6n 1. Sea .7 es un espacio vectorial dotado, de las operaciénes suma (+), producto
algebraico (-) y un producto vectorial (x). Para el cual dados a, b, c € o/ y @ € K; se cumple
las siguientes propiedades.

Ay (axb)xc=ax*(b*c); Asociatividad con respecto al producto.
A, ax(b+c)=axb+ax*c, Distributividad izquierda
Az (a+b)xc=axc+bx*c; Distributividad derecha

Ay a-(axb)=(a-a)*b=ax(a-b); Distributividad de un escalar con respecto con un
producto .

La cuaterna (<7, +, -, *) se le llama Algebra.

Definicion 2. Sea ./ un algebra, si existe el elemento 1 en el dlgebra; tal que Va € </ se
tiene que
lxa=axl=a

Entonces se dice que ./ es un dlgebra unital y 1 es el elemento unital.

Definicién 3. Sea ./ un dlgebra sobre el campo C. Una subdlgebra de ./ es un
subespacio vectorial %, # c < tal que.

a,be B entonces (axb)e B

37
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Definicion 4. Sea </ un algebra, si para cualquier a € .o/ existe un elemento e € &7; que
cumple con la propiedad
exa=axe=a

Entonces se dice que .7 es un dlgebra con identidad y e recibe el nombre de elemento
identidad.

Observacion 1. Si.« tiene una identidad, ésta es tinica.

Demostracion. Sean ey, e; identidades en el dlgebra .o/, entonces para todo a en el dlgebra,
axej=a y ax*ey=a. Enparticulartenemos e, *e;=e, y e *ep = e; Porlotanto

€1 =€ *xezr=¢e2

Definicién 5. Sea .o/ un dlgebra, a en <7. Si existe b en .<7. tal que
axb=bxa=e

entonces diremos que b es inverso de a

Si cada elemento de 7, tiene inverso entonces se dice que .27, es un dlgebra invertible.

Proposicién 1. Sean ./ un dlgebra, a un elemento invertible en .27, entonces el inverso de
a es unico.

Prueba. Supongamos que by, b, € o7 son elementos inversos de .27, entonces se cumple
axby=byxa=e y axby=by*xa=e, luego

by=byxe=by*(a*by)=(b1*a)*by=exby=Dby

Por lo tanto el inverso de a es unico y se nota como a ™.

Definicién 6. Sean ./ un élgebray || - ||: @ — R* una funcion . Se dice que &/ es una
dlgebra normada si se cumplen las siguientes propiedades con respecto a || - ||

An1) llal=0, Vae @/ nonegatividad

Anz) l|la-al=|alllal, dondeaeC, Vae.o/

Ans.) lla+bl<|al+| b, Desigualdad triangular Va,be o/
Ang) llaxb|<llallllb|, Desigualdad multiplicativa. Va,b € o/

Si e es identidad en <7, se pide que

lel=1
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Definicién 7. Sea (7, *, | - ||) un dlgebra normada, se dice que .7, es un dlgebra de Banach
si se cumplen:

i. (@,|-1), Esun espacio de Banach complejo.
i. (¢7,*), esun dlgebra compleja

ii. laxb|<|lallllbl, paracualquierayben .o/

Observacion: Notemos que la relaciona multiplicacién y normas; hace al producto una
funcién continua de <7 x &7 en </. Podemos ver esto asi

@ b—ao=boll=|a*(b—by)+(a—ag)*Dbll
<lla*(b-bo) || + || (a—ao) * b |
sllalllb—boll +Ila—aolll bl

Teorema: Extensién de Algebras Sea (<7, +,-,*) un dlgebra, no necesariamente con
identidad, entonces podemos generar una nueva algebra (<7, +,, %, | - ||+), la cual tiene
identidad, y el dlgebra inicial <7 va a ser una subélgebra de ..

Demostracion. Consideremos el conjunto
o 1l xC:={m=(a,c), ac. o/ N ceC}.
Definamos las siguientes funciones
¥: I xd—o
(m,n) — m+n=|[(a,c1)+(az,c,)] = a1 + az, 1 + ¢;]
©: Cxd — o
(a,m)—aom=a0o(ac)=(a-a,a-c)
1 A xd—d
(m,n) — mxn=[(a),c1)*(az, )l =[a1*az+cy-a1+c1-az, ¢+l
[+l & —C
m—|ml-.=lla,c l-=lla |l +lcl
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Sean m,n,peszf, a € C, Definiendo m = (a;,c1), n=(az,c3), y p = (as,cs3).entonces.
Ay). (m¥n)%p=m%(n%p)

(m¥n)*p = (ay, c1* az, ) *as, €3 = ai, €1 *(ap, C2 % ag, c3) = m*(n*p)

2 'g 2 'g

Demostracion.
(m¥n)*p = (a;*az+cy-ay+cy-ap,C-C2)*az,c3

azx (a1 xax+cr-ar+cy-a)+cy-(ap*xar+cr-a;+cy-az)+cy-cr*as,cp-cy-Cs
a1 *ay*xadz+cy-ayxag+ci-axxas+c3-ay*ar+cr-Cc3-ay+cy:-C3-dx+cC1-Cr-as3,C1-Cr-C3 ®
ay*(axxag+csg-ar+cy-as)+cy-cy-ay+cy(agxas+cy-ax+cr-as),cr-cy-C3

ay*Ccr*(az*xas+cs-az+cy-as,cr-c3) =mx(n*p)

Ay). m%(n+p)=(m%n)+(m%p)

mx(n+p) = a1, c1*(az, 2+ as, ¢3) = (a1, (1 ¥ ap, ) +(ay, €1 % az, ¢3) = (m*n) +(m*p)

v~ '

Demostracion.

m#(n¥p) = a1, c1*(ap, c2+as, c3)
=ay, 1 *(az +as, 2+ c3)
=ayx(az+az)+(c2+c3)-a1+cr-(az+as)cr-c2+cs
=a1*xdr+ay1xas+cy-ayt+c3-apt+ci-ax+ci-as,ci-C2+Ci-Cc3 >
=(m *a2+C1'dg+C2'a1,Cl'Cz);(a1 *ag+c3-a;+cyp-as,Cr-C3)
= (a1, c1 *ap, c2) +(ay, c1 % as, ¢3)

= (m¥n)+(m#*p)

A3). (m¥n)¥p=(m%p)¥(nxp)

m+n)¥p = (@, 1 +az, ¢2)*as, c3 = (ay, €1 % ag, ¢3) ¥ (ap, 2% ag, ¢3) = (m*p)+(n#p)

'

Demostracion.

(m+n)*p = (4, c1+az, c2)*as, c3
=(@m+azc+c)*as, c3
= (a1 +ax) * a3+ (c1+c2)-az +c3- (a1 + ap), (c1 + ¢2) - 3
=ay*xdg+axaz+cy-az+cx-az+c3-a;+c3-ax,Ci-C3+Cc2-c3 <
=(m *a3+63-a1+cl-a3,cl-63)-T-(a2*a3+03-a2+02-a3,62-03)
= (a1, c1 *ag, c3) +(az, c2 % as, c3)

= (m¥p)+(n¥p)
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Ag). ao(mxn)=(aom)¥n=mx*x(@on)

aol(ar, ci*az, )] = [ao (a1, c1)]*(ap, ¢2) = (a1, ) ¥[a © (a, ¢)]

v~ g g

Demostracion.

a0 (m*n)=ao[(a,cr*ay,c)]
=alay *xax+cr-a;+cy-ap,cy-Col
=ax-a1xadr+a-cr-a;+a-c;-a,ax-c-C2
=la-ay,a-c)]*(az, c)
=[a o (a1, c1)]*(a, c2)
=(aom)*n

(aom)*n=[ao(a,c1)]*(az,c)
=la-a,a-c)]*(az, c2)
=a-a1xadr+a-cr-a+a-c;-a,ax-cy-C2
= (ay, c)*[(a-az,a-c)]
= (a, c1)*[a o (az, c2)]
=m*(a@on)

Ademas
Ny).

Imil =l ay el

=l a | +lc1l =0 porquel a;[|=Z0 A |c1]1=0
No).

aoml.=[ao(a,c)l«=|(a-a,a-c) |
=la-ay |l +la-cil
<lalll a1 || +lallci]
=lal(l ai | +lc1D)
=lall| m|

N3).

I m+nl=l(a,c)+(a, c)
=| (a1 + az,c1 + ¢2) |«
=l a+az || +ley + cal
slall+ 1 az |l +leil + ez
<(la ll +leih+ Ul a2 I +lc2])
<lmlls+nl
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Ny).

| m%n ||« =| (a1, c1)*(az, c2) ||«
=(lar*ax+cr-a1+cir-az,cr-c2) ||«
=lay*ax+cr-ar+cr-az |l +ler - el

Sllay*ax |+l co-ar+cy-az | +lellel

<l aillll ax Il +lcal [ ar D+ Uerl ll az || +leilleal)

<l ay |l (laz |l +lc2]) +lc1l(ll az | +Iczl)
=(lar Il +lciDl a2 || +1c2)
=[ml.l nl.

Luego la cuaterna (o, %,0,%| - |l+), esun Algebra de Banach.

Como inicialmente habiamos considerado un 4lgebra en particular sin identidad

podemos encontrar esta a partir de la siguiente deduccion.

53{_’53;:(%,4',',*,0:)

En el cual la identidad de <7 es & = (0 A, 1), donde 04 pertenece al dlgebray 1 € C.

En efecto si m = (a, ¢) € <7, entonces

(a,0)%(04,1)=(a*x0a4+1-c+c04,c-1)
:(0A+a+0A,c)
= (a,c)

(04, D)%(a,c)=(a*04+1-c+c0y,c-1)
:(0A+a+0A,c)
=(a,c)

Por lo tanto
(a,0)*%(04,1) =(a,c) =(04,1)*(a,c)

Observacion. Elelemento (04,0) es el neutro con respecto a +. En efecto si m = (a,c) € C,

entonces
(a,c)+(04,0) = (a,c) = (04,0)+(a,c)

Notemos ademas que para el dlgebra 7. Se define, el inverso aditivo con respecto a la

operacione +, de la siguiente manera,

i) (a,0)¥(—a,—c)=(a+(—a),c+(—c)) =(04,0)
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Definicion 8. Un Algebra de Banach conmutativa y con identidad e en <7, es un Campo,
si cada elemento distinto de cero en 27 es invertible.

Ejemplos de Algebras de Banach
Los siguientes ejemplos ilustran espacios importantes que son dlgebras de Banach.

Ejemplo 1. Consideremos el conjunto de los numeros complejos C, con las siguientes
operaciones.

+). (x+yD+(+wi)=x+2)+(y+w)i

¥). (x+yD)*(z+wi)=xy—-yw)+(yz+xw)i
). a-(x+yi)=ax+ayi

-1 C—K

| x+yil=+/x%+y?

tomemos Xxi1,X2,X3,Y1,V2,V3€ER v z1,22,23€C, a,BekK.

Se define z) = x1 + )11, 2o =X+ Y21 y 23 = X3+ y3i, nimeros complejos y ademas sea la
funcién norma definida de la siguiente manera || - |: C — R

z1—ll z1 1= \/xf+y§

se verifica;
Ni.
Iz llI=/x{+y5>0
No.
Iz =0 V02+02=0, luegox=0 A y=0
N3.
la-zi =1 alx+y10)
=l axi +anil
= \/(@x)? + (ay))?

—_ 242 24,2

=/ @?x] +a?y;
2., 02— +/ [ 2. 2
a’(x{+yp =vVa-\/x{+y;

_ 2, .2
= |a| X1+

=lal | z |
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Para la siguiente prueba debemos recordar que | z; 2= z; - 7], luego debemos verificar
que la desigualdad triangular se cumple.

2 . . n n
N4. || Z1+ 2o || = (x1+y11+x2+y21)-(x1 +yll+JC2+ygl)

= (x1+y1i+x2+y2i)-(x1+y1i+x2+y2i)
:(x1+y1i-(x1+y1i+(x1+y1i-x2+y2i)+x2+y2i-(x1+y1i+x2+y2i-x2+y2i)

2 P —— . . s 2
= z; | +361+J/1l'x2+J/21+x2+J/2l'(x1+J/1£+||Zz||

v~

=l 21 1> +2x1%2 = 2y1 2 + || 22 |17
pero como
2x1x2=2ny2 =2(0x2 - y1y2) =2Re(z1-22) <2 z1-z =221 |- 122 =21l 21 || - ]| 22 |l
Por lo tanto se conluye que;
lzi+z IP=llzi 1P +2 1 20 |-l z2 | + 1| 22 |17
=z + 1z 1)

de donde se deduce
lzi+zo Iz |+ Il 22 |l
Ademas

A1). (21 % zp) * 23 = 21 * (22 * 23)

Prueba.
(21 % 22) * 23 = (X1 + 1@ * Xo + YoI) * X3+ Y31 = (X1 X2 — Y1 YVo + (X1Y2 + X2 Y1) 0) * X3 + Y31

=x3(x1X2 — y1Y2) + X3(X1 Y20 + X2 y10) + Y30 (X1 X2 — Y1Y2) + Y31 (X1 Y21 + X2 Y10)
= X3X1X2 — X3Y1Y2 + X1X3Y20 + X2 X3 Y11 + X1 X230 — Y1Y2Y3i — X1)2)3 + X2)1)3
= X1(X2Xx3 — Y2 y3) + X1 (X2 Y31 + X3)20) + Y11 (X2X3 — Y2 y3) + y1i(X2 Y31 + X3)2)1

=x1+ Y10 * (X2X3 — Yo y3 + (X2y3 + X3Y2) 1) = (X1 + Y10 * X2+ Yol@) * X3 + Y31 = 21 * (22 * 23)
Az). zZ1*(22+23) =21 %22+ 21 % 23
Prueba.

z1* (22 +23) = X1+ Y11 * (X2 + Yol + X3 + Y31i)
= X1+ Y11 [(x2 + X3) + (V2 + y3)i]
=x1(x2+x3) + X1 (Y2 + y3) i+ y1i(x2 + Xx3) — y1(y2 + +y3)
=X1X2 +X1X3 + X1)2l + X1 Y31+ X1l + X311 — Y1V2 — V1)3
=(X1X2 = Y1)+ X1 )20 + Y1 X20) + (X1 X3 — Y13 + X1 Y31 + Y1 X31)
=(x1+ Y10 % X2+ Yoi) + (X1 + Y11 * X3+ y31)

=2Z1%22+ 2] *Z3
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A3). (z1+22)*23) =21 %23+ 22 % 23

As, se verifica igualamente gracias a la prueba anterior, ya que los z;, 22, z3 € C, cumplen
con la propeidad de ser asociativos, por tanto son asociativos hacia la derecha e izquierda.

Ay). a-(z1xz2)=(a-z1)*22=21 % (- 22)
Prueba.

a-(z1%z2) =a- (X1 + Y11 * X2+ y21)
=a-(01x2— Y12+ X2 )10+ X2)110)
=a-x1Xta-xpita-xyii—-a-y1)
=(a-x1+a-y1i) *x2+ Y2l
=(a-x1+ Q) * X2+ Yol
=(a-z21) * 2z

(@-z1) * 2o = (a-x1 + y10) * X2 + Y2l
=a-x1X+a-x pita-xyi—-a-y1)
=x1+nix@-xp+a-yi
=x1+ )i * (@ X2+ y2i)
=21 *(a-2)

Por ultimo debemos ver =z, zp € C, satisfacen la desigualdad multiplicativa.
I z1 % 22 <[l 21 [l z2 |l

| z1*zo || =l X1+ y1i % X2+ yoi |
=[| (x1x2—y1y1) + (12 + X21) 1 ||

= \/(xlxz = 11Y2)% + (X1 Y2 + X2)1)?

= \/xfxﬁ —2X1X)1Y2 + Y1V5 + X[ Y5 +2X1 Yo Xo 1 + X5 V7

_J22, 22 22 22
—\/x1x2+y1y2+x1y2+x2y1

=V e+ )

= \/(xf + Y (x5 +y5) < \/(xf + yf)\/(xg +¥5)

<[z Il 2

Por lo tanto la terna (C, | - ||, *), es un Espacio de Banach. con e=1, paraecC.
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En particular como necesariamente el dlgebra debe contener identidad y gracias al
Teorema de extension de dlgebra se deduce los siguiente,

Sea en particular (i,2)%(m, k) = (04,1) en donde k = % es inverso multiplicativo del
elemento 2 y m se define,

1 1 1
L2)x(m=)=(m=xi+2-m+—-1,2-—1
(1,2)*( 2) ( 5 2)

~ J/
v~

1

. . 51 i-(4-20) —2—4i
m-(i+2)=——i=—— =—— =
2 (i+2) 2i+4-(4-210) 20
1 1.
m=—-——-——i
10 5
Prueba
(2)~[( )1] [ * ( ! 1')+1'+2( ! 1')21
i ———=0),= | =i (———=D+—=-1i —-———=0),2-=
10 5 10 5 2 10 5 2
(1 1. 1 2 1.
=l--=i-=-= +=i,1
5 10 5 5 2
=(0+0i,1)
=(04,1)

Ejemplo 2. Sea X un 4lgebra de Banach, B(X) el conjunto de funciones acotadas en X.
Entonces B(X) es una algebra Banach.

Demostracion. Notemos si I : X — X\x — I(x) = x, Operador lineal

En efecto
[T I=lxl=1lx—=1Ix)I<1]xl, VxeX

Por lo tanto I es acotado en X, luego I € B(X)
En efecto para cada T, S € B(X)

IT*SI<ITIISI
Asi que B(X) es un dlgebra de Banach.
Ejemplo 3. El espacio vectorial M, (C) de todas las matrices complejas n x n(n > 0) es

un algebra no conmutativa donde la identidad es la matriz identidad I de n-filas. con la
norma



3.1. FUNDAMENTOS DE ALGEBRAS DE BANACH 47

3 | Ax |l
| All,=sup
0 x|

Obtenemos un dlgebra de Banach.

Definicién 9. Dado una transformacion lineal o funcién lineal f : .o/ — <% se dice que f
es isomorfismo, si es una funcién biyectiva y tambien decimos que .7} es isomorfa a 27, y
se denota @] = o.

Nota: En general si f : .o/, — 4% es una transformacion lineal o funcién lineal biyectiva,
entonces la funcién f~! : @4 — <7 tambien es una transformacion lineal.

Observacion. f es isometricasiysolosi, f:.o/ — o
a. d(a,b)=d(f(a), f(b))
b. f essobreyectiva.

Definicién 10. Sean (27}, || - [[1) y (<%, || - |l2), dos algebras de Banach comnutativas y con
identidad, una funcién f : @7 — </ 'es un Isomorfismo algebraico e isometrico si

(i.) fesunoaunoysobre

(i.) flax+y)=afx)+f(y) Vx,yeo, VaeC

(i) fx=fX)f(y) Vx,yed

i) I f) lz=llxlli  VxeoA
Se dice que %] es algebraicamente isomorfa e isometricaa <%
Definicion 11. Sea </ un algebra de Banach, a un elemento del dlgebray A € C. A es
llamado un Valor regular de a siy solo si.

a—A, esinvertible.
Ejemplo 1. Sean a = (4 + 2i) y consideremos A = (2 + 3i) entonces.
a-A=4+2i—-(2+3i)=4+2i—-2-3i
2-i=06

Ahorasia— A =2-1i =4, entonces 4 tiene inverso con respecto a la operacion *, ya que

para el conjunto de los niimeros complejos vendria siendo la misma operacién producto
entre vectores.

Ejemplo 2. tomemos f=1+1ienCya=1+1ien.o/; B no es valor regular de a porque;

1+1i—-(1+1i))=0+0i=p

1 no es invertible.
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Definicién 12. Sea (<7, | - |), a € </. El conjunto resolvente p(a) de a, es el conjunto de
todos los A en el plano complejo tales que, p(a):={a—A, soninvertibles}

Definicion 13. Sea (<7, | - ||), a € <. Se llama valor espectral de a, al valor 1 € C tal que
a—A7,
no es invertible.

Definicién 14. Sea (<7,-,| - ||), el espectro o(a), es el complemento de p(a) en el plano
complejo.

o(a):={C-pa)}

En general el espectro de un elemento en un dlgebra de Banach no posee una clasificacion
como en el caso del dlgebra de operadores, por lo tanto se hace la siguiente aclaracion el
espectro de a € L(X) es el conjunto de los numeros A € C tales que a— AI no es invertible.
Donde I € L(X) y es la identidad. Por la comodidad se omite el I = e( en el caso de
operadores) y se escribe a— A enlugarde a—le 6 a— A1

Observacion. Para A en el conjunto resolvente p(T), el operador T, ! se llama operador
resolvente de T y se nota por Ry (T) o simplemente R,.

Veamos algunas propiedades del espectro de los elementos en un algebra <7

Proposicién 1. Sea .7 un algebra, para a € <7. a es invertible siy s6lo si a™! es invertible
y en este caso
ola)={A'eC:Leo(a)}

El siguiente resultado muestra que el espectro de un producto es independiente del orden
de sus factores.

Proposicion 2. Sea ./ un dlgebra de Banachy a € 7. Para A, u € p(a) se cumple

Ry~ Ry = (- DR,Ry

donde R) = (a—Ae)~!. Estarelacién se llama ecuacién resolvente.
Definicién 12. Sean <7 un édlgebra de Banach, a € <7. El radio espectral r,(a) de a en </
es el namero
ro(a) = sup [A]
Aeo(a)
Teorema 1. Sea </ un dlgebra de Banach. Entonces para cada a € <7, el espectro o (a) es
compacto y el radio espectral satisface

ro(a) <l al

Observemos que este teorema muestra que p(a) # ¢. Veremos también que el espectro
es un subconjunto no vacio de C. Este resultado se conoce como Teorema de Gelfand,
considerado uno de los teoremas cruciales en dlgebras de Banach. Para ello definiremos el
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concepto de funcién analiitica de variable compleja con valores en un dlgebra de Banach
y probaremos algunos resultados relacionados al respecto.

Definicién 13. Sean </ un algebra de Banach y D un subconjunto abierto de C. Una
funcién f: D — &/ se dice que es analitica si es diferenciable en cada punto zy € D, en
el sentido de que el limite

m f(2) = f(z)

z—20  zZ—2g

Existe con la norma de .«7. En este caso se denota el limite por f(z).

Lema 1. Sean ./ un algebra de Banach y a € /. Entonces la funciéon 7:C\o(a) — a
definida por
T(A)=Ry=(a-Le)™!

Es analitica.

Demostracion. Si A € p(a) entonces a— Age es invertible para todo 1y en un disco pequeno
con centro en A. De la ecuacion resolvente obtenemos

T(lo)—T(A) _RAg—RA
Ao-A  A-A
_ (Ao—DRAGRA
B Ao—A
= RAgRA

y este ultimo converge a Ri cuando A9 — A. Asitenemos que 7 es analiticay /(1) = R/Zl

Lema 2. Sea f es un funcional lineal acotado en .27 Bajo las hipotesis del lema anterior, la
funcién h: C\o(a) — C definida por

hQA) = (feT)(N) = f(RA)

resulta ser analitica.

Demostracion. Usando el lema anterior tenemos que:

h(A9) — h(A)
Ao—A
Dado que f es lineal y continuo, el cociente anterior converge a f (R/Zl) cuando Ay — A.
Concluimos que & es analiticay h'(1) = f (R/Zl).

= f(RaoR2)
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3.2. TEOREMA(GELFAND-MAZUR)

Teorema. Si un édlgebra de Banach &/ conmutativa y con identidad es un campo,
entonces </ es algebraicamente isomorfo y también isométrico al campo de los ntimeros
complejos. En realidad <7 = {1, : A € C} y el isomorfismo es la aplicaciéon A, — 1

Demostracion Considérese cualquier elemento x en el dlgebra. luego si existe 1, en o (x),
de esto el elemento x— A,e en ./ es no invertible. Como < es un campo, necesariamente
x—Aye=0,luego

x=Aye
Si se toma otro A en o (x), entonces de igual forma x = A,. Pero entonces
Axe:/’lejﬂa.xe_/le:o
=>1,=A

con lo que el valor A, es tinico. Esto también demuestra que </ = {1, : A € C}. Como x en
</ fue arbitrario, se puede considerar una funcién f:.e/ — C dada por

fxX)=fAre)=Ay Vxeo

Esta funcion representa el isomorfismo algebraico e isométrico que buscamos. En efecto,
si A es un elemento de C, claramente A es un elemento de o (A,), asif(1,) = A. AdemA;s si
f(x) =0, entonces 1, =0 con lo que x = A,e = 0. De estos dos hechos f es biyectiva.

Sean x1, x2 en ./ 'y a cualquier valor complejo, entonces x; = 1., ey x2 = Ay, e para algunos
Axr»Ax, en C, asi
axi+x2=allye)+Ag,e=(ady +Ax,)e

y
X1%2= Ay, @)(Ay,e) = Ay Ay, e

Por la unicidad de los 1/, se tiene

flaxi+x) =a(ly) + Ay, =af(x)+ f(x2)

y
Fx1x2) = Ay Ay, = f(x1) f(X2)

Finalmente para ver que se preserva la norma

|l =1Ax [ =1Ax ] I ell=l Ay ell=Il f(x1) |

Asi, f representa un isomorfismo algebraico e isométrico entre <7 y C.
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