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INTRODUCCION

Operadores Hiperciclicos en espacios de Hilbert es el titulo del presente trabajo de grado
realizado por el estudiante Yeison Arley Bldsquez Cuéllar con cédigo 2007268383 del Programa
de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana-Neiva-Huila-Colombia, en el
cual se estudia una parte importante del conjunto de operadores y algunas aplicaciones, como son
los operadores hiperciclicos y su extructura espectral. Nos interesamos en mostrar la importancia
histérica de los operadores hiperciclicos, sobre todo lo correspondiente a la extructura de su
Orbita y resaltar lo importante que resultan a la hora de usarlos como herramienta para resolver
problemas que son modelados por ecuaciones diferenciales.

Se consider6 indispensable abrir un espacio para presentar conceptos y resultados previos que
son fundamentales para el posterior desarrollo de algunos tipos de operadores en particular
de los operadores hiperciclicos, los cuales hoy siguen siendo muy importantes en el desarrollo
tecnolégico del mundo.
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OBJETIVOS

0.1.

0.2.

Objetivo General

Exponer los fundamentos teéricos e histricos sobre los cuales se sustentan los desarrollos
conceptuales de los operadores hiperciclicos.

Objetivos Especificos

Enunciar y estudiar definiciones y resultados bdsicos del andlisis funcional.

Presentar una breve resefia histérica del desarrollo de la teoria de los operadores
hiperciclicos.

Mostrar algunos de los primeros ejemplos que surgieron durante el desarrollo de la teoria de
operadores hiperciclicos.

Realizar un estudio cualitativo de los operadores hiperciclicos y su aplicaciéon en el modelado
de algunos fenémenos de la naturaleza.

11
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JUSTIFICACION

En los sistemas dindmicos no discretos se necesita de una herramienta més que las formas de
Jordan, se trata de los operadores hiperciclicos. En este trabajo de grado se estudia ciertas clases
de operadores lineales y acotados definidos sobre un espacio de Hilbert J{. En primer lugar nos
dedicamos a clases de operadores definidas por medio de propiedades heredadas de la estructura
del espacio de Hilbert. Por ejemplo, isometrias, operadores unitarios, isometrias parciales, como
asi también operadores compactos y de clase p-Schatten. En segundo lugar nos dedicamos al
estudio de clases de operadores definidas por medio de una estructura méas débil que la del
espacio de Hilbert, a saber, una estructura de espacio semi-hilbertiano. Finalmente, vimos cémo
se relacionan estas clases de operdores definidas bajo distintas estructuras.

13
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RESENA HISTORICA

En un espacio vectorial topolédgico, diremos que un vector del espacio es hiperciclico para un
operador si la 6rbita del vector respecto de dicho operador es densa en el espacio. Un operador
es hiperciclico si tiene un vector hiperciclico. La importancia de los operadores hiperciclicos estd
histéricamente motivada por el estudio de los subespacios invariantes. La clausura de la envoltura
lineal de la 6rbita de un vector es el menor subespacio cerrado invariante que contiene al vector.
Por lo tanto, un operador no tiene subconjuntos cerrados invariantes no triviales si y sélo si cada
vector no nulo es hiperciclico.

Por otro lado, recientemente, el estudio de los operadores hiperciclicos ha aparecido en el andlisis
de los sistemas dindmicos discretos. Una de las definiciones mds aceptadas de aplicaciéon caédtica
es la propuesta por Devaney [1]: una aplicacion continua en un espacio métrico es caética si es
transitiva, el conjunto de puntos periddicos es denso en el espacio y tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales. Para aplicaciones continuas en espacios métricos completos separables,
la transitividad es equivalente a la hiperciclicidad y el estudio de la transitividad es el principal
escalon para establecer que una aplicacién es cadtica. Ademads, en 1991 Godefroy y Shapiro [2]
demuestran que, en espacios de Fréchet (espacios localmente convexos, metrizables y completos),
un operador hiperciclico tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales. Por tanto
para operadores hiperciclicos sélo resta estudiar la existencia de un conjunto denso de puntos
periddicos. Posteriormente, en 1992 Banks et al.[3] demuestran que en espacios métricos, una
aplicacién continuay transitiva con un conjunto denso de puntos periédicos tiene necesariamente
dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Los vectores y operadores hiperciclicos aparecen por primera vez en los trabajos de Birkhoff,
MacLane y Rolewicz.

En 1929 G. B. Birkhoff [4] establecié un interesante resultado sobre las 6rbitas de funciones por
operadores traslacion en el conjunto de las funciones enteras. Concretamente si consideramos el
espacio de Fréchet H(C) dotado de la topologia de convergencia uniforme sobre los conjuntos
compactos del plano complejo, y el operador traslaciéon T, : H(C) — H(C) definido como

T.f(2)=f(z+a) (fe€H(C),zeC,acC),
Birkhoff demuestra que si a a # 0, entonces existe una funcién - f € H(C) cuya orbita {T" f}57  es

densa en H(C). Este resultado se puede interpretar de varias maneras, por un lado nos asegura
la existencia de una funcién “universal” que, en todo conjunto compacto, sus traslaciones se

15



16 Resena Historica

aproximan a cualquier funcioén entera tanto como se desee; por otro lado, desde el punto de vista
de los sistemas dindmicos obtenemos que el operador traslacion es transitivo.

En 1952 G. R. MacLane [5] demuestra que el operador derivada D : H(C) — H(C) también es
hiperciclico.

El estudio de los operadores hiperciclicos en espacios de Hilbert apareci6 por primera vez en 1969
de la mano de S. Rolewicz [6], quien prueba que si o es el operador "backward shift” en I, definido
como

olay,az,as,...)=(ayas,...),
entonces Ao es hiperciclico para todo ntimero complejo A de médulo mayor que la unidad.

En 1982 C. Kitai [7] obtiene en su tesis doctoral, una condicién suficiente de hiperciclicidad,
conocida como criterio de hiperciclicidad. Lamentablemente este resultado nunca fue publicado
y en 1987 R. M. Gethner y J. H. Shapiro [8] demuestran el mismo criterio. Ademads, utilizando este
criterio deducen los resultados citados de Birkhoff, Maclane y Rolewicz de forma casi automatica.
J. P.Bes [9] mejora el resultado de Gethner, Shapiro y Kitai al imponer unas condiciones més débiles
al criterio de hiperciclicidad.

Es preciso mencionar uno de los més recientes e importantes resultados de hiperciclicidad,
obtenido independientemente por L. Bernal [10] y S. I Ansari [11], el cual asegura que en todo
espacio de Banach separable de dimension infinita se puede definir un operador hiperciclico.



CAPITULO 1

ASPECTOS INICIALES Y DEFINICIONES

1.1. Espacio Vectorial

Definicién 1.1.1. Un conjunto no vacio X sobre un cuerpo K, junto con dos operaciones +,- es un
espacio vectorial(o espacio lineal), si satisface los siguientes axiomas:

1. La operacion suma, asocia a cada par de vectores x,y de X un vector x + y de X y ademds se
tiene las siguientes propiedades:
i) Conmutativa:x+y=y+x
ii) Asociativa:x+(y+2z)=(x+y)+z
iii) Existe un uinico vector0 de X, llamado vector nulo: x+0=x
iv) Para cada vector x € X, existe un tnico vector —x€ X: x+(-x) =0
2. La operacion multiplicacion por escalar, asocia a cada escalar @ € K y cada x € X un vector
ax € X y tiene las siguientes propiedades:
i) 1x=x para todo x € X
i) (aya2)x =a)(azx)
i) a(x+y)=ax+ay
iv) (p+a))x=a;x+axx
Definicién 1.1.2. Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es un subespacio de V siy

solo si W, conjuntamente con las operaciones de suma y multiplicacién escalar definidasen V, es en
si mismo un espacio vectorial

En un espacio vectorial V, podemos escribir el vector cero como una combinacién lineal de un
conjunto finito de vectores, haciendo todos los escalares iguales a cero. surge la pregunta de si
dado un conjunto finito de vectores se puede escribir el vector cero como una combinacién lineal
de ellos siendo algunos de los escalares no nulos. La respuesta es, que depende del conjunto de
vectores dado.

Consideremos los conjuntos de vectores A = {(1,2,0),(3,2,1),(7,6,2)} y B ={(1,2,0),(3,2,1),(1,0,0)}.
Para los vectores de A vemos que —1(1,2,0) + (—2)(3,2,1) + 1(7,6,2) = (0,0,0). Sin embargo para los

17



18 1.1. ESPACIO VECTORIAL

vectores de B se puede demostrar facilmente que si a(1,2,0)+b(3,2,1)+¢(1,0,0) = (0,0,0), entonces
a=b=c=0.

Esta diferencia en la forma como se puede expresar el vector cero como una combinacién lineal
de un conjunto dado de vectores, es muy importante. El conjunto de vectores A es un conjunto
linealmente dependiente y el conjunto de vectores B es linealmente independiente de acuerdo a
la siguiente definicion.

Definicién 1.1.3. Un conjunto no vacio {Xy,X»,...,X,} de vectores (diferentes) de un espacio
vectorial V es linealmente dependiente si y solo si existen escalares r1,1»,...,T, no todos cero, tales
queri X1 +rXs+---+r, X, =0

La negacién de dependencia lineal es independencia lineal.

Definicién 1.1.4. Si B es un conjunto de vectores de un espacio vectorial V, entonces B es una base
paraV siy solo si

i) ElespacioV es generado por B.
ii) B es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 1.1.5. La dimesion de un espacio vectorial V # {0} es n si y solo si V tiene una base que
contenga n vectores. En el caso trivial en que V = {0} diremos que V tiene dimensién 0.

Ejemplo 1.1.6. Demostremos que la dimensiéon de R, es n.

Demostracién. Consideremos el conjunto B = {Ey,E»,...,E;}, donde E; es el vector
o,...,0,1,0,...,0) que tiene todas las componentes iguales a 0 con excepcion de la i-ésima que
esigualal.

Cualquier vector A = (a1, ay,...,a,) de R, se puede escribir como A = @1 E; + a2E» + -+ + a,Ey.
Por tanto, B genera a R,. Por otra parte, si b1 Ey + boEs + -+ + by E;,, = 0, entonces (by, bo,...,by,) =
(0,0,...,0). Por tanto by = b, = --- = b, = 0, y B es un conjunto linealmente independiente.
Entonces R, tiene una base que contiene n elementos y la dimensién de R, es n. [ |

Definicién 1.1.7. Una colecciont de subconjuntos de un conjunto X se dice que es una topologia en
X si posee las siguientes propiedades:

i. peTtyXer.
.o . . n
ii. SiA;j€t parai=1,...,nentonces (| A;€T.

i=1

iii. Si A; es una coleccion arbitraria de elementos det entonces |J A; € T.
iel

Si T es una topologia en X, entonces (X,7) es un espacio topolégico, y los elementos de 7 se

denominan conjuntos abiertos en X.

Si X y X’ son espacios topoldgicos, y si f es una funcién de X y X', entonces se dice que f es
continua si f~(A) es un conjunto abierto en X para todo conjunto abierto A en X'.
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1.2. Espacios Métricos

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio, d : X x X — R se dice una métrica (o una distancia)
si para todo x,y, z € X se cumple que:

i) dx,y))=0ex=y
ii) d(x,y)=d(y,x);VYx,y € X (Simetria)
iii) d(x,z) =d(x,y)+d(y,2);Vx,y,z€ X (Desigualdad Triangular)
Al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Definicién 1.2.2. Sea E un espacio métrico, py € E, r > 0. Entonces la bola abierta en E de centro py
yradio r es el conjunto
B(po;r)={p€ Eld(po, p) <r}

A veces se escribe Bg(po; r) para enfatizar el hecho de que sus puntos son de E.
Labola cerrada en E de centro py y radio r es el conjunto

B(po;r) ={pe Eld(py,p) =T}
También se escribe EE(po; r).

Definicién 1.2.3. Sea (E,d) un espacio métricoy SC E, a€ S, a es llamado un punto interior de S
en(E,d) si
dr>0: Bg(a;r)c S

Definicién 1.2.4. Si(E,d) es un espacio métricoy S c E, se define el interior de S, como el conjunto
{a € S: a es punto interior de S}, se denota Int(S).

Definicién 1.2.5. Si (E,d) es un espacio métricoy S < E diremos que S es abierto en E si todos sus
puntos son interiores, esto es si
(Vse8) (seInt(S))

De la definicién es claro que para (E, d) espacio métrico, Sc E
S es abiertoen E — S= Int(S)

Definicién 1.2.6. Sea (E,d) un espacio métrico,ac E yV c E. Sedice que V es una vecindad de a si
exister >0 tal que
a€ Bg(a;r)cV

Definicién 1.2.7. Dado un espacio métrico (E,d) y S c E se dice que S es cerrado en (E,d) si E\' S (el
complemento de S con respecto a E) es abierto en (E, d).

Definicién 1.2.8. Sea (E,d) un espacio métrico, S c E. Se dice que S es acotado si existe una bola
(abierta o cerrada) que contengaa S.

Definicién 1.2.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion de puntos de X es una aplicacion

f:zt — X

n — fn=x,
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Es costumbre denotar las sucesiones asi:
(xn)ilozly {xn}(;lozl) (xl’l); {xn}; xn»n = 112)3; oo

Definicién 1.2.10. Sea {p,} una sucesion de puntos del espacio métrico (E,d). Un punto p € E es
llamado un limite de la sucesién p,,n =1,2, ... si

Ve>0 INeZ* Vn=N d(p,pn) <e

Si la sucesion {p,} tiene un limite diremos que la sucesién es convergente y si p € E es un limite de
la sucesién {p,} diremos que la sucesion {p,} converge a p.

Teorema 1.2.11. Sea S un subconjunto del espacio métrico E. Entonces S es cerrado en E si y solo si
S contiene todos los limites de sucesiones de puntos de S.

Nota: Este teorema es una caracterizacion de la nocién de conjunto cerrado, en el lenguaje de
sucesiones.

Demostracion. (=) Supongamos que S < E es cerrado, y sea {p,})_,, una sucesion de puntos de
S, que converge a p € E. Debemos demostrar que p € S.

Supongamos, por el absurdo que p ¢ S, es decir p € E\S = S°. Como E\S es abierto, existe € > 0,
tal que B(p;e) < E\S. De otra parte como p, — p, existe N € Z" tal que si n = N entonces
Pn € B(p;e) c E\S (Absurdo! porque p, € S), luego p € S.

(<) Supongamos que S contiene todos los limites de sucesiones de puntos de S. Si S no fuera
cerrado en E, entonces, E\S no seria abierto; es decir, existiria p € E\S, que no es punto interior de
E\S; es decir, que para todo n € Z*, existiria p, € S, tal que d(p,, n) < %; esto es {p,}}., converge a
pyp¢S. (Absurdo!), Luego S es cerrado. |

Definicion 1.2.12. Sean (E, d) un espacio métricoy {pu},., una sucesion de puntos de E; {pn}‘,’;’:1 es
una sucesion de Cauchy si

Ve>0 AINeZ" Vm,n=N d(pm, pn) <€

Proposicion 1.2.13. Toda sucesién convergente en un espacio métrico es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea {p,}; ., una sucesion de puntos de (E, d), tal que r}im pn=peE.
—00

Sea € > 0. Como {p,} — p,AN€Z* VYn=N d(p,p) < % Entonces, si m,n = N d(pm,pn) <
d(pm, p) +d(p, pn) <€; luego {p,} es de Cauchy. |

Maids generalmente, si en un espacio métrico (X, d) la sucesién x, es tal que lim x, = x, entonces
n—o00
la sucesién {x,} es de Cauchy en el espacio X \{x}, pero no converge en dicho subespacio.

Proposicion 1.2.14. Una sucesién de Cauchy en un espacio métrico es acotada.
Demostracion. Sea {p,};_, una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (E,d). Seae =1 > 0,
existe Ne Z*, tal que si m,n= N, d(pm, pn) < 1.

Sea M = max{d(p1, pn),d(p2, PN), ..., A(PN-1,PN), 1}, M > 0 (el maximo de un conjunto finito y
no vacio de nameros reales siempre existe). Entonces Vm € Z*, d(pm, pn) < M, es decir Vm €
Z",pm € B(pn; M), y esto significa que {p,}mez+ €s acotada. n
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Definicién 1.2.15. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy converge a un punto
del espacio.

Proposicién 1.2.16. Un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es un espacio métrico
completo.

Demostracién. Sea (E,d) un espacio métrico completo y F c E un subconjunto cerrado de E. Sea
{pnl;., una sucesion de Cauchy en (F d *) donde d* = %. Entonces, claramente {pn}‘,’;’:1 es una
sucesion de Cauchy en (E,d). Como E es completo existe p € E, tal que nll_l:glo pn = p. Como F es
cerrado y siendo {p,} una sucesién de puntos de F, podemos concluir por el teorema 1.2.11 que

p € F. Por lo tanto F es completo. n

Definicién 1.2.17. Un espacio métrico (E,d) es conexo si los tinicos subconjuntos de E que son a la
vez abiertos y cerrados en (E,d) son Ey @.

Un subconjunto S de un espacio métrico (E, d) es conexo si el subespacio métrico (S,d*), [d* = d|sxs]
es conexo.

De la definicién se sigue que si un espacio métrico (E, d) no es conexo, existe ACE, A#ZE, A# @,
tal que A es abiertoy cerrado en (E, d). Por lo tanto A # E, A° # @ y A® es ala vez abierto y cerrado.
Haciendo B = A€, E puede expresarse como E = Au B, donde Ay B son subconjuntos abiertos, no
vacios y disjuntos. Reciprocamente si un espacio métrico (E, d) puede ser escrito como E = AU B,
donde Ay B son subconjuntos abiertos, no vacios y disjuntos, entonces E no es conexo, porque
A#E, A# ¢ (puesto que Ay B son disjuntos y diferente de @) y A es abierto (dado) y cerrado (ya
que su complemento B es abierto).

Definicién 1.2.18. Si S < M, un punto x de M se llama punto adherente de S si cada bola By (x; )
contiene por lo menos un punto de S.

Definicién 1.2.19. Six es adherente de S\{x}, entonces se dice que x es un punto de acumulacion de
S.

Definici6n 1.2.20. La clausura S de S es el conjunto de todos los puntos adherentes de S, y el
conjunto derivado S' es el conjunto de todos los puntos de acumulacion de S.

Definicién 1.2.21. Sea X c Y, diremos que X es densoenY siY c X.

Definicién 1.2.22. Un espacio métrico M es separable si posee un subconjunto numerable A que sea
densoen M

Definicién 1.2.23. Un espacio métrico S se dice que es no conexo si S = AU B, donde A y B son
conjuntos abiertos disjuntos de S, no vacios. Diremos que S es conexo si no es no conexo.

Definicién 1.2.24. Un conjunto S se llama compacto si y solo si cada recubrimiento abierto de S
contiene un subrecubrimiento finito; esto es, una subcoleccion finita que también recubra a S.

Definicién 1.2.25. Un conjunto S se llama convexo si, para cada par de puntos x e y de S y cada
numero real 0 que satisfaga0 < 0 < 1, se verificaquefx+(1-0)y € S
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1.3. Aplicaciones Topoldgicas (Homeomorfismo)

Definicién 1.3.1. Sea f : S — T una funcién de un espacio métrico (S,ds) en otro (T,dr).
Supongamos también que f es uno a uno en S, de modo que la funcién inversa = existe. Si f es
continua sobre S y f~! es continua sobre f(S), entonces diremos que f es una aplicacién topolégica
o un homeomorfismo, y los espacios métricos (S, ds) y (f(S), dr) se llaman homeomorfos.

Si f es un homeomorfismo, entoncesf~! también lo es. Un homeomorfismo aplica subconjuntos
abiertos de S en subconjuntos abiertos de f(S). Aplica asimismo subconjuntos cerrados de S en
subconjuntos cerrados de f(S).

Una propiedad de un conjunto que permanezca invariante frente a las distintas aplicaciones
topoldgicas, se llama una propiedad topoldgica. Asi pues, las propiedades de ser abierto, cerrado,
compacto son propiedades topolégicas.

Un ejemplo importante de homeomorfismo lo constituyen las isometrias. Se trata de una
aplicacion f: S — T que es uno a uno sobre S y que conserva la métrica; es decir,

dr(f(x), f(y) =ds(x,y)

para todos los puntos x e y de S. Si existe una isometria de (S, ds) en (f(S), dr), los dos espacios
métricos se llaman isométricos.

1.4. Espacios Normados

Un espacio normado es un espacio vectorial con una norma definida, como caso particular de
espacios normados tenemos los espacios de Banach. Estos espacios generalizan los conceptos
de R", tratdndose de espacios de dimensién infinita aqui es posible introducir la nocién de una
sucesion de vectores; teniendo la posibilidad de tener a los complejos como cuerpo de escalares.

Una sucesién serd denotada por {u,}. Si X es un espacio normado y {u,} una sucesién en X, la
notacién ’111_1}30 {u,} = u, significa que la sucesioén {u,} converge a u cuando n — oo y también lo
escribiremos como u; — u o equivalentemente | u, — u|| — 0. Ademas la sucesion {u,} se dice
que es de Cauchy si mlrilrilooll Um — Uyl = 0 0 equivalentemente Ve > 0,3Ny(€) tal que ||u, — upmll <€
Vm,n > Ny(e). ’

Definicién 1.4.1. Sea X un espacio vectorial complejo. La aplicacion |.|| : X — [0,00), es llamada
una norma si satisface las condiciones:

(N1) lul=0 (No Negatividad)

(N2) |lull =0 siysélo siu=0 (Definida Positiva)

(N3) llaul =|alllul (Homogeneidad)

(N4 llu+vl<lul+lvi (Desigualdad Triangular)

Paratodou,ve X,aeC

El espacio vectorial X, junto a la norma |.||, es llamado un espacio normado y escribiremos
X = (X, [I.IN. En todo espacio normado X es factible introducir la estructura de espacio métrico
con la funcién d : X x X — R dada por

d(u,v)=llu-vl
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y es llamada la métrica inducida por la norma. El ntimero || u — v|| representa la distancia entre los
puntos uy v.

Proposicién 1.4.2. En un espacio normado toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracién. Sea la sucesioén {u,} convergente a u, entonces {u,} — u o también ||u, —n|l — 0
€ . .,
paratodoe >0, AN(e) > 0tal que ||u,—n| < 5; paratodo n = N(e). Mostraremos que dicha sucesiéon

convergente es de Cauchy. En efecto: ||u;, — umll = lup—um+u—ull = l(up— ) + (U — uy)ll <
I, —w)ll+ (e —um)l <€, paratodo n,m = N(e). Luego llu, — uml — 0.

Por lo tanto {u,} es de Cauchy. [ |

1.5. Espacios de Banach

Definicién 1.5.1. Un espacio vectorial X se dice que es completo, si toda sucesion de Cauchy {u,} en
X es una sucesion convergente a un elemento u de X.

Definicién 1.5.2. El espacio normado X es llamado espacio de Banach, si X es completo (completo
en la métrica definida por la norma).

Proposicién 1.5.3. Sea M < X, donde X es un espacio normado, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) M es cerrado
ii) Si{un} e M paratodoneN yu, — u, estoimplicaqueuec M

Ejemplo 1.5.4. Sea I” el espacio de sucesiones, donde p es fijo, ademds 1 < p < oo

1P = {u: (6]) = (61)62)"')/ §|€]|p <OO}

j=1

es un espacio de Banach con norma dada por
00 1
lul = (3 1¢17)”
j=1
Esto induce una métrica definida por:
00 1
d(u,v) = (Zlfj—fjl”)”
j=1
Demostracion. i) Primero probaremos que [” es un espacio normado, para ello mostraremos
que satisface las condiciones de una norma.

En efecto:

Sean u,ve [P, yaeC,con
u:(EIrEZr---) V:(Tll»ﬂz,---)

Luego,

= 1e7) woi=(Em,)’
j=1 j=1

1
00 1
Veamos que ( > 117 ) " satisface las condiciones de una norma.

j=1
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(i)

N1 Jlull = (£2,1¢;1P)” =0

(N2) |lull = 0 se deduce inmediatamente siy sélo si u =0

(N3) llaul = (£, 1ag;17)” = 1al( £2,1¢;1P)” < oo, luego laul = lallul

(N4) Usando la desigualdad de Minkowski, tenemos:

< =

(o] 1 2] 1 o0
lut vl = (Y15 +m0?)" < (L 1e,1?)" +( X my?)
j=1 j=1 j=1
Luego, lu+ vl =lul+vl.

Por lo tanto I” es un espacio normado.

Ahora probemos que [? es un espacio completo, es decir toda sucesién de Cauchy en [” es
convergente

En efecto:

Sea {u;,} una sucesion de Cauchy en el espacio I, ademas {u,,} = {{]", 7", ...}. Mostraremos
que {u,} — u.

Observemos que si {u;,} es de Cauchy, entonces para cadae >0, IN(e) e N, tal que Vm, n >
N(e), se tiene:

00 1
A (um, up) = (leé;"—fjfl”)” <e (1.5.1)
]:
De aqui tenemos que paracada j=1,2,...
m n
65 —¢jl<e (1.5.2)

De (1.5.2) observamos que para un j fijo, {6;.”} = {6}, E?, ...} esunasucesion de Cauchy, ademaés
es convergente, ya que C es completo, entonces digamos que {¢ ;."} — ¢ j, cuando m — oo.

Para probar que {u,,} — u, primero definamos u = (£;,¢>,...) ademds se puede observar de
(1.5.1) que para todo m, n > N(€), tenemos

k
T =ENP<e? (k=12,...)
j=1
Sin embargo cuando n — oo, tenemos que para m > N(e)

k
Em—¢jIP<eP  (k=1,2,...)
=1

J

Ahora hagamos k — oo, entonces para m > N

21T =&IP <€P (1.5.3)
j=1

Es decir d(u;,, u) < ¢, esto demuestra que {u,;} — u.
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(iii) Ahora probaremos que u € [P
En efecto:

De (1.5.3) tenemos que u;,;, — u = (67‘ —¢j) € lP, pues

(Zkf ~¢7)" <00

Ademas por la desigualdad de Minskowsky, tenemos:

&+ —gmp)’

< =
|
[\_48

(iwp)

~.
I
—

&€ -emir)”

I
’r?g

.
Il
—

[
’r?g

& |P)%+(ilfj—6;ﬂ|’”)i
=

~.
I
—

Entonces u € [P

Por lo tanto [” es un espacio de Banach. ]

Teorema 1.5.5. (Subespacio completo). Un subespacio M de un espacio normado completo X es
completo siy solo si M es cerrado en X.

1.6. Espacios de Hilbert

En un espacio normado podemos sumar vectores y multiplicar vectores por un escalar, ademas la
norma en dicho espacio generaliza el concepto de longitud de un vector, sin embargo lo que se
pierde todavia en un espacio nomado, y en lo que querriamos tener si es posible, es un andlogo del
producto punto

a.b=af1+azf+aszfs

y la férmula notable

lal=va.a

y la condicién de ortogonalidad (perpendicularidad)
a.b=0

De alli la pregunta surge si el producto punto y la ortogonalidad se puede generalizar a espacios
vectoriales arbitrarios, en efecto esto se puede hacer y llevar a espacios producto interno y espacios
producto interno completos llamados espacios de Hilbert. El espacio producto interno es un
caso especial de un espacio normado, su teoria es rica y se podria decir que este espacio es
una generalizacién del espacio euclideano, pues conservan algunas caracteristicas de tal espacio,
uno de sus conceptos importantes es el de la ortogonalidad. Ademads el espacio de Hilbert H se
puede representar como la suma directa de un subespacio cerrado y su complemento ortogonal.
Otro hecho importante es que toda funcional lineal acotada sobre H puede ser representada en
términos del producto interno, esto es el teorema de Riesz.
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Definicién 1.6.1. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto interno sobre H es una aplicacién
(L):HxH—-C

Que asocia a cada par de vectores u, v un niimero complejo denotado por {u, v) satisfaciendo:

(H1) {(u+v,w)=<{u,w)+{v,w)

(H2) (au,v)=alu,v)

(H3) {(u,v) = (v, u) (simetria hermitiana)

(H4) (u,uy>0y(u,uy=0siysélosiu=0

Para todo u,v,we H,a € C.

El producto interno es sesquilineal, es decir es lineal con respecto al primer factor y conjugado
lineal con respecto al segundo factor, ya que de (H1) y (H3) resultan:

1) (w,v+w)=<{u,v)+{u,w)
2) (u,av)=alu,v)

Las tres primeras condiciones juntas son conocidas como sesquilineales, y la cuarta es llamada
positiva. De este modo un producto interno es una forma sesquilineal positiva

Un producto interno sobre H define unanorma ||. || : H — [0,00), dada por

lull =+/<u, w

y una métrica sobre H dada por

du,v)=llu-vli=v<{u-v,u-o)

El par (H,¢,)) define un espacio pre-Hilbert o espacio euclideo.

Definicién 1.6.2. Un espacio pre-Hilbert (H,(,)) se dice que es un espacio de Hilbert si es completo
(completo en la métrica definida por el producto interno)

También el producto interno, definicién (1.6.1) puede ser escrito en términos de la norma, va la
llamada identidad de polarizacion

_1 2 2 . . 2 . . 2
<u,V>—Z lu+vl“=llu-vi“+ilu+ivl —ilu—ivl|

Ejemplo 1.6.3. El espacio 2=1{u= (fj)/Z‘folfjlz < oo} es un espacio de Hilbert, con producto
interno definido por

(wvy=) &m;
=1

1.7. Propiedades Geométricas de los Espacios de Hilbert

Una de las propiedades geométricas de los espacio de Hilbert es la ley del paralelogramo, otro
aspecto geométrico de este espacio es la nocién de ortogonalidad, asi como en el espacio vectorial
R" es conocida esta definicién que es de amplio uso en la teoria geométrica de R”, pues tal nocién
es también definida en los espacio pre-hilbertianos.
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1.7.1. Ortogonalidad

Definicién 1.7.1. Dos vectores u, v en un espacio pre-hilbertiano H son ortogonales si
(u,v)y=0

En este caso escribiremos u L v.

Definicién 1.7.2. Dados A y B subconjuntos de un espacio pre-hilbertiano H, diremos que A es
ortogonalaB, si ul v Yue A y Yv e B yescribiremos AL B

Definici6n 1.7.3. El complemento ortogonal de A, denotado por A+, se define como:
At={ueHlul A}

Teorema 1.7.4. (Teorema de Pitdgoras). En un espacio pre-hilbertiano, si u L v, entonces se
cumple:
2 2 2
lu+vl”=lul”+Ilvl

1.7.2. Complemento ortogonal y suma directa

En un espacio métrico X la distancia 6 de un elemento « € X a un conjunto no vacio M c H viene
dado por:
0 = inf d(u,v)
veM

y en un espacio normado esta viene dada por:
0= Inf|u,v|
veM
Teorema 1.7.5. (Vector minimizante). Sea X un espacio pre-hilbertianoy M # ¢ un subconjunto

convexo y completo (en la métrica inducida por el producto interno). Entonces para cada x € X,
existe un tinico elemento y € X tal que,

6= inf lx—yoll =llx—yll
e Y y
Lema 1.7.6. En el teorema anterior sea M un subespacio completo de Y y u € X fijo, entonces
z=x—yesortogonalaY.

Definicién 1.7.7. Un espacio vectorial U se dice que es la suma directa de dos subespaciosV y W y
escribiremos
U=VeW

tal que VN W =10}, si cada u € U tiene una tinica representacién
u=v+w veV,weW

Entonces W es llamado el complemento algebraico de V en U y viceversa, asi de este modo Vy W
son llamados subespacios complementarios en U.

Por ejemplo, si ¥ = R es un subespacio del plano euclideano R?, entonces Y tiene infinitos
complementos algebraicos en R?, donde cada uno de ellos es la recta real. Pero es mas conveniente
elegir un complemento que sea perpendicular, nosotros hacemos uso de este hecho cuando
elegimos un sistema de coordenadas cartesianas. En R la situacién es la misma.

Similarmente, en el caso de un espacio de Hilbert H, nos interesa representar H como una suma
directa de un subespacio cerrado V y su complemento ortogonal V+

Vi={ueHlulVv}
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Teorema 1.7.8. (Teorema de Proyeccion). Sea V un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H.
Entonces

H=VeWw, W=Vt
Probaremos que esta representacion es tinica.

Demostracioén. Ya que H es completo y V es un subespacio cerrado en H, entonces por el teorema
1.5.5 se tiene que V es completo. Ademds V' es conexo, luego usando el teorema 1.7.5 y el lema
1.7.6, tenemos que Yu e H,dve Vtalqueu=v+wcon we W = VL.

Probemos que esta representacion es tinica.
En efecto:

Asumamos que existe u =v;+wy;conv; € V,w e W = Vi, pero tenemos también que u = v + w,
luego v+ w = v, + w;, deestemodo v—v; = wy—w.Desdeque (v—-v)) e Vyv—vi=w-w e W=
VL, entonces (v—v1) € VN Vvt = {0}, esto implica que v = v; y w = wy, luego esta representacion
es Unica. Por tanto,

H=VeW, W=Vt

Definicién 1.7.9. Una funcional lineal en un espacio de Hilbert H es una funcién
f:H—-C

tal que:

flau+pv)=af(u)+pBf(v)
Va,eCyu,ve H

Definicién 1.7.10. Una funcional lineal es acotada si existe una constante ¢ = 0 tal que
Ifwl<cllul YueH

A continuacién veremos que toda funcional lineal acotada sobre un espacio de Hilbert H puede
ser representado en términos del producto interno, esto es el lema de Riesz-Frechet.

Lemal.7.11. (Riesz - Fréchet). Sea f : H — C una funcional lineal acotada. Entonces existe un uinico
z € H que se cumple

f)=(x,2) (1.7.1)
donde | z| = || f]

Demostraciéon. Probaremos que:
(a) f tiene unarepresentacion f(u) = (u, v)
(b) vestnico
© lvl=IfI

Si f =0, luego (a), (b) y (c) se cumplen si tomamos v = 0. Supongamos entonces que f # 0.
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(a) Consideremos el espacio nulo de f
N(f) = {ue HI f(u) =0}
Probaremos que este espacio es cerrado en H
En efecto:

Sea {u,} € N(f) convergente a un elemento u € H, entonces f(u,) =0 VYn. Como u, — u,
luego por la continuidad de f, tenemos f(u,) — f(u); de aqui inferimos que f(u) =0, es
decir u € N(f).

Luego N es un subespacio cerrado en H.

Desde que N(f) es un subespacio cerrado en H, por el teorema de proyecciéon tenemos que
si f #0, entonces N(f) # H, de este modo N(f)* # {0}. Como N(f)* # {0}, entonces existe
un vg € N(f)l con vg #0.

Ahora sea
w=fwvy— f(vo)u
Aplicando f tenemos
fw) = f(fWvo— fvo)u) = f(w) f(ve) — f(vo) f(u)=0

Esto muestra que w € N(f).

Desde que vg € N(f)* y w € N(f), entonces

0 =(w,vp) ={f(w)vo— f(vo)u, vo)
= f(w){vo, vo) — f(vo){u, vo)

Como vy € N(f)*, entonces (vg, vp) = |[vpll® # 0, luego despejando f(u) de la ecuacion
anterior, tenemos

_ flvo)
Jauy= (vo, Vo) {, vo)
={(u, f(wo) Vo)
(vo, Vo)
={u,v), donde v= f(vo) 1)
(vo, Vo)

(b) Probaremos que v es tnico.
En efecto:
Supongamos que para todo u € H exista un v; satisfaciendo (1.7.1), luego

fw) =<u,vy=<(u,vy)

Entonces
(u,v—r1) =0 paratodou
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Eligiendo en particular u = v — v, tenemos
(wv—v)=@w-v,v-v)=llv-n)*=0
De aqui v—v; =0, lo cual implica que v = v; Luego v es tinico.
(c) Finalmente probaremos que || f|l = ||v|
En efecto:
Si f =0, entonces v = 0 estaria probado, asumamos entonces que f # 0

¢ Probaremos primero que ||[v| < || f
Haciendo u = v en f(u) = (u, v), tenemos lvl? = (u,v) = f@) = Ifllvl, Luego [lvll =
11

e Ahora probaremos que || | < [V,
Bien como |f (u)| < [{u, v)| < llulll|v]. Entonces

sup |f(w)] < sup lullvl

llul=1 llul=1

IfI<lvl

Luego [ fll = llvll
De esta forma se deduce que || f]| = |Vl

Por lo tanto de (a), (b) y (c) tenemos que existe un tinico z € H tal que f(x) =(x,z) y llzll = I f1l.
|



CAPITULO 2

OPERADORES LINEALES

2.1. Operadores Lineales

En esta seccién haremos un estudio de operdares lineales no acotados sobre espacios de Hilbert,
esto nos llevara a la nocién de operadores simétricos y autoadjuntos.

Excepto se espacifique lo contrario H, H; y H» denotardn espacios de Hilbert sobre C.

Definicién 2.1.1. Sean H), y H» espacios de Hilbert. Un operador Lineal T es una aplicacion T :
D(T) ¢ Hy — H, que verifica la condicion:

T(au+pv)=aTu+pPTv
para todou,veDya,feC

Notacién: Al operador T : D(T) ¢ Hy — H,, lo denotaremos como T(H; — H»)
El dominio de T, denotado por D(T), es un subespacio de H; y se define como

D={ue Hy/ve Ho,v=Tu}
El rango de T denotado por R(T) es un subespacio de H> y se define como
R(T)={ve Hy/AueD(T), Tu= v}
El espacio nulo de T es un subespacio de H; y se define como
N(T) ={ueD(T)/Tu=0}

Definimos también el rank, nulidad y deficiencia de T, de la siguiente manera

rank(T) =dim(R(T))
nul(T) =dim(N(T))
def(T) =codim(R(T))

Los operadores especiales I (identidad) y 0 (cero) de H; a H, (ambos con dominio H;) estdn dados
por: I, =uy O, =0.

31
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Si Sy T son dos operadores de H; — H, se dice que son iguales si D(S) = D(T), y para todo
ue D(S), Su= Tu;y escribiremos S=T.

Dos operadores que no estdn definidos en todo su dominio, nos lleva a definir restricciéon y
extension de un operador.

Si Sy T son dos operadores de H; — H, tales que D(S) € D(T)y Su= Tu Yu € D(S), entonces T es
llamado una extensién de S (en simbolos S c T), y S es una restriccién de T.

Definicién 2.1.2. La inversa T~! de un operador T(Hy — H>) es definido si y solo si la aplicacién es
inyectiva.
T es inyectiva siy solo si Tu =0 implica que u = 0.
T~ es por definicién el operador T~!: R(T) — H; talque T~ Tu = u.
Asi tenemos:
DI~ =R(T) ; R(T™H =D(T)
TN Tw=u; ueD(T)
T(T'v)=v; veR(T)

Diremos que T es invertible si T~! existe.

Definicién 2.1.3. El operador lineal T : 'D(T) — H, se dice que es densamente definido en H,, si
D(T) es denso en Hy.

Definicién 2.1.4. Sean Sy T operadoresde Hy — H>. LasumadeS y T es el operador S+ T, definido
por:
S+TNu=Su+Tu YueDS+T)

donde,
DS+T)=DS)NnD(T)

Definicién 2.1.5. La multiplicacion de un operador T de Hy — Hj con un escalar a € C se define
por
(@Du=a(Tu) YueD(aT)

donde,
D(aT)=D(T)

Definicién 2.1.6. La composicién de un operador lineal T de Hy — H, con un operador S de
(H, — Hs), es el operador lineal ST : Hy — Hj definido por

(STYu=8(Tw) VYueD(ST)

donde,
D(ST) ={ue D)/ Tue D)} =S'D(T)

Definicién 2.1.7. El operador lineal T : D(T) — H,, se dice que es acotado si existe un c € R tal que
para todo ue€ D(T)

I Tull < cllull (2.1.1)



2.1. OPERADORES LINEALES 33

Notemos que en (2.1.1) la norma de la izquierda estéd sobre H, y la norma de la derecha est4 sobre
H,. Por simplicidad denotaremos ambas normas con el simbolo ||.||. Si en (2.1.1) elegimos ¢ = || ull,
entonces obtenemos la férmula,

[ Tull < | Tl eell

Si el operador lineal T es acotado, se define la norma de T como:

3 I Tull
1Ty = (2.1.2)
ueD(n)—{0y llull
I Tull
1Ty = Yu#0
ll2ell
lullTl = |Tul

La norma definida (2.1.2) satisface la condicién de norma.

Denotaremos como B(Hj, Hy) al conjunto de operadores acotados T : H; — H, con D(T) = H;.
Esto es
B(H,,Hy) ={T: Hy — H,/T esoperador lineal acotado}

Definicion 2.1.8. Sea T : X — Y lineal. Se dice continuo en xy € D(T) c X si
Ve >0, 36 >0/si dy(x,x9) <0 — da(f(x), f(xp)) <€

esto es
Ye>0,36 >0/ x—xolly <6 — [l f(x)— f(xp)ll2 <€

Teorema 2.1.9. Todo operador continuo es acotado.

Demostracion. Sea T : X — Y continuo,seaxp€ X, e=1>0

Luegosi xe X
n x=0=>[TI=1TO)=0l=0=<1]0]=1]xI
= x#0
1
I

Sea x; = xp+ T %> entonces

1Tx1—Txoll = 1T(x1—x0)ll
X
= [ T(xo+——x0)ll
llxll
- ||T( a )n
[l x|
1
= [[—=TMI
[l x|
1T
= <
[l x|l
Luego | T(x)|l = lIx|l. Lo cual significa que T es acotado. |

Ejemplo 2.1.10. (Operador Integral)

Sea X = Cla, b] con la norma
lull = méx [u(x)]|
a<x<b
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donde —oco < a < b < co. Supongamos que es continua la funcién
K:[a,b] x[a,b] — R

Definamos el operador integral T': X — X tal que

b
Tu(x) = f k(x, P)u(y)dy, Vxelabl
a

Entonces, el operador T es acotado y

ITII< max |k(x,y)l
a<x, y<b

Demostracién. Para probar que T es acotado, primero observemos que la continuidad de k sobre
el cuadrado cerrado [a, b] x [a, b], implica que k es acotado, es decir

lk(x, )< ko Vxe€la,b]lxla,bl

Ademas
lull = max [u(x)|
a<x<b

Entonces:

b
| Tull = max fk(x,y)u(y)dy
a<x<b
a

b
< méxb lk(x, M| lu()|dy

asx, y<
a

b
<k mix [lutdy
asx, y<b
a
< ko(b—a)llul

Estoes || Tull < cllull donde ¢ = ko(b— a), de aqui T es acotado.

2.1.1. Rango numérico, resolvente y espectro de operadores

En esta seccién daremos una introduccion al rango numérico y al espectro de un operador T que
actuade Hen H.

Definicién 2.1.11. Elrango numérico de un operador lineal T : H— H se define como el conjunto
w(T) = {Tu,u)y € ClueD(T),|ull =1}

w(T) es un subconjunto del plano complejo, donde (., .) denota el producto interno en H y
es la imagen de la esfera unidad {« € H/|lull = 1} de H bajo la forma cuadrética u — (Tu, u).
Este conjunto en general no es abierto ni cerrado cerrado, una propiedad importante del rango
numérico es su convexidad, esto es el teorema de Toeplitz-Hausdorff [1918-1919].
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Teorema 2.1.12. Si T es un operador lineal T : D — H, entonces w(T) es convexo

Para la idea de una prueba, vea Kato [pag 571]

Sea I' la clausura de w, I'(T) = w(T), tomado de esta forma I' es un conjunto convexo cerrado.
Ademads sea A el complemento de I' en el plano complejo, es decir A(T) = C-T'(T), A(T) es un
dominio, excepto si I'(T) es una franja en C acotada entre dos rectas paralelas. Entonces se puede
obtener A(T) = A1 (T)UA2(T), donde A; y A, son semiplanos.

Definicién 2.1.13. Sea un operador T de H en H y sea I la identidad sobre H, el niimero complejo {
es un valor regular de T si (T — (1) es un operador invertible.

El conjunto de los valores regulares de T se denomina el conjunto resolvente y lo denotamos como
p(T)
p(T)={C e C/(T —{Des invertible

Los valores no regulares de T se llaman valores espectrales de T'. El conjunto de todos los valores
espectrales de T se denomina espectro de T ylo denotamos por o (7).

El espectro de T es entonces,
o(T)=C—p(T)

Un ntmero ({ € C, se dice que es un valor propio de T si N(T —{I) # 0. Si { es un valor propio y
Tu = {u con u # 0, entonces u se llama vector propio de T correspondiente al valor propio (. Al
subespacio N(T — (1) se le llama subespacio propio correspondiente al valor propio ¢.

2.2. Operadores no Acotados

Los operadores T no acotados, aparecen en muchas aplicaciones tanto en fisica como en
matematica, el estudio de este tipo de operadores fue estimulado en mecdnica cudntica por J.
von Newmann y M. H. Stone. Los operadores no acotados son mds complejos que los operadores
acotados, ya que un operador acotado es definido en todo su espacio, mientras que los operadores
no acotados no necesariamente, esto nos lleva a considerar el problema de dominios y extensiones.
También vamos a ver que es necesario la densidad del dominio D(T) en H; para que exista el
operador adjunto T* de un operador lineal T, asi mismo la mayoria de operadores lineales no
acotados que aparecen en la practica son cerrados o por lo menos tienen una extension cerrada.

En esta seccién consideraremos operadores lineales T : D(H) ¢ H; — H, cuyo dominio D(T) esta
en un espacio de Hilbert complejo.

2.2.1. Operadores cerrados

Sea T un operador de H; a H,. Una sucesion {u;} € D(T) se dice que es T-convergente a u € Hy, si
{un} y {Tuy} son sucesiones de Cauchyy u, — u.

Notacion:

Escribiremos u, —r u para indicar que {u,} es T-convergente a u.

Definicién 2.2.1. Sea T un operador de Hy — H>, sedice que T es un operador cerrado, si para cada
sucesion {uy} en D(T), T-convergente a u € Hy, entonces u € D(T) y{Tu,} — Tu es decir:

Siup— uy{Tuy} — v, entoncesuc D(T) yT(u) =v (2.2.1)
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Teorema 2.2.2. Si T(H; — H>) es acotado, entonces T es cerrado siy solo si D(T) es cerrado en H.

Demostracion. Sea una sucesion {u,} € D(T), convergente a u € H;, ademéds como T es un
operador acotado, entonces es continuo, es decir {Tu,} — v,v € Ho.

= Si T es cerrado entonces u € D(T) y Tu = v, de esto se deduce que toda sucesién en D(T) tiene
un limite en D(T); luego D(T) es cerrado.

< Si D(T) es cerrado, entonces u € D(T) y
ITup— Tul < ITIl lup—ull —0
De aqui Tu;, — Tu = v;luego T es cerrado. ]

Denotaremos al conjunto de todos los operadores cerrados de H; y H, por C(Hy, H») y
escribiremos C(H, H) = C(H). Observemos que por el teorema anterior tenemos que B(H;, Hy)
C(H,, Hy), ya que operadores en B(H;, H,) tiene dominio cerrado en H;

Teorema 2.2.3. Si T(H, — H>) es cerrado y A(H, — Ha)es acotado tal que D(T) c ‘D(A), entonces
T + A es cerrado.

Demostracién. Observemos que D(T + A) = D(T) N D(A) = D(T). Sea {u,} una sucesién en D(T),
(T + A) convergentea u e H.

Probaremos que {u,} es T-convergente.

En efecto:

| Tu,— Tumll = | Tuy — Ty + Ay, — Atk + Aty — Aty ||
=I(T+Auy—(T+Aupy—Aluy —uy)ll
SIT+Aup—(T+ADuml + 1A uy — upl
-0
Ya que {u,} es (T + A) convergente. Esto prueba que {u,} es T-convergente.
Ahora como T es cerrado, entonces u € D(T) y {Tu,} — Tu. Luego por la desigualdad triangular.
(T +A)(up — )l < 1Ty — W)l + | Al — w)|
< Tup— Tull + kllu, — ull
-0

De aqui {(T + A)u,} — (T + A)u, como queriamos. Por tanto T + A es cerrado.

Teorema 2.2.4. SiSe C(H,,H,) y T € C(H>, H3) con T~! € B(Hs, Hy), entonces TS € C(H;, H3)

Demostracion. Sea {u,} unasucesiéon en D(TS), TS-convergente u € Hi, entonces existe un vin Hs
tal que {TSuy,} — v.

Observando que D(T~!) = H3, y que T~! es acotado, entonces tenemos:

ISup—T vl = 1T TSu,— T ||
=TT Su, - vl
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< k(T Sup—v)|
—0

De modo que Su,, — T~'v. De aqui {1,,} es una sucesién en D(S), S-convergente a 1. Ademas como
S es cerrado,
{Su,} — Su= T v

Asique TSu = v.Luego TS € C(H;, H3), como se requeria. ]
Teorema 2.2.5. Si T(H; — H») tiene rango cerrado, y

@AmeR)NVueD(T) |Tul=mlul
entonces T es cerrado.

Demostracion. Sea {u,} una sucesién en D(T), T-convergente a u € Hj, entonces {Tu,} — v para
algin v € H,. Pero R(T) es cerrado, asi que para algtin w € D(T),

Tw=v
Como D(T) es un subespacio, para todo n tenemos (u, — w) € D(T) y por hipétesis, tenemos:
mlup—wl <IT(up—wl =1Tup—Twl =1Tup— v —0

Luego |lu, — wl| — 0, es decir u,, — w. Ademds como {u,} es T-convergente a u, tenemos que
u=weD(T)y Tu=v.Deaqui T es cerrado. ]

Teorema 2.2.6. Si T € C(H; — H>), entonces N(T) es cerrado en H,.

Demostracién. Consideremos el espacio nulo de T, N(T) = {u € D(T)/ Tu = 0}.

Sea {u,} una sucesion en N(T) convergente a u € H;, para demostrar que N(T) es cerrado es
suficiente verificar que u € N(T).

En efecto:

Como {u,} € Tu, = 0. De aqui tenemos
Tu= lim {Tu,}=0
n—oo
Luego Tu =0, es decir u € N(T),

Por lo tanto N(T) es cerrado en H;. [ |

2.2.2. Operadores adjuntos

Dado un operador T(H; a H»), podemos asociar el operador adjunto de (H, a H;) que estd
estrechamente relacionado a T. Estos operadores son sumamente utiles, y nos llevan a las
importantes nociones de simetria y autoadjuntos.

Definicién 2.2.7. Los operadores T(H; a Hy) y S(H» a H)) se dicen que son adjuntos siNu € D(T) y
v € D(S). Tenemos,

(Sv,u) =(v, Tu) (2.2.2)
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En general, dado un operador T, existirdin muchos operadores adjuntos a T; pero si T es
densamente definido, existe un tinico operador maximal T* adjunto a T. Esto significa que T*
es adjunto a T mientras que cualquier otro operador S adjunto a T serd una restriccion de T*.

T* esllamado operador adjunto a T.

Observaciéon 2.2.8. Si T(H; a H») es densamente definido sobre Hj, entonces existe un operador
maximal T*(H, a H;) adjunto a T tal que

T*v=w
con dominio
DT ={ve Hy/Awe Hy; Yue D(T) (v, Tu) = {w, u)} (2.2.3)
Probaremos que T estd bien definido.
En efecto:

Sean w, y w» € H; satisfaciendo (2.2.3), entonces tenemos:

(v, Tuy = (w, w) (2.2.4)
(v, Tu) = {w», u) (2.2.5)
Igualando (2.2.4) y (2.2.5) resulta

(wy, uy = (wp, uy, y esto equivale a
(Wi —wo,u)=0
Como D(T) es denso en Hj, entonces w; — w» = 0. Luego w; = w», es decir w € H; estd inicamente
por v.De aqui T* : D(T*) — H; dado por T* v = w esta bien definido.

Ademas T* es un operador adjunto maximal a T

2.2.3. Operadores simétricos y autoadjuntos

Antes de presentar la nocién de operador autoadjunto para operadores lineales densamente
definidos en H, el cual es muy importante en la teoria como en las aplicaciones, introduciremos
brevemente el concepto de operador simétrico.

Trabajaremos con operadores de H en H, es decir H, = H, = H.

Definicién 2.2.9. Eloperador T(HaH) es un operador simétrico, si T es densamente definido en H,
y para todo u, v € D(T) se cumple
(Tu,v) =<u, Tv)

Ejemplo 2.2.10. (Operador Multiplicacién)

Sea el operador multiplicacion T

T :D(T) — L*(—00, +00)

ux)— Tu(x) = xu(x)
donde D(T) c L?(—o0, +00) y x € R. el dominio estd dado por

D(T) = {u € L*(—00, +00)/ xu € L*(—00, +00)}
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+00
= {u € L*(~00, +00)/ f x?|u(x)[?dx < oo}
—o0

se probara que el operador multiplicacién

(a) No es acotado

(b) Essimeétrico
Demostracion. (a) Sealasucesion (u,) en D(T) tal que

w®={y | Sretmnin 226
Luego por (2.2.6, tenemos)
+00 n+1

||un||2:f|un(x)|2dt: f dx=1
n

—00

Entonces
lunpll =1

Ademas

+00

| Ttn]? = f Ty () P
—00

+00

f |1y () > d x

+00

f x| (012 dx

—00
n+1

= f x*dx

Luego tenemos

2 2
ITuyll”>n
ITupll>n
I Tupl

(7
IT|>n neN

pues| i, = 1

Por lo tanto el operador T no es acotado.
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(b) puesto que x € R, entonces x = X. Luego para todo u, v € D(T) se tiene:

+00
(Tu,v) = f Tu(x)v(x)dx

—00
+00

= f xu(x)v(x)dx
oo

= f ux)xv(x)dx

={u, Tv)

Por lo tanto T es un operador simétrico
|

Lema 2.2.11. Un operador lineal T densamente definido sobre un espacio de Hilbert complejo es
simétricosiysolosiT < T*

Demostracién. = Si el operador lineal T es simétrico, entonces
(Tu,vy=(u, Tvy Yu,veD(T) (2.2.7)
Puesto que T es densamente definido, entonces el operador adjunto T* existe, y se tiene
(Tu,vy={u, T*v) VYu,€D(T) (2.2.8)
Igualando las relaciones (2.2.7) y (2.2.8), tenemos

{u, Tvy ={u, T*v), de donde
(u,Tv—T*v)=0 VYueD(T), porlo tanto
(Tv—-T*v) e D(T)*

Como D(T) es denso en H, entonces D(T)* = {0}. Luego

Tv-T"v=0 VYveD(T), asique
Tv=T"v VYveD).

Por lo tanto, tenemos
DT <D(T*) y T*lpm =T

Porlotanto T < T*.

< Si T < T*, entonces el operador T es simétrico.

Por hipétesis T < T*. Entonces
DM cDT*) y T lpqy =T 2.2.9)
Por definicion de operador adjunto, para todo u € D(T) y todo v € D(T*), tenemos

(Tu,vy={u, T*v) (2.2.10)
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Por larelacion (2.2.9)
T*v=Tv VYveD(T)cD(T (2.2.11)

Reemplazando (2.2.11) en (2.2.10), obtenemos
(Tu,vy={(u, Tv) Yu,veD(T)

Por lo tanto T es simétrico.
[ |

Definicién 2.2.12. Sea T : D(T) — H un operador densamente definido en H, se dice que T es un
operador autoadjunto si
T=T"

Observacién 2.2.13. Todo operador lineal autoadjunto es simétrico, sin embargo un operador
simétrico no necesariamente es autoadjunto, la razén es que T* puede ser una extension lineal
propia de T, es decir D(T) # D(T*), y obviamente, esto no puede ocurrir si D(T) es todo H.

Ejemplo 2.2.14. (Operador multiplicacién )

Sea el operador multiplicacion T

T :D(T) — L?(—00, +00)

u(x) — Tu(x) =xu(x) xeR
es un operador lineal autoadjunto.

Demostracion. Como el operador multiplicacién es simétrico, entonces T < T* (lema 2.2.11).

Para probar que T es autoadjunto faltaria probar que T* < T, para ello es suficiente probar que
D(T*) < D(T), es decir, debemos elegir un v € D(T*), y probar que v € D(T).

Sea v € D(T*), elegido arbitrariamente. Entonces:

(Tu,v)={(u, T*vY YueD(T).

+00 +00
De aqui, f Tu(x)v(x)dx = f u(x)T*v(x)dx y de esto,
oo oo
fxu(x)mdx: f u(x)T*v(x)dx, luego,
oo oo
f uxX)xv(x)dx = f u(x)T*v(x)dx, por lo tanto
oo oo
f u(x)xv(x)dx—f ux)T*v(x)dx=0
Asique
+00
f ux)xvx)—T*v(x)])dx=0 (2.2.12)

—00
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Puesto que (2.2.12) se verifica para toda x € D(T), consideremos:

xv(x)-T*v(x), si x€]la,b]
u(x) = (2.2.13)
0, si x¢]la,b]

Ahora reemplazando (2.2.13) en (2.2.12), tenemos:
b
f lxv(x) - T*v(x)|?dx=0
a
De aqui, se tiene que xv(x) — T*v(x) = 0 en [a, b]. Luego xv(x) = T*v(x) en [a, b]. Pero como
Tv(x)=xv(x) = T*v(x), se deduce que

Tv(x)=T"v(x)

Desde que el intervalo [a, b] fue arbitrario, esto muestra que v € D(T), es decir, v(x) # 0 para todo
x€la,bly Tv=T*ve Ly(M).

Con esto queda demostrado que
DT*)<cD(T) Tlpr=T"

Esdecir T* < T.Porlotanto T = T*. [ |

2.2.4. Operador Isométrico

Definicién 2.2.15. Sean X y Y espacios producto interno sobre el mismo cuerpo y sea T una
transformacién lineal de X en Y. Se dice que T es una isometria si{(Tx, Ty) = (x,y) de X.

2.2.5. Operador Normal

Definicién 2.2.16. Sea X un espacio producto interno de dimension finitay T un operador lineal
sobre X. Se dice que T es normal si conmuta con su adjunto; es decir

TT =T*T

2.2.6. Operador Positivo

Definicién 2.2.17. Un operador T € L(H) se dice positivo si (Tx,x) = 0 para todo x € J.
Denotaremos en estecaso T = 0.

En el espacio L(H) de todos los espacios acotados, y Ty, T» estan en L(H) diremos que,

Th<TysiTo,—-T1 =0

2.2.7. Operador Compacto

Definicién 2.2.18. Dado T € L(H,, H) se dice que T es compacto si para toda sucesién acotada
(& n)nen de Hy, (T¢ ) nen tiene una subsucesién convergente. Denotaremos &, (Hy, Hy) al conjunto
de los operadores compactos de L(Hy, H»).



CAPITULO 3

OPERADORES HIPERCICLICOS

3.1. Sistemas Dinamicos Lineales

En este trabajo de grado desarrollamos el andlisis de sistemas dindmicos lineales. Trabajamos
sobre espacios vectoriales X junto con una topologia 7. El objeto de estudio serdn los operadores
lineales y continuos sobre el espacio (X, 7). Notamos

L(X):={T: X — X, T lineal y continuo}.
Definimos ahora, los sistemas dinamicos lineales.

Definicién 3.1.1. Un sistema dindmico lineal es un par (X, T) donde X es un espacio vectorial
topologico real o complejoy T € L(X).

Muchas veces trabajaremos en contextos menos generales, como los espacios de Banach o de
Fréchet.

Definicién 3.1.2. Decimos que el espacio métrico (X,d) es un F-espacio, si es un espacio vectorial
real o complejo con una métrica d, que lo hace completo. Si ademds X es un F-espacio localmente
convexo, decimos que X es un espacio de Fréchet.

Para entender la dindmica del sistema, estudiaremos las 6rbitas que definen el operador T.

Definicién 3.1.3. Sea (X,T) un sistema dindmico lineal. Para x € X, definimos la 6rbita del elemento
x por T como el conjunto
Orb(x,T)={T"(x): neN}

Puntualmente, nos interesa determinar la existencia de operadores lineales y continuos sobre el
espacio X que admiten érbitas densas.

Definicién 3.1.4. Sea (X, T) un sistema dindmico lineal. Decimos que T es hiperciclico si existe x€ X
tal que Orb(x, T) es denso en X. En este caso decimos que x es un vector hiperciclicode T

Definicién 3.1.5. Sea x un vector hiperciclico de T, llamaremos HC(T) al conjunto de los vectores
hiperciclicos de T, asi:
HC(T) ={x/x es vector hiperciclico deT}

43
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Observacién 3.1.6. Es claro que esta condicién nos restringe a trabajar sobre espacios separables.
Ejemplo 3.1.7. El operador identidad no es hiperciclico.

Demostracion. Sea

I'X—-X

x—1x)=x
Ahora,

Orb(x,)={I"(x): neN}
={{{olo---0ol)(x):neN}
={x:neN}
= {x}

Luego, X ,CZ Orb(x, I); porlo tanto I no es hiperciclico. [ |

Proposicion 3.1.8. Sea T € L(X), si T es hiperciclico, entonces existe (ni)ren SN y @ € R tal que
T (x) — ax.

Demostracién. Sea T : X — X. Por hipotesis,

T es hiperciclico — 3xe X/ Orb(x,T) = X
—{T"(x):neN} =X
—(xeX— axeX,axeM)
< (Inrtken € NHT™ (1)} — ax).

3.2. Restricciones que trae la definici6on

Asi como la separabilidad de X, otras restricciones sobre el sistema (X, T) deben considerarse.
Empezamos con el primer resultado de S. Rolewiez que afirma que este es un fenémeno puramente
infinito-dimensinal [6].

Teorema 3.2.1. No existen operadores hiperciclicos en espacios de dimension finita.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de dimension finita (V) y T € £(X) un operador
hiperciclico, luego, existe x € HC(T). Afirmamos que el conjunto W = {x, T(x), T?(x), ..., TN~ (x)}
cuyo cardinal es (), es linealmente independiente. Si no lo es, entonces existen a; €K, 0 <i <
N —1 no todos nulos, tales que

N-1

Y a;T (%) = agT°(x) + a1 T(x) + @ T (x) + oo + @5, T () + .+ an-1 TV 1 (1) =0

i=0

Sea ip = max{i; a; # 0}, tenemos que

ai, TN (x) = —(ap T(x) + a1 T (x) + ap T3(X) + ... + @i, T (%))
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ip—1 , .
==Y @ T x) e (x, T(x), T>(x),..., T (X)) gen
i=0
. o=l g .
Tlo+1(x) - _ Z ﬂTl+1(x)
i=0 @i
ip—1

==Y biT™*'(x).
i=0

Luego

— TN+(i()+1)—(i0+1)(x)

— T(N—i()—1)+(io+1)(x)

— TN—io—l(Ti0+1(x))

. ip=1 .
— TN—lo—l(_ Z blTl+1(x))
i=0

_ pN-ip=1,_ 2 3 ) io

=T (=@ TX)+ a1 T (xX)+ax T (x) +...+ a;j,—1 T (x)))

=—(ay TN~ (x)+a; TN_i°+1(x) +.. a1 TN_l(x)) y esto pertenece a

(TNt TN X)) gen < (X, T(x), T2 (), oo, TV 1 (X)) gen
Tenemos que

(Orb(x, T gen = (x, T(X), T*(x), .., TN "1 (X)) gen,

y por lo tanto
dim(Orb(x, T)) gen) = dim((x, T(x), T*(x), ..., TN (X)) gen) = N

Lo que implica que Orb(x,T) no es denso en X. Luego los vectores son Li. Sea @ € R*; como
T es hiperciclico existe (ni)reny S N tal que T (x) — ax. Al ser T un operador continuo y
(x, T(x), T%(x),..., TN"1(x)} una base de X, tenemos que

T™(T'(x)) =T (T"™(x)) — aT'(x) Vi < N;
= T (z) - az Vze KY;
T — al;
det(T™) — alV.

Si a:=|det(T)|, obtenemos que {a" : n € N} es denso en R* U {0}, lo que es una contradiccién. Por
lo que se deduce que no es posible hallar T € £(X) hiperciclico. |

Teorema 3.2.2. (Kitai): Sean (X, ||-Il) un espacio de Banach separable y T : X — X un operador
hiperciclico. Entonces el operador adjunto T* : X* — X* no posee autovalores.

Demostracion. Supongamos que X es sobre C y que T posee un autovalor A. Sea x* € X*,x* #0,
un autovector asociado a A; es decir T*(x*) = Ax*. Fijemos ahora un vector hiperciclico para T,
digamos x € X. Entonces la 6rbita x respecto a T, Orb(x, T), es densa en X y como x* es una
aplicacién continua sobreyectiva, el conjunto

D={x*(x),x*(Tx),x*(T?x),..} = x* (Orb(x, T))
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es denso en C (la imagen bajo una aplicacién continua y sobreyectiva de un conjunto denso es
denso). Por otro lado, como x* (Tx) = T*x*(x) y (T™)* = (T*)" para todo n € N, resulta que

x*(T"x):n=0,1,2,..} ={(T"H"x*(x): n=0,1,2,..} ={A"x*(x): n=0,1,2,...}

y, por su puesto, el tltimo conjunto no es denso en C. En efecto, si [1| =1 o x*(x) = 0, entonces el
conjunto {A"x*(x):n=0,1,2,...} es acotado y, por consiguiente, no puede ser denso en C. Si || > 1
y x* (x) # 0, entonces |A"x* (x)| — ooy, de nuevo, {A"x*(x) : n=0,1,2,...} tampoco puede, en este
caso ser denso en C. Esta contradiccién establece que T* no puede poseer autovalores. |

Cuando estudiamos operadores hiperciclicos en espacios de Banach, debemos considerar
restricciones sobre la norma del operador. Por ejemplo, si || T|| < 1, la 6rbita de cualquier elemento
Xp es un conjunto acotado,

Orb(xy, T) < B(0, | xoll).

Esto dice que un operador hiperciclico no puede ser contractivo. tampoco puede ser expansivo, por
que todas las 6rbitas se mantendrian alejadas del 0, resumiendo tenemos la siguiente observacion.

Observacién 3.2.3. Sea X un espacio de Banach, y T € £(X),
= Si||T||<1= T no es hiperciclico,
» Si||Tx| = x|, Vx€ X = T no es hiperciclico.

Continuamos analizando mdés propiedades que surgen de la definicién. En este caso, una
propiedad sobre el espectro de T*. Notamos o, (R), al espectro puntual del operador R, i.e., el
conjunto de todos los autovalores de R.

Proposicién 3.2.4. Sea T € L(X) hiperciclico. Entonces o, (T*) = ¢

Demostracién. Supongamos que o, (T*) no es vacio. Sea a € 0,(T*) y x* € X* un autovector de
T* asociado a a. Sea x € HC(T). Como toda funcional no nula es sobreyectiva, x*(Orb(x, T)) es
denso en K. Pero,

X*(Tx)=T*(x")(x) = ax™(x),

entonces,

x*(T"x) = (T*)"(x")(x) = a" x* (x)
Asi obtenemos que {a”x*(x) : n € Np} es denso en K. Lo que es una contradiccion, y resulta
op(T*) =@ [

Observacién 3.2.5. Si X es un espacio de Banach, la propiedad o, (T*) = ¢ implica que T — a tiene
rango denso para todo a € K, pues

R(T-a)t =Ker(T—a)* = Ker(T* - @) = {0}.

Esta propiedad es cierta para operadores hiperciclicos, aunque no estemos en espacios de Banach.

Siguiendo con las restricciones que impone la definicién, pasamos ahora al ultimo de los
resultados que presentaremos en esta seccién. Veremos que no existen operadores compactos
hiperciclicos. Lo probamos primero para espacios complejos, y luego para reales. Recordamos la
definicién del radio espectral de un operador.
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Definicién 3.2.6. Sea X un espacio de Banach y T € L(X) definimos el radio espectral de T como
p(T):=supf|Al:Aea(T)}.
La formula de Gelfand para el radio espectral es
p(T) = Timl|(T™)|'"™.

Proposicién 3.2.7. Sea X un espacio de Banach complejoy T un operador compacto. Entonces T no
es hiperciclico.

Demostracion. Recordemos que como T es compacto, T* también lo es y al ser un espacio
vectorial sobre C, tenemos que o(T*) = {0} Uo,(T*).Si o(T*) # {0}, T no es hiperciclico por
la proposicién 3.2.4. Si o(T*) = {0} se tiene también p(T*) = 0. Luego, existe ny € N tal que
[(T*)"|"'" = 1 para todo n = ny. Esto implica que

1T = 1(TH* = II(TH" <1, Yn=ng

y asi,
Orb(x,T)={x,Tx, T?x,..., T \x}U{T"x : n=ne}
< {x, Tx, T?x,..., T"™ ' x} U B(0, [ xI).
Con lo que la 6rbita de x por T es un conjunto acotado. Luego T no es hiperciclico. [ ]

Probemos ahora el mismo resultado en el caso real. Para eso, complejificaremos el espacio y
usaremos que ya hemos probado el espacio complejo.

Proposicion 3.2.8. Sea X un espacio de Banach real y T un operador compacto. Entonces T no es
hiperciclico.

Demostracién. Supongamos que T es hiperciclico. hacemos la siguiente construccién para
complejificar el espacio y el operador. Consideremos Y = X @ i X con la norma definida por

./ /
lxeix' || =llxll + x|

Es facil ver que Y es un espacio de Banach complejo. Definimos S : Y — Y como S(x® ix') =
T(x)®iT(x'). Veamos que S es un operador acotado y ||S|| = || T||. Notemos que

IS(xeix)| =T ®iTx)l
=1 Tx|l+ 1 Tx|
< Tl + %I
= Tlllx® ix"ll,

entonces ||S|| < || T|l. Tomando una sucesion x, € X, || x|l = 1 tales que || Tx,|| — | T|, tenemos
que S(x, ®i0) = Tx, ®i0,luego S| =|IT||.

Veamos ahora que S es compacto. Sea (y,)nen € Y una sucesiéon acotada. Podemos escribir
VYn = Xp ® iXp, con (xy),(x}) < X dos sucesiones acotadas. Por compacidad de T, existe x € X y
(Xn;) jen una subsucesion tal que Txp; — Tx. Como (xﬁij) c X es acotada, existe x' € X y (x”jk)
una subsucesién tal que T Xn;, — Tx'. Por lo tanto S( ynjk) — Tx®ix'. Luego S es compacto.
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Veamos que S* : Y* — Y™ no tiene autovalores. Sea y* € Y*,y* Z0y 1 € C tal que S*(y*) = 1y*.
Sea xp € HC(T). Entonces

1y*(T"x—08i0)] : neN} = {ly*(S"(xo®i0)| : neN}
={(S)"(y")(xp®i0)| : neN}
={A"y* (xo ® i0)| : neN},

lo que es una contradiccion, pues el primer conjunto es denso en R U {0} y el tltimo no. Tenemos
entonces que ¢(S*) = {0}. Como antes, existe ny € N tal que ||S”|| < 1 para todo n = ny. Pero
IT™| = |IS™|| <1 para todo n = ng, argumentando como en la demostraciéon del caso complejo,
podemos ver que T no es hiperciclico, en contradiccién a lo que habiamos supuesto. [ ]

3.3. Propiedades de los Operadores Hiperciclicos

Presentamos en esta seccion propiedades de los operadores hiperciclicos. Comenzamos con los
resultados que nos permitirdn demostrar cudndo un operador lineal es hiperciclico. En general, no
es un trabajo sencillo mostrar que una funcién cualquiera admite 6rbitas densas, pero en el criterio
lineal existe un criterio de facil aplicacién que da condiciones suficientes para que un operador sea
hiperciclico. El primer resultado se debe a G.D. Birkhoff, es una aplicacion de la teoria de Baire y
relaciona sistemas dindmicos lineales con sistemas dindmicos topolégicos.

Definicién 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Una aplicacion T : X — X es transitiva si para todo
U y V subconjuntos abiertos no vacios de X existemeN tal que T"(U)NV # @.

Proposicion 3.3.2. Sea X espacio métrico de Baire perfecto (i.e., sin puntos aislados) y separable y
T : X — X continua. Entonces existe z € X cuya 6rbita respecto de T es densa en X si, y solo si, T es
transitiva.

Demostracion. Por hipoétesis sea z € X tal que {T"z: n € Ng} es denso en X. Sean U y V abiertos no
vacios de X. Existe k € N tal que T*z e U. Como X no tiene puntos aislados, {T"z: m > k} también
es denso en X, luego existe n € N tal que T%*"z = T"(T*z) € V. Tomamos y := T*z € U y tenemos
que T"ye V,porlotanto T*(U)NV # @.

Reciprocamente, como X es espacio métrico separable cumple el segundo axioma de
numerabilidad, podemos por tanto tomar una base {V};},en de abiertos para la topologia de X.
Para cada n € N definimos

Gpi={xeX/AmeN:T"xe V,}.

Veamos que, para cada n € N, G, es abierto en X. Dado x € Gy, existe m € N tal que T"x € V,,.
Por ser T continua, W := (T")~1(V,,) es abierto en X. Tenemos que x € W y ademds T (W) c Vy,;
esto es, W c G,. Veamos que, para cada n € N, G, es denso en X. Sea U abierto en X. Como T es
transitiva, existe m € N tal que T"(U) NV, # @, esto es, existe x € U tal que T""x € V,;; de donde
x € UNGy,. Por ser X espacio de Baire tenemos que

G:= () Gn

neN

es denso en X.

Veamos que cada punto z € G tiene orbita, respecto de T, densa en X. Sea z € G y U abierto no
vacio cualquiera de X. Por la eleccién de {V,},en, existe np € N tal que V,, < U. Como z € G < Gy,
existe m e Ntalque T™z€ V,, c U, luego Orb(T,z) = {T"z: m € Ny} es denso en X.

|
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Teorema 3.3.3. (Teorema de Birkhoff). Sean X un F-espacio separable y un operador T € L(X).
Entonces, T es hiperciclico si y sélo si T es topolégicamente transitivo. En este caso, HC(T) es un
conjunto Gg-denso.

Demostracién. Supongamos que T es hiperciclico. Observemos que si x € HC(T), entonces
Orb(x,T)c HC(T), pues

Orb(T*(x), T) = Orb(x, T) - {x, Tx,..., T* "1 (x)},

y como X no tiene puntos aislados, al quitar finitos puntos el conjunto se mantiene denso. Asi
HC(T) es denso. Si Uy V, son abiertos no vacios podemos tomar x' € U n HC(T). Luego, existe
neNtal que T"(x') € V, conlo que T"(U) NV es no vacio.

Reciprocamente, supongamos que T es topologicamente transitivo y sea {Vj}jen €s una base
numerables de abiertos de X. Tenemos que,
x€ HC(T) <= Orb(x,T)UV; #@®,Vj€EN
= VjeN,In=0:T"(n)eV};

es decir,
HC=U TV

jeENn=0

es un Gs. Sea W; := U,=o T~ "(V}). Entonces, W; es abiertoy

Wj:: X < VU c X abierto no vacio,dneN:UnN T_"(Vj) £
<= VYU c X abierto no vacio,3aneN: T"(U)NV; # @.

Como T es topoldlogicamente transitivo, se cumple la dltima condicion y por lo tanto, W; es
denso Vj € N. Luego HC(T) es intersecccion numerable de abiertos densos y por el teorema de
la categoria de Baire, HC(T) # @ y T resulta hiperciclico. ]

Corolario 3.3.4. Sea X un F-espacio separabley T € L(X), T inversible. Entonces
T hiperciclico=> T~ hiperciclico

El primer ejemplo de un operador hiperciclico en un espacio de Banach, fue dado por S. Rolewicz
[6]. Mostr6 que el shift AB : I, — [, AB(x1,%2,...) = (Ax2,Ax3,...) es hiperciclico para todo
[A] >1. Veremos la demostracién en la subsecccién 3.4.1. El argumento usado para demostrar
este hecho, daba indicios de poder ser generalizado a un criterio para testear la hiperciclicidad de
cualquier operador. Este criterio fue presentado en primera instancia por C. Kitai [7], en su tesis de
doctorado; y luego redescubierto por R. Gethner yJ. H. Shapiro [8]. Enunciamos ahora una versién
del criterio de hiperciclicidad, que aparece en la tesis doctoral de J. Bés [12].

Proposicion 3.3.5. Dado (X, || ||1) entonces existe una sucesion {|| | ,} nen creciente de normas.
Demostracion. (Constructiva) Sea || x|l x+1 = kll x|k

(N1) x=0= |lxllx+1=klOllx=0

(N2) [[Xllk+1=Kllxllx=0

(N3) llaxllg+r =kllaxle= klallxlx = lalllkxlz = lalll Xl g1
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(N4) I x+Yles1=kllx+yle<kllxlle+ 1yl
Ahora veamos que {|| || ,} nen €S Una sucesion creciente

Sean ny,np €N, ny > ny.

Xl n, = (2 = DX 1,1

=(ny—-Dn2-2lxlpn,-2

=(nx—=Dn2—=2)---(n)lxlp,

= mlxlp,.
|

Teorema 3.3.6. Criterio de hiperciclicidad. Sea E un espacio de Fréchet separable y T : E — E
un operador lineal y continuo. Si existen subconjuntos densos X e Y de E, una sucesion creciente
{m}32, de numeros naturales y aplicaciones Sy, : Y — E, k € N (no necesariamente lineales ni
continuas) tales que:

@) (T™oSp)y—y,VyeyY
(i) Smy—0,VyeY
(iii) T™x—0,Vxe X,
entonces existe un vector z tal que {T"™* z}%":1 esdensoenE.

Demostracién. (Via transitividad). Veamos que el operador T es transitivo. Por densidad de X e Y
en E, bastard con probar que, dados U, V dos entornos absolutamente convexosen E, x€ X, ye Y,
existe un natural m tal que T (x+ U) N (y + V) # @. Por (i), (ii) y (iii) existe m € N tal que

m 1 myel
(T OSm)y€y+2V, SmyeU, T xEZV.

Entonces
T"x+Suy)=T"x+T Smy€§V+y+5ch+V.

Luego T (x+U)Nn(y+V) # @. Como T es operador transitivo, por la proposicién (3.3.2) obtenemos
la existencia de un vector z con 6rbita densa. |

Demostracién. (Constructiva). Por ser E separable e Y denso en E, existe { yk}%": s Y denso en E.
Sea {[-llx}32, sucesion fundamental creciente de seminormas en E que generan la topologia del
espacio E.Dado x1 € X, y1€Y,e= % > 0.

Sea k = méx{ki, k,} y tomamos n; € {mk}zc’:1 talque n; = k

—nm>k=kj,k

—nmz=zkiAnn =k

1 1
= 1Syl < 5/\ I1T™ S, 31—l < 3

Por otro lado [[x;[| <1 — [T™ x; 11 < 5.
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definimos z; := x; + Sy, ¥1. Sea x, € X tal que

1 1
||x2—Zl||2<2—2, T (x2—21)||2<2—2;

Tomamos 1y € {mk}zozo, ny > ny, tal que

1T X ll2 < ) 1Smyallz < —
2ll2 =53 np Y2112 52"

ny ]' n 1

1T™Sn,y2—y2ll2 < 72 1T Sy, y21l2 < 2

y definimos zp := x2 + S, y2. Supongamos que tenemos {xj, xz,...,Xx} € X y n; < np < ... < ng
pertenecientes a {m};”, tales que

1 1 1
nj ni .
I ]||j<§; ||Snjyj||j<§» I ]Snj,Vj_,Vj”j<§; j=L...,k

. 1, . .
||Tnl5n]y]||] <§» 1= 1»”-)]_1;] :2»-~-)k)

] ] ] 2]’] ) [

, r . .
”Tnl(xj_zj—l)”j< Z; 1= 1»”-»]_1;] :2»-~-)k)

siendo zj = xj+Sy;yj, j=1,..., k. Para completar induccion sea xi € X tal que

1 . 1 .
| Xk+1— Zkllk+1 < pyauy 1T (Xks1 = 20 k41 < pyaug i=1,..,k.
Tomamos ny1 € {mi}i.,, Nk+1 > N, tal que
IT" g1 llgegr < L 1S Ve k1 < L
+ + 2k+l’ Nes1 + + 2k+l’

1
n
1T Sy Vier1 = Vi1 llks1 < pyauy
A |
||Tnlsnk+1yk+1”k+l < W’ 1= 1»-~-»k~

y definimos entonces zy+1 1= Xk+1 + Sny,, Vic+1-

Veamos en primer lugar que la sucesion {z,}} | es convergente, para ello probaremos que para
cada seminorma |-||, k=1,2,... la sucesién {zn}‘,’f:1 es de Cauchy. Dado k € N, sean p,q € N con
p > q > k, tenemos

Izp —2qllk < l1z2p —2p-1llk + ... + 1 2g+1 — 24l
= ||xp+Sn,,J/p_Zp—l||k+-~-+ ||xq+1 +an+1J/q+1 _Zq”k

< xp=2zp-1llk + 1Sn, ypllc +... + 1 Xg41 = 24l k + 1Sy, Vg1 llk

2
= ”xp _Zp—1||p +11Sn J/p||p+---+ ||xq+1 _Zq||q+1 +11Sn +1yq+1”q+1 <.
p q 24
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Sabiendo que {z,}}, es convergente, sea

o0
z:=1lim z, =z + Zit1—2i).
el k ];k( j+1 ])

Por tdltimo, veamos que limy_. [l T z — yi |l = 0, lo cual implicaria que Orb(T, z) es densa.

o0
IT™ 2= yiclle = IT™ 2k + 3, (2701 = 2)) = Vil
=k
oo
=Tz + Y T™(zj41—2)) — Yilk
=k
oo
<IT"™zk = yicli+ YN T™(zj1— 2)) Ik
=k
o0
= T (e + S Vi) = Vil + 2 N T (j1+ Sy, Yier — 2) Mk
=k
00 00
< | T™ xpll + IIT"kSnkyk — Vielx+ Z I Tn"(x]'+1 —Zj)||j+1 + Z ||Tnk8nj+1J/j+1||j+1
j=k j=k
1 1 1 1 4
<EtETE T

Definicién 3.3.7. (Criterio de Hiperciclicidad-Bés). Sea X un espacio vectorial topolégicoy T €
L(X). Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad si existe una sucesion creciente (ny) < N;
subconjuntos densos D1, D, < X y aplicaciones Sy, : Dy — X, que cumplen:

1. T™(x) — 0,Yx€ D
2. Sp,(y) —0,Vye D,

3. TSy, (y) — y,VyeD;

Observemos que en la definicién, no se supone que los conjuntos densos D; o D, sean
subespacios, ni que las aplicaciones S, sean lineales o continuas.

Definicién 3.3.8. (Criterio de Hiperciclicidad I). Sean X un espacio vectorial topolégicoy T € L(X).
Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad I, si existe una sucesion creciente (ny) < N y
subconjuntos densos Dy, D, < X, que cumplen:

1. T (x) — 0,Vxe D,
2. Paracaday € D, existe (vi) € X tal que vy — 0y T™ v — y
Damos a continuacion la versién original del criterio C. Kitai.

Definicién 3.3.9. (Criterio de Hiperciclicidad II - Kitai). Sea X un espacio vectorial topolégico y
T € L(X). Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad II, si existe una sucesién creciente
(nx) € N; subconjuntos densos Dy, Dy < X y una aplicaciéon S : D — D, que cumplen:

1. T™(x) — 0,Yxe D
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2. S™(y) —0,Yy€ Dy

3. ToS=1Ip,

Es facil ver que si T satisface el criterio de hiperciclicidad II - Kitai, entonces satisface la vesién
del criterio de hiperciclicidad - Bés. Simplemente tomamos la misma sucesién creciente (n;) c N,
los mismos conjuntos densos D, D, < X y tomamos las aplicaciones S;, : D, — X, como las
sucesiones composiciones de la aplicaciéon que da el criterio de hiperciclicidad II - Kitai, es decir,
Sp, = So---08 = §"™. A. Peris [13] mostré que todos los criterios enunciados anteriormente
son equivalentes. Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad, si T satisface alguno de
los criterios enunciados anteriormente. Cuando sea necesario, aclararemos qué versiéon estamos
considerando o con respecto a qué sucesion se satisface el criterio.

Teorema 3.3.10. Sea X un F-espacio separable y sea T € L(x). Si T satisface el criterio de
hiperciclicidad 3.3.7, entonces T es hiperciiclico.

Demostracién. Veremos que T es topolégicamente transitivo. Sean U, V dos abiertos no vacios de
X Como D; y Dy son conjuntos densos de X, podemos tomar x € UN D, e y € VN D,. Tenemos
entonces que

X+8,k(y) —k—coXx€U,

y por lo tanto,
T™(x+ S, () =T™(X) + T™Sp, () — k-0 YEV

Luego, tomando k suficientemente grande, tenemos que T"*(U)NV # @
[ |

Definicién 3.3.11. Sea {T;};c; una familia de funciones continuas T; : X — Y, entre dos espacios
topologicos X e Y. Decimos que la familia es universal, si existe x € X tal que {T;(x)};cs es denso en
Y. Notemos que un operador T es hiperciclico siy sélo si la familia {T"} ,en, es universal.

Observacién 3.3.12. En este contexto, tenemos demostrado lo siguiente: si T € £(X) satisface el
criterio de hiperciclicidad con respecto ala sucesién (n) x>0, entonces para cualquier subsucesién
(nk;) j=0 se tiene que la familia (T} j=0 €s universal. Ademas,

(T"*i)es universal < YU, Vabiertos no vacios,3j € N; "% (U) N V # .
y en este caso, se cumple para infinitos j € N.
El criterio de hiperciclicidad proveera la principal herramienta para demostrar la hiperciclicidad

de la mayoria de los ejemplos que estudiaremos.

Existe una conexién entre el espectro del operador con su hiperciclicidad, como muestra el
siguiente teorema que se debe a G. Godefroy y J. H. Shapiro que afirma que si un operador tiene
suficiente cantidad de autovectores, entonces este es hiperciclico [2].

Teorema 3.3.13. (Godefroy - Shapiro). Sea T € L(X) donde X es un F-espacio separable.
Supongamos que tanto Uy >1 Ker(T — A) como Uy <1 Ker(T — A), generan subespacios densos.
Entonces, T es hiperciclico.
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Demostracién. Aplicamos el criterio de hiperciclicidad con respecto a la sucesion (1) =0, #x = k
para todo k =0, los conjuntos densos

D1:< U Ker(T—/l)> y D2=< U Ker(T—/l)>
gen gen

|Al<1 |AI>1

y los operadores S : D, — X definidos de la siguiente manera: Si(y) := A%y si T(y) = Ay
con |A| > 1, y extedemos a D, usando que los subespacios Ker (T — A),|A| > 1 son linealmente
independientes. Veamos que se cumplen las condiciones del criterio 3.3.7:

1. Dado x € Dy, podemos escribir x = x; +...+ x4 con tnicos x; € Ker(T—A;), |A;| < 1. Tenemos
que,

q q
TFx) =Y M) = Y AFx — 0o
i=1 i=1

2. Similarmente, dado y € D, podemos escribir y = y; +...+ y, con unicos y; € Ker (T — A;),

[1;] > 1. Tenemos que,
Pl
Sk(y) =), Fyz‘ — Of—co-

i=14;

3. Dado y € D,, nuevamente podemos escribir y = y; +... + y;, con tnicos y; € Ker (T — 1;),
[A;] > 1. Tenemos que,

p p

T*Si(y) = TF [ YAy = XA T = .
i=1 i=1

Asi mostramos que T satisface el criterio de hiperciclicidad, y por lo tanto, es hiperciclico. |

A continuacién presentamos el criterio de comparacién para operadores hiperciclicos.

Proposiciéon 3.3.14. (Criterio de Comparacion). Sean X y Xy espacios vectoriales topolégicos y
T:X — X, R: Xo — Xo funciones continuas. Supongamos que existe | : X — Xy coninua de
rango denso tal que el siguiente diagrama conmuta.

T
X —>» X

b

.Xb'___)’)Q

Entonces
(@) Orb(J(x),R)=J(Orb(x,T)). Luego, si T es hiperciclico entonces también lo es R.
(b) Si] eslinealy T satisface el criterio de hiperciclicidad , entonces R también lo satisface.

Demostracién. Observemos primero que J manda conjuntos densos en conjuntos densos, si D c
X es denso, entonces J(D) = J(D) o J(D)=J(X) = Xp.
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(a) Notemos que paratodo x€ X
Orb(J(x),R) = {R"(J(x)) : n € N} = {J(T" (x)) : n € N} = J(Orb(x, T)).

Si T es hiperciclico, existe x € N tal que Orb(x, T) es denso en X. Luego, J(x) € HC(R), pues
J manda conjuntos densos en conjuntos densos. Asi R es hiperciclico y HC(R) > J(HC(T)).

(b) Si T satisface el criterio de hiperciclicidad I de la definicion 3.3.8 con respecto a (ng) N,y a
los conjuntos densos D1, D» c X densos, veamos que R satisface el criterio de hiperciclicidad
I con respecto a la misma sucesion () < Ny los conjuntos densos J(Dy), J(D-) < Xp.

1. Dado xg € J(D,), existe x € D; tal que xy = J(x). Entonces
R™(x0) = R™(J(x)) = J(T"(x)) — k—00 0

2. Dado yp € J(Dy) existen y € Do y (vi) < X tal que yo = J(¥), vk — 0y Ty (V) — ¥.
Luego,
J(wi) — 0y R™ (Jy) = J(T™ (V) — k—o0o J () = Y0

Del criterio de comparacion podemos destacar el siguiente resultado.

Observacién 3.3.15. Sean T € £(X) un operador hiperciclicoy J : X — X continua de rango denso
tales que TJ = JT. Entonces HC(T) es J-invariante.

En lo que resta de esta seccidon estudiaremos el conjunto HC(T). Observemos que para un
operador T € L(X) cualquiera, el conjunto HC(T) es denso o vacio. Cuando el operador es
hiperciclico, HC(T) es un Gg-denso . Esto implica que el conjunto de vectores hiperciclicos es
grande en un sentido algebraico.

Proposicion 3.3.16. Sea X un F-espacioy T € L(X) hiperciclico. Entonces, todo vector x € X es suma
de dos vectores hiperciclicos.

Demostracién. Sea x € X. Consideramos los conjuntos
A:=HC(T) y B:=x—-HC(T).

Vimos en el Teorema 3.3.3, que A =[jen W), con W; c X abierto denso para todo j € N. Tenemos
entonces que B =[1jen X — Wj, con x — W; < X abierto denso para todo j € N. Por lo tanto, por el
teorema de la categoria de Baire resulta An B # @. Luego, existe y € An B. es decir, y € HC(T), y
existe ze€ HC(T) talque y = x — z. |

En lo que sigue, presentamos una serie de resultados necesarios para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.17. Sea X un espacio de Fréchet separble, y T € L(X) un operador hiperciclico.
Entonces HC(T) es homeomorfoa X.

Lema 3.3.18. Si T € L(X) es un operador hiperciclico y L ¢ X es un subespacio T-invariante,
entonces L = X 6 L tiene codimensién infinitaen X.
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Demostracién. Supongamos que L# Xy dim(X/L) <oo.Sea g: X — X/Lla aplicacién cociente.
Tenemos que Ker(q) c Ker(qgo T), pues al ser L un subespacio T-invariante:

xeKer(q)>xelL=>TxeL=>qoTx=0=>x€Ker(qgoT).

Luego g o T se factoriza por g, es decir, existe Ae L(X/L) talque Aog=gqgoT.

x — T, x

ql Nof 1q

X/ L——> X/L
JA

Tenemos entonces que g es continua y sobreyectiva, luego por el criterio de comparacién 3.3.14,
resulta que A € £(X/L) es hiperciclico en un espacio de dimensién finita. Lo que es un absurdo por
el Teorema 3.2.1.

|

Definicién 3.3.19. Sea X un espacio vectorial topolégico y T € L(X) un operador hiperciclico.
Decimos que el subespacio E c X es variedad hiperciclicade T, si E — {0} c HC(T).

Vimos en la observacion 3.2.5 que si X es un espacio de Banach y L € £(X) es hiperciclico, entonces
T — a tiene rango denso para todo « € K. El siguiente lema generaliza este hecho para cualquier
polinomio.

Lema 3.3.20. Sean T € L(X) un operador hiperciclico, y P un polinomio no nulo. Entonces el
operador P(T) tiene rango denso.

Demostracioén. Si el polinomio P es constante, entonces P(T) es un multiplo no nulo de la
identidad y por lo tanto tiene rango denso. Luego podemos suponer que gr(P) = 1. Notemos
que Ran(P(T)) es T-invariante, pues T o P(T) = P(T)o T y, si y € Ran(P(T)), existe x € X tal que
P(T)x =y, entonces Ty = p(T)(Tx) € Ran(P(T)). Luego, como T es continua, L := Ran(P(T)) es
T-invariante.

Queremos ver que P(T) es de rango denso, es decir, L = X. Por el lema previo basta ver que L tiene
codimensién finita en X. Sea x € HC(T)y q : X — X/L la aplicacién cociente. Dado Q € K[¢],
existen r, s e K[¢] con gr(r) < gr(P) 6 r =0tal que Q = Ps+r. Por lo tanto,

QD) =P(T)s(T) +r (D),

y entonces, .
QMx=P(MN)(s(Mx)+r(TxeRan(P(T)) + (T'(x):i< gr(P))gen.

En consecuencia, obtenemos
K[T]x< Ran(P(T)) + (Ti(x) i< gr(P)>gen. (3.3.1)

Resulta, por (3.3.1) .
qK[T]x) c{q(T"(x):i< 8r(P))gen

Asi ;
dim((q(T"(x)): i < gr(P))gen) <oo.
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Como x€ HC(T), X/L = q(X) es de dimensio6n finita, y por el lema anterior,
=>L=X.
|

Teorema 3.3.21. Sea X un espacio topolégico y T € L(X) un operador hiperciclico. Si x es vector
hiperciclico para T, entonces K[T]x es variedad hiperciclica de T. En particular, T admite una
variedad hiperciclica densa.

Demostracién. Como vimos en la Observacién 3.3.15, para cualquier polinomio no nulo P, se tiene
que HC(T) es P(T)-invariante, pues P(T) conmuta con Ty tiene rango denso. De aqui concluimos
que P(T)x € HC(T), paratodo P € K[¢] no nulo. Resulta K[T]x denso pues, Orb(x, T) cK[T]x. W

Corolario 3.3.22. T € L(X) hiperciclico. Entonces HC(T) es conexo.

Demostracién. Sea x € HC(T) fijo. Observemos que HC(T) se encuentra entre los siguientes
conjuntos conexos,
K[Tlx<c HC(T)c X,

Donde K[T]x es denso en X. Podemos desde aqui concluir que HC(T) es conexo: supongamos que
HC(T) = AUB con A, B abiertos disjuntos. Se tiene que K[T]x < AUBy al ser conexo, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que K[T]x c A. Pero, K[T]x es denso, B es abiertoy BNK[T]x = @,
de lo que sigue que B = @. Luego HC(T) es conexo. |

Para la demostracién del Teorema 3.3.17, necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 3.3.23. Sea X separable de Fréchet, A c X cerrado. Decimos que A es Z -set si para todo
K métrico compacto C(K, X — A) es denso en C(K, X) (con respecto a la topologia de convergencia
uniformeen C(K, X)).

Notemos que A es un Z-set si es lo suficientemente pequefio como para no influir en las funciones
continuas de C(K, X). Parala demostracion del Teorema 3.3.17 nos basaremos en el siguiente lema,
cuya demostraciéon puede encontrarse en [7].

Lema 3.3.24. Sea X separable de Fréchet. Si A c X es union numerable de Z -sets, entonces X — A es
homeomorfoa X.

Demostracion del teorema 3.3.17. Recordemos que si (V;) jen €s una base numerable de abiertos
de X, podemos escribir HC(T) = NjenUn=o0 T‘"(Vj). Tomando complementos, obtenemos X —
HC(T) = UjenNn=0 X — T™"(V}). De aqui, basta con probar que para todo V abierto no vacio, el
conjunto

N X-T7"(WV)

n=0
es un Z-set. Queremos ver que, dados un espacio métrico compacto K, f € C(K, X), y un entorno
abierto O de 0 en X, existe g € C(K, X) tal que

g(K)c X—( N X- T‘"(V)) =y r"m, (3.3.2)
n=0 n=0
Y
g-NK<coO.
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Al ser X localmente convexo, podemos asumir que O es convexo. Sea x € HC(T). Paracada T € K,
elegimos m; € N tal que
T™ (x)— f(t) €O,

y definimos W; := {s € K : T (x) — f(s) € O} c K. de esta forma obtenemos un cubrimiento por
abiertos (W;)cx del compacto K. Recordemos que un espacio métrico compacto, cumple que los
abiertos separan cerrados disjuntos, y que en todo espacio métrico compacto vale el teorema de
particiones de la unidad finitas. Es decir si tomamos un subcubrimiento finito (Wy,)1<;<p existe
(¢i)1=i<p particion de la unidad finita que cumple

= (); continuas,
m 0<¢; <1,
= X ¢i=1
= sop(¢p;)) c Wy,
Notamos m; :=my, y g:= Zle ¢; T™ (x). Veamos que se cumple lo que necesitamos:

= Tenemos que
P 4
8- f(=) i T (X))~ ()= pi[T™(x) - f(9)],
i=1 i=1

Con lo cual, g(s) — f(s) es una combinacién convexa de elementos de O. Al ser O convexo,
concluimos que (g — f)(K) c O.

= Para cada a € K, podemos escribir g(a) = P,(T)x con P,(z) = Zle([),-(a).z’"f polinomio no
nulo. Como vimos en la Observacion 3.3.15, P,(T)x € HC(T). Luego, existe n, € N tal que
T"2(g(a)) € V. Por lo tanto,
gK <l TMW).

n=0

por lo tanto g verifica la condicién (3.3.2).

Concluimos entonces, que X — HC(T) es uniéon numerable de Z-set y por lema 3.3.24, HC(T) es
homeomorfo a X.

3.4. Primeros Ejemplos de Operadores Hiperciclicos

Presentamos en esta secciéon dos operadores hiperciclicos. Fueron los primeros operadores
hiperciclicos que se encontraron durante el desarrollo de la teoria. No presentaremos las
demostraciones originales de los autores, sino que lo haremos usando el criterio de hiperciclicidad.

3.4.1. Operadores Shift

Un ejemplo importante para la teoria es el de los operadores Shift. esta familia de ejemplos fue
presentada por S. Rolewicz [6], en el afio 1961. Sea B : [P(N) — [P (N), el shift a izquierda dado por

B(xp, x1,...) = (x1,Xx2,...), con 1=<p <oo.

Veamos que AB es hiperciclico, para todo |A| > 1. Aplicamos nuevamente el criterio de
Hiperciclicidad II de la definicién 3.3.9 con la sucesién ny = k; los conjuntos densos Dy = D, =
coo(N) formados por las sucesiones de soporte finito, y tomamos la aplicacién S/A con S: I[P (N) —
[P(N), el shift a derecha dado por S(xg, x1,...) = (0, xg, X1,...),
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1. Dado x:= (xp, X1,...) € coo(N) existe ny € N tal que (AB)"(x) = 0 para todo n = ngy. Luego

(AB)n(x()» X1y ~) ~——n—oo 0.

2. Notemos que i || S|| =1 entonces ||S/A|| = 1/|A|. Luego,
1S/ < 1/(AN" — =00 0.
Por lo tanto, dado x := (xg, x1,...) € coo(N)

(SIAN)™"(x) — 5—0o0 0.

3. Esclaro que By S son mutuamente inversas en [P (N), por lo tanto AB y S/A son mutuamente
inversas con cyg.

Concluimos, por el Teorema 3.3.10, que AB es hiperciclico para todo A con |A| > 1. Luego para cada
|A| > 1 tenemos asegurada la existencia de una sucesion universal x € [P (N) tal que {(AB)"x : n € Ny}
es denso en [P (N). Podemos concluir que toda sucesion de [P (N), se comporta de manera similar a
un truncado de X.

Observacién 3.4.1. Como | B|| =1, por la Observacién 3.2.3, B no es hiperciclico. Esto dice que el
conjunto de operadores hiperciclicos no es cerrado en £ (X), pues AB— B,sil — 1", 1€ R.
3.4.2. Operador de Derivacion

El siguiente ejemplo se debe a G. R. MacLane [5] y data del afio 1951. Lo presentamos en el espacio
H(C) ={f:C— C,holomorfaj},

con la topologia dada por la convergenica uniforme sobre compactos. El espacio H(C) es un
espacio métrico completo y separable con la métrica

- If—8gln

daf,g) = )
n; 2n(1+1f - glln)

donde, || f —glln := sup|z<nl f (2) — g(2)|. Definimos, D : H(C) — H(C), D(f) = f'. Claramente, D es
lineal y continua. Aplicamos el Criterio de Hiperciclicidad II de la definicién 3.3.9 con la sucesién
ny = k; los conjuntos densos D; = Dy =C|z],y S: Clz] — C|z] definida por

2 n+l1
z z
S(ap+arz+...+a,z") =aoz+a1?+...+an

n+1

1. Dado P € C[z], tenemos que D"(P) = 0, para todo n > gr(P). De aqui, es claro que
D(P) — -0 0.

2. Si K < C compacto, existe R > 0 tal que K c {z: |z| = R}. Entonces,

Zk+n _ k!z”+k

k+n)k+n-1)---(k+1) (k+n)!

S™(zk =

y tenemos que,
'Kn+k

k+n)!

Por lo tanto, " (P) — 0 uniformemente sobre compactos, para todo P € C[z].

supLexlS™ (25| < n—o0 0,
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3. Esclaro que para cualquir polinomio P se tiene que DS(P) = P.

Por el Teorema 3.3.10, D es hiperciclico. Es interesante observar que, existe g € H(C) tal que
Orb(g,D) es denso en H(C). Asi, dada cualquier funcién holomorfa y cualquier R > 0, tenemos
que en el compacto {|z| < R} la funcién f es muy similar a una derivada de g:

Dado € >0, existe neN tal que sup|z|5R|f(z)—D”(g)(z)| <€
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