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INTRODUCCION

Teoria espectral de operadores normales y operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert es el
titulo del presente trabajo de grado, realizado por la estudiante Geany Soto Mafiosca cddigo
2007165911, del programa de Licenciatura en Mateméticas de la Universidad Surcolombiana,
en el cual se ilustra el recorrido por una de las ramas mds fructiferas del anélisis matemaético,
como es la teoria de operadores, haciendo una breve resefia de la evolucién y grandes aportes
cientificos conseguidos; en este recorrido muchos fueron los seres humanos que contribuyeron a
la estructuracion y consolidacién de esta rama del andlisis matematico, entre ellos Hilbert (1862-
1943), Toeplitz (1881-1940), Calderon (1920-1998), Cotlar (1912-2007) entre otros.

Consideramos indispensable abrir un espacio para presentar conceptos y resultados previos que
son fundamentales para el posterior desarrollo de algunos tipos de operadores, que siguen siendo
muy importantes en el desarrollo cientifico en la actualidad.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

» Exponer los fundamentos tedricos e historicos sobre los cuales se sustentan los desarrollos
conceptuales de la Teoria de operadores.

Objetivos Especificos

= Presentar una breve resefa histérica del desarrollo de la teoria de operadores.
» Enunciary estudiar definiciones y resultados bésicos del andlisis funcional.
= Mostrar los primeros conceptos elementales de la Teoria de operadores.

= Realizar un estudio cualitativo de algunos tipos especiales de operadores en espacios de
Hilbert.

= Demostrar el teorema espectral.

= Relacionar el teorema espectral con el desarrollo histérico de algunos modelos matematicos.

11
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JUSTIFICACION

Afortunadamente para la humanidad nacio David Hilbert, personaje capaz de brindar otras formas
de pensamiento, implicando con ello otras formas de observar las realidades.

Dentro del dmbito del conocimiento matemadtico es crucial cuando surge una teoria capaz de
generalizar muchas otras alrededor de ella, sobretodo porque con ello se generaliza todo un
lenguaje capaz de mostrar claramente la soluciéon de muchos problemas y de agilizar la solucién
de ellos. También se abren muchas posibilidades de visionar la solucién de problemas no resueltos
y de generalizar muchos resultados.

Precisamente esto sucede con el Andlisis Funcional, que como tal fue surgiendo a principios del
siglo XX como el marco abstracto adecuado para solucionar una serie de problemas del Anélisis
muy importantes en esos momentos. Desde entonces ha experimentado un gran desarrollo y
en este momento es una herramienta muy sofisticada ttil para abordar una amplia variedad de
problemas.

Desde el desarrollo del Célculo Diferencial, al considerar las soluciones de una ecuacién
diferencial, se vio que en ocasiones era necesario considerar propiedades del espacio (o conjunto)
de soluciones de la ecuacion, pero no estaba claro cudl era la estructura que poseia dicho
espacio de soluciones. Los trabajos de D. Bernouilli (1700-1782), Lagrange (1736-1813) y sobre
todo Fourier (1772-1837) acerca de la resolucién de ecuaciones diferenciales se empiezan a
enfrentar a cuestiones que anticipan lo que sera el desarrollo posterior del Andlisis Funcional.
Una de las caracteristicas comunes a varios de estos procesos era el paso de un problema finito,
por ejemplo la solucién de un sistema finito de ecuaciones lineales, a la versién infinita del
problema, lo que les fuerza a enfrentarse a situaciones de convergencia que en esa época no eran
entendidos. Afortunadamente en una serier de esfuerzos de grandes matematicos del momento
se da la creacion de la teoria de operadores como una herramienta sofisticada de resolver dichos
problemas.

Esperamos que esta revision, motive a quien generosamente lea este trabajo a profundizar en el

tema, puesto que la gran variedad de problemas interesantes ligados a esta teoria es de gran interés
y belleza.

13
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CAPITULO 1

TOPOLOGIA DE ESPACIOS METRICOS

1.1. Espacios métricos

Definicion: Sean X un conjunto no vacio, d : X x X — R se dice una métrica (o una distancia) si
para todo x, ¥,z € X se cumple que:

1) dx,y)=0 & x=y

(2) d(x,y)=d(y,x); Vx,y € X (Simetria)

(3) dx,2)=d(x,y)+d(y,2); Vx,y,z€ X (Desigualdad Triangular)
Al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Observacion:

Sean (X, d) un espacio métrico M c X y d:MxM—R con d=d | M entonces (M, cf) es un
espacio métrico.

Ejemplos:
1. Recta Real R. Sea R el conjunto de los ntimeros reales, d : R x R — R define una métrica en R

dx,y)=lx-yl; Vx,yeR

2. Espacio Euclidiano. Sea el espacio euclidiano R"; el espacio se obtiene si se toma el conjunto
de todas las n-upla de ntimeros reales, con

x=(x1,X2,...,Xj),  y=0Q1nYy2... V)

y la métrica Euclidiana definida por:

dx,y) = \/(xl—y1)2+...+(xn—yn)2 =>0.

15
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3. Espacio unitario n-dimencional. C" es el espacio de todas las n-upla de nlimeros complejos
con la métrica definida

d(x,y) = \/|x1 -+ +x,—yul2 =0.
4. Espacio métrico discreto. Sean X un conjunto no vacioy d: X x X — R definida por

1 six #
d(X,y):{O si x = i

entonces (X, d) es un espacio métrico el cual se llama espacio métrico discreto.

Asi todo conjunto no vacio se puede convertir en un espacio métrico con la métrica discreta.

1.2. Espacio Sucesion ¢*.

Sea ¢*° el conjunto de todas las sucesiones de nimeros complejos,
0°©) = {x:x= (&) jen; Ej€C}

paratodo j =1,2,... se tiene || < Cy,

dx,y)=suplj-nl;  x={jljen, ¥=1jljen
JeN

1.3. Espacio Funcional C|a, b]

Sea X el conjunto de todas las funciones a valores reales de una variable real ¢ independiente y
continua en un intervalo cerrado J = [a, b]. Se define la métrica:

d(x,y) =max|x(t) — y(1)]
te]

Ejercicio: Si (X, d) es un espacio métrico, se prueba que (X, d) dado por

. d(x,
dx,y) = _dy) es una métrica
1+d(x,y)
Prueba.
i. Se quiere probar que:
= d(x,y)
d ) = 0 —_— =
() ©1+d(x,y)
como d(x,y) =0 < x =y por ser d una métrica en X, entonces:
. = d(x,y)
Six=y—d(x,y)=0 A 1+d(x,y)>01 dx,y) = ———=
ix=y (x,5) (x,5) uego d(x,y) TTdx,y)
ii. Como d(x,y)=d(y,x) Yx,ye X por ser d una métrica en X, entonces tenemaos:
~ d(x,y)
dx,y)=—"—
) =ty
_dy,x)
1+d(y,x)

=d(y,x)
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iii. Veamos que d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) Vx,¥,z€ X es decir

d(x, z) - d(x,y) N a(y, z)

< Vx,y,z€ X
1+dn2 1+dxy 1+dga V7

En efecto,

dx,z) =d(x,y)+d(y,z)
d(x, z) <d(x,y)+d(y,z)
1+d(x,z2) =~ 1+d(x,2)
da(x,y) N d(y, z)
T 1+d(x,2) 1+d(x,2)
d(x,y) N da(y, z)
T l4+dx,y)+dWy,2) 1+dx,y)+d(y,2)
a(x,y) N da(y, z)
T l4+dx,y) 1+d(y,z)
d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

1.4. Ejemplos adicionales de Espacios Métricos

1.4.1. Espacio secuencial S

Se considera el conjunto S = {x = (¢ j)‘]’.il :{j € C} y una mética definida

X 1 [§j—nl
d(x,y) = 2—]#
j=1 i=njl

con x = (¢ ), y = (1) entonces (S, d) es un espacio métrico.

Prueba.

t
Definace f () = o1 con ¢ =0 derivando se tiene, f'(t) = 5 >0, V£ =0,luego f es creciente.

1
(1+12)
Secuencialmente

|la+ b| <|a|+|b|, entonces

la+ bl - lal +|b| - lal N |b|
1+la+b| 1+|la+bl 1+|a+bl 1+|a+b|
lal |b|
“1+lal+|bl  1+lal+|b|
lal |bl

< +
1+|al 1+|b|

Enla desigualdad, a=¢;j—-vy; y b=7v;—nj,donde z= (y;). Entonces a+ b =¢{; —n;j, luego

I$j—njl - 1< =l . lyj—mnjl
L+18j=n;l — 1+15; =yl 1+lyj—njl
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Si se multiplica a ambos lados por 2% y se suma j al lado de 1 hasta oo, se obtiene d(x, y) sobre el
lado izquierdo y la suma de d(x, z) y d(z, y) sobre el lado derecho,

dx,y)<d(x,z)+d(z,y)

Por tanto S es un espacio métrico.

1.4.2. Espacio B(A) de funciones acotadas

Sean B(A) ={x:x: A—R, x acotada} y

d(x,y) =sup|x(t) — y(D)]
teA

entonces (B(A), d) es un espacio métrico.
Prueba.

SiS,WcRtalques<w, Vse§,Ywe W entonces supS <sup W.
Donde S ={|x(t) —y(8)|, t€ A} yW ={|x(¥) — z(t)| +12(t) — y(t)|, t€ A}

[x(2) — y ()] =|x(8) — z(D)| + 12(2) — y ()]

sup |x(2) — y(#)| <sup|x(£) — z(¢)| +sup|z(1) — y(¢)|
teA teA teA

1.4.3. Espacios ¢”

Sea peR con p = 1, se define cada elemento del espacio ¢” como

[p:{x:(fj)?il/ijR) Yy, Z|6]|p<00}
j=1
y una métrica
0o 1/p
d(x,y)=(Z|€j—77j|p)
j=1

donde x = () jen, ¥ = (M) jen, se tiene que (¢7, d) es un espacio métrico. Para la prueba primero
se necesita una desigualdad auxiliar (Lema 1), y luego la desigualdad de Holder y Minkowski.

1.4.4. Lemal:

1 1 af  p4
Seapzlyqtalqueg+;=1,entoncesaﬁs?+7; Va,8=0

Prueba.

si P4

1
1 =¢g-1, como

=1entonces p+ q = pq,luego (p —1)(qg—1) =1 de donde

1
u=tP"1 locualequivalea t=ur1 =y}
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a p
1=f Pl dr H=f ultdu
0 0

af<I+1I, portanto

r o gq
aﬂsa—+'8—
q

1.4.5. Desigualdad de Holder

1 1
Si —+ 5 =1, para p > 1 entonces

0 oo 1/p oo 1/q
Zlfjnj|5[2|€jlp [Zmﬂq
j=1 j=1 j=1
Prueba.
Si¢;=0;Vj 6 nj=0; Vj,listo.
Supongase que existe j, k tal que ¢; #0yn; #0, se toma:
=_ 1)1 - Injl
i~ oo 1/p nj= o /g
[0 =5, 119
por el Lema 1
— &P gl
€yl = =1 +—;

St =1
=7 T a

[z, 1g507] 7 (252, injla

<
]Uq_

1/p o 1/q
PRLTIK
j=1

Y IEmjl= [Z & ;1P
=i i
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1.4.6. Desigualdad de Minkowski

1/p 1/p

+

1/p
<

o0 o0 o0
Y 1Ej+n;lP Y IEGIP Y InjlP
j:l j:1 jzl

para todo p = 1 fijo.

Prueba.

Si p =1, se tiene la desigualdad triangular.
Si p>1,setoma w;=¢;+n;.Porla desigualdad triangular:

-1 -1
lw;lP =I¢;+n;llw;lP~" < (&1 +In;Dlw;IP~"; sumando

N N LN .
YolwilP <Y & wilP~ + Y Injl lwjlP
j=1 j=1 j=1
N Up 1 N . 1/q N Up 1N . 1/q
< Z|f]|ﬁ Z|Wj|(p_ )q + Zmﬂp Z|Wj|(p_ )q
j=1 j=1 j=1 j=1
conp=(p-1gq
N 1/p N 1/p N 1/q
=3 2117+ X InglP Y lwjl?
j=1 j=1 j=1

Si wj=0; Vj,setiene la igualdad. Supongase que w; # 0 para algun j,

N 1-1/q N 1/p N 1/p
Y lwjl? < |2 IEIP X InjlP
j=1 j=1 j=1
Si N— o0, queda

. 1/p oo 1/p oo 1/p
DA HnP L = X NEGIPL | X mylP
j=1 j=1 j=1

oo 1/p
dx,y)=|> 1&-n;”

j=1

1/p

{16 —ajl+la;—n;l}”

IA
18

~
I
—

1/p o 1/p
+ X |“j_77]|p]
j=1

2

~
I
—

<| ) I&i—ajlP

dx,y)=d(x,2)+d(z,y)

Por tanto ¢ con p =1 es un espacio métrico.
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1.5. Bolay Esfera

Definicion: Sean (X, d) un espacio métrico, xo € X y r € R*. Se definen tres tipos de conjuntos:
i) By(xp):={x€e X :d(xy,x) <r}; bola abierta.
ii) Br(xp):={x€ X:d(xp,x) < r}; bola cerrada.
iii) S;(xp):={x€ X:d(xp,x) =r}; esfera.

En cada caso xj es el centro y r el radio.
Observacion: La definiciéon implica que, S;(xg) = B, (x0) — B (x0).

Ejemplo 1:
Sea (X, d) un espacio métrico discreto, y dado xo € X y r = 1, entonces

d(x, x9) < 1= x = xo por tanto Bj(xg) = {xp}

Ejemplo 2:
Dado el conjunto X =R, y r =1, entonces

B (x0) = B1(x0) ={x € R/|x—xp| < 1}

=(xo—Lxo+1)

Ejemplo 3:
Sea X=C, yr=1,luego

B (x0) = B1(x9) ={x € C/|x—xp| < 1}
={(a,b) e R*/[(a— ap)* + (b—by)*] < 1}

Ejemplo 4:
Sea X = Cla, b], y r =1, por tanto

Bi1(xo) = {x € Cla, bl/1x(t) — xo()| < 1; V€ Cla,bl}

A

a

~Y————

1.5.1. Conjunto Abierto, Conjunto Cerrado

Definicion: Sean (X, d) un espacio métrico. Se define:
i) M c X, es abierto si para todo xo € M, existe r > 0 tal que B, (xp) < M.

ii) Ac X es cerrado, si AC con respecto a X es abierto.
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i1i) Una vecindad de x,, es un conjunto abierto que contiene a xj.
iv) Xxo esun punto interior de un conjunto M c X, si existe r > 0 tal que B;(xp) € M.

v) Para M c X, sea int(M) = {x/x esun punto interior de M} (Es el conjunto abierto mas
grande contenido en M).

1.5.2. Proposiciéon

Una bola abierta es un conjunto abierto:
Sea x € B, (xp), tal que existe 0 < d < r — d(xg, x) entonces Bs(x) < B, (xg). Dado y € Bs(x), luego:
a(y, xo) =d(y, x) + d(x, xo)
<6 +d(x, xp)
<r—d(xg,x)+d(x,x9) =1

por tanto y € By (xp).

1.5.3. Funciones Continuas

Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacos métricos. Una funcién T : X — Y es continua en un punto
Xp € X, si para todo € > 0, existe § > 0 tal que si

dx(x0,x) <60 — dy(Txg, Tx)<e

equivalente a Ve >0, 36 > 0/ si x € Bs(xg) — T(x) € B:(T(x)o).
T es continua en X si es continua para todo x € X

1.5.4. Teorema: Funciones Continuas

Una funcién f: X — Y es continua si y sélo si para todo A c Y abierto en Y, se tiene que
f1(A) ={xe X: f(x) € A} es abierto en X

Prueba.

i. Sea AcY, A abiertoen (Y, d). Veamos que f‘l(A) es abierto en (X,d). Si f‘l(A) =¢ es
abierto. Supongamos que f~!(A) # ¢. Sea xy € f~'(A) entonces xy € X y f(x9) € A. Como
f(xp) € Aesun punto interior de A. Existe € > 0, tal que B:(f (x)) < A. Como f es continua en
X en particular lo es en xg € X; Asi, f(B:(x9,0)) € Bx(f(x0),€) < A entonces f(B;(x9,0)) € A
luego B¢(xp,0) c f ~1(A); Donde (x) es punto interior de f “1A), por tanto f ~1(A) es abierto
en (X, d).

ii. Sea xp € Xye>0tal que B:(f(x0)) € Y como B.(f(xp)) es abierto, entonces f‘l(Blg (f (x0))
es abierto en X, esto es si dx(xg, x) <6 = f(x) € B.(f(xp)).
1.5.5. Punto de Acumulacioén, Clausura

Sean (X, d) un espacio métrico, M c X y xp € X es un punto de acumulacionde M (xo ¢ M 6 xp€
M), sidado r > 0 existe x € M con x # xg tal que x € B, (xp).
Al conjunto M = MU{x € X/x punto de acumulacién de M} se le llama la clausura de M.
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1.5.6. Conjunto Denso, Espacio Separable

Sean (X, d) un espacio métrico, M c X es denso en X, si M=X.

M es contable si existe f:N — M, biyectiva 6 si M es finito.

X se llama separable si contiene un conjunto denso en X que es contable.

Ejemplos:

1)

2

3

4)

5)

1.6.

El conjunto de los ntimeros reales (R) es separable.

Prueba. El conjunto Q c Ry Q es contable, ademas Q = R.

El conjunto de los niimeros complejos (C) es separable.

Prueba. S = {x+ yi/x,y € Q} entonces S=C y S es contable.

Un espacio métrico discreto (X, d) es separable si y solo si X es contable.

Prueba. Sea D c X, D denso en X,y x € X = D, existe (xk)z":1 c D tal que x — X pero si
Xp # X0, A(Xg,x9)=1, ANeN/n=N, xx=x9 AN xpe D=>XcDyDc Xluego D =X.

El espacio ¢°° no es separable.
fAy=0):yi=061} — {x€[0,1]: x=0,x1 X2...}.

Prueba. Sea y = (11,12, ...) una sucesion de ceros y unos, entonces y € ¢ para este

s
y 2 T2 T
o0 oo
1
:ZESZ—kZI
n:12 k:12

luego {y : y € [0,1]} no es contable. Si x # y, d(x,y) =1; x,y=0,1,... se toma B%(x), X =
1,0,... B% (x)ﬂB% () = ¢; Vx # y, estos conjuntos no son contables. Si M es denso en £,
cada bola de estas contiene un punto de M, entonces M no es contable.

El espacio ¢7 es separable, con 1 < p < +oo0.
Prueba. Sea M = {y = (n;) | y = n1,12,...Mx,0,0,...)} donde k € N, nr € Q. M es contable.

. eP
Sea x = (§;) € ¢7, entonces para € > 0 existe n € N tal que Z‘]’.‘;nﬂ I$j1P < > como los
racionales son densos en R. Para cada ¢; existe n; “cerca de €él”. Por tanto y = (n;) que

. eP
satisface Z;’zl I&j—njlP < -

n o0
[, 1P =) 1Ej-nilP+ Y &P <eP,  deaqui d(x,y)<e
j=1 j=n+1

Sucesion Convergente

Definicién: Una sucesion (x,)5, en un espacio métrico (X,d) se dice convergente (o que
converge) si existe x € X tal que

Ve>0; 3KeN; Vn=K; d(x,,x)<e€
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A x se llama el limite de (x,),en V S€ escribe

lim x, = x 6 simplemente x,
n—oo n—oo

X

Si (x5,) nen DO es convergente se dice que (x,) nen diverge.

Un conjunto M c X es acotado si su diametro es finito, es decir, d(M) = sup{d(x, y) : x,y € M} < co.
Se dice que una sucesion es acotada si su rango es acotado.
Obviamente M es acotado sii existe r > 0 tal que M < B, (xp) donde xy € X.

1.6.1. Lema: Cota, limite
Sea (X, d) un espacio métrico:

(a) Si(x,)nen € X es una sucesion convergente, entonces es acotada y su limite es tinico.

Prueba. Sea (x;) < X una sucesién convergente, entonces existe xy € X tal que,
dado ¢ =1 > 0y K € N tal que d(x,x) < 1 para todo n = K. Sea r =
max{l, d(x1, xo), d(x2, Xo), ..., d(Xn-1, X0)} asi que d(xp,xo) < r; Vn € N. Supongamos que
Xn— X1, Xpn— X2

0=<d(x1,x0) <d(x1,x,)+d(x,,x2) <€ VYe>0

Luego d(x;,x2) =0, asique x; = x».

(b) Six—y,yyn— y, entonces d(x,,yn) — d(x,y)

Prueba.
d(xp, Yn) < d(xp, x)+d(x, y)+ d(y; Yn)

d(xn;yn) _d(-x;J/) <d(xy,x) +d(y;J/n)
ld(xp, yn) —d(x, V)| < d(xp,x)+d(y, yn) — 0

1.6.2. Sucesion de Cauchy
Una sucesion (x,)$, en un espacio métrico (X, d), es de Cauchy, si

Ve>0,dKeN/ m,n=K — d(x,, x,) <&

1.6.3. Completo
Un espacio métrico (X,d) se dice Completo si toda sucesiéon de Cauchy en X converge a un
elemento de X.
Ejemplos
= Ry C son espacios métricos completos.

= R—{xg} es incompleto.
Sea a; = %, en R — {0}, entonces limn_.oo% = 0, luego la sucesién es de cauchy pero no es
convergente a R — {0} por tanto es incompleto.

= (0,1) esincompleto.
Sea a, = #, en (0,1), entonces lim,_.o # = 0, luego la sucesién es de cauchy pero no es
convergente a (0, 1) por tanto es incompleto.
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1.6.4. Teorema: Sucesion Convergente

Toda sucesién convergente en un espacio métrico es una sucesiéon de Cauchy:.

Prueba. Sea (x,);., < X una sucesion convergente, es decir, existe xy € X tal que x, — Xo.
—00
€ .
Luego, dado € > 0, 3K € N tal que n = K entonces d(xp, xXp) < 2 pero si m,n = K, d(xp, xm) <

E €&
d(xp, xo) + d(x0, Xm) < 3 + > — €.

1.6.5. Teorema: Subespacio Completo

Sea (X, d) un espacio métrico completo, M c X.
i) Si M es completo, entonces M es cerrado.

ii) SiM es cerrado, entonces M es completo.

Prueba.

i) Sea (x,);., < M tal que x, — x, como (x,)nen €8 de Cauchy y M es completo, entonces
x€ M.Luego M = M.

ii) Sea (x,)5.; < M unasucesion de Cauchy, como X es completo, existe xq € X tal que x,, — Xo,
luego xp es un punto de acumulacion de M, entonces xy € M.

1.6.6. Teorema: Funciones continuas
Una funcién T : X — Y con un espacio métrico (X, d) y un espacio métrico (Y, d), es continua en

Xp € X siysolo si x;, — xo implica Tx, — Txg

Prueba.

i) Asumir que T es continuo en xy. Entonces dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que d(x,, xg) <9,
luego paran= N, d(Tx,, Txy) <Ee.

ii) Asumiendo que x, — xp implica Tx, — Txp. Supongase que T no es continuo en Xy,
1
existe € > 0 tal que V0 > 0, si d(x,x9) <6 Ad(Tx,Txy) = € pero d(x,, x9) < — =6 ya que
n
Xn— X9 A d(Txp, Txg) = €, luego es una contadiccién, por tanto T es continuo en xy.

1.7. Ejemplos. Pruebas de Completez

1.7.1. R"yC” son completos

Prueba.

Veamos que R" es completo. Sea (x,)5_; con x, = (£}, ¢5",...,&;)") una sucesion de Cauchy,
entonces para todo € > 0, existe N € N tal que si r,m = N implica que:

1/2

d(xXm, x;) = <€

> € =¢h?
j=1
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Por tanto (&7 —é;)z <e?parar,m=N; Vj=1,..,n,luegosir,m=N, 7= ¢%l <€ ¥j=1,..,npor

tanto (é},f?, ...) es una sucesion de Cauchy en R; Vj = 1,...,n. Como R es completo existe ¢ ; € R tal

que E}“ —— ¢ ;. Usando estos n—limites se define x = (¢1,¢», ...,{ ), claramente x € R". Luego
m—oo

1/2
<E&

[Z(f}” -¢h?
j=1

haciendo que r — oo, queda

d(xXm, x) =

" 1/2
Z(f}n—fj)zl <¢
j=1

La completez de C es similar.

1.7.2. {¢*° es completo

Prueba.

Sea (x;;)$,_, unasucesi6n de Cauchy en ¢ con x,, = (¢1",¢3",...), por tanto dado & > 0, existe N € N
tal que si r, m = N entonces

m_

d(Xm, Xr) =sup|¢;

JjeN
|£;."—<f;|<£; VjieN; m,r=N

cf;.| < g, entonces

Asi que (¢ ;.")onjzl es una sucesion de Cauchyen R 6 C; Vj € N. Como R 6 C son completos, existe
¢jeR6Ctalque E;.“ ¢ji VjeN;se define x = (¢1,¢2,...) como

nm—o0
7" =&t <& VjeN, sir—oo, queda
|<f;.”—€jlse; VieNym=N

Como x;, € £, existe K;,, constante tal que Icf;.”l < Kpn; Yj €N, luego

1§l =185 =& + &7 <IS; =& +187

<e+ K,

por tanto x € /*°, ademads

suplé}"—rfjlsaymzN
JjeN

asique x,, —— x
n—oo

1.7.3. Completez de C

SeaC={x=(¢j) / ¢j€Ccon xconvergente} < £*°
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1.7.4. Completezde ¢”

¢P con 1 < p < oo es completo.

Prueba.

Sea (x;)9,_, una sucesion de Cauchy en /P, donde x,, = (Em,fgl,...), entonces para todo € > 0,
existe N € N tal que si m, r = N entonces

1/p
<E&

d(xXm,xy) = [Z |§71 _6;|p
)

Por tanto, para r, m = N se tiene IE;.“ - <¢g VjeN,luego (671)",2:1 es una sucesion de Cauchy de
numeros, asi que existe ¢ ; € C tal que ¢ ;{l — ¢ j, usando dichos limites se define x = (¢ ‘]’.‘il, veamos
que x € Py x,, — x, luego

187" =51 <€, sir— o0

>
j=1
k
2167 =¢ 1P <e”
j=1

o0
Sik—oo, Y K]'-¢IP<e”, m=N.

j=1

]:
Por tanto x,;, — x.

Esto muestra que x,, —x = (67‘ —&j) € 0P, luego x = X — X, + Xy, €Ntonces

I xller =Il X=X+ Xm lor

<l x=Xm llev + 1 X llr< 00

1.7.5. Completezde Cla, b]

Cla, b] es completo con la métrica del maximo

Prueba.

Sea (x;;),-; una sucesion de Cauchy en Cla, b], entonces dado ¢ > 0, existe N € N tal que si
m,r = N se tiene

d(Xm, Xr) = MaxX |xp (1) — X, (D] <&
tela,b]

Por tanto para fy € [a, b] fijo y

m,r = N; |xpy (o) —xr(fo)l<e (1)
Por tanto (xm(to))‘,’n":l, es una sucesion de Cauchy en R. Como R es completo existe lim ;.o X (),
se define:

X:la,b] —R

t—x(t)= lim x,,(t)
m—o0

Ahora xe Cla,b] y xi, o

—00
De (1), |xu(t) —x(8)| <& VYt € [a,b]l, (r — oo) por tanto Maxse(q ) 1 Xm () — x(8)| < €, asi que
Xm x, uniformemente en [a, b], por tanto x € Cla, b].

nm—o0
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1.7.6. Teorema: Convergencia Uniforme

Si x,,, — x en Cla, b] entonces x;,, — x de manera uniforme en [a, b]

1.8. Ejemplos de Espacios Métricos Incompletos

1.8.1. Espacio Q

@Q con métrica d(x, y) = |x — y| es incompleto

1.8.2. Polinomiales

P ={P(x)/ P esun polinomio en [a, bl} y

d(Py,Py) = max |P;(x) — P2 (x)|;
x€la,b]
(P, d) no es completo.

1.8.3. Funciones Continuas

1
C[0,1]yd(x,y) =f lx(t) — y(p)ldt; (C[0,1],d) no es completo
0

Prueba.

Sea (x;;,) men dado de la siguiente forma

0 si re(0,})
(m+2) m_1 si te 11+ !
m(t) = m¥ex=s3 S1 2’2 m+2
. (1 1
1 sl te|—=—+ R
2 m+2
A A
1L 14
1 1
2 1 21
0 T > 0 >
2
—_—
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1 1 1 1 1 1
Ar=|[=-+ - == (1) = —
2 m+2 2 n+2 m+2 n+2 mn—oo
1 1
ad(Xm, xn) =

m+2_n+2

Si € > 0, existe N > % Sim>n=N; d(xm x, <é&, es de Cauchy en C[0,1]. Sea x € C[0,1] con
Xm_’x.

1
d(xm,x)zfo o (8) = x(1)|d £

1/2 F+-Ls 1
=f Ix(l‘)ldl‘+f Ixm(t)—x(t)ldt+f [1-x(0)ldt
0 1 1 1

/2 1, L

2 m+2

1/2
f |x(t)ldt —— 0 porque x(¢)=0 en [0,1/2)
0 m—00

+ m+2

1
f [1—x()|dt 0 entonces x(f)=1, xe(1/2,1]
1 1 m—oo
2

1 1

2t mez
f [Xm(8) —x(D)|dt ——0
1/2 m—o0

x()=0; Vte[0,1/2) y x(¢)=1; Vte(1/2,1] talque x¢ C[0,1]
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CAPITULO 2

ESPACIOS NORMADOS. ESPACIOS DE BANACH

2.1. Espacio Vectorial

Un conjunto no vacio X sobre un cuerpo K, junto con dos operaciones +,- es un espacio vectorial
(o espacio lineal), si satisface los siguientes axiomas

1. La operacién suma, asocia a cada par de vectores x, y de X un vector x + y de X y ademas se
tiene las siguientes propiedades

i) Conmutativa: x+y=y+x
ii) Asociativa: x+ (y+z)=(x+y)+z
iii) Existe un tunico vector 0 de X, llamado vector nulo: x+0 = x

iv) Para cada vector x € X, existe un tinico vector —x€ X: x+(—x)=0

2. La operacién multiplicacién por escalar, asocia a cada escalar @ € K y cada x € X un vector
ax € X y tiene las siguientes propiedades

i) 1x=x paratodoxe X
i) (a1az)x=ap(azx)
iii) a(x+y)=ax+ay

iv) (mp+a)x=a1x+asx

2.2. Espacios Normados.
Definicién: Sea X un espacio vectorial sobre K (R 6 C), una norma en X es una funcién
-1 X—R
tal que:
(@ [[x|=0; VxeX
b) Ixl=0<= x=0

© llaxll=lallx|; ae K

@ lx+yl=lxl +lyl

31
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Un espacio vectorial en el cual se ha definido una norma es un espacio normado.

Ejercicio:
En un espacio vectorial, toda norma induce una métrica. Si (X,| - ||) es un espacio vectorial
normado entonces (X, d) es un espacio métrico, donde

d:XxX—R
X, ) —dx,»=Ix=yl

Prueba.

) dx,y)=0<x-yl=0
<x—-y=0

<—>x:y

i) dx,y)=x-yll

= =Dy-2 |
=[=1ly-xIl
=ly-xl
=d(y, x)
i) dix,y)=lx-yl
=l (x-2)+@z-y |
<llx-zl+llz-yl= d(x,z)+d(z,y)

2.2.1. Espacio de Banach

Definicién: Un espacio vectorial normado X, el cual es completo con relacién a la métrica
inducida por la norma, se denomina un espacio de Banach.

2.2.2. Proposicion

Si (X, |- 1) es un espacio normado, entonces
Dlxl=lyllrslx=yl
ii) || -|l: X — R es continua.

Prueba.

D llxl=lx=y+ylslx=yl + 1yl
luego || x|l = lyll<llx—yll; cambiando x — y; y — x, se obtiene
Iyl =lxll<lly—xl

ii) Deacuerdo a i), la funcién || - || es continua; pues por cada elemento que se toma del espacio,
su imagen cae en los ntimeros reales.
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Ejemplos:

2.2.3. Espacio C"

R" y C" son espacios de Banach con normas dadas por

" 1/2
2
Ixll = (Z K99 )
K=1
luego, la métrica inducida por la norma

n 1/2
dx,y) =llx-yl= (Z IfK—nKlz)
K=1

2.2.4. Espacio ¢”

¢P, 1 < P < coes de Banach con norma

- /P
Ixllp= (Z |§K|P)
k=1

esta norma induce la métrica
o 1/P
dx,y) =lx-yll= (Z IEK—nKlp)
K=1

2.2.5. Espacio />

¢%°, es un espacio de Banach con

[ % lloo = sup |kl

KeN
2.2.6. Espacio Cl[a, b]
Cla, b] es Banach con
x|l = max [x(z)]
tela,b)

2.2.7. C[0,1]

C[0,1] con | x| = fol | x(#) | d¢t, noinduce la métrica, por tanto no es Banach.
2.2.8. Lema: Traslacién Invariante
Si d es una métrica inducida por una norma en un espacio normado X, entonces

(@) dix+a,y+a) = d(x,y)

(b) d(ax,ay) =lal| d(x,y), a€eK
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Prueba.

(@ dx+ay+a) =lx+a-y+al=Ilx-yl=dxy)

(b) dax,ay) =lax—ayll=lallx-yl=lal dx,y)
Observacioén: Existen métricas que no son inducidas por una norma,

Ejemplo:

Sk Ek—mkl
dx,y) = 2 k_ 1ok kT
Y k; I+ [ &=k

conx = ({lrens ¥ = (i) € S.
Veamos que existe a € ktalque d(ax,ay) #|al| d(x,y).

Supongamos que d(ax,ay) =|a| d(x,y)

iz_k ISk—nrllal |Z ok k=l
= 1+lallée-nel =1 1Sk —mkl
Sila|=0 6 |a|= 1 secumplelaigualdad, perosi|a|# 0y |a|# 1, entonces

< [ lallé-nel k_1Ce=mel | _§2,- : :
$* [k Sk =1k _|a|2k‘(’€7nk = Y 27 allée-nel- -
k=1 I+l —nkl I+ [ &=k k=1 Irlallee=mel 1+ ok =]
luego

. 1 1

silal< 1

<
I+lallck—nrl 1+ 1{e—nkl
Por tanto no se tiene la suposicion,

1 1
>
I+lallée—nl  1+1Sk—7nkl

sija|>1

y tampoco se tiene la igualdad

2.2.9. Teorema: Subespacio de un Espacio de Banach

Sea X un espacio de Banach, Y € X es Banach siysoélo si Y es cerrado en X

2.2.10. Proposiciéon

A continuacién se define sucesién convergente y sucesién de Cauchy similar que en espacios
métricos.

i) Una sucesioén (x5),en €n un espacio normado (X, | - I|), es convergente si
lim | x,—-x||=0
n—oo
paraalgin x € X
ii) (Xp)nen esde Cauchyen X, siVe> 0, AN* eN tal quesi n;m = N* entonces

| xp—xm |l <e.
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2.2.11. Series Infinitas

Dada una sucesion (xg) gen, de un espacio normado (X, || - ||), podemos definir

n
Sp = Z X con neN.
K=1

Si (s;,) converge, se dice s, — s, esto es
Isp—sll——0
n—oo
Entonces la serie infinita o serie Y xj es convergente o converge. s es llamada la suma de la serie y

se escribe Y x; = s.
Si Y} *°|| xx || converge se dira que )_ xi es absolutamente convergente.

En un espacio normado X, la Convergencia absoluta implica Convergencia si y s6lo si X es
completo.

2.2.12. Bases de Schauder:

Sea X un espacio normadoy (e,)5, una sucesion de puntos de X tales que para cada x € X existe
una Unica sucesion de escalares (a ;) ,en tales que

lim | x—(aje1+...+aney) || =0
n—oo

Entonces se dice que (e;) neny €S una base de Schauder para X.

La serie Z?’zl arey esllamado expansién de x con respecto a (e,)nen Y S€ escribe

[e.°]
x =) areg
k=1
Ejemplo:
En ¢” unabase de Schauderes e, = (6,;)7, ydonde (6,;) = L sin= 7 s decir
" nj)j=1Y " 0 sin#j
el = (1,0,0,-.-)
e = (0,1,0,..)
e =

0,0,1,...)

Sea xe /P con x = (¢ j) jen, entonces

. 1/P
IIx—(cflel+...+€nen)II=( > IchIP) —0

K=n+1 fi—oo
1/P

Ya que converge.

f |k 1P
K=1
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2.3. Espacios Normados Finito - dimensionales y subespacios.

2.3.1. Lema: Combinacion Lineal

Sea {x1, x2,...,X;} un conjunto de vectores linealmente independientes en un espacio normado
X. Entonces existe un nimero C > 0 tal que para cualquier coleccién de escalares ay,az,...,a,
tenemos

lajxi+...+vapxpll=zc(lay|+laz | +...+a,l) (@))]

”iaKxK” =C i Lokl

Prueba.
Supongase que X es un espacio vectorial sobre R. Definamos

K = {(ﬁlrﬁzr---rﬁn)ERn/i IﬁK|= I}CRn
K=1

K es compacto en R”; por ser cerrado y acotado. Sea

fiK—R
(ﬁl;---»ﬁn) _’f(ﬁly---;ﬁn) = || ﬁ1X1+-+ﬁan ”

fescontinuay f > 0. Como f es continua y K es compacto, existe C > 0 tal que

f B, pn) = C

B, ,ﬂn) ek

Sean aj,a»,...,a,, cualquier colecciéon de escalares si a; = as = ... = @, = 0 la solucién seria
combinacién de ceros.

Supongase que a; # 0 paraalgun j €{1,2,...,n} entonces

n

Zla]-|>0

sea
a4

Z” Llajl
(B1,...,Bn) € Kdeaqui f(B1,...,B,) =C, por tanto

Bj =

| @1x1+...+apx, |
n
Z =1 |a]

= C.

2.3.2. Teorema:

Todo subespacio finito dimensional Y de un espacio normado X es completo. En particular todo
espacio normado finito dimensional es completo.

Prueba.
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SeandimY =n y {e;,ey,...,e,} una base de Schauder para Y. Tomemos (;;) men Una sucesion de
Cauchyen Y. Donde cada y,;, = aflel +...+a)e, con aj, j=1,2,...,mescalares.

Como (y5,) es una sucesiéon de Cauchy, para cada ¢ > 0 existe N € Ntal que si m,r = N se tiene
| ym—yrll < €, entonces.

n

=C ) lal'—ajl
k=1

E>ym—yrl=

n
> (@} - apex
k=1

Portantolakm—a2|< %; Vke{l,...,n}

myoo
Luego (ak =1’

areR 6 Ctalque o

k fijo, es una sucesion de Cauchy en R 6 C. Como R 6 C son completos existe

'k" —— ay, definamos y = aje;+...+ape, €Y.
m—o0

n
<> |C¥'kn—ak|||ek||m0
k=1

n
Y lal —ailex
k=1

lym—yl=

Por tanto y,;; — y, la cual muestra que Y es completo.

2.3.3. Teorema: Conjunto Cerrado

Todo subespacio finito dimensional ¥ de un espacio normado X es cerrado en X.
Nota: Subespacios infinitos dimencionales no necesariamente son cerrados.
Ejemplo:

En ¢*° sea Y el subconjunto de sucesiones las cuales tienen un nimero finito de términos distintos
de cero. Y es un subespacio de £°° que no es cerrado en ¢*°.

2.3.4. Normas Equivalentes

Definicién: Unanorma | - ||; en un espacio vectorial X se dice equivalente a otranorma || - |, en X
si existe a, b > 0 tales que

alxlz<lxli<blxl VxeX
2.3.5. Teorema: Normas Equivalentes
En un espacio vectorial de dimensién finita X, dos normas || - |; y || - |l2 son equivalentes.
Prueba.

Seann = dimX vy {ey,...,e,} una base para X. Tomemos x € X, entonces x = aje;+...+aze,
por el Lema de combinacidén Lineal, existe C > 0 tal que:

n
[xlli=larer+...+anenllh = C(Z|aj|) 1)
=
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Por otro lado, por desigualdad triangular

[xll2=laier+...+anen |2
slaillellz+...+1knlllenll;  con k= max [ egl2> 0
1<k<n
n
<k ) lajl 2
j=1
C
<—|lxlh
k
Por tanto % | x|l2 < | x|, intercambiando || - ||; por | - || tenemos lo que se quiere probar.

2.4. Operadores Lineales

Definicién: Dados X, Y espacios vectoriales no vaciosy T: D c X — Y un operador, se dice lineal
Si:

(i) El dominio D es un espacio vectorial y el rango R(T) cae sobre un espacio vectorial sobre el
mismo campo.

(i) Tx+y) =TxX)+T(y) Vx,y€eD
T(ax) = aT(x) Vxe X, VaeK

Ejemplos:

2.4.1. Ejemplo 1: Operador Lineal Identidad

El operador identidad I: X — X se definido por Ix = x; Vxe X.

2.4.2. Ejemplo 2: Operador Lineal Cero

El operador cero 0: X — X es definido por 0x = 0; Vxe X.

2.4.3. Ejemplo 3: Operador Lineal Diferenciacién

Sean X = {x: [a, b] — R,dondex es un polinomio de coeficientes reales} y un operador lineal T :
X — X dado por T(x(1)) = x'(¢), Vt€ [a, b]

2.4.4. Ejemplo 4: Operador Lineal Integracién

Sean X = C[a, b] y un operador lineal T definido por

T:X—X

x—Tx

dado por T(x(2) = [} x(s)ds; t€ [a,b]
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2.4.5. Ejemplo 5: Multiplicacién por ¢
Sean X = C[a, b] y un operador lineal T definido por
T:X—-X

x—Tx
donde T:la,b]— R

t— Tx(t)=1tx(1)

2.4.6. Ejemplo 6: Operador de una Matriz
Sea A= [a;,] una matriz real de tamaiio r x n,
T:R" - R"
x—Tx=Ax
2.4.7. Nrtcleo

Definicién: Si T es un operador lineal se define el niicleo de T, denotado N(T) por
N(T) = {xeD:T(x) = 0}

2.4.8. Teorema: Rango y Nucleo
Sea T un operador lineal; entonces
i) Ran(T) es un espacio vectorial.
ii) SidimD(T) = n<ooentoncesdimR(T)<n
iii) N(T) esun espacio vectorial
Prueba.

i) Sean y;,y2 € R(T) y a,f € K veamos que ay; + By» € R(T), como y1,y, € R(T) existe
x1,Xx2 € D(T) tales que T'(x1) =y1, T(x2) =y, luego

ayr+ Py =aT(x))+ BT (x) = T(ax; + Px2)
con ax; + Bx, € D(T), luego ay, + fy2 € R(T)

ii) Veamos que cualquier conjunto {y1,¥2,..., ¥n, Yn+1} < R(T) es linealmente dependiente.
Existen x1, X2, ..., X5, Xn+1 € D(T) tales que

T(x1) =y1,0 T(X0) =Y, T(Xp41) = Yn+1

como dimD(T) = n, x,X2,..,Xp+1 €S linealmente dependiente entonces existen
ai, ag,..., Ay, &pe1 NO todos nulos tales que a1 x; +...+ a, X, + an+ 1x,41 = 0 entonces

T(ar1x1+...+apr1Xn+1) =0
arT(x)+...+ap1 T(xp4+1) =0

ary1+..+&p1Yn+1 = 0.

con algin a; no nulo, por tanto {y1, ..., n, Yn+1} €s linealmente dependiente.
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iii) Sean x;,x € A4 (T), entonces Tx; = Tx, =0, veamos que a1 x; + a2 x2 € A (T), en efecto

Tlarxi+azx)=a1T(x1)+axT(x2) =0

T:D(T)c X — R(T)c Y esuno auno o inyectivo Tx = Ty implica x =y, si T es uno a uno
podemos definir un operador

T~ R(T)—D(T)

y—T7'(y)=x donde Tx=y

noétese que
T NT(x) =x; YxeD(T)
T(T™'(y) =y; VyeR()

2.4.9. Teorema: Operador Inverso

Sean X,Y espacios vectoriales ambos sobre R o ambos sobre C y D(T) c X, R(T) c Y con
T :D(T) — R(T) un operador lineal

i) T7!existe si yso6losi Tx =0 entonces x =0.
ii) Si T~!existe, T~! es un operador lineal.

ii1i) SidimD(T)=n<oo y T~ existe, entonces dim R(T) = dim D(T).

Prueba.

i) Como T(0)=0y T(x)=0 entonces x=0.

Sean Tx; = Txp, como T es lineal T(x; —xp) = Tx; — Txy =0, tal que x; — xp = 0 por la
hipotesis. Entonces T'(x;) = T(x») implica x; =x,y T -1 existe. Luego si x, = 0 obtenemos
que Tx; = TO entonces x; =0

ii) El dominio de T~! es R(T) un espacio vectorial y D(T) c X, sean y;,y» € R(T)y a,B € K.
Existen x;,xo € D(T) talque Tx1=y1 Vv Txp =)

T(axy+Px2) =aTx1+BTxr=ay+ By

por tanto

TN apn+By)=axi+Pxo=al 'y +BT 'y,

i1i) Se prob6 que dim R(T) = dim D(T) por el teorema de rango y espacio nulo, como

dimR(T™YH <dimD(T™") entonces dimD(T) <dimR(T)
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2.4.10. Lema: Productos de Inversos
SeanT: X —Y yS:Y — Z operadores lineales biyectivos, donde X, Y, Z son espacios vectoriales.

Entonces lainversa (ST)™!: Z — X existey (ST)"!=T"!57!

Prueba.
El operador ST : X — Z es biyectivo, entonces (S 7)1 existe.

SIS =1,
s7isTsT)! =871,
TSt =571
ririsnt =77ls!
(STt =115t

2.5. Operadores Lineales Acotados Continuos

Definicién: Sean X, Y espacios normadosy T : D(T) € X — Y un operador lineal. Se dice que T
es acotado si existe una constante C > 0 tal que

[T = Cllxl  VxeD(T)
Observacion: De la anterior definicién se puede decir que

I T(x) |
Il

A:{M/xED(T)\{O}} R
x|l

A es acotado superiormente por C, por tanto existe el sup A, el cual notaremos || T || y se le llama la
norma del operador T.

= C VxeD(T)\{0}

Sea

Esto es, sup{ | T(xﬁ | /xED(T)\{O}} =TI

[ x
Si D(T) = {0} entonces | T || = 0.
I T
xepmn\oy x|l
Notese que | Tx| <[ T| x|, YxeD(T)

Escribimos || T || =

2.5.1. Lema: Norma

Sean X un espacio normado y T € .Z(X), entonces

(@ I TII= sup [ Tx|
xeD(T)
llxll=1

(b) ||l |ls es unanormaen .Z(X)
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Prueba.

(a) SeaB={|Tx:| xl=1, xe D(T)}cRyA= {% :xeD(T)\{O}} cR.

Noétese que B < Aluego, sup B < sup A, entonces

Tx
sup{|| Tx ||l:|| x =1, xe D(T)} < sup{H tX€E D(T)\{O}} luego,
X
| Tx |l
sup [ Tx| < =TI 1)
xeD(T) xepm\ioy I x|
[lxll=1
Sea X € X, X € D(T)\{0} entonces ||fc||fc = Tz | |l = 1luego,
I T% | 1 s 1
— = T2l = |y 72| = || 7 ()| = sup 17
T I ("X" ) xeD(T)
[lxll=1

portanto sup | Tx| es cotasuperior de A, entonces
xeD(T)
lxl=1

| Tx|
=supA < sup [|[Tx| (2
xep(m\oy I x| xeD(T)
lxll=1

1Tl =

De (1) y (2) tenemos que

ITI= sup | Tx|
xeD(T)
llxll=1

(b) (i) IIT] =0 por definicién de supremo.

(ii) Veamos que sup ||Tx|l =0 siysolosi T =0. Entonces sup [|[Tx|l< sup || T| llxll, por

lxl=1 llxl=1 llxl=1
tanto T = 0.
(iii) sup llaTxll = sup |lal ITxll = |a| sup ITx|; x€ D(T)
llxl=1 llxl=1 llxl=1
(iv) sup [[(T1+ T2)xll = sup [T1x+ Tox|l < sup [ Thxll + sup [|T2xl; x€ D(T)
llxl=1 lxl=1 llxl=1 lxl=1
Ejemplos:

2.5.2. Ejemplo 1: Operador Neutro

Sean X un espacio normado y 0: X — X un operador lineal acotado, [ 0] = 0
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2.5.3. Ejemplo 2: Operador Diferenciacién

Sea X = {x: 0,11 — R / X esun polinomio} con

[ xll= max |x()]
te[0,1]

y un operador diferencial definido ,
T:X — X donde T(x(#)) =x'(t), t€[0,1]

x—Tx

T eslineal y T no es acotado.
ParaneN sea x,(t) =t", | x,=1,

T(xp(1) = x,() = nt"!

luego || Tx, ||=n asique

| Txnll
[l x7 |l
como 7 es arbitrario no existe C > 0 tal que
| Txy |l -
Il x5
Tx
El conjunto A = { ”” n”” / Xn € D(T )\{0}} < R no es acotado superiormente, por tanto no tiene
Xn

supremo, en este caso se dice que la longitud del operador es indeterminada.

2.5.4. Ejemplo 3: Matrices

Sea A = (a i) una matriz real r x n, se define
T:R" -R" T eslineal y T es acotado
x—Tx=Ax

Sean x = (Ek)Zzl, y= (nj);.:l con y=Tx entonces

n
nj=yej=y ajir
k=1

tenemos:
9 9 T 9 r n 2
ITx1?=1yl>=Y Inil* = ¥ || X ajréx
j=1 Jj=1[\k=1
r n 2
< > [ X lajiérl
j=1\k=1
r n 9 n 9
< Y X lajlP || X 1€kl
j=1\k=1 k=1
, r n , 1/2
= xl® X [ X lajl
j=1\k=1
= | x|* C?
r n 9
con C= Zk @y luego | Tx|I<C |l x .
j=1k=1
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2.5.5. Teorema: Dimension Finita

Sea X un espacio normado, si dim X < oo, entonces todo operador lineal en X es acotado.
Prueba.

Sea {ej, s, ..., e} una base para X, luego dado x € X existe {ozj};.’:1 talesque x =aje; +...+ ape,, v
sea T un perador lineal en X, entonces

n n n
I Tx ||=||T(Z ajej) I=1) a;jTejll <) lajll Tejll

J=1 j=1 j=1

, 1 M
< max || Te; | ) lajl<s— x| con C>0,
r<jsn | C

17

luego || Tx < Co || x ||, entonces “5 <

2.6. Funcionales Lineales

Definicién: Un funcional lineal f, es un operador lineal con dominio en un espacio vectorial X y
rango en K(Ro C) es decir, f: D(f)c X — K
2.6.1. Teorema: Continuidad y Cota

Un funcional lineal f: D(f) € X — K es continuo si y s6lo si f es acotado.
Es un caso particular de operadores lineales T: X — Y = K
Ejemplos.
(1) Sead € R" fijo, se define f: R"” — R dado por f(x) =8-x, f esclaramente lineal.
IfG)=1x-81 <l x[&]
se hace x = § entonces f(§) =06 = 52

If@)1_ 1817
sl 1él

I f > =4l

luego || f =16
(2) Sean X = (Cla,b],| * lloo) y f: X — R dado por f(x)= f: x(t)dt. feslinealy

b
f x(ndt| <
a

<b-a, luego | f l< b— a haciendo el supremo para todo x de norma 1,

b
If(x)] = x(D)ldt<(b-a) |l x oo
a

| f (0]

1%/l oo
entonces

entonces

b-a= f dt—f ldt= f(xo) < sup IFC=I £
\xH 1
Portanto || f = b - a.
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(3) Sea X =(Cla,bl, |l - lloo) ¥ to € [a, b] fijo. Se define f: X — R dado por f(x) = x(ty), f eslineal
y
|f ()| =|x(fo)| =|| X llo estoimplicaque | fl<1

1=|x(to) <[ fII Tuego [l fl=1

(4) Sead = (a;)2, € ¢? fijo. Se define f : > — R dado por f(x) =6 -x = Y2, a;¢), feslinealy
acotado con | f ||=]| 6 || tenemos:

1/2 1/2
If(x)] = <) lajéjl= (Z |aj|2) (Z |<f]-|2) =[16 lgeol X |l oo
j=1 j=1 j=1

o0
> ajé;
Jj=1

Por tanto || f <[5 |l

If@l=Y la;j*=81?
j=1

IFI=0al

2.6.2. Dual algebraico

Definicion: Sea X un espacio vectorial sobre K y X* = { f / f: X — Kesun funcional lineal}, X*
se denomina el dual algebraico de X.

2.6.3. Proposicién

Sea X* un espacio vectorial sobre K, entonces
(fi+ X)) =)+ folx); VxeX
(@f)(x)=af(x); YaekK, VxeX

2.6.4. ElSegundo Espacio Dual Algebraico

Definicién: Sea X un espacio vectorialy C: X — X**, dado por Cy = g, donde

g:X"—>K
f_’ (gx)(f) :f(x).

Aplicacién canénica de X en X** se obtiene
i+t o) =i+ = i)+ fo(x) = (1) +(gx)(f2)
(gdlaf) = (@f)(x) = af(x) = a(g)(f)

luego C es lineal. Entonces

(Clax+BYN() = 8ax+py) () = flax+Py) =af(x)+pf(y) = ag:(f)+Bgy(f) =aCx(f)+BCy(f)
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2.6.5. Inmersion Canoénica

Definicién: Sean X, Y espacios vectoriales, si X es isomorfo a un subespacio de un espacio
vectorial Y, se dice que X es inmersible en Y. Por tanto X es inmersible en X** y C se llama la
inmersion canonicade X en X**.

Si C es sobre, entonces R(C) = X** y es este caso se dice que X es algebraicamente reflexivo.

Ejemplos:

2.6.6. Ejemplo 1: Espacio R"

El espacio dual de R es R”, (R™* = (R")
Prueba.

Sea T:([R")* —R" dado por Ty = C; con C=(f(ex)){_,- T eslinealy biyectivo.
Tof+pgx=alf(ex)r+ B(gler))k, yaque
(af +Bg)x =afx+pgx
=a) &pfle)+P ). Srgler)
k=1

k=1

= Y &rlaf(er) + Bgler)
k=1

Luego Tyripg=aTr+ fTg.
n
Hace falta ver que || fI| = [ T¢ll = IC|l. Dado x = Z Erex ; con (ek)Z:1 la base canonica, y

k=1
Fx=X}_,Skyk con yi = f(ex)

n n 1/2 n 1/2
Ifxl< ) 1Ekyil < (Z |6k|2) (Z mﬁ) =l xlllCl
k=1 k=1 k=1

Six#0, setiene [ fIl<ICI=I1Tfl (1)

n 1/2
ici=(y wz) ey 2 = LAl e
k=1

”(Yl;-»)’n)”

Por tanto [[C| < [ fIl (2).De (1) y (2) se hace que | fll=ITfl.
2.6.7. Ejemplo 2: Espacio ¢!

El dual de ¢! es ¢°, ¢1* = ¢,

Prueba.

Se define T : (¢1)* — ¢ por Tr=Ccon C= (f(ex))x donde (er)r es una base de Schauder para

¢'. Ahora veamos que T estd bien definido | f(ex)| < supxepcr) |f x| = I fl, luego sup|f(ex)| < I fI
xlI=1 k
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Luego [Clleo < IIfll <oo (1)

T(afi+pf2) = (afiler) + Bf2(ex))k
= a(file))x + B(f2(er))k
= a1}1+/3Tﬁ

Luego T lineal. Y veamos que T es inyectivo, si T(f1) = T(f2) entonces fi(er) = f2(ex), luego
@) =Y Eifilep) = Y Eifale) = folx); Yxeld!
j=1 j=1

asique fi = f>. Ahora veamos que T es sobre:
o0

Sea Cy = (Ci)x € £, entonces Y |Cx| < oo, definimos f(x) = Y &xCr con x = (é1,Ep,...) € £1.
k=1
f eslineal,

[e.°] [e.°]
If@Ol= ) 1§kCil =sup|Cil Y 1§kl = Mlixl o
k=1 k k=1
Luego || Il = IClloo por (1), entonces | fll = [ICllo = IT ()
2.6.8. Ejemplo 3: Espacio ¢7
1 1
El espacio dual de ¢ es ¢9;asi1l < p<oo y q esel conjugado de p, quees, —+—=1
p
Prueba.

Se define T : (/)" — ¢9 por T(f) = (f(ex))r donde ej = (§i); Veamos que T esta bien definido,
tenemos Yy = f(ex), k€N.Se consideramos la siguiente sucesion x, = ({})x con

q .
& = % si k=sn y yr#0
0 si k>n 6 17yr=0
luego
o0 o0 n
Ifedl = ) &pfler) = D &y = ) Iyal?
k=1 k=1 k=1
Por otro lado o 1/p
|f )l < IfIllxall = 0F1| D 1E7P
k=1
n 1/p
=IF1] Y 1EP
k=1
n 1/p
= FI ) Iyl
k=1

1 1
Usando 1 — — = —, tenemos

1
q

(éllyk|q) = Ifl

_1
1=
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Sin—oo [(yrklly = IIfll<oo. (1) T eslineal, y T es inyectivo, ya que si T(f1) = T(f2), entonces
filex) = falex) VkeEN

fil0) = Y Exfiler) = Y Exfoler) = folx) Yxel!
k=1 k=1

T es sobre,

n o0
Sea b= (by) € ¢9, luego Z |br|9 < 0o, se define f(x) = Z &b,
k=1 k=1

If 0l < ) 1Ekbil < IxligplIbliga, luego Ifll<bl, fe@)* vy T(f)=(f(ex))k = (br)i =Db.
k=1

2.7. Operadoresy Funcionales Lineales en espacios de Dimension finita

Sean X, Y espacios vectoriales de dimension finitay T': X — Y un operador lineal sobre el mismo
cuerpo K. Tomamos E = {ey,...,e;} una base para X y B ={by,...,b,} una base para Y;si x € X

n
existe (¢;) ;’:1 tal que x = Z ¢jej (D. Entonces
j=1

y=Tx= T(Z fké’k) =Y &Ter @
=1 =1

Como yeY y Tey €Y. Se puede escribir,
r r
y=ZT]ibj, Tek:ZTjkbj @
j=1 j=1

Entonces 3) en @

r n

r n
J’=ZTIjbj=ka( Tjkfk)bj
=1 k=1 \j 1

.
Tjkbj) =2 (
1 j=1\k

como los b; son linealmente independientes, entonces

n
nj=> 7k j=L2,...,1 @
k=1

los coeficientes en @) forman una matriz Tgg = (7 jk);.zlz_l, con r filas y n columnas. Tgp
representa el operador T en las bases E, Bde ), TgpX =7J.

Volviendo a los funcionales lineales:
Cuando dim X = n, se toma {ey,...,e,} una base para X, los funcionales lineales forman el dual
n

algebraico X* de X.Sean fe X*y x= ) ¢je;€ X, entonces

Jj=1
f)=) &flep)=> &jaj con aj=f(e); j=L...,n G
j=1 j=1

f estd univocamente determinado por sus valores a; en los n vectores de la base de X.
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Reciprocamente cada n-tupla de escalares a;,...,a, determina un funcional lineal en X de
acuerdo a (B). En particular

se obtiene n-funcionales con valores

Vs _Jlsioj=k
fk(e])—5]k—{08i itk

al conjunto {fi, ..., fu} se llama base dual de {e,,...,e,} de X.

2.7.1. Teorema: Dimension de X*
Sean X un espacio n-dimensionaly E = {ey, ..., ey} unabase para X, Entonces {fj,..., f,} dado por

,_]Jo si j#k
fk(e])_{l si j=k

Prueba.

es una base para el dual X* y dim X* =dim X = n.

n
F es un conjunto linealmente independiente, entonces Z Brfi = 0; siej =x€ X, setiene §; =0,
k=1
luego

f) =) &iflep, filx) = fk(Z€jej) = Sk
j=1 j=1
fx) = ifk(x)f(ej), a;=f(e;)

j=1

=) filva;.
=1

2.7.2. Lema: Vector Cero

Sea X un espacio vectorial de dimension finita. Si xy € X tiene la propiedad que f(xp) =0 Vf € X",
entonces xp=0.

Prueba.

n
Dado que xp = Z ¢ jej, entonces
j=1

0= fi(xo) =fk(ij€j) =) &jfeej) = ¢k
j=1 j=1

Por tanto, xg = 0.
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2.7.3. Teorema: Algebraicamente Reflexivo.

Un espacio vectorial de dimension finita es algebraicamente reflexivo.

Prueba.

Se considera C : X — X**, si Cxp = 0 entonces Vf € X* se tiene que (Cxp)(f) = f(xp) =0, luego
xo = 0. Entonces C™!': R(C) — X existe. Se tiene que dimR(C) = dimX, y a la vez dim X** =
dim X* =dim X =dim R(C), como R(C) c X**, entonces R(C) = X**.

2.8. Proposicién

Dados los espacios normados X,Y entonces B(X,Y) = {T X=Y / T eslinealy acotado} es un
espacio vectorial normado con norma

I T x|
ITI = sup = sup [Tx|
xeDp(n)~{o} Xl xeD(T)
lxll=1

2.8.1. Teorema

Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X, Y) es un espacio de Banach.
Prueba.

Sea (T;,) nen una sucesion de Cauchy en B(X,Y). Luego para e >0, 3Ny e Ntal quesi m,n = Ny,
entonces || T, — Tyl <e. Paratodoxe X\ {0} y m,n= Ny

E
I Tpx = Tmxll < IITn—Tm||||x||<m||x|| =€

Luego (T, x), es una sucesion de Cauchy en Y, como Y es completo existe ye Y tal que Tj,x — y,
se define

T:X-Y
x—Tx = lim T,,x
m—00
T eslineal. Si m = N
| Tmx—Txll = Tppx— im Tyxll = Wm || Typx — Tpx|l
n—o0 n—oo
< lim €|x|| = |x|

n—o00

asi —||Tpxll+ 1 Tx]l < €llx|| implica que
ITxl < ellxll + | Tmxll < ellxll + | Tl xll = (€ + | T DN x|l
luego T € B(X,Y)yademdssi m= Ny entonces |T,,— Tl <¢

2.8.2. Teorema: Espacio Dual

El espacio dual X* de un espacio normado X es un espacio de Banach.
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2.9. Espacio con Producto Interno. Espacios de Hilbert

2.9.1. Espacio con Producto Interno

Sea X un espacio vectorial sobre K, un producto interior en X es un funcién ¢:,-) : X x X — K que
satisface: Vx,y,ze X y Vae K

() (x+y,2)=(x,2)+(y, 2
(ii) (ax,y)=alx,y
(ii0) {x,y) =3, %)
(iv) (X,x)=0(x,x)=0x=0
Un espacio con producto interno es un espacio vectorial con un producto interno definido en éL

Observacién: Un producto interno en X, induce una norma en X dada por

1/2
I xl1= ¢x, 00

y una métrica dada por
dx,y) =l x-yl=x=-yx-n"?

2.9.2. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno el cual es completo con relacién a la
métrica inducida por el producto interno.

En lo que sigue, la letra 7# denotard un espacio de Hilbert; el producto interno en este espacio
serd denotado por (-,-). Con .Z () indicaremos a todos los operadores lineales acotados T sobre
el espacio de Hilbert 77 # {0}, con

I Tx] }
T|= _ €N
I sup{ o /x

2.9.3. Proposicion
i) (ax+ Py z)=alx,z)+ By, 2.

i) (x,ay)y=a(x,y)
iii) (x,ay+pz)=axy)+B(x,2)

Nota: Si una norma proviene de un producto interno, entonces | x+ y[? + |x— ylI? = 2|/ x[|> +2[y||?

Prueba.

Ix+ylI*+llx—yI? = (x+p,x+y) +{(x—y,x—y)
=(X,X)+{X, )+, X)+(P, 1)+, X)) =, 1) =, XD+, »)
=2[|lx|1? + 2]l y|I?
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2.9.4. Ortogonalidad

Definicién: Sean X un espacio producto interno, x,y€ X, A,Bc X
i) xLysiysolosi{x,y)=0
ii) x L Asi,ysb6losi{x,a)=0, Yaec A

iii) ALBsi,ysOlosi{a,by=0 Vae A,beB
Ejemplos:
2.9.5. Ejemplo 1: El Espacio Euclidiano R”

Es un espacio de Hilbert con producto interno definido por

n
(%,y) = Y xkye con x=(X1,...,Xn), ¥=W1,-e0r Vi)
k=1

2.9.6. Ejemplo 2: El Espacio C"

Es un espacio de Hilbert con producto interno dado por

n

(X, 9) = ) XYp con X=(x1,...,%n), ¥=(Y1,---»¥n)
k=1

2.9.7. Ejemplo 3: Espacios /?(R), ¢?(C)

Son espacios de Hilbert con producto interno dado por
o0
(x,y) = Z XYk €en ZZ(R)
k=1

(xx,) = Y. xc¥, en £*(C)
k=1

2.9.8. Proposicion: Desigualdad de Schwarz

Sea X un espacio producto interno, entonces paratodo x,y€ X [{x, )| < x|yl
donde || x| = (x, x)/?, ylaigualdad se dasi x, y son linealmente dependientes.

Prueba.
Si y =0, setiene. Si y #0setoma «a € K por lo tanto

0<lx—ayl®> = (x—ay,x—ay) = (x, xy —a(x, y) —a{(y, x) =y, )}

sea a= (y,x),
72
0< IIXIIZ—W = IIXIIZ—%, por tanto [{x, )|> < [ x|?|yl|?>, sacando raiz cuadrada
y y

se obtiene el resultado.
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2.9.9. Proposicién: Continuidad del Producto Interno

Sea X un espacio producto interno, si x, — x y y, — y, entonces (X, ¥n) — (X, ).
Prueba.

[{Xn, Ynd =X, W1 = KXn, Ynd =X, yud) + X, Yn) — (X, )
= Kxn =X,y | + X, yn— W)

<10 = X yall + 161y = Yl ——0

2.9.10. Teorema: Subespacio

Sean .7# un espacio de Hilberty Y un subespacio de .7, entonces:
a) Y es completo siysoélosi Y es cerrado en 57
b) SiY es finito dimensional, entonces Y es completo.
¢) Si % esseparable, entonces Y es separable.

Mads generalmente todo subconjunto de un espacio con producto interno es separable.

2.9.11. Segmento y Convexo.

Definicién: Sea X un espacio vectorial sobre K, el conjunto {z eX:z=ax+(1-a)y,0<sas 1}
se llama el segmento que une a x e y. Un conjunto M se dice convexo si para cada x,y € M el
segmento que une a x e y estd contenido en M.

2.9.12. Teorema: Vector Minimizador

Un conjunto convexo, cerrado y no vacio C de un espacio de Hilbert X, contiene un vector de
norma minima, es decir, que !X € C tal que

v

X = inf x|
xeC
Prueba.

Sean M = ing lxll y (x)n una sucesion de Cauchy en C tal que ||x,|| — M, Probar que (x,), es
XE

una sucesion de Cauchy en C, por la ley del paralelogramo

Xp+ Xm |2
2 2 2 n m
16 =l = 200l + 202 - 4 | 222 |
2 2 2
= 2017 + 2] 5|2~ 4M? ——— 0
n,m—oo

Luego (x;), es una sucesiéon de Cauchy en C, como C es cerrado, entonces C es completo; Por
tanto existe X € C tal que xj, X. Como la norma es continua,

n—

l2nll — 1 XII.
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Por la unidad del limite || X|| = M = in£ [Ix]l.
X€E

Unicidad: Sean xj, xp € C tales que ||x1]l = |x2ll = M.
Por la ley del paralelogramo,
X1+ X2 2
0= Ixi—xl® =2ln ) +2lxl’ -4 227

<4AM?-4M? = 0

Por tanto x; = xy.

2.9.13. Corolario:

Si C esun conjunto convexo, cerrado y no vacio con C c # donde ¢ es Hilbert, entonces Vx € .77

existe un tnico u € C tal que
lx—ull = infllx-yll 2.1
yeC

Ademas si el espacio de Hilbert es real, u esté caracterizado por la propiedad

{ uecC 2.2)

(x-u,y—-uy<0 VyeC

Prueba.
Para (2,1) sélo basta aplicar el teorema anterior al conjunto convexo, cerrado y no vacios ¢ ~\ C.

Probar que (2,1) siysolo si (2,2)

(i) (2,1) entonces (2,2). Sean u € C que cumple (2,1) y yeC.
vi=(1-Hu+tyeS si te[0,1] yaque C es convexo

lx=vll =lx-w)-t(y—uwl, Por 2,1) [x—ul < lx-v|
lx—ull® < ll(x—w -ty —wl?
Ix—ul® = ((x—u) - t(y—w), (x—u) - t(y — w))

Ix—ul? = lx—ull®-26x—u, y—u) + £2lly — ul?

26x—u,y—u) < l‘2||y—u||2

! 2
—u,y-u) < —|ly- —0
(Xx—u,y—uw 2||y ull P

Luego (x—u,y—u)<0 VyeC
(ii) (2,2) entonces (2,1).
ly=xlI” = l(w-x)—@w-yI*
= lu—xIP-2(x-u,y—u) +llu-y|*

Por hipétesis
lu—xI?=ly-xI? = 2(x—u,y—uy—lu—-yI*><0

lu—x|l < lly—xl VyecC, entonces

lu—x| < inf |x— yl ycomo ucC
yeC

infllx—yl = llx-yll
yeC
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2.9.14. Proyeccién

Definicién: El vector u del corolario anterior se denomina la proyeccion de x en Cyse denota Pcx

2.9.15. Suma Directa

Definicién: Un espacio vectorial X, se dice la suma directa de los dos subespacios Yy Z de X,
escrito X = Y& Zsi Vxe X, dlyeY 3Flze Ztalque x = y+z.

2.9.16. Complemento Ortogonal

Definicién: Sea Y un subconjunto de un espacio producto interno X, el complemento ortogonal
Y1 de Yesel conjunto Yi={zeX:2zlY}

Ejercicio:
i) Y esun subespacio cerrado de X.

ii) Yc Y+ donde Y+ = (v hHt.

2.9.17. Teorema: Suma Directa

Si Y es un subespacio cerrado, no vacio de un espacio de Hilbert X, entonces X = Y @ Y+

Prueba.

Como Y es convexo, cerrado y no vacio, dado x € X; sea y = Pcx la proyeccion de x sobre Y; la cual
existe por el corolario 2.9.13, y z=x—y.

Se prueba que z€ Y. Supongase que no, es decir, supongase que existe y; € Y (y; # 0) tal que
(z,y1) = B #0.Se tienen que a € K.

lz—ayll* = (z—ay,z—ay) = lzI* @z, y1) — a[{y1,2) = @y1, 1)
- _ (J/1,Z>

2
Giw o [

Iyl ly11?
luego como y+ay; € Y entonces ||[x—yl<llx—(y+ay)l<lx—yllyasi |[x—yl <lx—yl locual

es absurdo, por tanto z€ Y+, yasi x = y+z conyeY y ze Y+,
Como YNnY' = {0}y y—y' = z/—z,sinofueratinico (y+z=y +z'),luego y—y e Yyz'—ze Y,
lo cual es absurdo.

. 2 2
se tiene |z —ayll® = |zl - <llzlI*, portanto [[x—y—ayl <lx-yl,

2.9.18. Proyeccion Ortogonal

Definicién: Para x € X el tinico y € Y tal que x = y+z, con z € Y+ es llamado la proyeccién
ortogonalde xenY. P: X — Y dado por Px = y es lineal e idempotente P? = P.

2.9.19. Lema: Espacio Nulo

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert .7, entonces Y+ = N(Py).
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2.9.20. Lema: Subespacio Cerrado.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert ./#, entonces Y = Y+
Prueba.

Es claro que Y ¢ Y1+, veamos que Y1+ c Y. Sea x € Y+, entonces x= y+zcon yeY cytt
yze Yt como ye Y, xe Yt entonces z=x—ye YL, porser Y+ un subespacio. Luego
z1lY,peroze Y+ asi que z=0,luego x = y e Y, por tanto yiicy.

2.9.21. Lema: Conjunto Denso
Sea M # ¢ con M c sZ donde JZ es un espacio de Hilbert, entonces genM = 7 si y s6lo si
M* = {0}

Prueba.

i) Sea x € M+ entonces existe (x,) ¢ genM tal que, x, — x como M+ 1 genM entonces
< Xp,x >= 0, por la continuidad del producto interior < x,,x > — < x,x > por tanto
<x,x>=0, asi que x =0, luego M Loy y la otra contenencia es trivial.

ii) Como genM es cerrado en 77, ¢ =genM + genMi, asidado he s 3x,y tales que
h=x+yconxegenM ye genML, ver que ¥y =0 como y € gean, entonces y L M, asi
que y € M+, luego y =0 .. /# < genM y la otra contenencia es facil.

2.9.22. Conjuntos Ortonormalesy Sucesiones

Definicién: Un conjunto ortonormal en un espacio producto interno X es un subconjunto M de
X cuyos elementos son mutuamente ortogonales. Un conjunto ortonormal M c X es un conjunto
ortogonal en X cuyos elementos tienen norma 1 es decir Vx,y € M

cxy>= 0 six#y
Y= six=y

Si el conjunto ortogonal u ortonormal es contable se puede hablar de sucesiones ortogonales
u ortonormales. De manera més general, dada una familia (x,)q4ec; de elementos de X se dice
ortogonal si x4 L xg Va # B, «,p € I. Lafamilia se dice ortonormal si es ortogonal y

| ¢ |I=1 Vael

2.9.23. Proposiciéon
1. Si{xy,..., x,} es ortogonal, entonces || x; + ...+ X, =] x1 [|? +...+ || x,, ||

2. Mc X, M# ¢yortonormal, entonces M es linealmente independiente.

Ejemplos:

2.9.24. Ejemplo 1: Espacio Euclidiano R"

En R" los {ey, ..., 5} con ex = (0, ..., 1,...,0) 1<k < nforman un conjunto ortonormal.
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2.9.25. Ejemplo 2: Espacio (>

En ¢2 los vectores ex=(0,0,...,1,.,0,...) keN forman un conjunto ortonormal.

2.9.26. Ejemplo 3: Funciones Continuas

b/
Sea X = C[—m, ] con producto interior definido por < x,y > = f x()y(t)dt. El conjunto

-7
{ 1 1 . 1 1 . 9 1 9 }
——,—=sinx, —cosx, —sin2x, — cos2x,...
V2m Vm VT v Vr
es ortogonal.
2.9.27. Proposicion
Si (e,,) nen €S una sucesion ortonormal en un espacio producto interno, entonces:

n n
i) Sixe genfey,..., ey} entonces x = Z <xe>e ylx|= Z |<x,e;> 1?
i=1 i=1

o0
ii) Vxe X, Z [{x, ek)l2 <|x ||2 desigualdad de Bessel.
k=1

Prueba.
n

n n
i) x = Z arer, (x,er) = <Z ajej,ek> = @) portanto ar = (x,ex) luego x = Z(x,e,)e,-
k=1 j=1 i=1

i=1

Ix]?= (x,x) = <Z<x,ei>ei,2<x,ei>ei>
i=1

Il

~
I
—

<x,e><Xxe><e;e;>

| <x e >

Il

~
I
—

n
ii) ParaneNsean y,= ) (X,ep)er, 2zp=x—y,. Afirmacion:z, L y,

k=1
n n
(X=Yn,¥n) = <x— Y (xer)er ) (x, ei>ei>
k=1 i=1
n n
= ) (x,ep){x,ey— ) (x,ep){x,ex)=0
k=1 k=1

por tanto x =y, +z, luego | x [|*=| y, II* + || 2, I* asi | y, I*<|| x ||*, entonces
|<x,ek>|25||x||2 VneN, si n— oo

2 2
[x,e“< [ x|

n
)3
k=1
e
)3
k=1
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2.9.28. Teorema: Representacion de Riesz

Sea X un espacio de Hilbert y f € X'. Entonces existe un tinico y € X talque f(x)=<x,y> Vxe X
viIlflx=lylx

Prueba.

i) Si f =0, setoma y =0, y se tiene. Supongase que existe x € X tal que f(x) # 0. Sea
N =kerf. N es un subespacio cerradoy N # X.Como X = N& N+, sea w € N* tal que

f(w) # 0. Se define z = %, ZzeENt yfle=1 x-f(x)ze N Vxe X entonces
(x—f(X)z,2) =0 VxeX

(x,2) = (f(X)z,2) — (x,2) = f(x){z,2) =0
Z

—»f(x)=<x,L2> VxeX; y= 3
Izl Iz

i) If)I=Kx,»yI< x|l yll entonces | f|< |l yll ahora

f» _wy | yI?
tyl Tyl Tyl

iii) Sean y;,y2 € X, con f(x)=(x,y1) vy f(x)=(x,y,) talque

I f Iz =yl HfI=1yl

(X, y1) = (X, ¥2)

(X, )1-y2)=0  Vx
V1=yuy1-y2>=0
ly1—=y21=0  entonces y; =y



CAPITULO 3

L OPERADORES NORMALES Y AUTOADJUNTOS EN ESPACIOS DE
HILBERT

3.1. Teorema

Sean (X, (-,-)) un espacio producto interno de dimension finita y T € .Z(X), entonces existe un
tnico operador lineal T; sobre X tal que

(Tx,y)=«x,Tvy)
para todo x, y de X.

Prueba.

Sea T un operador cualquiera de X. Entonces x — (T'x, y) es una funcién lineal sobre X. Por el
teorema de Representacion de Riezs existe un tnico vector y' en X tal que (T'x, y) = (x, y') para todo
xen X. Sea Tj la aplicaciéon y — y':

y'=Ty

T) es un operador lineal.

En efecto, sean y,z en X y sea @ un escalar, entonces para cualquier x € X, tenemos

(x, Ti(ay+2)) =(Tx,ay+z)
=(Tx,ay)+{(Tx,z)
=a(Tx,y)+(Tx,z)
=a(x, Thy)+{x,T12)
=(x,aT1y)+<{(x,T12)
=(x,aThy+T1z)

Asi, Ti(ay+2z)=aT1y+ T1z,y T; eslineal.
La unicidad de T; es inmediata. En efecto, para cualquier y en X, el vector T} y estd univocamente
determinado como el vetor y' tal que

(Tx,y)=(x,y'y paratodo xe€ X.
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3.2. Operador Adjunto

Definicion. Sea T € £ (7). Existe un tnico operador lineal T} € .Z () tal que (Tx, y) = {x, T1)
para todo x, y en 7. Dicho operador le llamaremos el adjunto de T y lo notaremos como T*. Por
lo tanto (Tx,y)=<{x,T*y).

3.3. Teorema
Sea X un espacio producto interno de dimensioén finita. Si T; y T» son operadores lineales sobre X
y a es un escalar, entonces
@) (h+T)" =17 +T;;
(i) (aD)*=aT*;
(i) (hT)* =T, Ty
(iv) (TH*=T.
Prueba.
(i) Sean x, y vectores en X. Entonces
(i + D)x, y) =(Thx+ T2x,y)
=(Tx,y) +{T2x,y)
=(x, Ty y) +(x, T5 )
=(x, Ty y+ T, y)
=(x, (T} + T,) y).

De la unicidad del adjunto se tiene que (77 + T2)* = T} + T,
(ii) Paratodo x,y € X. Entonces

{(aT)x,y) =(aTx,y)
=a({Tx,y)
=aix, T"y)
=(x,aT"y)
=(x,(@T™)y)

(iii) Paratodo x,y € X. Entonces
(1 T2x,y) =(T2x, T1 )
=(x, T, Ty y)
(iv) Sean x,y € X. Entonces
(Tx,y)=(x,T"y)
=(T"y,x)
=(y, (T*)*x)
=((T*")*x,y)

Luego larelacion (T*)* =T.
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3.4. Operador Autoadjunto

Definicion. Sea T € £ (5¢), es llamado autoadjunto (o hermitico) si coincide con su adjunto.

T" =T

3.5. Teorema
Un operador T es autoadjunto siy sélo si (Tx, y) = (x, Ty) paratodo {x, y) € I x 7

Prueba.

(i) Sea T = T* entonces

(Tx,y)=(x,T"y)
=(x, Ty)

(ii) Como(Tx,y)={(x,Ty)entonces T =T*

3.6. Lema

Sea ¢ un espacio de Hilber complejo. Si T € £ () y (T x, x) = 0 para todo x € 7, entonces T =0
Prueba.

Observemos que para todo (x, y) € 7 x J¢ se tiene:

(Tx+y),(x+y)—AT(x-y),x-y)) =0
2(Tx,y) +(Ty,x)) =0

(T(x+y),[@ix+y)—(T@ix-y),({x-y)=0
2(Tix,yy +(Ty,ix))=0.
Por consiguiente (Tx, yy +(Ty,x) =0, (Tx,y)—(Ty,x) =0y (Tx,y)=0paratodo (x,y) € I x .
Si y = Txentonces | Tx I?=0 y por tanto Tx = 0 para todo x € J7.

3.7. Operador Isométrico

Sean X y Y espacios producto interno sobre el mismo cuerpo y sea T una trasformacién lineal de
X enY.Sedice que T es una isometriasi (Tx, Ty) = (x, y) paratodo x,y de X.

3.8. Operador Unitario

Definicién. Sea .77 un espacio de Hilberty U € .Z () se dice que U es unitario si es una isometria
sobreyectiva

() RWU) =57;
(ii) (Ux,Uy)=(x,y); Vx,ye .
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3.9. Proposicién

Un operador unitario tiene norma uno.
Prueba.

Sea X un espacio normado y U € .Z(X), entonces

_ [ Ux|
| Ull=supy———,x€ D(T)\ {0}

x|l

_ {IIxII }

=sup4-—-—-,x € D(T)\ {0}
x|l

=sup{l}

=1

3.9.1. Ejemplo 1: El operador identidad

Sean X # {0} un espacio normado e I : X — X el operador identidad, el cual es acotadoy || I || = 1,
por ser unitario.

3.10. Teorema

Sea U un operador lineal sobre un espacio producto interno X. Entonces U es unitario si y sélo si,
el adjunto U* de U existeyUU* =U*U =1

Prueba.

Supéngase que U es unitario. Entonces U es invertible
(Ux,y)=Ux,1y)
=(Ux,UU 'y)
=(x, U 'y).
para todo x, y. Luego U~! = U*. Por tanto I = UU ! = UU*

Reciprocamente, supongase que existe U* y que UU* = U*U = I y ademas U es inversible, con
U* = U~!. De modo que solo se necesita demostrar que U preserva productos internos

(Ux,Uyy =(x,U*Uy)
=(x,Iy)
=(x, )

para todo x, y. Por tanto U es unitario.

3.11. Operador Normal

Definicién. Sea X un espacio producto interno de dimensién finita y T un operador lineal sobre
X. Se dice que T es normal si conmuta con su adjunto; es decir

TT =T*T
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Observacion:
(i) Todo operador autoadjunto es normal;
(ii) Todo operador unitario es normal;

Sin embargo, las sumas y productos de operadores normales no son en general normales.

Prueba.

(i) Sea TT* entonces T*T,
(TT*x,y) =(T*x, T*y) ={x, TT*y) ={x, T* Ty)
Ahorasi T*T entonces TT*,

(T*Tx,y) =(Tx, Ty)y={x, T*"Ty) ={x, TT"y)

(ii) Como U es un operador unitario,
(Ux,Ux) = (U"Ux, x) y (U*x,U*x) = (UUx, x)
entonces

U*Ux,x)y +{(-UU*x,x) =0
((U*U-UUx,x) =0
U*Uu-uu* =0.

luego U*U = UU™, por tanto U es normal.

3.12. Operador Positivo

Definicion. Un operador T € £ (5¢) se dice positivo si (T x, x) = 0 para todo x € 7. Denotaremos
en este caso T = 0.

En el espacios .Z(J¢) de todos los operadores acotados, y Ti, T» estan en .Z () diremos que,

Th<T, si To,-T, =20

3.13. Proposicion.
i) SiT<=Syk>0,entonces kT < kS.
ii) SiTy =ToyS; =8y, entonces T1 + 51 = Tr + So.
Prueba.

i) Sea x € 7 entonces, ((S— T)x, x) = 0. Ahora k{(S— T)x, x) = 0 por lo tanto (k(S— T)x,x) = 0
asique ((kS—kT)x,x)=0dedonde kS— kT =0 obteniendo kS = kT.

ii) Sea x e 2 entonces, {(To — T1)x, x) +{(S2—S1)x,x) =0, de esto {[(To— T1) + (S2 — S1)]1x, x) =0,
porlo cual (To — T1) + (S2 —S1) =0, asi que (T + S2) — (T1 + S1) = 0 finalmente T, + S, = T + S;.
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Observacion.
En particular el conjunto .Z* () de todos los operadores positivos tiene las siguientes
propiedades:
(i) Te L (), k>0entonces kT € L (),

(ii) T,.Se L (7)), 0<k<1lentonces kT +(1-k)Se L (7).
(iii) T,Se L* () si TS=ST, entonces TSe L (H)
Prueba.

(@)
)

(iiQ)

Sea x € ¢ entonces, (Tx, x) =0, de donde k(T x,x) =0,y deesto (kTx,x)=0,asique kT = 0.

Como T € £* () y k=0entonces kT € £*(); Ahora, S€ £* () y (1-k) =0 entonces
1-k)Se L (). Portanto [kT + (1 - k)S] € L (7).

S
Si S=0 setiene. Si S #0, se define la sucesiéon S; = m, Sn+1 =Sn—8i; n=12,...

Se prueba por induccién que 0< S, <I. Como S=0, S;=0. Ademéas S; < I. En efecto,

parax €

Six _< S xx> D on < IS S
14 - Ton™ — T on ’ = = - - ’ - ’
ISl ISl [N ISl

de aqui (S1 x,x) < (Ix,x); entonces S; < 1.

Se hace la hipétesis inductiva de que 0 < Sg <1, esdecir, 0<I—-S;r <I. Como Sy es
autoadjunto, Vxe€ JZ, y=Six

(ST = 8K)x, x) = ((I - Sk)Skx, Skx)
=(I=Sx,x) =0

Luego Si([ —Si) = 0. Anédlogamente se prueba que Si(I— Sk)2 >0
0= STU-SK+SkI—-SK* = Sk—5% = Sk
Por otra parte, como Si =0, I-S;=0. Sumando:

0< Si+[—8k = I—-Sk1 entonces 0<Sp1 =1

Veamos por tltimo que (STx,x) =0, Vxe . Como Sk—Siz Sk+1 entonces S = Si+8k+1
Sp = 83+8, = S5 485483 = ... = S5 +S5+...+ 84+ Spp1

Como Sy+120, SZ+...+82=51—Sp41 =51, setiene

n n

DISixI? = Y (Sjx,Sjx) = Y (S5x,x) = (S1x,x)
j=1

j=1 Jj=1

Esto implica que }, IS,,x|I*> es una serie convergente, de donde ||S,x|l — 0 asi como
S,x — 0. Entonces

n
(Z sﬁ) x = (81— Sp+1)x — S1x
j=1
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Todos los S; conmutan con T pues son combinaciones lineales de S1 = || S| -1S, yporla
continuidad del producto escalar se deduce que, paratodo x € .77, sisellama y i=38jx,

(§Tx,x) = [SIKTS1x, x)

n n
= |SIlim Y (TS5x,x) = ISIlim Y (Ty;,y;) = 0
j=1 j=1

3.14. Raiz Cudrada de un Operador

Definicion. Sea T un operador positivo y acotado en JZ. La raiz cuadrada de T es un operador
acotado y autoadjunto A tal que A.A = A?> = T. Si ademds A = 0, decimos que A es la raiz cuadrada
positiva de T y lo notaremos T1/2.

3.15. Ejemplo

Sea X un espacio producto interno de dimension finita. Si T} y 7> son operadores lineales sobre X,
se escribe T1 < T, si T» — T es un operador positivo. Demostrar lo siguiente:

i) Ty < T, y T, < T esimposible.

Prueba.

Sea, ((To,—T1)x,x) >0 A {(T1 — T2)x,x) >0entonces 0 < {[(To—T71) + (T1 — To)1x, x) = (0x, x),
luego (0, x) = 0, por lo tanto 0 < 0 es absuro.

ii) Si T1 < T» y T> < T3, entonces 17 < T3.

Prueba.

Sea ((To—T1)x, x)+{(T3—T>)x,x) >0 entonces 0 < {[(To—T1)+(T3—T2)]x, x) = ((T3—T1) x, x),
lo cual implicaque T3 - T > Oydeaqui 73 > T

iii) Si 77 < T» y 0 < T3, no necesariamente 1377 < T3 T>.

3.16. Operador Simétrico

Definicién. Sea ¢ un espacio de Hilbert y T € .Z (), se dice simétrico si su dominio D(T) es
denso en ¢ y para todo par x, y en D(T) se tiene

(Tx,y)=<(x,Ty)

3.17. Operador Compacto

Definicién. Sean X,Y espacios normados. Un operador lineal T : X — Y es compacto si para
cualquier subconjunto acotado A ¢ X, su imagen T(A) € Y es pre-compacto, es decir, si el cierre
T(A) € Y es compacto.
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3.18. Subespacio Invariante

Definicién: Dado un operador T : X — X, decimos que un subespacio Y c X es invariante bajo T
siT(Y)cY.

3.19. Teorema

Sea 7 un espacio producto interno de dimensién finita y sea T un operador lineal sobre .77.
Supdngase que Y es un subespacio de # invariante por T. Entonces el complemento ortogonal
de W es invariante por T*

Prueba.

Sea

yeYt—-T*yevy?t
Como y € Y+ entonces (x,y)=0,Yx€Y,luego (Tx,y)=0,para Txe Y, asique (x,T*y) =0,Vx €
Y, portanto T*ye Y.

3.20. Teoria Espectral.

3.20.1. Valor Propio.

Definicion. Sean X un espacio vectorialy T € .Z(X), se dice que A € C, es un valor propio de T si
existe un x € X\{0} tal que T'(x) = Ax.
Al vector x se le llama vector propio de T asociado a A. Si A es un valor propio de T, entonces

i) cualquier x tal que Tx = Ax se llama vector propio de T asociado al valor propio 4;
ii) lacoleccion de todos los x tales que Tx = Ax se llama espacio propio asociado a 1.

i1i) al conjunto de valores propios se le llama espectro.

3.20.2. Teorema

Sean X un espacio de dimension finita, T un operador lineal sobre X y A un escalar. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

i) Aesunvalor propio de T.
ii) Eloperador (T — AI) es singular (no inversible).

iii) det(T-AI)=0.

3.20.3. Teorema

Sean X un espacio producto interno de dimensioén finita y T un operador normal sobre X.
Supéngase que x es un vector de X. Entonces x es un vector propio de T con valor propio A si,
y s6lo si, x es un vector propio para T* con valor propio A.

Prueba.
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Supéngase que T; es un operador normal en X. Entonces || T1x ||=]| T} x ||. En efecto, usando la
condicion de que T1 T} = T, Ty, se tiene
I Tyx 1= (T x, Ty x) =(x, Ty Ty )
=(x, T1 Ty x) =Ty x, Ty x) =] Tf x ||>.

Si A es un escalar cualquiera, el operador T; = T—AI es normal. En efecto, (T—-A* =T* —AI, con
lo que se puede verificar que 77 T} = T} T1, entonces

YT = (T*-ADTy
=T*T, - ATy
=T*(T-AD—-ATh
=T*T-AT*-ATh
=TT - AT* -ATy
=(T-ADT*-ATy

=T\ T"-ATy
= Ty (T* = AI)
=Ty T;.

Asi,
I(T-ADx | = (T*-ADx]|

de modo que (T —AI)x=0 si,ys6losi, (T* - ADx=0.

3.20.4. Teorema Espectral

Sean X un espacio producto interno complejo de dimensidn finita, T € Z(X) normaly A4,...,A%
valores propios de T distintos. X; el espacio propio asociadoa A; y P; la proyeccion ortogonal de
X sobre X;. Entonces
i) Xjesortogonala X;sii# j,
ii) X eslasumadirectade Xi,..., Xy vy

iii) T se descompone en forma espectral asi,

T=APy+...+ APy 3.1)

La ecuacion se le llama descomposicion espectal de T.

Prueba.

i) Seanx€ X;, ye X; coni# j.Luego Ai(x,y) = (Aix,y) = (Tx,y) =(x, T"y) = <x,/1_jy).

Entonces A;(x,y) —Aj{x,y) =0, pero (A; —A;){x,y) =0 , como A; —A; # 0, se tiene que
(x,y)=0,esdecirque x Ly, AsiX; L X; sii#j.
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ii) X tiene una base ortonormal de vectores propios, X = X +...+ X;. Six; e X; 1<j<k) y
X1 +...+x =0, entonces

0= <xi,£1xj> = (X, X1+ X2+ ...+ XKy = (X5, x1) + (Xj, X2) + ..+ (X, X)) = i(xi,xj)
j= o
paratodo i, con lo que X es la suma directa de X;,..., Xk.
iii) Setieneque, P1+...+Pr=1y
T =TP,+...+TPg
=MPr+...+ APy

Es importante observar que las proyecciones ortogonales Py, ..., P; estdn asociada canénicamente
con T; en realidad son polinomios en T.

Ejemplo

El operador de traslaciéon (Shift). En #,(Z) consideremos el operador S definido:
S({xntnez) = Xn-1}tnez-

Sean x, y € £»(Z) entonces

(x,8* (1)) = (S(0), ¥ = {Xn-1}nez, Wntnez) = Y. Xn1Vn= Y. XkVke1
nez kezZ

Por lo tanto S* es el operador en ¢,(Z) definido por:
S* U¥Yntnez) ={Vn+1tnez.

Ahora vemos que S es normal
S*SUxntnez) = S*Uxn-1}nez) = (Xn}nez.

Ademas
SS*({xn}nEZ) =SU{Xn+1tnez) = (Xntnez.

Luego
§*§=S88"

Por lo tanto S es normal.
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