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INTRODUCCION

El desarrollo de las ciencias ha permitido que el mundo se mueva de una manera distinta en
comparacién de afos atrds, las tecnologias avanzan a pasos significativos generando un ritmo
de vida muy acelerado en nuestros dias. Es evidente que nuestro diario vivir es un constante
cambio, desarrollo de dispositivos electrénicos que estarian lejos de nuestro pensamiento hace
pocos afos atrds. Campos como la medicina donde se llega a importantes descubrimientos que
logran prolongar la vida en los seres humanos, desarrollo de supercomputadoras que procesan
millones de operaciones en solo segundos, modelos econémicos que rigen dia tras dia las finanzas
de las grandes corporaciones bancarias.

Pero, ;qué hay de las ciencias puras?, ;qué se estd haciendo en estas?, en especial, ;qué papel estan
desempefiando las matematicas en el desarrollo del mundo moderno?. Pues bien, es evidente que
los desarrollos tecnoldgicos tienen sus cimientos en herramientas poderosas que consolidan sus
bases, es decir, una buena herramienta de trabajo funciona siempre y cuando todas las partes que
componen la misma estdn correctamente dispuestas, como ejemplo, una supercomputadora no
lo seria sin un buen software. Una economia no seria la mejor si el modelo que se tiene tampoco
lo es, en fin la base de todo desarrollo cientifico o econdmico deben tener cimientos sélidos y
contundentes, ;serd posible que exista una ciencia que tenga dichas caracteristicas?. Es claro que
la ciencia mds préxima a estas caracteristicas es la Matemdtica, ya que esta brinda resultados
confiables y que ademads sus cimientos estdn definidos de una manera estrictamente légica.

Por esta razén el presente trabajo expone una aplicacién de la Matemdtica en el 4drea de la
economia, haciendo énfasis en la optimizacién y su incidencia en los problemas econémicos,
iniciando con el andlisis convexo y el estudio de conjuntos y funciones convexas, que juegan
un importante papel en problemas de optimizacién. Luego se desarrollan algunos conceptos del
célculo en varias variables como el estudio de Maximos y Minimos de funciones, el estudio del
gradiente de una funcién asi como un anadlisis a la matriz Hessiana, utilizada en la determinacién
de extremos de funciones.

Por otra parte se estudiard un problema elemental de la programacion lineal (PL) y su relacién
con la optimizacion, revisando algunos problemas con restriccién y sin restriccién, y el uso de los
multiplicadores de Lagrange para la resolucién de algunos problemas, finalizando en el andlisis de
sensibilidad con el Teorema de la Envolvente.

Al final encontraremos algunas nociones de la Teoria de Juegos aplicada especificamente a la
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economia en el andlisis de decisiones en microeconomia, haciendo énfasis en los distintos tipos
de juegos, en especial un problema conocido como el dilema del prisionero y su aplicacién en un
problema econémico.



JUSTIFICACION

La Matemadtica es una disciplina que histéricamente ha sido cuestionada en la forma de ensefiar y
desde alli la indiferencia que algunas personas tienen con esta ciencia, porque simplemente la ven
como un ente muy abstracto. Muchas de las preguntas que surgen son de estudiantes en distintos
niveles de formacién, ya sea de educacién primaria o secundaria, e incluso a nivel superior, y de
alli la necesidad de superar este problema.

Por tal raz6n el presente trabajo quiere mostrar una aplicacién Matematica en algunos modelos
econémicos, el cual pretende que maestros de colegios y universidades logren mostrar a sus
estudiantes que la Matemadtica es una ciencia que tiene usos en distintas disciplinas y de alli la
necesidad de conocer estas teorias que se convierten en un referente para docentes y estudiantes.

Por otra parte este trabajo puede ser consultado por estudiantes de ciencias econémicas y
Licenciatura en Matematicas. Los primeros debido a que la aplicacién de los modelos que se
tratan son de gran importancia en la toma de decisiones de un economista en la empresa a fin de
obtener los mejores beneficios. Para un estudiante de Licenciatura en Matemadticas es importante
conocer de antemano este tipo de modelos, ya que puede convertirse en un antecedente para
continuar profundizando en el campo de la modelacién matemadtica y desde luego que este trabajo
constituya una motivacién para aquellos estudiantes que gustan de la Matematica Aplicada.

11
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Justificacién




OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Indagar y comprender algunas aplicaciones de la Matemadtica en relacion con la
optimizacién mediante la Teoria de Juegos y la modelacién Matemaética en microeconomia.

= Mostrar a docentes y estudiantes la importancia de la Matemadtica y sus aplicaciones,
especialmente en el campo de la economia.

Objetivos Especificos
= Resaltar la importancia de la Matemadtica Aplicada en las ciencias econdmicas y sus
contribuciones mediante la creacién de modelos.

= Desarrollar algunos conceptos bdsicos de la economia que son resultado de la modelacién
Matemaética.

= Producir nuevas interpretaciones y aplicaciones de la Matemadtica, demostrando que es una
ciencia fundamental en los desarrollos cientificos y sociales.

= Mostrar que la Matemética es una ciencia necesaria en el diario vivir, y de alli la importancia
de motivar a los estudiantes en todos los niveles de formacién en esta disciplina.

13
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RESUMEN

La realizacién de este trabajo tiene como finalidad evidenciar la aplicacién de la Matemaética en
la economia, haciendo énfasis en la Optimizacién, la Teoria de Juegos, y la influencia que esta
tiene a la hora de tomar decisiones en un deteminado modelo econémico, ademas de céomo la
Matematica se convierte en una herramienta fundamental para que estas teorias tomen forma en
el lenguaje matemaético, y comprender lo que estos significan en determinado modelo econémico,
y la influencia que esta puede tener dentro de una economia.

15
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CAPITULO 1

INTRODUCCION AL ANALISIS CONVEXO

En todo proceso econémico las empresas deben invertir capital en materias primas, mano de obra
e impuestos, lo que significa que este capital es un recurso limitado, debido a que la compania debe
tener un nivel de produccién que cumpla con las dindmicas del mercado manteniendo los precios
para asegurar sus ingresos y evitar la super produccién, lo que le obligaria a la empresa bajar los
precios de sus productos (Ley de la oferta y la demanda). Lo anterior es lo que en economia se
conoce como restricciones que son el punto de partida para que una empresa tome las decisiones
que marcan los lineamientos de esta, y que son objeto de andlisis con el propdsito de maximizar
sus ingresos.

Los problemas de optimizacién tienen que ver con maximizar o minimizar una funcién con o sin
restricciones. La convexidad toma gran importancia a la hora de buscar 6ptimos, ya que en los
conjuntos convexos encontramos una coleccién de soluciones que son consideradas factibles, es
decir, estas generan utilidades para la empresa. El andlisis convexo tiene la tarea de encontrar
dentro de una coleccién de soluciones la mejor de estas mediante una determinada funcién
objetivo, pues determina el momento en que dichos éptimos son soluciones factibles que ayudan
notablemente en la toma de decisiones. Por tal razén se hace necesario realizar un estudio previo
sobre los conjuntos y funciones convexas.

1.1. Conjuntos convexos

Definicion 1

Un conjunto X c R” se llama convexo si para cualquier par de elementos x, X2 € X, Ax; +[1-1]x2 €
X, siendo A € [0,1].

Si se traza un segmento de recta que une cualquier par de puntos x;, x2 de un conjunto, se dice que
es convexo si esta recta queda enteramente en el conjunto, de lo contrario este no es convexo.

17
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Conjunto convexo Conjunto no convexo

—

X1

Figural.l

1.1.1. Propiedades de los conjuntos convexos

Si X y Y son dos conjuntos convexos, entonces:
i. XNY esun conjunto convexo.
ii. X+Y ={x+ylxeX,ye Y} esun conjunto convexo.
iii. kX ={kx|xe X} donde k € R, es un conjunto convexo.

Demostracion

i. Sean los puntos x y y que estan contenidos en XN Y. Estoes, x,y € X,y x,y € Y y ademas
estos conjuntos son convexos, por lo que se cumple Ax+(1-A)y estden X yen Y. Luego este
demuestra que la interseccién de dos conjuntos convexos, es un conjunto convexo.

ii. Sean z; y z, dos elementos cualesquiera de X + Y. Existen entonces x;,x2 € Xy y1,)2 € Y
talque, z1 =x1+ )1 yzo=Xxp+ g, ahoraz=Az1+ [1 -Alzp = A1+ y) + [1 = A (x2 + y2) =
(Axy +[1-Alx2) + (Ay; +[1—Aly2). Pero como X y Y son dos conjuntos convexos se tiene que
Ax1+[1-Axe X, y,Ay1+[1-Aly, €Y. Portanto, ze X+Y

iii. Sean z; y z» dos elementos cualesquiera de kX. Existen entonces x;,x2 € X y k € R tal que,

z1=kx1Y 22 = kxo. Ahora, z= Az, +[1-Alzp = A(kxy) + [1-Al(kx2) = k(Ax; +[1—A]x). Pero
como X es un conjunto convexo se tiene que Ax; + [1 — A]xp € X, por tanto, z€ kX

Ejemplo 1.1

i. Eldisco M, = {(x, y) € R?|x? + y2 < 4} es un conjunto convexo mientras que la circunferencia
M; ={(x,y) e R*|x* + y* =4} nolo es.

ii. LarectaLy={(x,y) € R?|y = a+bx;a,beR} es un conjunto convexo

iii. Los conjuntos M = {(x,y) € R?|y = x*} y M3 = {(x,y) € R?|y > |x|} son también conjuntos
CONVexos.
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1.2. Funciones concavas y convexas

Definicién: 2
La funcién y = f(x) es concava si su dominio es convexo y el segmento que une dos puntos
cualesquiera de la grafica no estd nunca por encima de la gréfica.

Definici6n 3:
La funcién y = f(x) es convexa si su dominio es convexo y el segmento que une dos puntos
cualesquiera de la grafica no estd nunca por debajo de la gréfica.

N

— N W s O

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.2: Funci6én convexa

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.3: Funcion no convexa
Definicién formal

= La funcién f es concava en el intervalo [ si, para todo a,be I ytodo A € [0,1], f(1—-A)a+
Ab)=(1-A)f(a@) +Af (D).

= La funcién f es convexa en el intervalo I si, paratodo a,be I ytodo A € [0,1], f(1-A)a+
Ab)=(1-AN)f(a)+Af(D).

Si en las definiciones anteriores exigimos que la desigualdad sea estricta para todo A cuando a # b,
la funcién se llama estrictamente concava o estrictamente convexa.

Ejemplo 1.2: Probar que f(x) = |x| es convexa en (—00,00).

Prueba: Sean a y b nameros arbitrarios y sea A € [0,1]. Tenemos que probar que la diferencia D
entre el miembro de la izquierda y el de la derecha de la desigualdad correspondiente a funciones
convexas es menor o igual a cero.
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-3 -2 -1 1 2 3

Figural.4 f(x)=|x|

Como |xy| = |x|lyl v |x+ y| < |x| + |y| para cualquier par de nimeros reales x, y debemos ver que
f(A=-Na+Ab)—[(1-A)f(@)+Af(b)] <0, en efecto, [(1 -V a+Abl—(1-Nlal—Alb| < (1 -V)|al+
Albl = (1= A)lal— Alb| = 0. Asi que f es convexa.

Ejemplo1.3: f:C<R—-R, f(x) = x% Probar que esta funcién es convexa.

Prueba: Veamos que [(1- 1) f(x) +Af ()] - f(Q1=A)x+Ay) =0, en efecto, [(1-N) f(x) + Af(y) -
FA-Dx+Ay) = [A=Dx* + Ay - (A-Dx+Ay)? = A-Dx*+Ay*—(1-1)*x*-2(1-NAxy—-A?y* =
1-Mx*1-1-A)-20-NAxy + Ay* (1 -A) = A1 -V [x* —2xy+y?*] =20 - V) (x - y)* = 0. Se
concluye que f es una funcién convexa. Notemos que si x # y entonces (x—y)? =0,y si A estd en el
intervalo abierto (0, 1) se tiene que A(1—A) > 0, concluimos luego que [(1—A) f(x) + Af (y)] — (1 -
A)x+Ay) >0, es decir f es estrictamente convexa.

1.3. Miaximos y minimos de funciones concavas y convexas.

Para el estudio de maximos y minimos de funciones, tendremos que analizar en primer lugar los
puntos criticos de una funcién.

Comencemos entonces con las mas sencillas, la funciones de una variable.

Definici6n 4: Se dice que una funcién f tiene un valor méximo relativo en m, si existe un intervalo
abierto que contenga a m, en el cual f este definida, tal que f(m) = f(x) para toda x en este
intervalo.

Definicién 5: Se dice que una funcién f tiene un valor minimo relativo en m, si existe un intervalo
abierto que contenga a m, en el cual f este definida, tal que f(m) < f(x) para toda x en este
intervalo.

Una de las herramientas de gran ayuda para nuestro proposito lo encontramos en el cdlculo con el
siguiente teorema.

Teorema: Si f(x) existe para todo los valores de x en el intervalo abierto (a,b) y si f tiene un
extremo relativo en m, donde a < m < b, entonces si f'(m) existe f'(m) = 0, es decir, en los puntos
extremos de una funcion la recta tangente es totalmente horizontal.
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Ejemplo 1.4: Hallar los valores maximo y minimo de la funcién

3 2
f(@:%—%—%xﬂ, x€[-3,3]

x 2 _ x¥*—x=2 _ (x=2)(x+1)
_ 33 3773 =0.
Es claro que hay dos puntos en el intervalo (-3,3), para los cuales f’(x) = 0, y estos puntos son

x =-1y x =2. Luego debemos evaluar, f(-3) = —%, f(=1) = %» f =—%, f@3) =%, por tanto,

de alli concluimos que el valor minimo es —% en x = —3, y el valor maximo es % enx=-1 (Ver
figura 1.5).

3
2
1\
-3/ 2 1 2 3 4 5
-1
-2

3 x2

) X 2x
Figuralb ——--—-—+1, x€[-3,3]
9 6 3
1.3.1. Pruebade la segunda derivada para extremos relativos.

Sea m un punto critico de una funcion f enla cual f'(m) =0,y f” exista para todos los valores de
x en algun intervalo abierto que contenga a m si f”(m) existe Yy,

Si f”(m) <0, entonces f tiene un valor maximo relativo en m.

Si f”(m) > 0, entonces f tiene un valor minimo relativo en m.

3
Ejemplo 1.5: Dado f(x) = x*+ % —4x?, obtener los maximos y minimos relativos aplicando el

criterio de la segunda derivada.
Solucién: En primer lugar tenemos f’(x) = 4x3 +4x> -8x, y, f"(x) = 12x*>+8x-8. Como 0=

f(x) =4x(x*> + x—2) = 4x(x+2)(x — 1), luego x =0, x = -2, x = 1. Por tanto los puntos criticos de
fson0, -2y 1. Apliquemos el criterio de la segunda derivada en estos puntos.

f'0)=-8<0, f'(-2)=24>0; f'(1)=12>0

Lo anterior significa que el punto x = 0 es un maximo relativo, y los puntos x = -2 y x = 1 son
minimos relativos, (ver figura 1.6).
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43
Figura1.6 x*+ = 4x?

Ejemplo 1.6: Una nueva empresa de alimentos del departamento del Huila ha decidido sacar al
mercado un nuevo producto de pulpa de fruta, para la cual han decidido utilizar un recipiente
de tipo cilindrico que debe tener una capacidad de 750 centimetros ciibicos de contenido. Con
el propésito de disminuir costos en los materiales utilizados para los envases del producto, la
empresa ha optado por utilizar el siguiente el modelo:

/Tm\
¢ < R
\____/

9.84 cm

"

Figura 1.7
El érea total del envase A; estd dado por la expresion

A =2nrh+2nr? (1.1)

donde r es el radioy & esla altura del envase. Como el volumen debe ser de 750 centimetros ctibicos
la representacion es la siguiente:

750 = 1r’h (1.2)

Al despejar h en (1.2) se tiene que
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750
h —

—-;;5 (1.3)

y reemplazando el valor de h en (1.1) tendremos A; = 2nr (%’) +27r? que se convierte en la
siguiente funcién en razén de r

1500 9
Af(r)=——+2nar
r

Hallamos ahora la derivada de esta funcién para encontrar los puntos criticos.

, 1500
Ay(r) = ———— +4mr,
r
ahora 0 = ——15(2)0 +anr, 13 ~1500 ﬂ; asiquer=>5 NE
r 4m b3 b3

Ahora se analizard si este punto critico corresponde a un méximo 6 un minimo de la funcién,
utilizando para ello el criterio de la segunda derivada.

3000

Puesto que A7(r) = =3~ +47 entonces, Aj (5 \’/g) — 3000

TE

Esto significa que en el puntor =5 Y % exite un minimo, por lo que al reemplazar el valor de r en

+4n =8n+4n =121 >0

(1.3) se tiene:

Finalmente los valoresde r y hson r =5 {/g ~4,92cmyh=10 {/g ~ 9,84 cm.

Lo anterior significa que la empresa debe utilizar envases que tengan una altura de 9.84 cm y
un radio de 4.92 cm aproximadamente (ver figura 1.7 ), y de esta manera disminuir costos en la
produccién de los envases para su nuevo producto.

En economia se resaltan este tipo de soluciones, ya que son estas las que permiten analizar la
evolucién de un mercado y poder tomar las decisiones mds acertadas, es por esto que en busca
de enfrentarnos a problemas reales en economia, y teniendo en cuenta que alli son las variables
las que aumentan considerablemente, veremos que se hace necesario buscar en el calculo de
varias variables algunos resultados que son de gran importancia para este propdsito, que consiste
fundamentalmente en desembocar en el Teorema de la Envolvente y sus aplicaciones.
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CAPITULO 2

DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES

Ahora se analizard la definicién de derivada parcial con el fin de determinar la tasa de variaciéon de
una funcién en una direccién determinada, esto es lo que se conoce como derivada direccional.

Si f es una funcién de dos variables x, y. Sea p(x, y) un punto en el plano, y sea u el vector unitario
que forma un dngulo 8, u = cosfi +sinfj

Definicinn 6: Sea f una funcién de dos variables x,y. Si u es el vector unitario cosfi + sinfj,
entonces la derivada direccional de f en la direccién u , representada por:

fx+hcosB,y+ hsinf) - f(x,y)
h )

siempre que este limite exista. Lo anterior se resume en el siguiente teorema.

D y) =i
uf (x,y) Hm

Teorema. Si f es una funcin diferenciable de xy y, y u = cosfi +sin6 j, entonces

Dy f(x,y) = fx(x,y)cosO + fy(x, y)sin6
Ejemplo 2.1: Determinar D, f(x, y) si f(x,y) = 2x% + 5y2 ; U = COS %i + sin %j

Dyuf(x,y) = 4x(%) + IOy(%) =2V2x+5V2.

La derivada direccional se puede escribir como el producto escalar de dos vectores, ya que

Jx(x,y)cosb + f,(x, y)sinb = (cosOi +sinb j) (fx(x, )i + f(x,¥)])

Luego,

Dy f(x,y) = (cosOi+sinb j)(fx(x, y)i+ fy(x,¥) ])

El vector del segundo miembro de la igualdad se conoce como el gradiente de la funcién, y
determina la direccion hacia la cual la funcién sufri6 mayor incremento o tasa de variacion. El
gradiente de una funcién se simboliza con la letra griega nabla V, y en algunas ocasiones como

grad f.

25
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Definicién 7: Si f es una funcion de dos variables x, y, ademas f, y f, existen entonces el gradiente
de f se define como:

VIixy) =fleni+ fylx, )]
Con lo cual la derivada direccional se escribe como

Duf(x,y)=u-Vf(x,y)
Ejemplo 2.2:

i. Determine el gradiente de la funcién f(x, y) = 4x%> —3xy + y%.

Vi, y) =l )i+ fy(x,y)j=08x=-3y)i+R2y—-3x)j

1
ii. Determine el gradiente de la funcién f(x, y) = 1—6x +— y en el punto (4,3), ademds calcular

. . T .
la derivada en la direccién 1 en el mismo punto.

Tenemos
1 2
Vi, y = —xz+ y], Vf(4,3)= —z+ ]

Ahora calculamos D, f(4,3) en la direccién %. El vector unitario es:

T, . @w,., 1
u=COS—l+Sln—]=—l+—
4 4

NN

La derivada direccional buscada es:

J(o+5="%"

Duf(4,3) = (—z+— o

v2' e

Si a es la medida en radianes del 4ngulo entre los vectores u y V f, entonces se tiene
u-Vo,y) =llul|IVF(x, y)l|cosa

Finalmente se deduce,
Dy f(x,y) =lull [IVf(x, p)| cosa.

Como se observa la derivada direcional serd un maximo cuando cos a = 1, es decir cuando el
vector unitario u tiene la misma direccién de V f(x, y), esto significa que D, f(x,y) = ||V ],
por lo tanto, el gradiente de una funcién estd en la direccién en la cual la funcién tiene
la maxima representacion, es decir, el gradiente apunta en la direccién de mayor declive.
Veamos la representacion en curvas de nivel ejemplo 8 (ii.) en el punto (4,3), (Ver figura 2.1)

y Y

7t
Vf(43)

Figura 2.1
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2.1. Valores extremos de funciones de dos variables por el método de la
segunda derivada.

En economia el problema de optimizar una funcién para la toma de decisiones consiste en la
bisqueda de los maximos y minimos de una funcién de variable real y valor real. Por los problemas
que tenemos con los puntos criticos, especificamente por los puntos de silla se presentan a
continuacioén las condiciones para determinar los maximos y minimos de una funcién.

Sea f una funcién de dos variables tal que f y su primera y segunda derivadas parciales sean
continuas en algun disco abierto B((a, b), r). Ademads que fy(a,b) =0y fy(a, b) =0 entonces.

i. f tiene un maximo relativo en (a, b) si fxx(a, b) fyy(a, b) — [ fxy(a, B> >0y fex(a,b) >0
ii. f tiene un méximo relativo en (a, b) si fxx(a, b) fyy(a, b) - [ fxy(a, b)]2 >0y fxx(a,b) <0
iii. f tiene punto desilla si fix(a,b) fyy(a,b) - | fyy(a, b)]2 <0

iv. No se puede decidir si fyx(a, b) fyy(a,b) = [ fxy(a,b)]* =0

Ejemplo 2.3:

Una empresa transportadora de alimentos requiere disefiar una caja rectangular sin tapa con un
volumen de 4000 cm3. Hallar las dimensiones de la caja si se quiere utilizar la minima cantidad de
material en su manufactura.

Solucion

Sea x unidades la longitud de la base de la caja; y unidades la anchura de la base de la caja; z
unidades la profundidad de la caja y A unidades cadradas el drea de la superficie de la caja.

Cada una de las variables x, y y z estd en el intervalo de (0, +00). Tenemos las ecuaciones

A=xy+2xz+2yz
V = xyz = 4000 cm?

D ‘ 4000 d t0 A= xv4i 8000 N 8000 Por Io tant O_A o 8000 OA
e aqui enemosquez——y e esto Xy+—— — or lo anoax—y P — Y, — 0y
8000 0*A 16000 .\ 0*’A 16000
X— ——. También — = , =1, y —= . Haciendo 6— =0y g—A
y? 0x? x3 0x0y 0y? y3 y

=0 encontramos que:

x*y—8000=0, y, xy*>—8000 =0,

de lo cual se concluye que x = V8000 cm3 =20 cm y y = v8000 cm3 = 20 cm.

4000
20x20

Cuandox=20cm y y=20cm, z= =10cm

La caja que transportalos alimentos debe tener base cuadrada de 20 cm de lado y una profundidad
de 10 cm, que es la mitad de uno de los lados de la base (ver figura 2.2).
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10 cm

Figura 2.2

2.2. Matriz Hessiana

En el célculo cuando las variables aumentan considerablemente, como lo es en un problema de
la vida real y més atin en economia, el célculo de méximos y minimos de funciones lo podemos
realizar con una herramienta poderosa como lo es la matriz Hessiana, la cual consiste en calcular
las segundas derivadas parciales de una funcion de n variables, veamos de qui se trata.

La matriz Hessiana de la funcién f, H f(x), es la matriz de orden n x n formada por las derivadas
parciales de segundo orden de la funcién, esto es:

>f > f

G R oy M )
Hf(x) =

2f 2f

ax,,{;l x) . .. 6x,£n (x)

Ejemplo 2.4:
Calcular las matrices hessianas de las siguientes funciones.

i fOoy=x3+xy>+y>?
ii. f(x,9,2) =x3z+xy*+2%y?

Solucion
i.

Hf(x):( 6x 2y )

2y 2x+2

ii.
6xz 2y 3x?
Hf(x)=| 2y 2x+2z> 4zy
3x2 4zy 2y?

2.3. Aplicacion de la matriz Hessiana

2.3.1. Concavidad y convexidad de conjuntos

La matriz hessiana brinda una gran herramienta para determinar la convexidad o concavidad de
un conjuto determinado por una aplicacién o funcién, sirviendo ademads para la determinacién de
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los puntos criticos de la misma. Para ello tenemos las siguientes definiciones.

Sea A una matriz n x n simétrica. Entonces se dice que:

i. A esnegativa definida-n.d, si x’ Ax < 0 para todo x € R" — {0}.
ii. A esnegativa semidefinida-n.s.d, si x’ Ax < 0 para todo x € R" —{0}.

iii. A es positiva definida o semidefinida invirtiendo las disigualdades anteriores.

Dado un conjunto A < R" abierto y la funcién definida por f : A — R que cumpla condiciones
suficientes de segundo orden, y ademds que estas sean continuas.

= f escoéncava siy solo si, paratoda a € A, la matriz hessiana es negativa semidefinida (n.s.d.).
= f esconvexa siy solo si, paratoda a € A, la matriz hessiana es semidefinida positiva (p.d.).

= siparatoda a € Ala matriz hessiana H f(a) es definida negativa entonces f es estrictamente
concava.

= siparatoda a € Ala matriz hessiana H f(a) es definida positiva entonces f es estrictamente
convexa.

2.3.2. Determinacion de puntos criticos
= Miéximo: sila matriz hessiana en el punto es definida negativa.
= Minimo: si la matriz hessiana en el punto es definida positiva.

= Punto de silla: si la matriz hessiana en el punto es indefinida es decir, no definida o
semidefinida positiva ni definida semidefinida negativa.

Es claro que las definiciones que se dan en el célculo acerca de los puntos criticos de una
., . .. 2

funcion y teniendo en cuenta que la definicion fyy (a1, a2) fyy (a1, az) — [ frylay, dg)] corresponde

al determinante de la matriz hessiana.
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CAPITULO 3

sQUE ES LA OPTIMIZACION?

Es importante reconocer que los seres humanos, nos preocupamos en buscar el mejor beneficio
de las actividades cotidianas. Por ende queremos minimizar costos, maximizar ganancias que es
el objetivo de la optimizacion. La Matemadtica ha estado presente en las grandes revoluciones
del conocimiento a tal punto que ha desarrollado formas de escribir para comunicar y explicar
resultados de la naturaleza en un posible futuro. Puesto que para obtener mejores beneficios,
debemos tomar la mejor decision, y es alli donde nuestro trabajo toma gran importancia, porque
explicaremos coémo se puede obtener un mejor beneficio segiin la actividad que se estd realizando.

En esta seccién realizamos una breve introduccién historica a la optimizacion.

3.1. Historia

La optimizacién estd estrechamente ligada a la Investigacion de Operaciones, la cual tiene
como fundamento dar solucién a problemas que requieran una “solucién 6ptima” a través de
la herramienta Matemadtica. Su origen se di6é durante la Segunda Guerra Mundial en Inglaterra,
cuando el gobierno encomend6 a un equipo de cientificos ingleses para la toma de decisiones en
cuanto al manejo de materiales bélicos exclusivos de las fuerzas militares.

Al término de la guerra estas ideas fueron adoptadas por la industria y la agricultura, pues
se convirtié6 en una herramienta de gran utilidad para la toma de decisiones de las crecientes
industrias que vieron favorecida su productividad.

3.2. Antecedentes de la optimizacién

Quesnay fue un economista francés y fundador de la escuela fisiocrdtica de la economia politica
burguesa del siglo XVIII. Los fisidcratas se preguntaban sobre el origen del producto nacional
y el reparto entre las distintas clases que hacian parte de la sociedad. Entre los aportes més
significativos se encuentra el Tableau Economique de Quesnay (modelo en el cual la sociedad se
divide en tres clases: propietarios de la tierra, trabajadores estériles y trabajadores productivos),
ya que representa el primer modelo lineal para la descripcién de relaciones econémicas. Este
modelo en verdad carece de funcién objetivo, que es la caracteristica de la optimizacion, pero ya
se ven implicitamente la idea de optimalidad pues se busca en si un sistema econémico estable
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(equilibro).

Vale la pena resaltar algunas de las personas que han hecho aportes de relevancia en la
optimizacién lineal, de matemadticos y economistas inclusive de la extinta URSS (union de
republicas socialistas soviéticas), e incluso militares americanos. Entre los aportes significativos
encontramos los trabajos de Pareto en la teoria econémica y politica con el principio que lleva su
nombre que también se conoce como la regla 80 - 20. Otro de los importantes aportes los realizé
Von Neumann con los juegos llamados Zero-sum (suma cero) donde los jugadores conocen lo que
estd planeando su adversario, y si este pierde obtener la menor pérdida posible. Este procedimien-
to es conocido como teorema del minimax.

Por su parte Leontief y su modelo input-output en la Unién Soviética constituyé un marco de
referencia para los modelos de optimizacién lineal que mas tarde realizaria Danzing en 1947 en
los Estados Unidos. Més tarde Koopman desarrollaria el modelo del Transporte que contribuyo en
la movilizacién de rutas maritimas y terrestres para las fuerzas militares y para el comercio. Otro
de los aportes que ha sido de gran relevancia se debe a Kantorivich y Gavurin, pues en la Unién
Soviética se buscaba fortalecer las industrias y las comunicaciones, mediante planes racionales de
transporte realizados por Tolstoy quien propuso tres modelos, los cuales no fueron satisfactorios.
Y fueron Kantorivich y Gavurin en los afios cuarenta quienes completaron lo que hacia falta.

Pero al parecer la teoria de la optimizacién lineal es atiin mdés antigua y que el modo de
abordarla esta estrechamente relacionado con las matematicas, especificamente en los sistemas
de inecuaciones y los conjuntos convexos, que al parecer Fourier (1772-1837) trabajaba ya en
términos de optimizar, tal cual como se hace hoy en dia.

Como vemos son muchos los pensadores que de una u otra forma han construido modelos que
adn hoy se utilizan en muchas economias, y que desde luego han sido piezas fundamentales para
la obtencion de nuevos modelos y teorias, que sin duda son las que mueven los mercados del siglo
XXI.

Ejemplo 3.1: Una compaiiia de autobuses que viaja de Pitalito (Huila)-Garzén (Huila) ofrece plazas
para fumadores al precio de $10.000 y a no fumadores al precio de $6.000. Al no fumador se le deja
llevar 50 kgs de peso y al fumador 20 kgs. Si el autobtis tiene 90 plazas y admite un equipaje de
hasta 3.000 kg. ;Cudl ha de ser la oferta de plazas de la compafiia para cada tipo de pasajeros, con
la finalidad de optimizar el beneficio?

Solucién
Sean las variables de decisi6n: x = nimero de plazas de fumadores, y, y = ntimero de plazas de no
fumadores.

La Funcién objetivo f(x, y) = z es:
max z = 10000x + 6000y

Restricciones:

x=0
y=0
x+y=<90
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20x + 50y = 3000

De la desigualdad 20x + 50y < 3000 equivale a 2x + 5y < 300.
La zona de soluciones factibles (ver Figura 3.1) utilizando el método gréfico encontrando los
siguientes vértices:

Figura 3.1

A(0,60)
B(50,40)
C(90,0)

Valores de la funcién objetivo:

f(A) =6000 * 60 = 360000

f(B) =10000 * 50 + 6000 * 40 = 740000
f(C)=10000 * 90 =900000 Valor maximo.

Por lo que la compand de buses ha de vender 90 plazas para fumadores y ninguna para no
fumadores y asi obtener un beneficio maximo de $900.000 .

Ahora nos centraremos en el andlisis de un teorema que permite apreciar la afectaciéon de la
funcién objetivo cuando los pardmetros de esta varfan, afectando directamente su resultado,
veamos de qué se trata.
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cAPITULO 4

EL TEOREMA DE LA ENVOLVENTE

En la década de 1930 un economista distinguido, Jacob Viner, analiz6 el comportamiento de las
firmas (empresas o companias) en el corto y largo plazo. Viner defini6 el corto plazo como un
periodo de tiempo en que un factor de produccién, presumiblemente capital es fijo, mientras que
el otro factor trabajo es variable. El postula una serie de curvas de costes de corto plazo (CMeC),
donde primero decrece y luego de sus puntos minimos (para la entrada de capital sucesivamente
mayor) crece. Viner razoné que si ambos insumos (inputs) fueran variables, el costo resultante
medio a largo plazo (CMeL) siempre serd menor o igual al correspondiente coste a corto plazo. El,
por lo tanto concluy6 que la curva de costo medio a largo plazo deberia ser la “Envolvente” a todas
las curvas de costes medios a corto plazo. (Ver figura 4.1).

Figura 4.1

Sin embargo, Viner estaba desconcertado por el hecho de que la curva de coste medio a largo plazo
no pasaba por los puntos minimos de las curvas de coste medio a corto plazo, ya que la reduccién
de los costes unitarios parecia aumentar los beneficios disponibles. Por otra parte, en los puntos
de tangencia, las pendientes de las curvas de largo y corto plazo eran las mismas, indicando que
el coste medio fue cayendo (o subiendo) en la misma tasa, independientemente de si el capital
se mantiene constante. Viner al parecer pidié a su dibujante para que este elaborara una curva
de coste medio a largo plazo que fuera envolvente a las curvas de coste medio a corto plazo que
tambien pasara por los puntos minimos de las curvas de coste medio a corto plazo. Cuando Wong,
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su dibujante indic6 la imposibilidad de esta ocurrencia, Viner opté por dibujar la curva de coste
medio a largo plazo a través de los puntos minimos de las curvas de coste medio a corto plazo, lo
cual no era posible a excepcién de que la curva sea un segmento de recta que pase por los puntos
minimos.

El problema fue pronto analizado algebraicamente por Paul Samuelson, quien demostr6 la
exactitud de la tangencia de las curvas de coste medio a corto y largo plazo. Sin embargo sigue
siendo algo desconcertante el hecho de que la tasa o razén de cambio de una funcién objetivo
sea el mismo, no tanto como si una variable se mantiene constante. Tal vez lo mds sorprendente,
ya que los economistas investigaron este rompecabezas de maés, fue el descubrir relaciones que
subyacen al “Teorema de la Envolvente” que revelan los teoremas bdsicos de la existencia refutable
de la estdtica comparativa. Esto es el problema al que trataremos ahora.!

4.1. Teorema de la Envolvente sin restricciones

Dada la funcién de beneficios f(x, @) partimos del problema

m;ix flx,a)

donde x = (x1,...,xp) ya = (ay...ay)
En una fucién de produccién, las condiciones de primer orden asociadas son:

fxl :fo :~-~:fxn =0

Este sistema permite encontrar los puntos criticos del problema. Para que estos puntos sean
maximos, debemos exigir que en la funcién hayan condiciones de segundo orden, comprobando
la concavidad de la funcién. En este caso es fundamental el hecho de que la matriz hessiana de f
sea distinta de cero con el prop6sito de poder aplicar el teorema de la funcién implicita, lo cual nos
lleva a exigirle a la funcién que sea estrictamente céncava.

Consideremos un modelo de maximizacién con dos variables de decisién x; y X2, y un pardmetro
a, por lo que la funcién de produccién a maximizar es y = f(x1, xp, a). Las condiciones de primer
orden son fy, = fx, = 0; y asumiendo las condiciones suficientes de segundo orden, obtenemos
la funcién x; = x;‘ (a) como solucién de las ecuaciones de primer orden. Al sustituir esta solucién
dentro de la funcién objetivo tendremos.

o(@) = f(x] (@), x5 (@), @)

La funcién ¢(a) es el valor de la funcién objetivo f cuando un x; maximiza la utilidad (para
un determinado «) de f. Ademds ¢(a) representa el maximo valor de f para algiin a especifico.
Lldmese a ¢ () la funcion objetivo indirecta .

Nos preguntamos ahora ;Como puede variar ¢ cudndo « varia?. Al diferenciar con respecto a «
tendremos:
* *
0x] 0x;

g (a) = fxla +fx2% + fa

Sin embargo, de las condiciones de primer orden, fx, = fx, = 0, vemos que los dos términos del
segundo miembro a mano derecha desaparecen, quedando:

Ver The structure of economics a mathematical analysis, Eugene Silberberg, Wing Suen
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Pola) = fa

Esta ecuacion dice que como a cambia, la tasa de variacién del maximo valor de f, donde x;
y x, varian de forma 6ptima, variando en « , es igual a la tasa de cambio de f variando en «,
manteniendo x; y X, constantes.

Antes de estudiar la geometria de la ecuacion vamos a comprobar el modelo de maximizacién del
beneficio.

Supongamos que una empresa desea producir un determinado producto dado por una funcién de

producciéon F(xy, Xy, ..., X,), para la cual requiere de n insumos (inputs) a un precio w;, y que su
produccién (outputs) tiene un costo p. El beneficio viene dado por

n
ﬂ(xly---;xn) = pF(xl); xn) - Z WwiXxj
i=1

Por las condiciones de primer orden para puntos criticos mdximos 6 minimos obtenemos:

on OF

Suponiendo que las condiciones de segundo orden son suficientes parala maximizacién, sabemos
que se producen las soluciones (dptimas) x;." (w1, wo,..,wy, p) para i = 1,...,n, por lo tanto, al
reemplazar estos valores 6ptimos en la funcién de beneficio se tiene

n
* * * * *
" = pF(X], X5, X)) = ) XiX]
i=1
que es la funcién de méaximo beneficio.
El interrogante ahora es determinar, o analizar c6mo varia el beneficio si se altera el valor de un

determinado insumo, por ejemplo, si varia el precio de x; del primer insumo, tendremos por la
regla de la cadena:

on* " OF(xy,..., Xp) ox* , & ox*
o PR om ow |N T Edw
n OF(x{,..,Xy) 0x; n o Qx}
_pzzzi ox; dw, _l;@wl

>

ox; & [ OF(xj,..,x})

recordemos que con la condicién de primer orden aseguramos que

P W

n
3
i=1

Esto nos permite interpretar que si aumenta el precio del primer insumo en una unidad, el
beneficio disminuye en una proporcién igual a x;.

OF(X],..., X}}) ) ox;
awl
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4.2. Aplicaciones a la teoria de la produccion y a la teoria del
consumidor

El objetivo de toda empresa es maximizar su beneficio con respecto a algin tipo de accién, sea n
la funcién de beneficio, dada por

n(a, az,...,an) = Rlay, ay, ..., an) = Clay, a, ..., ap)
donde R indica los ingresos y C los gastos. Ahora bien por las condiciones de primer orden se tiene

on ... . OR _0oC

a_ai =0 siysolosi oa = o i=12,...,n

Esto es, sila empresa decide escoger un nivel a; de producciéon, entonces la empresa debe escoger
aquel cuyo costo marginal sea igual al ingreso marginal. Si la empresa emplea un nivel de fuerza
laboral a;, entonces debe contratar una cantidad de trabajo de manera tal que el ingreso marginal
de emplear una persona mads, sea igual al costo marginal de emplear dicha persona.

La decision de la empresa queda resuelto si:

= Se conoce cudnto producir (producto) y a qué precio vender.

= Se conoce cudnto debe utilizarse en cada insumo y cudnto pagar por ellos.

Usualmente se supone que tanto los precios de los insumos como los precios de venta son dados
y fijos y, por lo tanto, sélo interesa saber cuanto debe producirse y emplearse como insumos. Lo
anterior no es tan frecuente, ya que en un mercado se encuentran los productores (muchos) y los
consumidores (mds todavia)y ninguno tiene el poder de influir en los precios.

Supongamos una determinada tecnologia de produccién representada por una funcién de
produccién

f:R"->R

dada por g = f(xy,...,x,) donde xi,..., x; > 0 son los insumos.
A esta funcidn se le exigen algunas propiedades:

= f:R" - R es continua sobre R"” y C? (continua en su segunda derivada), sobre
{xeR"|x;>0 i=1,...,n} con f(0) = 0 es decir, si no se utilizan insumos logicamente no
existe ningtn nivel de produccidn.

0
= Paratodo x € {x€ R"|x; >0}, vy, gm

> 0, esto significa que los insumos son productivos,

en el sentido de que un mayor empleo de ellos produce un incremento en la tasa de
produccion.

» fesunafuncion concavaen {x € R"|x; > 0} significa que el producto marginal es decreciente
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4.3. Teorema de la envolvente en un problema sin
restricciones

Consideremos el problema de maximizacion donde tomaremos un pardmetro arbitrario lo
llamaremos r, por lo que nuestra funcién sera:

rnxélx flx,n

Donde x es un n— vector y r es un k—vector de pardmetros. Ahora supondremos que el vector
r posee una soluciéon tnica, denotdndola con x*(r). Nuestro trabajo consiste en determinar el
maximo valor de f, para cualquier valor dado de r, por f*(r) es decir:

X =fx*r),nr

esta es la funcién de maximo valor.

Ejemplo 4.1: Sean=1, k =2y f(x,r) = x™ —rpx, donde 0 < r; < 1. Esta funcién es céncava, la
prueba es sencilla utilizando la prueba de la segunda derivada, y la solucién de un méximo de
fr(x,7) = r1x" "1 =, = 0 es positiva, por lo que la condicién de primer orden satisface la primera
condicién de orden, por lo tanto

o[

2
es la solucion del problema, por lo que la funcién de maximo valor f es:
r 11_1 r1 -
f*(r)=(x*(r))”—rzx*(r):(_1) 2 _rZ(_l) 2
2 r2

Ejemplo 4.2: Consideremos el hecho de que una empresa pude producir un determinado producto
con precio p, y un insumo con precio w. De acuerdo con la funcién de produccién f. El beneficio
de la empresa cuando utiliza la cantidad x de la entrada 7 (x, (w, p)) = pf(x) — wx, y la funcién de
maximo beneficio

f*(w, p)=pfx*(w,p)-wx*(w,p).

Donde x* (w, p) es la cantidad 6ptima de los precios de insumos (w, p). Esta funcién f* se conoce
como la funcién utilidad de la empresa. Por el teorema de la envolvente, la derivada de esta funcién
con respecto a p, es la derivada parcial de 7 con respecto a p evaluado en x = x*(w, p) esto es,

fx*(w, p)

En particular la derivada es positiva si el precio de la produccién aumenta, entonces los beneficos
maximos de la empresa aumentan.

También por el teorema sobre la derivada en los méximos beneficios de la empresa con respecto a
w es:

-x*(p,w)

Este resultado es conocido como el lema de Hotelling. Como vemos esta derivada es negativa, esto
es, si el precio de los insumos aumentan, entonces la ganancia méxima de la empresa disminuye.
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Una consecuencia del Lema de Hotelling es que podemos encontrar facilmente la funcién de
demanda de insumos de la empresa x*, si conocemos la funcién de beneficios de la empresa,
aunque no sepamos la funcién de produccién de la empresa: Tenemos que x*(p, w) = -7}, (p, W)
para todo (p, w) por lo que puede obtenerse la funcién de demanda de insumos, simplemente
diferenciando la funcién de beneficio.

Considerando el ejemplo anterior, en el cual teniamos la funcién f(x,r) = x™ —r,x,donde 0 < r < 1.
Encontramos que alli la solucién estaba dada por

x*(r) _ (E)ﬁ

ra2

asi con el Teorema de la Envolvente, la derivada del maximo valor de f con respecto a ry, es la
derivada de f con respecto a f evaluada en x*(r), por lo tanto esto es:

(x* ()" Inx*(r)

es decir,

1 1N 1 o 1
rl 1-rp rl 1-rp rl 1-rp rl 1-rp
— In|— =— In|—

2 2 2 2

Pero ;por qué es que llamamos a este teorema jenvolvente?. Pues bien, es una curva o superficie
que es tangente a cada una de la familia de curvas que dependen de las variables y pardmetros en
su valor méximo.

Veamoslo con un ejemplo.

Consideremos para ello un modelo de 2 variables y un parametro, de tal forma que se cumplan las
condiciones de primer orden

x1=x{(@), v, x2=x;(a)
Por lo que la funcién obejtivo indirecta es

o(@) = f(x; (@), x5 (@), @)

Donde sabemos que ¢(a) proporciona el méximo valor de f para un determinado valor en el
parametro, por lo que tendremos

fxf (@), x5 (@), @) < Pp(a)

Consideremos un valor arbitrario de « sea este a°, tal que para este valor encontramos los valores
O6ptimos de las variables de decisién, por lo que tendremos

0 0 0 _

- 0 0
x=x@),y x=x@)

de donde verificaremos

d@®) = f(x), 1, a")
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Ahora, si mantenemos los valores de las variables constantes pero cambiamos el valor del
pardmetro, donde se puede ver que los valores de las variables no son méximos de la funcién f
para los demds valores de «, de manera tal que para estos puntos

Fxd X0, a) < p(a)

siempre en un entorno de a’. Bajo los criterios de diferenciabilidad, f y ¢ deben ser tangentes
en a’, siendo ademds f mdas concava, 6 menos convexa que ¢ en ese punto. Como esto se puede
verificar para cada « arbitrario, podemos ver que ¢(a) serd la envolvente de las curvas f(x1, X2, @),
cuando «a varia en su dominio, de alli su nombre Teorema de la Envolvente. Vedmoslo de manera

grafica.

T

Figura 4.2

Se observa que hemos dibujado la curva que corresponde a f cuando vamos cambiando el
pardmetro «, mientras que ¢ recoge el valor 6ptimo de cada una de las curvas para cada valor
de a, siendo tangente en cada punto donde f alcanza su maximo.

4.4. Teorema de la envolvente sujeta a restricciones

Veamos que ocurre cuando deseamos optimizar una fucién sujeta a restricciones, por lo que ahora
nuestro interés se dirige a las siguientes expresiones.

max f(x, y) sujetaa g(x,a) <0, x=0

y suponemos que x*(a), donde a es un pardmetro, es la solucién a dicho problema, por lo que
definimos la Funcién de mdximo valor V (a)

V(a) = f(x*(a),a)

El teorema que enunciaremos es conocido como Teorema de la Envovlente, el cual establece la
variacion de la funcion de maximo valor ante un cambio del pardmetro a.

Supongamos que fy g son funciones derivables, y que x* (a), A* (a) > 0, donde A es el multiplicador
de Lagrange

oV(a) OL(x"(a@),A"(a),a) 0p(a)
da da Y

Lo que nos dice el teorema de la envolvente es que si en un problema de optimizacién, deseamos
saber como reaccionard el valor de la funcién objetivo ante un cambio en las variables, lo que
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debemos hacer es derivar el lagrangiano respecto a dicha variable.
Demostracion:

Las condiciones de Kuhn- Tucker nos dice que siendo L el Lagrangiano,

OL(x* (a), A" (a), a) _ of (x*(a),a) N 0g(x*(a),a) _

A* 0
ax,- ax,- (@) ax,-
para i=1,..,n, y, gx"(a),a)=0
por lo tanto, teniendo en cuenta que:
OL(x"(a),A*(a),a) _ 0
0xi -
! O0L(x*(a),A*(a), a)
x*(a), A" (a),a . .
=gx"(@),A"(@),a) =0
oA
se tiene que
Opla) 0L 0 oL oA* oL oL
da iZ10x; da  OA da Oa ~ da
Donde L se evaltia en (x* (a),A* (a),a) y x; y A* en a.
Ademas con f en (x*(a), a) se tiene,
n ox; n ox;
V@ - 0F 9% [ OF .98 %%  OF
061]' i=1 ax,- aaj aaj i=1 0xi aaj 061]'
pero como g(x*(a),a) =0
n ox;:
a_g _r + a_g — O
i=1 ax,- aaj aaj
y, por lo tanto
oV(a) ., 0g8(x*(a),a) OJf(x*(a),a) OL(x*(a),A*(a),a)
—=1"(a) + =
aaj aaj aaj aaj

Es claro que al presentarse cambios en la funcion objetivo en el pardmetro a;, es la misma que la
dada por la funcién lagrangiana. Al comparar este resultado con el modelo sin restricciones, vemos
que la funcién objetivo juega el mismo papel en ambos casos.

Veamos ahora un ejercicio donde aplicaremos los resultados obtenidos.

Ejemplo 4.3: Tenemos una ldmina metalica de 25 cm? de superficie, con la que debe construirse
una caja rectangular, que se llenard de gasolina corriente. Se pide:

a) ;Cudles serdn las dimensiones de la caja si el objetivo es llevar la mayor cantidad posible de
gasolina?

b) Sabiendo que el litro de gasolina corriente cuesta $2300 , ;cudnto estaria usted dispuesto a

pagar por un cm? mas de ldmina?
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¢) Atltima hora se advierte que el Consejo del Ministerio de Minas y Energia ha decidido subir
el precio de la gasolina corriente a $2500 el litro. ;en estas circunstancias, cuanto pagaria por
un cm? adicional de ldmina metalica?

Solucion

a) Hay que construir una caja rectangular a partir de una ldmina metalica de 25 cm? en la que
se introducira la mayor cantidad posible de gasolina. Construiremos la caja sin tapa superior
para aprovechar al méximo la ldmina dada y, conseguir una caja con la mayor capacidad
posible. Las variables de decision xi, x», x3 son las dimensiones de la caja a construir, tal
como se indica en la figura 4.3.

Figura 4.3

= Elvolumen de la caja es
V(x1, X2, X3) = X1X2X3
= El 4rea total de paredes que forman la caja es
A(x1,X2,X3) = X1 X2 +2X1 X3 +2X2 X3

Por lo tanto, el programa sera:

max V(x1, X2, X3) = X1X2X3
Ss.a. X X2+2X1X3+2X2x3—-25=0

3
(x1,%2,x3) € R

La funcién Langragiana es
g(ﬂl, X1,X2,X3) = X1 X2X3 + /1()61 Xp +2Xx1 X3 +2Xp X3 —25)

y las condiciones de primer orden
= X2X3+ Axy + 2/1)63 =0
=X1X3+ Ax1 +2/1)C3 =0

0
6x1
0L
6x2
0
— =X1X+2Ax1 +2Ax, =0
6x3
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0L

— = X1 X2 +2X1X3+2Xx2x3—25=0
A 1X2 1X3 2X3

Resolviendo el sistema anterior obtenemos el punto

x* (5—\/5 5v3 M) con A*:—_?f

“|\ 737376

Estudiaremos si se verifican las condiciones suficientes. El hessiano de la funcién Lagrangiana es

0 X3+ A X2 +2A3 X9 +2X3
% X3 +A 0 X1 +2A X1+2x3
HZA,X) =
W= ron x 421 0 21 + 2%
Xo+2x3 X1+2x3 2x1+2x» 0

Sustituyendo en x resulta

B
2
3

0 53 % 3
5v3 0 5v/3  10v3
) — 12 6 3
6 6 0 3
10V3  10vV3  20V3 0
3 3 3

y, por tanto, como m = 1 y n = 3, tenemos que comprobar que

0 5v3 5v3
NN
5
G 0 % |20y
5/3 V3
6 6
0 3 58 10v3
12 6 3
53 g 53 10V3
12 6 3 <0
5/3 53 5 203
6 6 3
103 103  20V3 0
3 3 3
Como
0 53 5v3
12 6
53 o 53 |- 128VB o
12 6
5/3 5v3 2
6 6
0 53 53 10v3
V3 2 5\6/5 103\/5
5
T 0 3| 85
5v/3  5V3 0 203
6 6 3
103  10vV3 20V3 0
3 3 3

se cumple la condicion suficiente de segundo orden de méaximo en X", por lo que dicho punto es
maximo local estricto.
El volumen 6ptimo serd
125V/3
18

m3

* * *
V(x1",x7,x37) =
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b) Un cm? adicional de ldmina metalica permitirad un incremento de volumen, AV, sobre el
volumen 6ptimo. Luego el incremento del valor de la gasolina que se pueda introducir en la
caja por efecto de un cm? adicional de ldmina, serd igual a AV multiplicado por el precio de
un metro ctibico de gasolina.

Calculemos, en primer lugar, AV. Sabemos que:

A* = —d‘;(g*), de donde, A* = —2—‘2, osea AV=-A*Ab

como, en este caso 1* = ?;/_ y, Ab= lcm? = 10_4m2, tenemos que

~ 10‘4@;713
12

El precio de un litro de gasolina es de $2.300. Ahora bien, un litro equivalente a un decidmetro
ctibico que es igual a 1073 metros ctibicos, por ello, el metro ctibico de gasolina valdra $2.300.000.
Por tanto, el incremento de valor de la gasolina que se puede obtener al disponer de un centimetro
cuadrado mads de ldmina serd aproximadamente de:

(104 (2532 )(2300)(103)—(2300)(10 b (25 ) 315,/3 ~ 166 pesos.

luego usted estaria dispuesto a pagar por un centimetro cuadrado més ldmina a lo mas hasta 166
pesos.

Repitiendo el razonamiento anterior, y, sustituyendo 2.300 por 2.500 obtenemos que

4 5\/" \/" 5\/_) 625\/_

10~ (2500)10° = 10~1(2500) =125 (

~ 180 pesos.

Seria la cantidad de dinero que estariamos dispuestos a pagar.

Se puede apreciar que los modelos matemadticos permiten determinar tanto a las empresas como
a las personas del comtin las mejores opciones, y es alli donde se logra ver la potencialidad de los
modelos matemadticos que conllevan ala toma de decisiones siempre en busca de alcanzar el mejor
beneficio ya sea en términos de gastos e ingresos.
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CAPITULO B

TEORIA DE JUEGOS

5.1. Antecedentes

La Teoria de Juegos ha presentado sus primeros origenes hacia 1913 con los trabajos de Ernst
Zermelo, un matemaético y filésofo alemdn, donde traté con diversos tipos de juegos, como el
ajedrez, demostrando que son resolubles. Hacia los afios 20, los matemadticos Emile Borel y Von
Neumann estudian los equilibrios de tipo minimax en los juegos de suma cero, es decir, aquellos
juegos en los que lo que gana uno lo pierde el otro.

La idea que tenia el grupo Bourbaki, de axiomatizar todas las matemaéticas a partir de la teoria
ingenua de conjuntos!, también contagi6é a Von Neumann y Oskar Morgensten donde publican
el libro denominado “The Theory of Games and Economic Behavior’ en el afio 1944, el cual se
traté de manera rigurosa la axiomatizacién de la Teoria de Juegos. En este libro se divulgaba una
formalizacién general de los juegos en su forma extensiva y normal, se introdujo el concepto de
estrategias en los juegos extensivos y propuso aplicaciones.

Pero es John Forbes Nash quien en 1950 defini6 el concepto de equilibrio Nash, consiguiendo
extender la teoria a los juegos no-cooperativos, mucho més generales que los de suma cero en los
que habfia trabajado Von Neumann. La demostracion de que todo juego no-cooperativo tenia al
menos un punto de equilibrio fue la tesis de John Nash de aproximadamente 27 hojas. A partir del
afio 1950 se ha profundizado la Teoria de Juegos en muchas dreas del conocimiento (economia,
psicologia, biologia, politica, filosofia, estrategias militares,...), aplicando distintos modelos de
juegos que han beneficiado a sus jugadores.

Von Neumann axiomatizé la nociéon de utilidad sobre la base de la idea de preferencia directamente
observable. Suponiendo que los resultados de una eleccion sean x, y o z, suponiendo, también que
éstos sean mas o menos probables y que se prefieran unos a otros, lo cual depende asi mismo de
cudn probables sean, Von Neumann planted los siguientes axiomas en la edicién de 19473:

1. La relacién de preferencias es una ordenacién completa; es decir, todo evento probable es

TAVILA del Palacio, Alfonso. ESTRUCTURA MATEMATICA DE LA TEORIA KEINESIANA. Instituto de Cultura del
Estado de Durango, Fondo de Cultura Econémica. México 2000. P4g 14

2ia600301.us.archive.org/29/items/theoryofgamesand030098mbp/theoryofgamesand030098mbp.pdf

3AVILA del Palacio, Alfonso. ESTRUCTURA MATEMATICA DE LA TEORIA KEINESIANA. Instituto de Cultura del
Estado de Durango, Fondo de Cultura Econémica. México 2000. P4g 26
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preferido a otro, o hay alguno que es preferido al primero.

Sélo se da una de las tres relaciones entre dos eventos probables: x es preferido a y, 0 y es
preferido a x, o x es indiferente en relacién con y.

. La preferencia es transitiva.

. Si x es preferido a y, entonces x puede ser preferido a x y y juntos, sila probabilidad de esta

dltima x es muy pequena.

Si x es preferido a y y z es preferido a x, entonces x puede ser preferido a y y z juntos si la
probabilidad de z es pequena.

Si “>” significa “es preferido a”, y p y 1 — p son dos probabilidades que sumadas den 100

5.

. Vx3dyz((x > y) v (z > x))
Yxy(x>yvy>x)v(x=y)
. Vxyz(x> ) A (y>2) — (x> 2))

Vxydp((x>y)—= (x>p+(1-p)y)

Vxyzadp(x> A (z>x) = (x>pz+(1-p)y)

Von Neumann y Morgenstern aseguran que los juegos contienen los siguientes elementos:

d1
d2

d3

d4

d5

dé

d7

ds

Un ntimero v, que representa la longitud o niamero de movidas de un juego.

Un conjunto finito Q, que representa el conjunto de todas las partidas diferentes que se
pueden jugar en el juego en cuestion I'.

Para cada jugador k = 1,2,..., n una funcién f; = fi (), con & en Q que representa la funcién
de pagos de la partida = para jugador k.

Una particién A, en Q para cada r = 1,2,..,v,v+1, que representa el esquema de
informacion de un drbitro; y donde A; de A, es la informacién actual del &rbitro que precede
ala movida M,.

Una particiéon B, en Q para cada r = 1,2,...,v; B, consiste de n+ 1 conjuntos de B (k),
k =0,1,2,..., n, enumerados en este sentido; B, representa un esquema de asignaciones,
donde un B, (k) es la movida actual de M,.

Una particién C; (k) en B, (k) paracadar =1,2,...,v;ycada k = 1,2,..., n; G (k) representa un
esquema de eleccion, donde un C, de C; esla eleccion actual del jugador k en el movimiento
M,.

Una particion D, (k) en B, (k), paratodar =1,2,..., v,y toda k = 1,2, ..., n; que representa el
esquema de informacién del jugador k, donde D, de D, (k) es la informacién del jugador k
en la movida M,.

Un nimero p;(C;) para todo r = 1,2,..,v, y toda C, de C,(0); p,(C;) representa la
probabilidad de la eleccién actual C, en el movimiento M,.

Estas entidades deben satisfacer los siguientes requisitos:
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al. A, esunasubparticién de B;; es decir, los esquemas de informacién del arbitro en la movida
M, incluyen las asignaciones de esa movida.

a2. C,(0) es una subparticiéon de A,; es decir, los esquemas de eleccién de una movida de
oportunidad, o de suerte, M,, incluyen los esquemas de informacién del arbitro en esa
movida.

a3. C;(k) es una subparticién de D, (k), para k = 1,2,..., n; es decir, los esquemas de eleccién de
una movida personal M, de un jugador k incluyen los esquemas de informacién del jugador
k en esa movida.

a4. Dentro de B,(r), A, es una subparticién de D, (k), para k =1,2,..., n.

a5. Paratodar=1,2,..,v,ytoda A, de A, que sea un subconjunto de B, (0); para toda C, de C,(0)
que sea subconjunto de esa A, p,(C;) =0, y para la suma extendida sobre ellos Zp,(C;) =1

a6. A, consite de un conjunto I" vacio.
a7. A, consiste de conjuntos de un elemento.

a8. Para r = 1,2,..,v: A4 se obtiene de A, superponiendo a éste con todos los C,(k), k =
1,2,...,n.

a9. Parar=1,2,..,v:si A, de A; y C, de C,(k), k= 1,2,...,n, son subconjuntos del mismo D, de
D, (k), entonces la intersecciéon A, N C, no debe ser vacia.

al0. Parar=1,2,..,v: parak=1,2,..,n,yparatoda D, de D,(k): debe existir algtin C, (k) de C,
que sea un subconjunto de D, *.

Estos axiomas, segtin los autores, estan libres de contradiccién y son independientes entre si, pero
no tienen completitud ya que existen diferentes juegos que satisfacen estos axiomas.

5.2. 3;Qué eslaTeoria de Juegos?

La Teoria es un sistema Légico compuesto por observaciones, axiomas y postulados, cuya funcién
es afirmar bajo qué condiciones se desarrollaron ciertos postulados® . Un Juego es una actividad
recreativa donde interacttian uno o mds participantes, su funcién es proporcionar entretenimiento
y diversién, aunque también puede cumplir con un papel educativo.®

Luego La Teoria de Juegos es la parte de la matemadtica aplicada que utiliza modelos para estudiar
interacciones en estructuras formalizadas de incentivos (lamados juegos) y llevar a cabo procesos
de decisién. Sus investigadores estudian estrategias 6ptimas asi como el comportamiento previsto
y observado de individuos en juegos.

Los juegos se representan de dos formas: la forma normal y la forma extensiva.

4Von Neumann y Morgenstern, 1947
5definicién.de/teoria
6definicion.de/juego
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5.2.1. Laformanormal:

* Hay un conjunto P de jugadores 1,2, ..., m.

* Cada jugador k de P tiene un niimero finito de estrategias puras.

Un perfil de estrategia pura es una asociacién de estrategias con jugadores, que es una m-
tupla.

o0=(01,02,...,0p)talque o, € S1,02€ Sy,...,0,m € Spy.
Llamamos a conjunto de perfiles de estrategias § una funcién de recompensa es una funcién

F:Z2-R

cuya interpretacion es el premio que recibe cada jugador al final del juego. De acuerdo con esto,
para especificar por completo un juego, la funcién de recompensa tiene que especificarse para
cada jugador del conjunto P = (1,2,...,, m). El juego es entonces una funcién

[T: 7]z - "
ieN
Definici6n 8:
Un juego en forma normal es una estructura (B S,F) donde P = 1,2,...,m es un conjunto de
jugadores, S = (S1,S2,...,Sn) es un m-tupla de conjuntos de estrategias puras, una para cada
jugador F = (Fy, F, ..., F;) es una m-tupla de funciones de recompensa.

5.2.2. Forma extensiva

Los juegos se presentan en arboles. cada vértice o nodo representa un punto donde el jugador se
especifica por un nimero situado junto al vértice. Las lineas que parten del vértice representan
acciones posibles para el jugador. Las recompensas se especifican en las hojas del drbol.

5.3. Tipos de juegos

* Juegos simétricos y asimétricos: Un juego simétrico es cuando las recompensas por jugar
una estrategia en particular dependen s6lo de las estrategias que empleen los otros jugadores
y no de quién las juegue. Si las identidades de los jugadores pueden cambiarse sin que
cambien las recompensas de las estrategias, entonces el juego es simétrico. Ejemplos: Juego
dela Gallina; Juego de la batalla de los sexos; Dilema del prisionero; Juego del Oso. Los juegos
asimétricos mds estudiados son los juegos donde no hay conjuntos de estrategias idénticas
para ambos jugadores. Ejemplo: Juego del Ultimétum; Juego del Dictador.

* Juegos de Suma Cero y de Suma no Cero: En los juegos de suma cero el beneficio total para
todos los jugadores del juego, en cada combinacién de estrategias, siempre suma cero (en
otras palabras, un jugador se beneficia solamente a expensas de otros). Ejemplo: El Go; El
Ajedrez; El Péker; El Juego del Oso.

* Criterio Maximin y Minimax: establece que cada jugador debe minimizar su pérdida
maxima. El primer criterio establece que un jugador A, elige que su pago minimo posible
sea el mayor, mientras que en el otro criterio, el jugador B, elige el pago maximo de A sea el
menor posible.
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* Equilibrio de Nash: Puede interpretarse como un par de expectativas sobre la elecciéon de
cada persona tal que, cuando la otra revela su eleccién, ninguna de las dos quiere cambiar la
conducta.

Juegos cooperativos: Es un juego en el cual dos o mds jugadores no compiten, sino més bien
se esfuerzan por conseguir el mismo objetivo y por lo tanto ganan o pierden como un grupo.
Un juego no cooperativo es uno cuyos jugadores forman decisiones independientemente
para su benificio personal, lo cual impide que en algunos casos dicha toma de decisiones
pueda favorecerlos a todos, como es lo que se busca en los juegos cooperativos.

Simultaneos y secuenciales: Los juegos simultdneos son juegos en los que los jugadores
se mueven simultdneamente o en los que éstos desconocen los movimientos anteriores
de otros jugadores, se representa mejor en la forma normal. Los juegos secuenciales (o
dindmicos) son juegos en los que los jugadores posteriores tienen algtin conocimiento de las
acciones previstas. Este conocimiento no necesariamente tiene que ser perfecto, s6lo debe
consistir en algo de informacion, se representa mejor en forma extensiva.

* Juegos de informacion perfecta: Si todos los jugadores conocen los movimientos que han
efectuado previamente todos los otros jugadores, por ejemplo, el ajedrez y el go.

Es claro que cada uno de los anteriores tipos de juegos estdn presentes cada dia en los mercados
marcando las directrices de las firmas o compaiiias alrededor del mundo, siempre con el objetivo
de tomar las mejores decisiones que lleven al crecimiento econémico de las mismas.

A continuacién se analizard un problema clasico de la teoria de juegos conocida como “El dilema
del prisionero " que consiste en lo siguiente.

La policia ofrece un trato a dos prisioneros A y B, cada uno de ellos ubicado en celdas distintas. El
trato consiste en delatar a su complice a cambio de una leve condena de 2 afios, siempre y cuando
su complice no haga lo mismo, y en una larga condena de 20 afios si no confiesa y su complice si lo
delata. A ambos prisioneros en conjunto les interesa no confesar pues obtendrian tinicamente 5 afios
de condena; sin embargo el interés de cada uno de ellos les lleva a confesar, recibiendo por ello una
condena de 15 arios.

El problema lo podemos representar en una matriz de pagos como la siguiente.

Coémplice A
No confesar Confesar
A es condenado a 5 afios A es condenado a 2 afios
. . No confesar N ~
Cémplice B B es condenado a 5 afios B es condenado a 20 afios
A es condenado a 20 afios A es condenado a 15 afios
Confesar _ _
B es condenado a 2 anos B es condenado a 15 afnos
Tabla 5.1

Si se analiza detalladamente este juego es no cooperativo, debido a que cada prisionero pensaria
en beneficio propio, lo cual llevard a que ambos confiesen y por lo tanto tendrdn una condena de
15 afios. Desde el punto de vista del prisionero A, él piensa que si confiesa verd reducida su pena
de 5 afios a solo 2 afios si B no confiesa. Ademads si su complice B confiesa verd reducida su pena de
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20 a 15 afios, por lo que es una buena decisién independientemente de lo que confiese B. Desde el
punto de vista del prisionero B, las decisiones no varian mucho a las de su complice, por lo que al
final ambos confesaran, pues recordemos que los prisioneros nunca se pusieron de acuerdo en no
confesar, que era la mejor opcién.

Al observar la matriz se evidencia un equilibrio cuando ambos prisioneros confiesan, es alli donde
este tipo de equilibrios toma relevancia debido a que es la mejor decisién que puede tomar un
jugador independientemente de lo que decida su oponente, en nuestro caso los prisioneros. Este
tipo de equilibrio es conocido en economia como “Equilibrio de Nash", en honor al matematico
y Premio Nobel John Nash. El equilibrio de Nash también se conoce como Equilibrio no
cooperativo, debido a que los jugadores no tienen en cuenta el efecto de sus decisiones en los
demads jugadores.

Es evidente que en muchas ocasiones las empresas no se ponen de acuerdo sobre la toma
de decisiones, debido a que ellas piensan en el beneficio propio, especialmente cuando estd
compitiendo por un mismo mercado, como se verd en el siguiente ejemplo de un juego no
cooperativo de las compafiias Py Q.

En este caso de Duopoliolas firmas P y Q compiten por un mismo mercado, donde las decisiones
de una afectard indudablemente a la otra compaiiia, por lo que éstas deben prestar cuidado en
tomar las mejores decisiones para ver optimizado su beneficio.

Supongamos que P tiene dos alternativas las cuales son tener un nivel de producciéon de 50.000
unidades de libros 6 aumentar su nivel de produccién a 70.000 unidades. Por otro lado Q tiene las
mismas alternativas, que generan un beneficio mostrada en la matriz de pagos que se muestra a
continuacion.

Compaiiia P
Producir 50.000

Producir 70.000

Compaiiia Q

Producir
50.000
unidades de
libros

unidades de libros

unidades de libros

Beneficio de 250 millones
de pesos
Beneficio de 250 millones
de pesos

Beneficio de 300 millones
de pesos
Beneficio de 210 millones
de pesos

Producir Beneficio de 210 millones | Beneficio de 220 millones
70.000 de pesos de pesos
unidades de | Beneficio de 300 millones | Beneficio de 220 millones
libros de pesos de pesos

Tabla 5.2

Es claro que el beneficio 6ptimo para cada compafiia es que ambas produzcan 50.000 unidades de
libros. Pero cada una de las empresas pueden mejorar su beneficio siempre y cuando una de ellas
produzca 70.000 unidades mientras que la otra produzca 50.000 unidades. Por otro lado, si ambas
empresas producen 70.000 unidades, éstas obtendran un beneficio menor.

Evidentemente este tipo de juegos estd presente todos lo dias en los mercados y desde luego en la
vida de las personas ya que en el diario vivir se suelen presentar situaciones en las cuales tenemos
que tomar decisiones que llevan a resultados en lo posible favorables, que permiten el crecimiento
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econémico de cada una de las personas y empresas.

En este capitulo se ha querido mostrar otra de las teorias que constituyen hoy en dia una de las
bases de la economia moderna, La Teoria de Juegos donde cada persona 6 cada compaiiia es un
jugador que estd inmerso en un conjunto de estrategias que le permiten obtener el mayor provecho
de estas, y recibir a cambio un beneficio que en lo posible debe ser optimizado, esto se logra
siempre y cuando se halla tomado la mejor decision.
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CONCLUSIONES

Este trabajo se desarroll6 con el propésito de conocer algunos modelos matemaéticos que forman
parte de la teoria econémica, tales como la programacion lineal (PL), el Teorema de la Envovente
y la Teoria de Juegos que se constituyen en herramientas fundamentales de esta drea y que
consolidan los fundamentos de ésta, lo que permitie reflexionar en cdmo la matematica logra
adentrarse en el campo de las ciencias econémicas para luego hacer un andlisis de dichos modelos
y verlos reflejados en la toma de decisiones de una compaiia o un consumidor.

Realmente es llamativo el hecho de llevar un problema de tipo descriptivo, a un modelo
matemadtico para poder analizarlo y desde alli ver el comportamiento de este, permitiendo
cuantificar los resultados y tomar las decisiones para dar la mejor solucién a dicho problema.

Por otra parte es importante resaltar la gran gama de aplicaciones de la matemadtica en distintas
disciplinas que hacen ver esta ciencia como una herramienta poderosa que puede ser adecuada a
diversos campos cientificos llevando cada dia a la solucién de problemas de mayor complejidad.

Finalmente el anterior trabajo ha mostrado algunas aplicaciones de la matemadtica en el campo
de la economia, especificamente en el drea de la optimizacién y la toma de decisiones mediante
los modelos anteriormente mencionados, que son de gran importancia para ser estudiados
por estudiantes de matemadticas y ciencias econémicas, asi como profesores que tengan interés
por este campo de aplicacion de las matemadticas que en ultimas son desarrollados mediante
conocimientos previos en célculo de una y varias variables asi como elementos de algebra lineal,
que son fundamentales para comprender los temas expuestos, pues son la base de gran parte de la
teoria desarrollada.
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