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INTRODUCCION

En el curso de ecuaciones diferenciales que tomamos durante nuestro pregrado,
estudiamos, algunos métodos analiticos para la solucién de Ecuaciones Difer-
enciales Ordinarias (EDO’s)y problemas de valor inicial, de segundo orden, co-
mo méaximo, que modelizan tanto sistemas mecanicos como sistemas electro-
magnéticos.

Dentro de los métodos conocidos para solucionar problemas de valor inicial,
como por ejemplo: el método de las series de potencias, la transformada de
Laplace y la transformada de Fourier, permiten encontrar una solucién exacta
para dichas ecuaciones diferenciales.

En la Teoria de Wavelets (Ondiculas u Ondoletas) dentro de sus muchas aplica-
ciones, se encuentra una dedicada a la solucién numeérica de EDO’S de orden
superior basada en la wavelet Haar propuesta en 1.909 por Alfred Haar conocida
como la mas antigua y sencilla de las ondiculas.

Las wavelets Haar estan formadas por pares de funciones constantes a trozos y
son matematicamente las mas sencillas de las wavelets ortonormales con soporte
compacto, esto es, estan definidas para cierto intervalo, y fuera de este su valor
es cero. Debido a la sencillez de su definicion matematica, el método wavelet
Haar ha resultado ser una herramienta eficaz para la solucién de muchos proble-
mas, entre ellos, la compresion de imégenes, el filtrado de senales, la deteccion
de variaciones de una senal en el plano tiempo-frecuencia, como también en
la solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
superior, entre otros.

Se sabe, las ondas Haar no son continuas; y no se pueden diferenciar en los
puntos de discontinuidad. Por tal razén, no es posible aplicar las wavelets Haar
directamente para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Una posibilidad
para solucionar este inconveniente, fue propuesta por Chen y Hsiao en 1.997.
Ellos recomiendan expandir en la serie de Haar no la funcién como tal, pero
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si la mayor derivada que aparece en la ecuacién diferencial. Las otras derivadas
(v la funcién) se obtienen a través de integraciones.

El sistema es discretizado por Galerkin o método de colocacion, el cual fue de-
sarrollado en el libro Un Enfoque Cualitativo a Las EDO’S y Teoria Wavelets,
escrito por el magister en matemédticas Luis Arturo Polania Quiza, profesor de
tiempo completo adscrito a la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad Surcolombiana.

En este trabajo se solucionan algunas EDO’S de segundo orden, pero los bene-
ficios del método de Haar, se muestra especialmente en el caso de EDO’S de
orden superior.

El presente trabajo esta constituido de la siguiente manera:

Unos preliminares en los que se dan algunas definiciones como espacio vectorial,
espacio de funciones, espacios normados, espacio producto interno, espacio de
Hilbert, espacio de Banach, [2(N), L?(RR), bases en un espacio de funciones, bases
wavelets, base Haar, teoria de la medida, luego, se definen los sistemas wavelet,
la wavelet Haar, las matrices Haar y por ultimo el método numérico como tal,
con el cual se solucionan algunas ecuaciones diferenciales de segundo y cuarto
orden, para evidenciar la eficiencia y conveniencia del método numérico.




JUSTIFICACION

Como requisito parcial para optar al titulo de Licenciados en Matemadtica, pre-
sentamos este trabajo, resultado de uno de los temas desarrollados en el semillero
DINUSCO.

La motivacién por este tema inicié con la participacion en el cursillo: Intro-
duccién a la Teoria de Onditas-Wavelets- y sus aplicaciones, desarrollado en el
marco del XVII Congreso Colombiano de Matematicas Cali 3 al 6 de Agosto
de 2.009, al cual asistié el magister en matematicas Luis Arturo Polania Quiza
director del semillero y otros dos estudiantes de ingenieria electrénica, con los
cuales nos iniciamos en el estudio de esta rica e innovadora teoria.

Como fruto de este trabajo se realiz6 una participacién, como ponentes en el
ICAMI (Conferencia Internacional de Matemdtica Aplicada e Informatica), del
28 de Noviembre al 3 de Diciembre de 2.010, en San Andres islas.

Con el fin de mejorar lo hecho en el ICAMI, nos propusimos estudiar mas a
fondo las bases tedricas que fundamentan este método numérico para la soluciéon
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y problemas de valor inicial, de orden
superior, dejando un inicio para seguir con este método aplicado a ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales y ecuaciones diferenciales parciales.
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OBIJETIVOS

Objetivo General:

= Implementar el método Wavelet Haar en la solucién numérica de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de orden superior.

Objetivos Especificos:

a. Conocer algunos espacios de funciones entre ellos los de Hilbert, base para
la teoria wavelet.

b. Comprender algunos conceptos elementales propios del andlisis funcional.
c. Mostrar algunos topicos acerca de la teoria wavelet.

d. Presentar la familia de wavelets Haar y una de sus aplicaciones en el campo
de los métodos numéricos.

v



Preliminares

;. Cémo surgieron los espacios de funciones particularmente los Espacios de Hilbert,
v que aplicaciones puede tener la Teoria Wavelets en la resolucién de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias lineales de orden superior?

Este trabajo pretende sumergirnos en la cultura de algunos Espacios de Fun-
ciones que utilizamos frecuentemente, y otros también de gran interés y utilidad;
la directriz propuesta es describir medianamente la evolucién de los espacios
clasicos de funciones comenzando por el espacio basico, El Espacio de Ba-
nach sobre el cual estudiaremos algunos ejemplos.

También estudiaremos otros espacios de funciones tanto en el escenario tedri-
co, como en el escenario de las aplicaciones particularmente El Espacio de
Hilbert L?(R) que es un espacio necesario para construir y desarrollar la
Teéria Wavelets.

Se quiere comprender de la mejor manera, cémo los Espacios de Funciones
surgieron en el escenario de la matematica. Posiblemente los espacios maés fa-
miliares para un estudiante de matematica sean los espacios de Banach y los
de Hilbert, ya que estos espacios fueron profundamente estudiados en el siglo
pasado y permitieron el desarrollo de nuevas teorias en variados sectores de la
matematica aplicada como La Teoria Wavelet y la Teoria de Marcos, entre otras
enriqueciendo de esta manera el campo de las aplicaciones.

Historia de Vida de Algunos Matematicos que Contribuyeron al De-

sarrollo del Analisis Funcional, la Teoria Wavelets y sus Aplicaciones.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier, (Auxerre, 21 de marzo de 1768 - Paris 16 de
mayo de 1830) Famoso matemdtico que en 1827, escribié un tratado en el que

Joseph Fourier
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indicaba que la acumulacién de gases en la atmdsfera provocaria una subida de
temperatura en la Tierra, efecto que, anos mas tarde, pasaria a denominarse
“Efecto Invernadero”. Introdujo también el concepto del “Calor Negro”, que se
basa en un balance entre la radiacién infrarroja ganada y perdida de los planetas
mediante cambios en la temperatura.

También formulé el teorema de descomposicién de funciones periédicas en series
trigonométricas conocido como Teorema de las Series de Fourier. Participé en
la Revolucion Francesa y viaj6 a Egipto con Napoleédn, llegando a ser parte im-
portante de su gobierno.

Fue alumno de Lagrange y Laplace, y en su labor investigadora destacan sus
trabajos en el campo de la termodinamica.

Murié en Paris en 1830, siendo secretario perpetuo de las secciones de Matematicas

 GF fu y Fisica de la Real Academia de las Ciencias Francesa y dejando a medio resolver
Carl Fr-Gauss una teoria sobre ecuaciones que fue editada y publicada por Navier, alumno
suyo.

Johann Carl Friedrich Gauss, (Brunswick, 30 de abril de 1777 - Gottin-
gen, 23 de febrero de 1855), matemdtico, astrénomo y fisico alemdn que con-
tribuyé significativamente en muchos campos, incluida la teoria de ntmeros, el
andlisis matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo y la
optica. Considerado el principe de las matemaéticas y el mateméatico méas grande
desde la antigiiedad, Gauss ha tenido una influencia notable en muchos campos
de la matemadtica y de la ciencia, y es considerado uno de los matematicos que
mas influencia ha tenido en la historia. Fue de los primeros en extender el con-
cepto de divisibilidad a otros conjuntos.

Gauss fue un nino prodigio de quien existen muchas anécdotas acerca de su
asombrosa precocidad, e hizo sus primeros grandes descubrimientos mientras
era apenas un adolescente. Completé su magnum opus, “Disquisitiones Arith-
meticae” a los veintiin anos, aunque no seria publicado hasta 1801, trabajo que
fue fundamental para que la teoria de los niimeros se consolidara y ha moldeado
esta area hasta los dias presentes.

BernharRIeTan

Georg Friedrich Bernhard Riemann, (Breselenz, Alemania, 17 de septiem-
bre de 1826 - Verbania, Italia, 20 de julio de 1866) matemé&tico alemdn que
realizé contribuciones muy importantes en analisis y geometria diferencial, al-
gunas de ellas fundamentales para el desarrollo de la relatividad general. Su
nombre estd conectado con la funcién Zeta, la integral de Riemann, el lema de
Riemann, las variedades de Riemann, las superficies de Riemann y la geometria
de Riemann.

Stefan Banach (Cracovia, Imperio austrohiingaro 30 de marzo de 1892 -
Leépolis, Polonia 31 de agosto de 1945, actual Ucrania), fue un matemético




polaco, uno de los destacados de la Escuela de Mateméticas de Lwow (Lwows-
ka Szkola Matematyki) en la Polonia previa a la guerra. Fue un autodidacto
en matematicas; su talento fue descubierto accidentalmente por Juliusz Mien y
posteriormente por Hugo Steinhaus.

Cuando la Segunda Guerra Mundial comenzd, Banach era el presidente de la
Sociedad Matemaética Polaca y profesor en la Universidad de Ledpolis (Uniwer-
sytet Lwowski). Era un miembro de la Academia de las Ciencias de la Reptblica
Socialista Soviética de Ucrania, y por otra parte mantenia una buena relaciéon
con los matemadticos soviéticos, y se le permitié permanecer en su cargo a pesar
de la ocupacién soviética, desde 1939, de la ciudad. Banach sobrevivié la poste-
rior ocupacion alemana desde julio de 1941 hasta febrero de 1944, ganandose la
vida alimentando un piojo con su sangre para el Instituto de Investigacion sobre
el Tifus del profesor Rudolf Weigl. Su salud empeoré durante la ocupacion, y
desarrollé un cancer de pulmén. Tras la guerra, Ledpolis se incorporé a la Unién
Soviética, y Banach murié alli antes de que pudiera ser repatriado a Cracovia,
Polonia.

David Hilbert, (23 de enero de 1862, Konigsberg, Prusia Oriental - 14 de
febrero de 1943, Gottingen, Alemania) fue un matemdtico alemdan, reconocido
como uno de los més influyentes del siglo XIX y principios del XX. Estable-
ci6 su reputaciéon como gran matemaético y cientifico inventando o desarrollando
un gran abanico de ideas, como la teoria de invariantes, la axiomatizacién de la
geometria y la nocién de espacio de Hilbert, uno de los fundamentos del andlisis
funcional.

Hilbert y sus estudiantes proporcionaron partes significativas de la infraestruc-
tura matemadtica necesaria para la mecanica cudntica y la relatividad general.
Fue uno de los fundadores de la teoria de la demostracién, la 16gica matematica
y la distincién entre matematica y metamatematica.

Adopté y defendié vivamente la teoria de conjuntos y los nimeros transfinitos
de Cantor y en 1900 presenté un conjunto de problemas que establecieron el
curso de gran parte de la investigacién matematica del siglo XX.

En la pugna por demostrar correctamente algunos de los errores cometidos por
Einstein, en la teoria general de la relatividad, David Hilbert se adelanté a las
correcciones de Einstein, sin embargo nunca quiso otorgarse el mérito.

Ingrid Daubechies, (Bélgica, 17 de agosto de 1954) fisica y matemética, ac-
tualmente es profesora en los departamentos de matematica aplicada en la Uni-
versidad de Princeton. En enero de 2011 se movié a la Universidad de Duke
como profesora de matematicas. Ella es la primera mujer Presidente de la Unién
Matemética Internacional (2011-2014), conocida por su trabajo con wavelets en
la compresion de imagenes digitales.

Stefan Banach

‘;r ;

David Hilbert
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Stéphane Mallat G, (Paris , Francia) hizo algunas contribuciones fundamen-
tales al desarrollo de la Teoria Wavelet a finales de 1980 y principios de 1990.
También ha realizado trabajos en las matematicas aplicadas, procesamiento de
senales, compresion de miusica e imdgenes digitales.

Colaboré con Yves Meyer para desarrollar el Analisis Multiresolucién (MRA),
apoy6 la construccion de ondas de forma compacta, lo que hizo la aplicacién de
las wavelets practica de ingenieria de aplicaciones mediante la demostracién de
la equivalencia de la cabrilla bases y conjugado de espejo de filtros utilizados
en imagénes discretas, multifrecuencia de bancos de filtros en procesamiento de
senales. También desarroll6 con Sifen Zhong la Transformada Wavelet Mdédulo
Maxima, Método para la caracterizacion de la imégen, que utiliza el maximo
local de los coeficientes wavelets a varias escalas para reconstruir las imégenes.

Mallat autor del texto “Un Paseo Wavelet de Procesamiento de Senales” comtun
en algunos cursos de matematicas aplicadas y de ingenieria. Ha sido profesor en
la New York University, Massachusetts Institute of Technology, Universidad de
Tel Aviv y en la actualidad en la Ecole Polytechnique.

Para un mayor dominio, comprensién y ubicacién contextual de cada uno de los
temas tratados en éste trabajo, de manera general diremos que:

1. El andlisis real es la rama de la matemédtica que se ocupa de los nimeros
reales y sus funciones. Se puede ver como una extensién rigurosa del
calculo, que estudia méas profundamente las sucesiones y sus limites, con-
tinuidad, derivacién, integracién, y las sucesiones de funciones. Ademaés
empieza un proceso de abstraccion cuyo sendero pasa por la topologia.

2. El espacio topoldgico es la nocién de base de la topologia elemental,
dominio que sélo depende de la teoria de conjuntos (no esté construido a
partir de otra cosa), y que tiene aplicaciones importantes en el campo del
analisis porque permite definir rigurosamente la continuidad y los limites.

3. Un espacio métrico es un tipo particular de espacio topoldgico, donde
estd definida una distancia entre puntos. Corresponde al caso muy comun
en que se dispone de una nocién de distancia sobre el espacio.

4. El algebra abstracta es el campo de la matematica que estudia las
estructuras algebraicas como las de grupo, anillo, cuerpo o espacio vecto-
rial. Muchas de estas estructuras fueron definidas formalmente en el siglo
XIX, vy, de hecho, el estudio del algebra abstracta fue motivado por la
necesidad de més exactitud en las definiciones matemdticas. El estudio
del algebra abstracta ha permitido observar con claridad lo intrinseco de
las afirmaciones légicas en las que se basa la matematica y las ciencias
naturales. Ademads, a lo largo de la historia, los algebristas descubrieron
que estructuras logicas aparentemente diferentes muy a menudo pueden
caracterizarse de la misma forma con un pequeno conjunto de axiomas.
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1.1.

En m
junto

El término algebra abstracta se usa para distinguir este campo del algebra
elemental o del dlgebra de la escuela secundaria que muestra las reglas cor-
rectas para manipular férmulas y expresiones algebraicas que conciernen a
los ntiimeros reales y nimeros complejos. El dlgebra abstracta fue conocida
durante la primera mitad del siglo XX como algebra moderna.

. El anélisis funcional es la rama de las mateméticas, mas especificamente

del andlisis, que trata del estudio de espacios de funciones. Tienen sus
raices histéricas en el estudio de transformaciones tales como transforma-
cién de Fourier y en el estudio de las ecuaciones diferenciales y ecuaciones
integrales. La palabra funcional se remonta al calculo de variaciones, im-
plicando una funcién cuyo argumento es una funcién. Su uso en general
se ha atribuido a Volterra.

En la visién moderna inicial, se considerd el analisis funcional como el
estudio de los espacios vectoriales normados completos sobre los reales o
los complejos. Tales espacios se llaman Espacios de Banach. Un ejemplo
importante es el espacio de Hilbert, donde la norma surge de un producto
escalar. Estos espacios son de importancia fundamental en la formulacién
matematica de la mecénica cudntica.

Mas general y modernamente, el andlisis funcional incluye el estudio de
los espacios de Fréchet y otros espacios vectoriales localmente convexos
y adn topolégicos. Un objeto importante de estudio en andlisis funcional
son los operadores lineales continuos definidos en los espacios de Banach
y de Hilbert.

Espacios Funcionales

atematicas, un espacio funcional es un conjunto de funciones de un con-
X a un conjunto Y de una clase dada. Se llama un espacio porque en la

mayoria de las aplicaciones, es un espacio topoldgico o un espacio vectorial. Los
espacios funcionales aparecen en varias areas de las matematicas:

1.

En la teoria de conjuntos, el conjunto de partes de un conjunto X se
puede identificar con el conjunto de todas las funciones de X en {0,1}
(funciones caracteristicas);

. En el algebra lineal el conjunto de toda las transformaciones lineales del

espacio vectorial de V en otro, W, sobre el mismo cuerpo, es en si mismo
un espacio vectorial;

. En el analisis funcional se ve lo mismo para las transformaciones lin-

eales continuas, incluyendo topologias en los espacios vectoriales subya-
centes, y muchos de los ejemplos principales son espacios funcionales con
topologia;
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4. En la topologia, uno puede procurar poner una topologia en las funciones
continuas del espacio topoldgico X a otro E, cuya utilidad depende de la
naturaleza de los espacios; en la topologia algebraica, el estudio de la teoria
de la homotopia es esencialmente el de invariantes discretos de espacios
funcionales; en la teoria del proceso estocastico, el problema técnico basico
es cémo construir una medida de probabilidad en un espacio funcional de
trayectorias del proceso (funciones del tiempo);

5. En la teoria de categorias el espacio funcional aparece como bifuntor
candnico de representacién pero como funtor simple de tipo [X, —] como
funtor adjunto, a un funtor del tipo (Xx—) en objetos;

6. en el calculo lambda y la programaciéon funcional, tipos de espacio
funcional se utilizan para expresar la idea de funcién de orden superior.

7. En la teoria de dominios, la idea basica es encontrar construcciones de
un orden parcial que pueda modelar calculo lambda, creando una buena
categoria cartesiano cerrada.

8. Otra idea relacionada desde la fisica es el espacio de configuracion. Esto
no tiene un significado tnico, pero para N particulas moviéndose en una
variedad M puede ser el espacio de posiciones MN o el subespacio donde
no hay dos posiciones iguales.

Las configuraciones de una curva serian un espacio funcional de alguna
clase. En la mecéanica cuantica una formulacién acentia las historias como
configuraciones. En breve, un espacio de configuracién es tipicamente la
mitad ( distribucién lagrangiana) del espacio de fase que se construye
desde un espacio funcional. Ademas se relacionan con la teoria de trenzas,
también, puesto que la condicién en una cuerda de no pasar por si misma
es formulada cortando diagonales de los espacios funcionales.

1.2. Espacios Topolégicos

Los conceptos de conjunto abierto y vecindad pueden definirse mediante una
métrica en el espacio considerado. Otro camino es, sin definir métrica alguna
en un conjunto dado, definir directamente, mediante axiomas, el sistema de
conjuntos abiertos. Este camino conduce a los espacios topoldgicos; respecto de
éstos, los espacios métricos representan un caso especial.

Definicion 1.2.1 Sea X un conjunto cualquiera. Se llama topologia en X a todo
sistema T de subconjuntos G de X que verifica las siguientes condiciones:

1. El propio conjunto X y el conjunto vacio pertenecen a T.

2. La union U,G, de un nimero cualquiera (finito o infinito) y la intersec-
cion NY_,Go de un nimero finito de conjuntos de T, pertenecen a T
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El par (X, 7) se denomina espacio topoldgico. Los conjuntos pertenecientes al
sistema T se denominan abiertos.

Ejemplo 1.2.1 Sea T un conjunto arbitrario. Consideramos como abiertos a
todos sus subconjuntos. FEs obvio entonces que se cumplen los axiomas de la
definicion y obtenemos entonces un espacio topologico. En él todos los conjuntos
son a la vez abiertos y cerrados y por lo tanto, cada uno coincide con su clausura.

Ejemplo 1.2.2 En el otro extremo se puede considerar en un conjunto abierto
arbitrario X la topologia compuesta por sélo dos conjuntos: el propio conjunto
X y el conjunto vacio. Aqui la clausura de todo conjunto mo vacio coincide con
todo X. Este espacio topoldgico, suele llamarse “espacio de puntos pegados”.

Definicion 1.2.2 Sean X e Y dos espacios topoldgicos, y f una funcion de X
en Y. Se dice que f es un homeomorfismo de X en Y si y sdlo si se cumple lo
stguiente:

1. fes biyectiva (uno a uno y sobreyectiva).
2. f es continua.

3. La inversa f~1 es también continua.

Si f: X — Y es un homeomorfismo, Y se dice homeomorfo a X. Si
dos espacios son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas
propiedades topoldgicas.

1.3. Espacios Métricos

En matematica, un espacio métrico es un tipo particular de espacio topoldgico,
donde esta definida una distancia entre puntos, y corresponde al caso muy comun
en que se dispone de una nocién de distancia sobre el espacio.

Definicion 1.3.1 (Espacio métrico) Un espacio métrico es un par (X,d)
donde X es un conjunto arbitrario no vacio yd : X x X — R es una aplicacion,
llamada distancia o métrica, tal que, para cualesquiera x,y,z € X, se verifica:

Observacion: Los conjuntos abiertos de cualquier espacio métrico verifican los
axiomas de la definicién de un espacio topolégico, por lo tanto, todo espacio
métrico es un espacio topologico.
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Otras definiciones

Definicion 1.3.2 Se llama bola abierta centrada en a € M y de radio r > 0,
al conjunto {x € M | d(xz,a) < r} C M. Se denota usualmente como B(a,r) o
como B, (a).

Definicion 1.3.3 Se llama bola cerrada centrada en a € M y de radio r > 0,
al conjunto {x € M | d(x,a) <r} C M. Se denota usualmente como Be(a,r) o
por B(a,r), donde B se lee como la clausura de B.

En anélisis matematico, una sucesion de Cauchy es una sucesion tal que la
distancia entre dos elementos se va reduciendo a medida que se avanza. Se
llama asi en honor al matemaético francés Augustin Louis Cauchy. Su interés
radica en que se puede verificar que una sucesion es de Cauchy sin conocer el
punto de convergencia.

Definicion 1.3.4 (Sucesiéon de Cauchy) En un espacio métrico (X, d), una
sucesion {xy} se dice de Cauchy si para todo € > 0 existe un N, en los natu-
rales, tal que para todo n,m > N, se verifica que la distancia entre dos elementos
d(xn, ) es inferior a . Simbdlicamente,

(Ve >0) (3N. eN) (d(zn,zm) <e sin,m>N,)

Ejemplo 1.3.1 En (0,2), la sucesion % es de Cauchy, sin embargo no es con-

vergente en dicho espacio, pues su limite es cero y éste no estd en el conjunto
donde definimos la sucesion.

1.4. Axiomas de separabilidad

Aunque muchos conceptos principales de la teoria de espacios métricos (conjun-
tos abiertos, entornos, bases, etc.) se extienden ficilmente a cualquiera espacio
topoldgico, sin embargo, un espacio topolégico arbitrario representa un ente de-
masiado general desde el punto de vista de los problemas del Anélisis. En estos
espacios se producen, a veces, situaciones que difieren de modo sustancial de
lo que puede ocurrir en un espacio métrico. Asi, por ejemplo, en un espacio
topoldégico un conjunto finito de puntos puede no ser cerrado.

Entre los espacios topolégicos se distinguen espacios que por sus propiedades se
aproximan a los espacios métricos. Para ello es necesario agregar a los axiomas
ya establecidos en la definicién de espacios topoldgicos algunas condiciones adi-
cionales, por ejemplo condiciones de numerabilidad que permiten estudiar la
topologia del espacio a través del concepto de convergencia. Otro tipo de condi-
ciones adicionales y de naturaleza distinta son los axiomas de separabilidad.

Axioma 1.4.1 Primer axioma de separabilidad T): Para dos puntos dife-
rentes cualesquiera = e y del espacio T existe una vecindad O, del punto , que
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no contiene al punto y, y una vecindad O, del punto y que no contiene al punto
.

Los espacios que verifican este axioma se denominan 7} — espacios. En un T7 —
espacto, todo punto es un conjunto cerrado. Por lo tanto se pude demostrar que
en un 77 — espacio todo conjunto formado por un ntmero finito de puntos es
cerrado. Ademads, puede demostrarse que el axioma T es equivalente a pedir
que todos estos conjuntos sean cerrados. El segundo axioma es una acentuacion
del primero.

Axioma 1.4.2 Segundo arioma de separabilidad T> o axioma de Haus-
dorjff: Para dos puntos cualesquiera x e y del espacio topoldgico T existen vecin-
dades Oy y O, de interseccion vacia.

Los espacios topoldgicos que verifican este axioma se denominan T — espacio
o espacios de Hausdorff. Todo espacio de Hausdorff es un 77 — espacio, pero el
reciproco no es cierto.

1.5. Espacio Compacto

En el analisis matematico desempena un papel fundamental el siguiente hecho,
conocido como Lema de Heine-Borel:

Lemma 1 De cualquier cubrimiento del segmento [a,b] de la recta numérica
por medio de intervalos se puede extraer un subcubrimiento finito.

Esta afirmacién continta siendo valida cuando en lugar de intervalos se consid-
eran conjuntos abiertos cualesquiera: de todo cubrimiento abierto del segmento
[a, b] se puede extraer un subcubrimiento finito. Partiendo de esta propiedad del
segmento de la recta numérica, introducimos el siguiente concepto importante:

Definicion 1.5.1 (Espacio compacto) Un espacio topoldgico se denomina
compacto, cuando cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimien-
to finito. Un espacio topoldgico compacto que verifica el axioma de separabilidad
de Hausdorff se llama un compacto.

La propiedad de compacidad la tienen. Ademads de los segmentos, todos los
subconjuntos cerrados acotados de un espacio euclideo de cualquier dimension.
Por el contrario, la recta, el plano y el espacio R? son ejemplos elementales de
espacios no compactos.

Definicion 1.5.2 Un sistema de conjuntos {A}icr del conjunto T se denomina
centrado, cuando cualquier interseccion finita N}_, A; de elementos del sistema
es no vacia.

Teorema 1.5.1 Para que un espacio topologico T sea compacto, es necesario
y suficiente que verifique la condicion: Todo sistema centrado de subconjuntos
cerrados de este espacio tiene interseccion no vacia.
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Algunas propiedades

Teorema 1.5.2 La imdgen continua de un espacio compacto es compacto.

Teorema 1.5.3 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es un com-
pacto.

Teorema 1.5.4 Todo compacto resulta cerrado en cualquier espacio de Haus-
dorff que lo contiene.

Los dos tltimos teoremas indican que en los espacios de Hausdorff la compacidad
es una propiedad interna del espacio, es decir que todo compacto continia siendo
compacto, aunque sea sumergido en espacios de Hausdorff cada vez mas amplios.

1.6. Espacio Vectorial
Definicién 1.1 Espacio vectorial. Un conjunto X # ® se llama espacio
vectorial (y sus elementos se llamardn vectores) respecto al cuerpo E (a cuyos

elementos llamaremos escalares), en X se definen dos operaciones suma y mul-
tiplicacion por escalar, con las propiedades algebrdicas siquientes:

i (Vz,ye X)(z+yeX).
i (Vo,y,ze X)(z+y)+z=a+ (y+2)).

i Existe un unico 0 tal que z + 0 = 0+ x, V2 € X (no confundirlo con el
elemento neutro de E).

=i

1

i

<

(Ve € X)(3(—2) € X) tal que z + (—z) = 0. Al elemento —z € X se le
llama el opuesto de x.

v Ve,ye X)(z+y=y+u).

vi Size X,a€FE | entonces a-x € X.
vii Vo,y € X, a € E, a(z +y) = az + ay.
viii Ve € X, o, € E, (a + )z = ax + fx.
ix Ve € X, o, B € E, a(fz) = (af)x.

x (Ve € X)(1-2 =ux). 1 es la identidad o elemento identidad de E.
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1.7. Espacios Normados

En algebra lineal, andlisis funcional y otras areas de la matematica, la norma
es una funcién que asigna un valor real positivo a cada uno de los vectores
del espacio vectorial, que no sea el vector nulo. Una seminorma (o pseudo-
norma) en cambio, puede asignar longitudes nulas a vectores que no sean el
vector nulo. Ejemplos simples son el espacio euclido bidimensional R? con la
norma Euclidea.

Definicion 1.7.1 (Norma) Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre un subcuer-
po F de los niimeros complejos (F puede ser el cuerpo de los niimeros complejos
o0 los nimeros racionales, o los nimeros reales). Se denomina seminorma en
V a una funcion p : V. — R tal que a cada x € V le asigna un numero real
p(x), tal que satisface las siguientes propiedades:

1. p(v) >0, Yv € V. (Positividad)

2. plav) =] a | p(v), Ya € F y Vv € V. (Homogeneidad positiva o escalabili-
dad positiva)

3. p(u+v) < p(u)+ p(v) (Desigualdad triangular o subaditividad)

La positividad es una consecuencia de los dos ultimos aziomas de la definicion.
Una norma es una seminorma con la condicidn adicional que: (Definida positi-
va)

p(v) =0 siy sdlo siv=0.
Una norma habitualmente se indica como ||[v|| en lugar de p(v).

Definicion 1.7.2 (Espacio normado) Se denomina espacio vectorial semi-
normado al par (V,p), donde V es un espacio vectorial y p una seminorma en
V.

Se denomina espacio vectorial normado (o espacio normado) al par (V,||-1]),
donde V es un espacio vectorial y || - || una norma en V.

Notacién: Suele omitirse p o ||.|| y referise s6lo al “espacio (semi)normado V7,
quedando claro del contexto cdal es la (semi)norma considerada.

Aun cuando todo espacio vectorial es seminormado, con la seminorma trivial
(p(z) = 0 Va € V), pero no tiene por que ser normado. Todo espacio vectorial V
con seminorma p puede convertirse en normado construyendo el espacio cociente
V/W, donde W es el subespacio de V consistente en todos los vectores v € V
tales que p(v) = 0. La norma inducida en V/W estd dada por ||W + v|| = p(v)
y se puede verificar que esta bien definida. Si p es una seminorma, vale que,

plu+v) 2| plu) - p(v) |, (L1)

para todo u,v € V. Ademds, toda norma es una seminorma.
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Ejemplos
Ejemplo 1.7.1 La seminorma trivial: p(v) = 0 para todo v € V.
Ejemplo 1.7.2 El valor absoluto es una norma en R.

Ejemplo 1.7.3 Toda forma lineal f : V — R en un espacio vectorial V define
una seminorma en V haciendo p(x) = |f(z)].

Ejemplo 1.7.4 Las normas Fuclideas en R™:

1
n 2
[|lz|| = {fo} , parax €R" (1.2)
i=1
y en C":

1
n 2
[Iz]] = {Z|zl|2} , paraz €C" (1.3)
i=1

Ejemplo 1.7.5 En un espacio con producto interno, la norma inducida por el
producto interno,

Il = (@, 2)

Ejemplo 1.7.6 La norma-1:

][y =) |l (1.4)
i=1

también denominada norma Manhattan.

Ejemplo 1.7.7 La norma-p, para p > 1, en R:

lelly = {Zx} (15)

Note que la norma Euclidea y la norma 1 son casos particulares de la norma-p.
Ver también los espacios LP en seccion siguiente.

Ejemplo 1.7.8 La norma infinito o norma mdzimo:

2]l = max |z;]. (1.6)

EERER}
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1.8. Espacios de Banach

Los espacios de Banach son uno de los objetos centrales de estudio del andlisis
funcional y son asi denominados en honor al matematico polaco Stefan Banach
(1892-1945) quien las estudié. Muchos de los espacios funcionales de dimensién
infinita estudiados en este drea de la matematica son ejemplos de espacios de
Banach.

Definicion 1.8.1 (Espacio vectorial normable) Un espacio vectorial topo-
ldgico se dice normable (seminormable) si la topologia del espacio puede ser
inducida por una norma (seminorma).

Definicion 1.8.2 (Espacios de Banach) Los espacios de Banach son espa-
cios vectoriales normados completos. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre el
campo de los nimeros reales o de los nimeros complejos, con una norma ||-|| y
la métrica inducida por ella en V : d(z,y) = ||z — y||. Se dice que V(+,-,]|-||)
es un espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy es convergente en V (y lo
hace a un elemento de V).

1.9. Algunos ejemplos de Espacios de Banach

Sea K el cuerpo de los ntimeros reales o el de los nimeros complejos.

Ejemplo 1.9.1 Los espacios euclideos de dimension n, K,,, donde la norma de
x = (x1,...,2,) es la norma cuadrdtica usual,

||z = <lei|2> ; (1.7)
i=1

son espacios de Banach.

Ejemplo 1.9.2 El espacio de todas las funciones continuas [ : [a,b] — K
definidas en un intervalo real cerrado [a,b] es un espacio de Banach bajo la
norma del supremo, definida por ||f|| = sup{|f(z)| : = € [a,b]}. Esta es efecti-
vamente una norma, dado que las funciones continuas definidas en intervalos
cerrados son acotadas. El espacio es completo bajo esta norma y el espacio de
Banach resultante se indica C([a, b]).

Este ejemplo puede generalizarse a C(X) de todas las funciones continuas de X
en K, donde X es un espacio compacto, o en el espacio de todas las funciones
acotadas de X en K, donde X es cualquier espacio topoldgico, o en el espacio
B(X) de todas las funciones acotadas de X en K, cuando X es cualquier con-
junto. En cualquiera de estos casos, podemos multiplicar funciones y el producto
estd en el mismo espacio (propiedad de clausura), haciendo que todos estos sean
ejemplos también de lo que se denominan dlgebras de Banach.
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Ejemplo 1.9.3 Sip > les un niumero real, consideramos el espacio de todas
las sucesiones x = (x1, T2, x3,...) de elementos de K tales que la serie,

S fal? (1.8)
=1

sea convergente (sea finita). Se define la norma-p de la sucesion x como,

el = l_z |xz-|p] . (19)

El espacio de todas las sucesiones © = (x1,x2,x3,...) de elementos de K tales
que la serie (I.8) sea convergente, dotado de la norma-p es un espacio de Banach
y se indica LP.

Ejemplo 1.9.4 El espacio de todas las sucesiones acotadas de elementos en K
es el espacio de Banach L™ con la norma del supremo: ||z||sup, €s decir, el
supremo de los valores absolutos de los elementos de la sucesion, para n € N.

Ejemplo 1.9.5 Sip > 1 es un numero real, se puede considerar el conjunto de
todas las funciones f : [a,b] — K tales que |f|P es integrable Lebesgue. Se
define la norma-p de f como:

£ lp = l/[ ) If(év)l”du(fv)l ; (1.10)

)

Este espacio no es en si mismo un espacio de Banach porque existen funciones
no identicamente nulas cuya norma-p es cero ||f||, = 0. Sin embargo, si se de-
fine una clase de equivalencia entre aquella funciones f y g cuya diferencia
tienen norma — p igual a cero, ||f — g||, = 0, entonces el conjunto de las clases
de equivalencia constituye un espacio de Banach que se indica con LP[a,b] y se
habla del espacio LP.

Observacién: Aqui es importante observar que la integral utilizada es la inte-
gral de Lebegue, dado que con la de Riemann no se obtiene un espacio completo.

Ejemplo 1.9.6 Si X y Y son dos espacios de Banach, su suma directa X &Y
también es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.9.7 Todo producto interno da lugar a una norma asociada. Un es-
pacio vectorial con producto interno se llama un espacio de Hilbert si su norma
asociada es completa. Por lo tanto, todo espacio de Hilbert es, por definicion,
un espacio de Banach. El reciproco no siempre es cierto.
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Ejemplo 1.9.8 El espacio vectorial normado: (C’([O, 1), R, || - ||2) no es com-

pleto. Pues, considere la sucesion de funciones continuas

0 ;siaw € [0, 5]

gulr) = L+ 1) (e —4) ssive (334 )

1 ;sz‘xe(%Jrn%l,l)

esta sucesion tiene como limite la funcion no continua

0 ;size|0,53]
g(z) =
1 ;stxe€ (%,1]




Teoria de La Medida e Integral de Lebesgue

En los textos avanzados y articulos cientificos de uso corriente en ingenieria y
matematica aplicada es frecuente encontrar referencia a funciones medibles, a la
integral de Lebesgue y a funciones de L', L? o LP. Aclaramos que no tratamos
de realizar un desarrollo profundo, sino que, siguiendo diversos textos presenta-
mos conceptos basicos y explicaremos las ideas centrales de modo tal que sean
facilmente comprendidas para poder abordar con posterioridad el tema central
de este trabajo.

En matematica, la integral de una funcién no negativa puede mirarse, en el caso
mas simple, como el drea comprendida entre el grafico de dicha funcién y el
eje x. La integracion de Lebesgue es una construcciéon matemaéatica que extiende
la nocién de integral a una clase de funciones mas amplia; también extiende el
dominio en el cual dichas funciones pueden estar definidas y que usa la medida
y el concepto de “en casi todas partes” o de “para casi todo punto”.

Se entiende que para funciones no negativas, con un grafico suficientemente
suave, tales como las funciones continuas en intervalos acotados cerrados, el area
bajo la curva puede definirse como la integral de Riemann en dicho intervalo y
calculada mediante la técnica aproximacién de la regién mediante poligonos. De
todos modos, cuando surge la necesidad de considerar funciones mas generales
(por ejemplo, como resultado del proceso de limite del andlisis matemdtico y en
la teoria matemética de probabilidad) queda claro que es necesario disponer de
técnicas de aproximacién mas cuidadosas para poder definir adecuadamente la
integral.

La integral de Lebesgue juega un rol importante en la rama de la mateméatica
denominada analisis real y en muchos otros campos de las ciencias matematicas.

La integral de Lebesgue se denomina de este modo en honor al matemético

16
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francés Henri Le6n Lebesgue (1875-1941).

2.1. Aspectos Histoéricos

Como dijéramos, la integraciéon de manera usual es una operacion matemaéatica
que se corresponde informalmente con la idea de encontrar el area bajo el grafi-
co de una funcién en un intervalo dado. La primera teoria de integracién fue
desarrollada por Arquimedes en el siglo III a.C, con el denominado método de
cuadraturas, pero pudo aplicarse s6lo a un numero limitado de casos con un
alto grado de simetrias geométricas. En el siglo XVII, Isaac Newton y Gottfried
Wilhelm Leibniz descubrieron, independientemente, que la integracién era por
asi decirlo, la operacién inversa de la derivacion y sentaron las bases de lo que
hoy es el calculo diferencial e integral. La contribucién principal de ambos fue
el Teorema Fundamental del Céalculo. Proporcionaron los elementos simbélicos
bésicos para los posteriores desarrollos de la matematica y fisica moderna. Sin
embargo, a diferencia del método de Arquimedes, que se basaba en la geometria
Euclideana, el método propuesto por Newton y Leibnitz no tenia bases rigurosas.

En el siglo XIX, Augustin Cauchy desarroll6 finalmente una teoria rigurosa de
limite, y Bernhard Riemann (1826-1866) la continué formalizando, dando lugar
a lo que hoy es conocido como la integral de Riemann. Para definir esta integral,
se cubre el area bajo el grafico de la funcién con rectdngulos de tamano cada vez
menor y se toma el limite de las sumas de las areas de los rectangulos en cada
etapa. Sin embargo, para algunas funciones, el area total de dichos rectangulos
no tiene limite (no se aproxima a un ndimero), y por lo tanto no poseen integral
de Riemann.

Dos ejemplos simples de funciones que no son integrables Riemann son las fun-

1
ciones f(r) = — en el intervalo real [0,5] y la g(z) = — en cualquier intervalo
T

que contenga al cero. Son intrinsecamente no integrables, dado que el area que
la integral de Riemann deberia representar es infinita. En otros ejemplos, el in-
tegrando posee muchas discontinuidades. Un ejemplo extremo de esta situacién
es la funcién caracteristica de los nimeros racionales.

1
Si consideramos el &rea bajo la curva definida por f(z) = — en un intervalo

entre —a y b para a y b positivos, el area sera infinita a ambos lados de 0. Sin
embargo, es posible definir el area en este caso y obtener el area neta por limite,
haciendo

! b1
/ —dz / —dz, para d>0 (2.1)
—a X d X

y tomando el limite para d — 0. En este caso hemos calculado el valor principal

1
de la integral. Esto es posible para funciones como f(z) = — cuyas dreas infini-
x
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tas tienen igual magnitud y signos opuestos en parte del intervalo de integracién
y pueden cancelarse mutuamente.

En 1907 Lebesgue propuso un nuevo método de integraciéon para resolver este
tipo de problemas. En lugar de utilizar las areas de rectangulos, que pone la
atencién en el dominio de la funcién, Lebesgue buscaba en el codominio de
la funcién su unidad fundamental de drea. La idea de Lebesgue era construir
primero la integral para lo que denominaba funciones simples o funciones
medibles que sélo tomaran un nimero finito de valores. Luego la definié para
funciones mas complicadas, como la menor cota superior de todas las integrales
de funciones simples que fueran menores que la funcién en cuestién.

La integral de Lebesgue tiene la propiedad de que toda funcién que posea inte-
gral de Riemann también es integrable segtiin Lebesgue y para dichas funciones,
ambas integrales coinciden. Pero existen muchas funciones que son integrables
segtin Lebesgue, pero no poseen integral Riemann.

Una manera didéctica de entender la diferencia entre la integral de Riemann y
la de Lebesgue, fue propuesta por el mismo Lebesgue. Supongamos que tenemos
una canasta con billetes de $1.000, $2.000, $5.000, $10.000, $20.000 y $50.000 y
deseamos saber cudnto dinero tenemos. Podemos contar el dinero de dos formas
diferentes:

1. Sacamos los billetes de a uno y vamos sumando sus valores.

2. Agrupamos los billetes por su valor y contamos cuantos tenemos en cada
grupo, multiplicando luego dicha cantidad por el valor correspondiente y
sumamos todo.

Aunque ambas formas de contar nos va a dar el mismo resultado, es claro que
la segunda es més eficiente que la primera. La primera forma se corresponde
con la idea de como se calcula la integral de Riemann y la segunda con la de
Lebesgue. Sin embargo, para funciones que no sean escalonadas (es decir, que
no sean de las denominadas funciones simples), no es evidente que el método de
Lebesgue de el mismo resultado que el de Riemann.

Como parte de los desarrollos integrales de Lebesgue, el matemético inventé el
concepto de medida de Lebesgue, que extiende la idea de longitud de los in-
tervalos a una clase mucho mas grande de conjuntos, denominados conjuntos
medibles (por lo tanto, las funciones simples son funciones que toman sélo un
numero finito de valores y cada valor se toma en un conjunto medible). La técni-
ca de Lebesgue para ajustar una medida en una integral se generaliza facilmente
a muchas otras situaciones, dando lugar al campo de la matemética conocido
como Teoria de la medida.
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Limitaciones de la Integral de Riemann.

La integral de Riemann sdélo esta definida en intervalos acotados y su extension a
intervalos infinitos s6lo se puede realizar como una integral impropia, haciendo:

/ Tt = wm [ fa. (2.2)

xTr—00
—T

Pero esta extensién no funciona de manera apropiada. Una propiedad basica, la
invariancia por traslaciones, no es satisfecha. ; Qué quiere decir ésto?. La integral
Riemann de una funcién no deberia cambiar si se traslada la funcién hacia la
derecha o hacia la izquierda. Por ejemplo, sea f(z) =1 para z > 0, f(0) =0,y
f(z) = —1 para z < 0. Entonces,

x 0 x
Fdt= | f()dt +/ f)dt = —a+2=0 (2.3)
—x —x 0

para todo z. Pero, si trasladamos f(z) hacia la derecha una unidad para tener
f(z —1), resulta

- 1ydt = 1 f(t—l)dt+/zf(t—1)dt:—(a:+1)+(:c—1) = 2 (24)

—X

Para todo z > 1.

Como esto no es aceptable, podemos intentar otra alternativa:
[e'S) b
/ f@)dt = lim lim / ft)de (2.5)
oo a— —00 b— 400 a

Sin embargo, si tratamos de integrar la funcién anterior de esta forma, obten-
emos +00, dado que tomamos primero el limite para b tendiendo a infinito. Si
cambiamos el orden de los limites, tenemos —oo.

Observamos que para que exista la integral, deberiamos obtener el mismo valor,
independientemente del orden.

Otro problemas es que la integral de Riemann no conmuta con limites uniformes.

1
Por ejemplo, si consideramos f,(x) = — en el [0,n] y 0 para cualquier otro z,
n

tendremos que para todo n, / fndx = 1. Por otra parte f,, converge uniformente

R
a cero, entonces la integral de lim f,, es cero. En consecuencia,

[ @ de 210 [ g, do (2.6)
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Esto muestra que el importante criterio de intercambio de los signos de limite
y de integral (propia) es falso cuando trabajamos con integrales impropias, ha-
ciendo a la integral Riemann no apropiada para muchas aplicaciones.

De otro lado, las series de Fourier, dieron origen a diferentes problemas rela-
cionados con las integrales, cuya solucién satisfactoria requeria intercambiar los
signos de sumatorias infinitas de funciones y los de integracién. Aparecieron
dificultades relacionadas con las condiciones bajo las cuales las integrales, eran
iguales en el contexto Riemann.

fr(z) dz, fr(z) dx (2.7)
> [ # v/ >

Existen también otras dificultades técnicas con la integral de Riemann, vincu-
ladas con el limite.

1. Falla en la convergencia monoétona

Como se mostré antes, la funcién caracteristica de los racionales X¢g no
es integrable Riemann. En particular falla el teorema de la convergencia
mondtona. Para verlo, consideremos ay una sucesiéon de niimeros racionales

en [0, 1].

1 sixz=ag

xTr) =
9i( ) 0 en otro caso

Entonces hagamos,

fe=91+g2+ "+ gk

La funcién fi es cero en todo punto, excepto en un conjunto finito de
puntos; entonces su integral Riemann es cero. La sucesion fj también es
claramente no negativa y monotonamente decreciente a X¢, que no es
integrable Riemann.

2. Inadecuaciéon de los intervalos no acotados:

La integral de Riemann sdlo puede integrar funciones en intervalos acota-
dos. La extension mas simple consiste en definir,

/+00 f(z)de = lim /2 f(z) dx (2.8)

—
o a——+o0

cuando los limites existen. De todos modos, esto destruye la deseable
propiedad de invarianza ante traslaciones. Con esta definiciéon de la in-
tegral impropia (denominada el valor principal de Cauchy de la integral
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impropia entorno al cero), las funciones f(z) = (1 si x > 0, —1 para otro
valor) y g(z) = (1 si x > 1,—1 para otro valor) son traslaciones una de
la otra y sin embargo sus integrales impropias son diferentes:

/f(x) dr =0, /g(:v) dr = -2 (2.9)

2.2. Construccién de la Integral de Lebesgue

La integral de una funcién f entre los limites a y b puede interpretarse como el
area bajo del gréfico de f. Esto es facil de interpretar en funciones polinémicas,
pero no es tan intuitivo para funciones mas raras. En general, jpara qué tipo de
funciones es que tiene sentido pensar en el “area bajo la curva”?. La respuesta
a esta pregunta posee importancia tedrica y practica.

Recordemos que, conceptualmente, la integral de Riemann (conocida como la
integral definida de f en el intervalo [a, b]) lo que hace es construir una sucesién
de integrales de facil calculo que convergen a la integral de la funciéon dada. Esta
definicién es exitosa en el sentido que proporciona respuesta a muchos proble-
mas ya resueltos y da resultados tltiles para muchos otros problemas.

Sin embargo, la integracion de Riemann, no interactia adecuadamente cuando,
al tomar los limites de las sucesiones de funciones, el proceso se torna compli-
cado de analizar. De principal importancia son, por ejemplo, en el estudio de
las series de Fourier, en las transformadas de Fourier y otros temas. La inte-
gral de Lebesgue describe mejor como y cuando es posible tomar limites bajo
un signo de integral. La definicién de Lebesgue considera una clase diferente
de integrales, de fécil calculo y permite calcular la integral de un espectro méas
amplio de funciones que la integral de Riemann. Asi por ejemplo, la funcién
de Dirichlet (la funcién caracteistica de los niimeros racionales Q ), que vale 1
cuando el argumento es racional y 0 para cualquier otro valor, posee integral de
Lebesgue, pero no posee integral de Riemann.

Recordemos que, la integral de Riemann de una funcién f : [a,b] — R se cons-
truye particionando el intervalo [a,b] en sub-intervalos I3~ y aproximando el
valor de la funcién f en cada intervalo por un valor constante f(¢;), donde

& € I,. Entonces, la integral f: f(x)dx se obtiene por aproximacién, como el
limite de la suma de las areas de los rectangulos cuyas bases se corresponden con
los intervalos I} cuyas alturas son las correspondientes constantes, por exceso y
por defecto, f(&)).

Esta idea de ir cortando en rebanadas el area bajo el grafico de una funcién
f es natural y puede realizarse de dos maneras posibles: una es como se hace
para calcular la integral de Riemann, es decir con rebanadas paralelas al eje de
las abscisas; la otra es cortando en forma paralela al eje de las ordenadas. Esta
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ultima forma fue la adoptada por Lebesgue. Es asi que conforme a Lebesgue, la
integral

/jo f(x) dx, (2.10)

puede pensarse como,

/_OO fl@)de = y. (2.11)

yeR

Observemos que, la coleccién de los “valores de x para los cuales f(z) = y”no
es otra cosa que:

M {yh) ={z eR: f(z) € y}. (2.12)

Es por ésto que en la teoria de la integral de Lebesgue es de principal impor-
tancia la medida de conjuntos del tipo f~!(A), siendo A C R un subconjunto
en el eje y.

Observemos que para calcular la integral de Riemann de una funcién es nece-
sario que esta tenga variaciones suaves. Esto no es necesario para la integral de
Lebesgue.

2.3. Teoria de la Medida

En esta seccion presentaremos una introduccién a los principales conceptos y
propiedades de la integral de Lebesgue, distinguiendo dos partes:

1. Teoria de conjuntos medibles y medidas de dichos conjuntos.
2. Teoria de funciones medibles e integracién de dichas funciones.

La teoria de la medida fue creada originalmente para permitir un anélisis de-
tallado de la nocién de longitud de subconjuntos de la recta real y méas gene-
ralmente, de los conceptos de area y voliimen de subconjuntos en espacios Eu-
clideos. Proporciona una forma sistemética de responder a la pregunta sobre
qué subconjuntos de R tienen una longitud. El desarrollo de la teoria de conjun-
tos logré mostrar que es imposible asignar una longitud a todos los subconjuntos
de R, de modo tal que se preserven las propiedades naturales de aditividad e
invariancia por traslaciones. Esto sugiere que es un requisito escencial el tomar
una clase adecuada de subconjuntos medibles.

La integral de Riemann implicitamente utiliza la nocién de longitud. En efecto,
el elemento de calculo de la integral de Riemann es el rectdngulo [a, b] X [c, d],
cuyo &rea se calcula como (b—a)(d—c). La cantidad b—a es la longitud de la base
del rectangulo y d — ¢ es la altura del rectangulo. Riemann podia sélo utilizar
rectangulos planos para aproximar el area bajo una curva dado que no existia
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una teoria adecuada para medir conjuntos mas generales. En el desarrollo de la
teorfa en textos modernos (a partir de 1950), el enfoque de medida e integracién
es axiomatico. Esto quiere decir que una medida es cualquier funcién p definida
en ciertos subconjuntos E de un conjunto X que satisfaga ciertas propiedades.

Un ejemplo claro es un espacio de probabilidad, que describe nuestra incer-
tidumbre sobre cierto experimento y consiste en el espacio muestral de las posi-
bles salidas y una medida de probabilidad que cuantifica cuantas oportunidades
chances tiene de salir cada uno de ellos. Un evento es un conjunto de salidas del
experimento. La medida de probabilidad obedece tres axiomas: es no negativa,
su suma (o integral) es la unidad (normalizacién) y es aditiva para eventos dis-
juntos.

2.4. Sigma &lgebra, (Medida)

Una o-dlgebra (se lee “sigma-dlgebra”) o o — campo sobre un conjunto X es una
coleccién ¥ de subconjuntos de X que es cerrada bajo las operaciones de com-
plementaciéon y uniones numerables de sus elementos. Es el andlogo numerable
de un algebra de Boole y toda o-algebra representa un algebra Booleana. El uso
principal de las o-algebra es en la definicién de medidas en X, constituyendo un
concepto importante en analisis matemético y en teoria de probabilidad.

Definicion 2.4.1 (o- dlgebra) Dado un conjunto X, sea P(X) el conjunto de
todos sus subconjuntos. Se dice que un subconjunto no vacio % de P(X) es un
o- dlgebra si y sélo si satisface las siguientes propiedades:

1. si A € X, entonces su complemento en X, el conjunto X A también
pertenece a X3,

2. si {An}nen es una coleccion numerable de elementos de ¥, su unidn
Unend, también estard en X.

Esto quiere decir que un subconjunto ¥ debera satisfacer las siguientes tres
condiciones para calificar como un o — algebra:

1. Ser cerrado bajo complementacion
2. Ser cerrado bajo uniones numerables
3. Contener al conjunto vacio

De estos axiomas sigue que X y el conjunto vacio; estdn en ¥ (dado que X no
es vacio) y que la o-dlgebra es también cerrada bajo intersecciones numerables,
por las leyes de Morgan:

(ANnB)° = A° U B“
(AUB)® = A n B¢
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2.5. La Funciéon Medida

Una medida en X es una funcién que asigna un ntmero real mayor o igual a
cero a cada subconjunto de X, permitiendo pensar de manera mas precisa en
la nocién de tamano o de volimen de un conjunto. Uno podria desear asignar
tal tamafio a todo subconjunto de X, sin embargo, el axioma de eleccién (de
la teorfa de conjuntos) implica que cuando el tamafo en consideracién es la
longitud estandar de subconjuntos de la recta real, entonces, existen conjuntos
(conocidos como conjuntos de Vitali ) para los cuales no existe dicho tamario.
Por esta razon se hace necesario considerar en cambio un colecciéon mas pequena
de subconjuntos de X cuya medida esté definida y dichos conjuntos constituyen
la o-algebra.

Definicion 2.5.1 (Medida) Una medida p es una funcion definida en una
o-dlgebra sobre un conjunto X y que toma valores en el intervalo extendido
[0, +00), tal que verifica las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio tiene medida cero:

w(®) = 0;

2. Es numerablemente aditiva o c—aditiva: Si E1, Fa, E3, ... es una sucesion
numerable de conjuntos mutuamente disjuntos en 3, es decir si son tales
que:

E, e¥ Vi,
y ademds

E;NE; = siy solo sii#j

entonces se verifica que la medida de la union de todos los E; es igual a
la suma de las medidas de cada uno de los E;:

HUELE) = Y u(E)

Algunos ejemplos

Ejemplo 2.5.1 Si X es un conjunto cualquiera, entonces, la familia compuesta
por sdlo el conjunto vacio y X es una o — dlgebra trivial sobre X.

Ejemplo 2.5.2 Otra o — dlgebra sobre X estd dada por todo el conjunto de
partes de X, p(X).

Ejemplo 2.5.3 Una coleccion de subconjuntos de X que sea numerable y cuyos
complementos sean numerables es una o — dlgebra, diferente de la de partes de
X si y solo si X no es numerable.
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Ejemplo 2.5.4 Si X, es una familia de o — dlgebras sobre X, entonces la in-
terseccion de todas las X, también es una o — dlgebra sobre X.

Ejemplo 2.5.5 Un ejemplo importante es el dlgebra de Borel sobre un espa-
cio topoldgico cualquiera: la o — dlgebra generada por los conjuntos abiertos (o,
de modo andlogo, por los conjuntos cerrados), es decir generada por la misma
topologia de X. En teoria de probabilidades, el dlgebra de Borel constituye un
ejemplo particular. Dada una variable aleatoria, definida en un espacio de prob-
abilidad, su distribucion de probabilidad es por definicion, también una medida
en el dlgebra de Borel. Este dlgebra es la menor o — dlgebra en R que contiene
todos los intervalos. Observemos que esta o — dlgebra no es en general el con-
Jjunto de las partes completo. Un ejemplo no trivial es el llamado conjunto de

Vitali.

Ejemplo 2.5.6 En los espacios euclideos R™, una o — dlgebra de importancia es
la de los conjuntos medibles Lebesque. Dicha o — dlgebra contiene mds conjuntos
que la o — dlgebra de Borel en R™ y es preferida en teoria de integracion, dado
que provee un espacio de medida completo.

Definicion 2.5.2 (Espacio de medida y conjuntos medibles) El triplete
(X, %, 1) se denomina espacio de medida, y los elementos de X se denominan
conjuntos medibles.

Definicion 2.5.3 (Espacio medible y funciones medibles) FEl par orde-
nado (X, X)), donde X es un conjunto y ¥ es un o — dlgebra sobre X, se dice es
un espacio medible.

Una funcion entre dos espacios medibles se dice es una funcion medible si la
preimagen de todo conjunto medible es medible.

Las medidas son definidas como cierto tipo de funciones de un o — algebra en
[0,4+00). Para indicar las o — dlgebras se suele usar letras maytsculas en lugar
de X, con el objeto de evitar la confusién con el operador sumatoria, en este
caso tendremos por ejemplo (X, A), en lugar de (X, X).

2.6. Propiedades de las Medidas

Algunas de las propiedes méas importantes de las medidas son:

1. Monotonia:
Una medida p es mondtonas:
Si E1 y Es son conjuntos medibles, tales que Fy C Fso, entonces

H(E) < () (2.13)

2. Medidas de uniones infinitas de conjuntos de A:
Si Fq, Es, Es3, ... es una sucesién numerable de conjuntos en A, no nece-
sariamente disjuntos, entonces:
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U By <Y p(Es) (2.14)
=1

3. Medidas de uniones infinitas de conjuntos medibles:
Si Fy, Es, Es, ... son conjuntos medibles encajados de modo tal que E,, es
un subconjunto de E, ;) para todo n, es decir si:

E, C Epi1, ¥, (2.15)

entonces la unién de los conjuntos FE,, también es medible y
PV E) = lim p(E;) (2.16)
4. Medida de intersecciones infinitas de conjuntos medibles:

Si Ey, Fs, Es, ... son conjuntos medibles encajados de modo tal que E,, 41
es un subconjunto de E,, para todo n, es decir si:

E,i1 CE,, Von, (2.17)
entonces la interseccién de los conjuntos F,, también es medible. Mas atn,

si al menos uno de los En tiene medida finita, entonces:

p(NP2 ) = lim pu(E;) (2.18)

Observacion: Esta ultima propiedad es falsa sin la hipdtesis de que al menos
uno de los conjuntos tenga medida finita. En efecto, sea por ejemplo la sucesion
{E.}, tal que para cada n € N,

E, = [n,oo) CR,

que satisfacen (Z2I7) y poseen todos medida infinita. Pero, dado que su inter-
seccién es vacia, resulta p(N2, E;) = 0.

La propiedad (2.15]) y (2.10]) serd de fundamental importancia en las propiedades
del andlisis multiresolucién de la Transformada Wavelets.

2.7. Medidas, Sigma-Finitas

Definicion 2.7.1 (Espacio de medida finito) Sea (X, %, 1) un espacio de
medida.

1. (X, %, p) se dice un espacio de medida finito si 1(X) es un nimero
real finito.
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2. (X,X,u) se dice o-finito si X puede descomponerse en una unidn enu-
merable de conjuntos medibles de medida finita.

3. Un conjunto en un espacio de medida posee medida o-finita si es una
union de conjuntos de medida finita.

Ejemplo 2.7.1 Los numeros reales con la medida de Lebesque estandar son
o — finitos pero no finitos. En efecto, considere los intervalos cerrados [k, k+1]
para todos los enteros k. Se tiene una cantidad numerable de tales intervalos,
cada uno posee medida 1, y la union de todos ellos es la recta real.

Ejemplo 2.7.2 Consideremos ahora los nimeros reales con la medida de con-
teo, que asigna a cada conjunto finito de nimeros reales, el nimero de puntos en
el conjunto. Este espacio de medida no es o — finito, porque todo conjunto con
medida finita contiene a los sumo un numero finito de puntos, y seria necesario
un cantidad no numerable de tales conjuntos para cubrir toda la recta real.

2.8. Completitud

Definicion 2.8.1 Un conjunto medible X se dice un conjunto nulo si u(X) = 0.
Un subconjunto de un conjunto nulo se llama despreciable.

Un conjunto despreciable no necesita ser medible, pero todo conjunto medible
despreciable es automéaticamente un conjunto nulo.

Definicion 2.8.2 Una medida 1 se dice completa si todo conjunto despreciable
es medible.

Una medida puede extenderse a completa considerando la o — algebra de los
subconjuntos Y que difieren en un conjunto despreciable de un conjunto medible
X, esto es, si la diferencia simétrica de X e Y esta contenida en un conjunto nulo.
Entonces, por definicién se dice que p(Y) es igual a u(X).

Ejemplos

Ejemplo 2.8.1 La medida de conteo, definida por p(S) igual al nimero de
elementos en S.

Ejemplo 2.8.2 Medida del dngulo circular, es invariante ante rotaciones.

Ejemplo 2.8.3 La medida de Haar, para grupos topoldgicos localmente com-
pactos, es una generalizacion de la medida de Lebesgue y tiene similares propie-
dades de unicidad.

Ejemplo 2.8.4 La medida de Hausdorff que es un refinamiento de la medida
de Lebesgue para algunos conjuntos fractales.
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Ejemplo 2.8.5 Todo espacio de probabilidad da lugar a una medida que toma
el valor 1 en todo el espacio (y en consecuencia toma todos sus valores en el
intervalo [0, 1]). Una medida de este tipo se denomina una medida de proba-
bilidad.

Ejemplo 2.8.6 La medida de Lebesgue, que es una medida completa invari-
ante por traslaciones en una o-dlgebra que contenga intervalos de R, tal que

p((0,1]) = 1.

Ejemplo 2.8.7 La medida de Dirac po estd dada por ps(S) = Xs(a), donde
X es la funcion caracteristica de S.

Otras medidas son: medida de Borel, medida de Jordan, medida Ergddica, me-
dida de Euler, medida de Gauss, medida de Baire, medida de Radon.

2.9. La Medida del conteo

La medida de conteo es una forma intuitiva de dar medida a cualquier conjunto:
el “tamano” de un subconjunto se toma como el ntimero de elementos del sub-
conjunto si éste es finito, y en caso de no serlo se dice que es de tamano infinito.

Formalmente, sea {2 un conjunto y considerese la o — algebra X en €2 consistente
en todos los subconjuntos de €2. Se define una medida p en dicho o — algebra
haciendo pu(A) = |A| (JA] indica el cardinal de A, es decir, el nimero de ele-
mentos del conjunto) si A es un subconjunto finito de y pu(A4) = co si A es un
subconjunto infinito de 2. Entonces, (€, X, 1) es un espacio de medida.

La medida de conteo permite traducir muchas afirmaciones sobre los espacios L?
en estructuras mas familiares. Si w = {1,2,...,n} y S es el espacio de medida
con medida de conteo en, entonces L?(S) coincide con R™ (o con C™), con norma
definida por,

I [l,= <Z | @i |p> (2.19)

i=1
para & = (T1,T2,Z3,...,&n)-
De manera similar, si se toma €2 como el conjunto de nimeros naturales y S es
el espacio de medida con la medida de conteo en 2, entonces LY (S) consiste
en todas las sucesiones x = (z,,) para las cuales ([ZI9)) es finito. Este espacio se
escribe generalmente como LP.

2.10. La Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue es la manera estandar de asignar un longitud, area o
volimen a subconjuntos de un espacio euclideo. Se utiliza, en particular, para
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definir la integracion en el sentido de Lebesgue. Aquellos conjuntos a los cuales
se les puede asignar un voliimen, se denominan medibles Lebesgue. Indicamos
con A\(A) el voliimen o medida de Lebesgue de un conjunto medible A.

Ejemplos

Ejemplo 2.10.1 Si A = [a,b] C R, entonces su medida de Lebesque es b — a.
El intervalo abierto (a,b) tiene la misma medida, dado que la diferencia entre
ambos conjuntos tienen medida cero (un punto tiene medida nula).

Ejemplo 2.10.2 Si A es el producto cartesiano de los intervalos [a,b] y [e,d],
entonces es un rectdngulo y su medida de Lebesgue es el drea (b — a)(d — c).

Ejemplo 2.10.3 El conjunto de Cantor, es un ejemplo de un conjunto no
numerable que tiene medida de Lebesgue cero.

Algunas propiedades de las medidas de Lebesgue
Las medidas de Lebesgue en R™ poseen las siguientes propiedades:

1. Si A es un producto cartesiano de intervalos I; X Iy x - -+ X I, entonces A
es medible Lebesgue y AM(A) = |I1]|-|I2| - - - |I,|. Donde |I] indica la longitud
del intervalo I.

2. Si A es una union disjunta de una cantidad finita o numerable de conjuntos
disjuntos medibles Lebesgue, entonces A es también medible Lebesgue y
A(A) es igual a la suma (o serie infinita) de las medidas de los conjuntos
medibles involucrados.

3. Si A es un conjunto medible Lebesgue, también lo es su complemento.
4. M(A) > 0 para todo conjunto medible Lebesgue A.

5. Si A y B son conjuntos medibles Lebesgue tales que A C B, entonces
A(A4) < A(B). (Consecuencia de 2, 3y 4).

6. Las uniones e interecciones enumerables de conjuntos Lebesgue son Lebes-
medibles. (Consecuencia de 2 y 3)

7. Si A es un subconjunto abierto o cerrado de R"™, entonces A es medible
Lebesgue.

8. Si A es un conjunto medible Lebesgue, entonces es “aproximadamente
abierto” y “aproximadamente cerrado” en el sentido de Lebesgue (para
esto debe verse el teorema de regularidad de las medidas).

9. La medida de Lebesgue es al mismo tiempo localmente finita e interna-
mente regular, por lo cual es una medida de Radon.
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10. La medida de Lebesgue es estrictamente positiva, y por lo tanto su soporte
es todo R,,.

11. Si A es un conjunto medible Lebesgue, con A(A) = 0 (el conjunto nulo),
entonces, todo subconjunto de A también es un conjunto nulo.

12. Si A es medible Lebesgue y = es un elemento de R,,, entonces la traslacién
de A por z definida por A+ = {a+ x : a € A}, también es medible
Lebesgue y tiene la misma medida que A : A(A 4+ ) = A(A).

El listado anterior se pude resumir en el siguiente resultado:

La medida de Lebesgue de conjuntos medibles constituye una o — dlgebra que
contiene todos los intervalos producto y A es la tinica medida completa, invarian-
te por traslaciones en dicho o — dlgebra tal queA(]0, 1] x [0,1] x --- x [0,1]) = 1.

2.11. Integracion

Trabajaremos en el siguiente contexto abstracto:

1. 3 es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

2. p es una medida no negativa en X.

Por ejemplo, X es un espacio Euclideo R™ o cierto subconjunto medible Lebesgue,
X es la o-élgebra de todos los subconjuntos medibles Lebesgue de >, y p es una
medida de Lebesgue. En teoria de probabilidad, i seria una medida de proba-
bilidad del espacio de probabilidades X. En la teoria de Lebesgue, las integrales
estan limitadas a la clase de funciones llamadas funciones medibles.

Se puede demostrar que la definicién de funciéon medible es equivalente a requerir
que la pre-imagen de cualquier subconjunto Borel de R esté en Y. El conjunto
de funciones medibles es cerrado bajo operaciones algebraicas. El limite puntual
de sucesiones:

liminf fi, limsup fx
keEN kEN

Es medible si la sucesién original {fx}, consiste en funciones medibles.

/deu

para funciones medibles a valores reales f definidas en X en cuatro pasos:

Construimos una integral,

E
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1. Funcién Caracteristica: Para asignar un valor a la integral de una funcién
caracteristica de un conjunto medible S consistente con una medida dada
I, se elige:

/XSduzuS

2. Funciones Simples: Extendemos por linealidad la definicién anterior:

/ <zk: akXSk> dp = zk:ak/xskdu

donde la suma es finita y los coeficientes aj son numeros reales. Aun
cuando una funcién simple puede escribirse de diferentes maneras como
combinacién lineal de funciones caracteristicas, puede demostrarse que la
integral simple sera la misma.

3. Funciones no Negativas: Sea f una funcién medible no negativa en X que
puede tomar el valor [0,00), es decir, que toma valores en el semieje real
positivo extendido. Definimos,

/fdu:zsup{/ Sd:sﬁf},s simple
X X

Esta integral coincide con la precedente para el caso particular en que f
sea una funcién simple. Ademads, coincide con la integral de Riemann si f
es integrable Riemann. Para algunas funciones | i [ du, podrd ser infinito.

4. Funciones con Signo: Para trabajar con funciones con signo necesitamos
mas definiciones.

Si f es una funcién definida en un conjunto medible X, entonces se puede
escribir:

f=f"=f
donde,

) = {f(x) si f(x) >0

0 en otro caso

0 en otro caso

f(:v):{_f(x) si f(x) <0
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De otro lado podemos observar que f y f~ son funciones no negativas, ademas,
|fl = f*+ f, siempre que / |f| du < oo, entonces se dice que f es integrable

Lebesgue. En este caso, ambas integrales satisfacen,

/f*du < oo, /f’du < 00 (2.20)

[ tan= [ ran- [ £ au (2.21)

Es claro que las definiciones anteriores dan a la integral de Lebesgue todas
las propiedades deseables. En el caso de funciones a valores complejos, basta
considerar la parte real y la parte imaginaria, de manera separada.

y tiene sentido definir:

2.12. Una Interpretacién Intuitiva

Paralograr cierta intuicién sobre los diferentes aspectos de la integracion, suponga-
mos que se desea encontrar el volumen de una montana sobre el nivel del mar y
que las fronteras de la montafa estdn claramente marcados (serdn la regién de
integracion).

El enfoque de Riemann (o Riemann-Darboux): cortar la montafia en torres ver-
ticales, cada una con base cuadrada al nivel de mar. Tomar un par de puntos
dentro de ese cuadrado, uno donde la altura sea maxima y otro donde sea mini-
ma. Asociar a esas alturas los volimenes por exceso y por defecto obtenidos al
multiplicar las alturas por el drea del cuadrado de la base. La suma Riemann por
exceso es la suma de los volumenes de las torres por exceso y de modo similar
se tiene la suma Riemann por defecto. Si las sumas por exceso y por defecto
convergen a un mismo valor, a medida que el lado de los cuadrados decrese a
cero, entonces se dice que existe la integral de Riemann.

El enfoque Lebesgue: Dibuje un mapa de nivel de la montana con tantas lineas
de nivel como sea posible. Para cada contorno (o conjunto de nivel) con minima
altura, encuentre el drea total encerrada (dentro de ese mapa) por ese conjunto
de niveles, es decir encuentre la medida de ese conjunto de niveles. Multiplique
dicha medida por la altura representada por el conjunto de niveles: el producto
serd un sumando de la suma de Lebesgue.

Luego encuentre el nivel o conjunto de niveles que estan a la altura siguiente
(menor altura de los niveles restantes). Calcule la medida del drea encerrada
por ellos. Multiplique la medida por la diferencia en altura con respecto al nivel
anterior. Dicho producto seréd otro sumando de la suma de Lebesgue.
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Repita este procedimiento para sucesivos niveles de contorno, cada vez mas altos,
hasta que haya procesado el nivel de contorno més elevado. La suma resultante
serd el generado lineal: cada contorno corresponde a una funcién caracteristica
(del correspondiente conjunto de nivel). La suma puede definirse sumando los
contornos inmediatos: dividiendo por la mitad las diferencias entre alturas suce-
sivas y recalculando la suma. La integral de lebesgue es el limite de dicho proceso.

Ejemplos 2.12.1 La funcién caracteristica de los nimeros racionales Xq no
es continua y no es derivable.

1. X¢q no es integrable Riemann en [0, 1]: Cualquier particién de [0, 1] en subin-
tervalos contiene al menos un numero racional y al menos un numero irracional,
dado que la union del conjunto de nimeros racionales con el de irracionales da
lugar a la densidad del conjunto de los numeros reales. Entonces las sumas su-
periores serdan todas iguales a 1 y las por defecto serdn todas iguales a cero. Por
lo tanto, al no coincidir las integrales superiores (por exceso) con las inferiores
(por defecto), no existe la integral en el sentido Riemann de la funcion Xq.

2. X¢ es integrable Lebesgue en [0, 1]: En efecto, dado que los nimeros racionales
son numerables en el [0, 1], se tiene que,

| Yedi=n@np1)=0 (2.22)

2.13. Teoremas Integrales Basicos

La integral de Lebesgue no distingue entre funciones que sélo difieren en un
conjunto de p-medida nula.

Definicién 2.1 Sean fy g dos funciones definidas sobre un subconjunto de un
espacio medible E. Se dice que [y g son iguales para casi todo punto y se indica

f=g, siysdlosip({xeE: f(x)#g(x)}) =0.

Teorema 2.13.1 Sify g son funciones no negativas (que pueden tomar valores

+ o0) tales que f = g, entonces /fu du = /gu du

Teorema 2.13.2 Si fy g son tales que f = g, entonces f es integrable si y solo

si g es integrable y /fu du= [ gudu

Propiedades

La integral de Lebesgue posee las siguientes propiedades:
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1. Linealidad: Si f y g son funciones integrables y a y b son ntimeros reales,
entonces af + bg es integrable y

/(af—i—bg)du:a/fdu—i—b/gdu (2.23)

2. Monotonia: Si f < g, entonces

/fu dp < /gu dp (2.24)

Teorema 2.13.3 (Teorema de la Convergencia mondtona de Lebesgue)
Sea { fr}ren una sucesion de funciones medibles no negativas tales que:

fu(@) < fyg1(z) Ve e E, VkeN (2.25)

FEntonces,

h’,gn/fku dp = /s%p frep dp (2.26)
Observacion: El valor de cualquiera de las integrales puede ser infinito.

Lema 2.1 (Lema de Fatou): Sea {fr}ren una sucesion de funciones medibles
no negativas. Si f = liminf fy, entonces

/fu dp < lirr}cinf/ frdu (2.27)
Nuevamente, el valor de cualquiera de las integrales puede ser infinito.
Teorema 2.13.4 (Teorema de la convergenica Dominada de Lebesgue):

Sea { fr}ren una sucesion de funciones medibles con limite puntual f. Si existe
una funcidn integrable g tal que |fi| < g para todo k, entonces f es integrable y

h'lgn/ fi du:/fdu (2.28)

Con estos teoremas, definiciones, propiedades y ejemplos tenemos las herramien-
tas necesarias para comprender con mayor claridad los capitulos siguientes.




Producto Interno y Espacios de Hilbert

3.1. Introduccion Histdrica

Las siguientes ecuaciones en derivadas parciales han sido fundamentales en el
desarrollo de los espacios de Hilbert:

ou 2u
1. Ecuacién del calor: Erilie (su solucién corresponde a la temperatura
x
u(x,t) de un alambre en el instante t y en el punto x).
2 0%u

2. Ecuacién de ondas: (la solucién u(z,t) es ahora la altura de

92~ Da?
una onda en propagacién para el instante t en un punto cuya proyeccién

sobre el eje es ).
0%u  0%u

oz " o2
un cuerpo y p es la densidad de masas).

3. Ecuacion de Laplace: = p (ahora u es la energfa potencial de

Nos limitaremos a estudiar la ecuacién del calor. Para buscar sus soluciones,
suponemos que u es de variables separadas, es decir de la forma,

u(t,z) = p(t)¢(), (3.1)
entonces,
uz = ¢’ (1)§(v) (32)
y}
Uze = ()€ (2), (3.3)
luego, ) @)
! = "(z), 0 bien /tzgﬂx
F(06() = p(1)E" (), 0 bien Tis =2 (3.

David Hilbert
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Como el primer miembro no depende de x y el segundo miembro no depende de
t, deben ser constantes. Debemos resolver entonces las siguientes ecuaciones:

/ t 1
@():k, f(x):p (3.5)
p(t) £(x)
con k y p constantes.
La solucién general de la primera ecuacién es o(z) = cef’ y de la segunda

&(x) = c1 cos(dz) + casen(dx) donde p = —§2 (si p > 0, & es complejo).

Supongamos por simplificar que el alambre es circular y tiene longitud 27. Esto
hace que £ sea periddica de periodo 27, y que § deba ser entero; resulta,

&(x) = ¢1 cos(nz) + co sen(nx)

conn € Z.
Como las soluciones de la ecuacién del calor se obtienen haciendo K = n
tenemos la siguiente familia de soluciones:

2

Un(t, ) = et cos(nx), vn(t,x) = et sen(nz) (3.6)
Ademsds, cualquier combinacién lineal finita de ellas,

u(t,x) = Z [ane*"Zt cos(nz) + bpe ™t sen(nz)) (3.7)

n=ngo

es solucion.

Fourier pensaba que toda solucién puede escribirse como suma infinita de senos
y cosenos (lo que lleva involucrado un problema de convergencia).

Por otra parte, cuando t = 0, obtenemos una funcién de una variable

u(o,x) = f(z) = Z [ane*"Zt cos(nx) + bpe ™t sen(nz)] (3.8)

n=ngo

De acuerdo con esto, Fourier suponia también que toda funcidon periédica se
puede escribir como suma infinita de senos y cosenos, lo cual no es cierto pun-
tualmente.

Otra forma de escribir las series anteriores se obtiene con las férmulas

1. . 1 . .
cosx = 5(6” +e '), senx = %(e” —e ') (3.9)

E
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_n2;,0n bn inc G bn —inx —n? inz
u(t,x):Ze [(74—%)6 —l—(?—Z)e ]=che e

neN neN

donde, para t = 0, tenemos f(z) = Z cne'™®
nez

Aqui se plantean las siguientes preguntas:

1. ;Las exponenciales trigonométricas seran base de algin espacio?
Esto permitiria obtener la funcién f cuando se conocen sus coeficientes
respecto a dicha base.

2. ;Cémo obtener los coeficientes ¢, cuando la funcién f es conocida? Para
responder a esta pregunta, aplicamos las siguientes férmulas:

1. 1, 1sin=0
. Ty = : (ezn27r _ 1) — SZ n
27 Jo 2min 0 sin#0,

1 2T ) 1 . 1 si _
. eimT o —InT 4. : (ez(m—n)2ﬂ- _ 1) _ S7i m n
2m Jo 2min 0 si m#mn,

Con lo anterior tenemos,

27 27 27
f(z)dx = / Z cne™dr = Z cn/ e dx = 2mey (3.10)
0 0 0

nez neZ

1 2m

Co = 5 ; f(z)dzx

27 ) 2 ) ) 2w ) )
/ fz)e ™™ dx = / E cpe™e " dy = E cn/ e"eT " dx = 2me,,
0 0 0

nez neZ
(3.11)
1 2T

Cm = — f(x)efimxdsc
27T 0

Con esto, podemos calcular los coeficientes de la funcion f.
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3.2. Espacios con Producto Interno

Una clase importante de espacios normados permite generalizar muchas propie-
dades de la geometria del espacio euclideano que dependen de la nocién de
angulo, especialmente las que se refieren a la perpendicularidad. Recordamos
que, si z,y € R* y « es el angulo que forman se define el producto escalar por,

(@y)=lzl-lyll-cosa (3.12)

Queremos obtener una nocién abstracta de producto escalar en espacios norma-
dos generales que permita extender la férmula anterior. Como es logico pensar,
los espacios con producto escalar son histéricamente anteriores a los espacios
normados generales y mantienen todavia muchas propiedades de los espacios
euclideos.

Definicion 3.2.1 Espacios con Producto Interno o Pre-Hilbertiano. Un
espacio con producto interno también llamado pre-Hilbertiano es un espacio
vectorial X en el que se define una aplicacion, {-,-) : X x X — C con las
siguientes propiedades:

1. (x +y,2) = (x,2z) + (y, z); (Propiedad aditiva)
2. {ax,y) = alx,y); (Propiedad homogénea)

3. (z,y) = (y,z); (Propiedad Hermitica)

Observacién: Sea x + iy € C, con y # 0, entonces
T +iy =x+ 1y
T+iy=x —1y
iy = =iy

1= —1

Contradiccion. Por lo tanto y = 0, entonces z + iy =z € R.

En conclusién: Si x € X entonces, (z,z) € C.
4. (z,z) = (z,z) entonces (z,x) € R, o, (z,x) >0
5. (x,y) >0,y (x,2) =0 <= x =0 (Propiedad de la no negatividad)

De los axiomas se deducen inmediatamente las siguientes propiedades:

1. (z,0) =0,Vz € X
() =0,Vre X <=y =0

2.
3. (z,0m1 + By2) = a(w,y1) + Bz, y2)
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3.3. Norma en un Espacio con Producto Interno

Un Espacio con producto interno es un espacio normado, donde la norma aso-

ciada se define como,
[z = v/ {z,z), (3.13)

ademads se tiene que,

[Az] = V/{Az, Az) = \/ ANz, 2) = |A]||z]|
y por tanto es también un espacio métrico, con la distancia,
d(z,y) = llz —yll = V{z —y,z —y), (3.14)

Teorema 3.3.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakowski). Para
cualesquiera x,y € X, (X un espacio con producto Interno) se tiene,

[z, )] < [lz]lllyll (3.15)

la igualdad |{x,y)| = ||z|||y|| se cumple si y sdlo si x, y son linealmente depen-
dientes.

3.4. Ejemplos de Espacios con Producto Interno

Ejemplo 3.4.1 El espacio de los Numeros Complejos. Este ejemplo es
simple pero muy importante puesto que uno de los productos internos estd definido
por,

(z,y) =2y

Ejemplo 3.4.2 El espacio C" de las n-tuplas ordenadas x = (x1, ...,x,)de
los Niumeros Complejos. Uno de los productos internos puede estar definido
por,

n
(x,y) = Zxkyk, = (21,0, Zn) Y= (Y1, Yn)
k=1

3.5. Caracterizacion de Espacios Normados

Proposicién 3.1 (Identidad del Paralelogramo). Si (X, {-,-)) es un espa-
cio pre-Hilbertiano, la norma asociada verifica,

2+l + llz = ylI* = 2(ll]* + l|=]1*) (3.16)

El siguiente resultado muestra cémo la norma asociada permite a su vez definir
el producto interior.

Proposicién 3.2 (Identidad de Polarizacion). Sea (X, (-,-)) un espacio
pre-Hilbertiano arbitrario,
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1
1. 8i X es real, (z,y) = 7lle+yl* + o -yl
2. Si X es complejo,
1
Re(w,y) = Zlllz+yl* + llz = yl*)
1 _ ,
Imw,y) = 7lllz +iy|* + [lo — iy||*] (3.17)

Esta propiedad sugiere una forma de definir un producto interior a partir de
una norma. Sin embargo, serd necesaria la identidad del paralelogramo.

3.6. Espacios de Hilbert

Definicion 3.6.1 Espactios de Hilbert. Un espacio de Hilbert es un espacio
pre-Hilbert completo (respecto a la métrica asociada). Esto significa ademds que
todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach en el que se ha definido un
producto interno.

3.7. Algunos Ejemplos de Espacios de Hilbert

Ejemplo 3.7.1 R™ es un espacio de Hilbert si definimos el producto interno,
(x,y) = z1y1 + T2y2 + - - + Tpyn. Como la métrica asociada,

d(z,y) = /(21 —y1)? + - + (T — yn)?
es la euclidea, es ya sabido que el espacio es completo.

Ejemplo 3.7.2 C™ es un espacio de Hilbert si definimos el producto interno,
(x,y) = 2170 + 22Tz + -+ + 2 Tn, donde

2]l = V212 + - + [aa[?

Ejemplo 3.7.3 El espacio IP(N), o espacio normado discreto.

IP(N) := {:1:_ (:zl,:rg,...,xn,...)/Z|xi|p<oo},1§p<oo P(N) = 1P
i=1

con la norma

oo 1/p
||zllr = <Z Iwi|p> y [zl = suplz;| < oo
(2

=1

Estos espacios discretos son entre otras cosas utiles en el estudio de las ondicu-
las.
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Para p = 2 tenemos el espacio normado

BN) =12 = {x: (;Cl,:vg,,..,xn,.,.)/2|xi|2 < OO}
i=1

Si x,y € 1% consideramos

(2.y) = 3 a(n)y(n)

neZ

Six € 2

|zl = <Z Iw(n)l2>%

neN

Ejemplo 3.7.4 Los espacios LP(A). Sea A un subconjunto medible (segin
Lebesgue) de R y f una funcidn medible sobre A. Para 1 < p < co se tiene que

ray={r:a-c/ [ i@ i <o}

con la norma )

st = ( [ 1@ ac)’

Ejemplo 3.7.5 El espacio L*([0,2n]) donde:

p(0.2) = {12 10.26) =/ [ 1500 a0 <

L*([0,27]) y

1

27
(f.9)= g7 | f(O)g(®)db. f.g € L*([0.2n))

1= (5 [ vor do)%

Ejemplo 3.7.6 El espacio L*(R): con f medible segiin Lebesgue.

2@ ={rr—c/ [170p <ol

con la norma

(f.9) = / £ (@) dt

it =( [ 17 dt)é

con la norma




Sistemas Wavelet

En este capitulo se estudian los sistemas wavelets de primera generacién. Se
definen la funcién escala y la funcién wavelet, y se demuestran algunas de sus
propiedades.

4.1. Sistemas wavelet de primera generacién

Los sistemas wavelet de primera generacién son todos aquellos generados sélo
por traslaciones enteras y escalamientos de una unica funcién wavelet ¢, llamada
wavelet madre o wavelet generadora, que da origen a una familia de funciones
de la forma: ’_

Vi) =259t — k) j kel (4.1)

donde el factor 25 mantiene una norma constante independiente de la escala j.
Esta familia de funciones es llamada el conjunto de expansién wavelet.

La wavelet madre 1), trae siempre asociada consigo una funcién escala ¢. Con
estas dos funciones podremos aproximar cualquier funcién o sefial f € L?(R),
mediante una de las funciones o mediante ambas, de la forma

FE) =YD i)+ Y dinth(t) (4.2)
ko ko

4.2. Caracteristicas de sistemas wavelet

El conjunto de expansién wavelet no es tinico, existen muchos y muy diferentes
sistemas wavelet, pero todos tienen las siguientes caracteristicas:

1. Un sistema wavelet puede describirse de una manera “amigable”, como
un conjunto de ladrillos (que para cada sistema pueden tener diferente
forma) que sirven para reconstruir o representar una senal o funcién. Este

42
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conjunto es una expansién bi-dimensional, que suele ser una base para
alguna clase de senal de una o méas dimensiones. En otras palabras, si el
set de expansién esta dado por {¢;x(¢) j,k € Z}, una expansién lineal

puede ser
F&) =2 djxtp(t) (4.3)
k J

para algin conjunto de coeficientes d; .

2. La expansion wavelet entrega una localizacién tiempo-frecuencia instanta-
nea de la senal, representacion que puede explicarse como un pentagrama
musical, donde la localizacién y forma de la figura musical nos dice cuando
ocurre el tono y cual es su frecuencia. Esto quiere decir que la mayor parte
de la energia de la senal es bien representada por unos pocos coeficientes
d; . Mientras un coeficiente de Fourier representa un componente que
dura todo el tiempo en que se extiende la senal. Un coeficiente de expansién
wavelet representa un componente bien definido en un intervalo de tiempo,
esto es, un coeficiente wavelet es en si bien localizado en el tiempo.

3. Los sistemas wavelet satisfacen las condiciones de multi-resolucién. Esto
significa que si un conjunto de senales puede ser representado por una
suma de ¢(t — k) k € Z, un conjunto més amplio de senales (que incluye el
conjunto original) puede ser representado por una suma ¢(2t — k), k € Z.

4. Los coeficientes de mas baja resoluciéon pueden ser calculados a partir de
los coeficientes de mas alta resolucién, mediante un algoritmo en forma
de arbol, llamado banco de filtros. Esto permite un eficiente calculo de
los coeficientes de expansién (también conocida como la Transformada
Discreta Wavelet).

5. El tamano de los coeficientes de expansién wavelet disminuye rapidamente
con jy k[

6. Las wavelets son ajustables y adaptables. Debido a que existen muchos
wavelet, estos pueden ser disenados para adaptarse a una aplicacién par-
ticular.

7. La generacién de wavelets y el cdlculo de la Transformada Discreta Wavelet
es bien realizada por una computadora, pues estos calculos se remiten sélo
a multiplicaciones y sumas.

4.3. Funcion escala

Sea ¢ € L%(R), una funcién escala, que trasladada y escalada genera una familia
de funciones {¢; x(t)/j,k € Z} definida como:

1Debido a esto wavelet es una efectiva herramienta en compresién y denoising(limpieza)
de senales.
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din(t) =262t —k) j ke

Vj € Z la funcién escala define un subespacio V; € L?(R) como

Vj = Spankez{¢;r(t)}

Entonces una funcién f estard en V; si puede escribirse como

1) =3 ciuolt)

keZ

con
o)

<m=U@%MM=/ (6 (8)]dt

— 00

esta dltima ecuaciéon se demuestra haciendo el producto interno de [4.5 con

®;.x(t), lo que nos entrega:

(F(1): 04,k ()) =Cj,—c0(Dj,—00(t) Dk (1)) + -+ + €5k (Dj ke (1), Do ()

F ot oo (Broo (1), k(1))

pero como veremos luego, la funcién escala debe cumplir con ciertos requisitos,
y uno de ellos es ser ortonormal, por lo que sélo uno de los productos puntos de
la ecuacién anterior es distinto de cero (@, x(t), ¢;k(t)) =1 lo que nos entrega

ik = (f(t), d5k(t))

Otra propiedad importante que resulta a partir de la definicién de la funcién

escala es que
F(t) €V; & F(21) € Vi

lo que se demuestra como sigue

fA eV &  ft)= > cirdik(t)
keZ

= ¥ L2 (2 — k)

O R
= = = = o=

nen V2 »

f(2t ZkZZ T2 hjn(t)
€

f(2t) € Vi

Caracteristicas de una funcién escala

Una funcién ¢ € L*(R) es considerada como una “buena” funcién de escala si

cumple con las siguientes condiciones:
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1. Para cada j € Z,{¢,x/k € Z} forma una base ortonormal para el sube-
spacio V; C L*(R).

2. Los subespacios Vj estdn anidados, o sea

V_] € Zu{V} c V}-l—l}

3. La funcién ¢ tiene soporte compacto. Esto es, existe un subconjunto del
dominio de ¢ donde esta no es cero, sup{¢} = {x € Z/¢(z) # 0}.

La normalidad exigida en la condicién 1 se demuestra como:

@Il = (0)1:(1), 95,k (8))
= \/ fix;o sz,k(t)dt

- \/f ¢2 (29t — k)dt

= ILrewk
- 1= oy
= el

con ‘ ‘
u=2t—k du=2"dt
La condicién de ortonormalidad exige que para cada j € Z tengamos:

1 k=1

(05 (1), dju(t)) = 6(k —1) = {0 k#1

La condicién 2 nos dice que los subespacios V; incluyen mds funciones de L?(R)

a medida que j crece.

Proposicion 4.1 El anidamiento de los espacios se puede expresar como:
Vi€ ZAV; C Vi) & o(t) €V (4.6)

Demostracion: Demostramos ambas implicaciones por separado, comenzando
por la mas simple.

Por demostrar que si Vj € Z,{V; C Vj41} = ¢(t) € V; (primera implicacién de

16).
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Como ¢(t) = ¢o,0(t), tenemos que ¢(t) € Vo y como por hipétesis Vo C Vi,
deberia darse que ¢(t) € V1.

Por demostrar ¢(t) € V; = Vj € Z,{V; C Vj1+1} (segunda implicacién de F.0).
Se tiene por hipétesis ¢(t) € V;, esto es
FeVie > ¢r2te(2it—k)
k=—o0

ademds existen coeficientes h(n) tales que

Zh W2 ¢(2m! —n)

neZ

conm/ =29t — k

i k2% i h(n)V2 $(2(27t — k) — n)

k=—o0 n=—oo
i Ci i 25 h(n) (271t — 2k — n)
k=—o0 n=-—o0o

seam=2k+n

ST S0 2% h(m - 2k) ¢(27 1t —m)

k=—00 m=—0oQ

SN 2% guh(m — 2k) 6(27F 1t — m)

k=—0c0 m=—o0

como se mostrard més adelante , s6lo un ntimero finito de términos en la suma-
toria son distintos de cero, intercambiando sumatorias en la ltima expresion se
tiene

ST 2 e@t it —m) Y ciuh(m - 2k)
m=—o00 k=—o0
Y Girrm(t) D cinh(m —2k)
m=—0o0 k=—oc0
sea Cjr1,.m = . ¢jph(m — 2k) entonces f(t) puede escribirse como
k=—oc0

> Crrm®irim(t) = f(t) € Vip

m=—0o0
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lo que implica que existen coeficientes {h(n)},ez, tal que ¢(t) puede ser expre-
sada en términos de una suma de ¢(2t) ajustada y trasladada como

= " h(n)V2¢(2t — k) (4.7)

kEZ

llamada ecuacién bésica de recursién o ecuacién de escala, donde ¢(t) tiene
soporte compacto sobre 0 < ¢ < p — 1, los coeficientes h(n) pueden ser una se-
cuencia de nimeros reales o complejos, llamados coeficientes de funcién escala (o
filtro de escalamiento o vector de escalamiento) y la v/2 mantiene la normalidad
de la funcién escala en V.

Proposicién 4.2 Si ¢ es una funcion escala como se define en[{.7, que tiene
soporte compacto sobre 0 <t < p—1y {2t — k)/k € Z} es base ortonormal
para Vi, entonces h(n) también tiene soporte compacto sobre 0 <t < p—1, por
lo que la mdzima longitud de la secuencia h(n) es p.

Demostracion: Se debe mostrar que

/ 6(1)6(2t — )t

por hipdtesis la integral de la derecha es cero paran < 0y n > p — 1, entonces
queda demostrado que h(n) tiene soporte en 0 <t < p — 1.

Se tiene entonces por .1 que:

L T b(t)6(2t — n)dt / S h()V20(2E — k)o(2t — n)dt

© kez

como por hipétesis ¢(t) tiene soporte compacto, sélo finitos coeficientes son no
nulos, por lo que se puede intercambiar la sumatoria con la integral

[.x

=Y h(k f/ $(2t — k)(2t — n)dt =Y h(k)v26(k —n) = h(n)V2

kEZ keZ

(k)V20(2t — k)$(2t — n)dt =Y h(k \f/ o(2t — k)p(2t — n)dt

o keZ keZ

luego, queda demostrada la proposicion 4.2.

4.4. Funcién Wavelet

Se define

W; = Spankez{jr(t)}
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como el complemento ortogonal de V; en V1, esto significa que todos los miem-
bros de V; son ortogonales a todos los miembros de W;. Entonces se requiere
que

(G0 030) = [ T el it =0 kel

con ’_ _
Vi) = 2502t —k) jkeZ

y ademds
Vi=Vo® Wy

donde cualquier funcién f(t) € W, puede ser representada como

f(t) = Z dj ks k (t)

kEZ

la funcién bésica wavelet () = ¢o,0(t) € Wp, y como Vi = Vo & Wy , entonces
Y(t) € Vi

Por lo tanto 1 se conoce como wavelet madre, la cual se representa como

B(t) =D V2h(n)p(2t — k) (4.8)

kEZ




Wavelet Haar

En este capitulo se desarrolla la teoria wavelet en tiempo continuo para la
Wavelet Haar, esto es, se descompone una funcién continua f(t) € L?(R), se
calculan sus coeficientes y luego se reconstruye en diferentes niveles de resolu-
cién.

5.1. Funcion Haar Escala

Sea ¢ € L*(R), definida de la siguiente forma:

o(t) = (5.1)

1 si0<t<1
0 en cualquier otro caso

Llamada funciéon de escalamiento, que graficamente es representada como se
muestra en la figura:

(1)
1 —°
0 ) [
-1
-2 t
-2 -1 0 1 2

Funcion Haar de escalamiento

49
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Se define entonces un conjunto de funciones de escalamiento en términos de
traslaciones enteras de la funcién bésica de escalamiento ¢(t):

1 siti=k<t<k+1=t
Die(t) = ot — k) = . ? (5.2)
0 en cualquier otro caso
donde
keZ A ¢cL*R)
el subespacio de L?(R) generado por esta funcién es definido como
Vo = Spani{¢k(t)} (5.3)

donde Spany{¢r(t)} significa la expansién de la familia de funciones ¢ (t), para
todos los enteros k desde —oo a oco. El superrayado denota la clausura, esto
significa que

f(t) = chsbk (t) (5.4)

keZ

para cualquier f € Vo € L2(R). O sea, cualquier funcién f que esté en Vo puede
ser representada por una combinacién lineal del conjunto de funciones ¢ con
sus respectivos coeficientes c. Para un rapido calculo de estos coeficientes es
necesario que ¢y sea ortonormal. Para probar esta propiedad de la familia de
funciones en cuestién, se escribe

Om(t) = ot —m) =

{1 sity=m<t<m+tl=t, (55)

0 en cualquier otro caso

entonces el producto punto entre y debe ser cero para cumplir con la
condicién de ortogonalidad, es decir

@0 0n(t) = [0 on(dt =0 cnkzm  (G0)

esto puede probarse, ya que y estdn definidas en distintos intervalos de
tiempo, entonces se tiene que

/ G0 (t) b (8) dt = / " 0k(t) (1) dt + / “o) bm . (57)

tg t4
/ 1*Odt+/ 0*x1dt=0 (5.8)
t1 ts

lo cual demuestra la ortogonalidad de ¢ (t) con k € Z,con lo que sélo nos resta
demostrar la normalidad de este conjunto de funciones.

Sea

(6(0), bu(t)) = / " on(t)bu(t) di (5.9)
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por

* S O0n(6) de =tz = (k4 1) — k=1 (510)

t1

se demuestra asi la ortonormalidad de ¢g/(t).

Ejemplo 1: Representar la funcién

f:-33 — R
t — 12

mediante la funcién de escalamiento ¢ (t) con t € [—3,2].

(™) w > o [=2] -~ oo ©
s s s s s s s s

—
s

_‘3 _‘2 —‘1 i é é
f(t) = t? definida sobre el intervalo [-3,3].

Solucién:
Representaremos f, como una combinacion lineal de la forma

F(t) = c_3(t+3)+c_od(t+2)+c_10(t+1)+cod(t)+e1d(t—1)+cop(t—2) (5.11)

Ahora calcularemos el coeficiente c_3 para lo que haremos la multiplicacién
vectorial de ¢(t + 3) por .11l

(t*,0(t +3)) = (c_3¢(t +3), ¢(t +3)) + -+ + (c2d(t — 2), ¢(t +3))  (5.12)

como se mostré anteriormente, ¢ (t) es ortogonal, por lo que todos los productos
puntos de la parte derecha de [5.12] serdn cero, excepto

(c_30(t +3),¢(t +3))
(t*, 6(t +3)) = (c—30(t + 3), (t + 3))

—3+1

%, o(t +3)) = / c_30(t + 3)p(t + 3) dt

-3
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donde los limites de integracién fueron calculados a partir de
) -2
(2, 6(t +3)) = c_s t‘ = cogl-2+3] = ey
o bien,

3
c_3=/ t2p(t + 3) dt
-3

—2 3
c,gz/ t2p(t + 3) dt+/ 2ot + 3) dt

-3 -2
como ¢(t + 3) estd definida sélo en [-3,-2]

-2 3
c,?,:/ t2dt+/ t2%0dt
-3 —2

t3

= C_3 = —
313

C_32=(i§

Ahora calculamos c_o

(t*,¢(t+2)) = (c_3p(t +3),9(t +2)) + - + (c20(t — 2), Bt + 2))

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

como se mostr6 anteriormente, ¢ () es ortogonal, por lo que todos los productos

puntos de la parte derecha de [5.17 serdn cero, excepto

(c2¢(t +2), 0(t +2))
(%, (t +2)) = (c—20(t + 2), 6(t +2))

—241

{2, ot +2)) = / c_oo(t +2)p(t +2) dt

—2

donde los limites de integracién fueron calculados a partir de

{2, 0(t+2)) =c_o t‘:i =c o[-142]=c_y

3
c_2 :/ 2ot +2) dt

-3
3

c_gz/2t2¢(t+2)dt+/lt2¢(t+2) dt—i—/

-3 —2 _
como ¢(t + 2) esta definida sélo en [-2,-1]

-2 —1 3
c_2=/ t2*0dt+/ t2dt+/ 2 %0 dt
-3 -2 —1

2ot +2) dt
1

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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3]
C_9 = g

-2
c0=23 (5.23)

del céalculo de estos dos coeficientes queda claro que cualquier coeficiente cj
puede ser calculado como

ex = (F(8), (1)) = / i) de (5.24)

siempre que f(t) € L?*(R) y ¢x(t) sea ortonormal. Se calculan entonces los
coeficientes restantes utilizando [5.24]

0
=0.3

—141 t3
c_1 = / t2¢(t + 1) dt = E
1

-1

En la siguiente tabla se encuentran todos los coeficientes calculados

Coeficiente | Valor obtenido
c_3 6.33
Cc_o 2.33
c_1 0.33
co 0.33
C1 2.33
Co 6.33

Ahora que se tienen los seis coeficientes buscados, se puede reconstruir f(t) = 2

mediante [0.11] y se obtiene la grafica mostrada en la siguiente figura

[ V) w - ot [=2] -~ o] =)
s s s s s s s s
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En esta figura apreciamos que la aproximacién realizada por la funcién de es-
calamiento es bastante tosca, debido al espacio en que trabajamos.

Para una mejor representaciéon de cualquier sefial perteneciente a L?(R) por
medio de la funcién de escalada, debemos ser capaces de crear una nueva familia
de funciones, que sea posible trasladar, y también de ser escaladas para lograr
asi una mejor resolucién. Definimos entonces un nuevo conjunto de funciones de
escalamiento

, 1 sit)=£ <t<Bl—y
pinlt) =@t —k) =4 ST SIS Hr TR (5.25)
' 0 en cualquier otro caso
como ¢, x(t) € Vj, que se define como
Vi = Spani{¢x(27t)} = Spani{®; x(t)} (5.26)

donde ¢; (t) es la funcién bésica de escalamiento trasladada y escalada, y V;
es un subespacio de L?(R) generado por [5.25

Ejemplo 2:
Representar la funcién f(t) = % con t € [—3, 3], mediante la familia de funciones

Gjk(t).

Solucién:
Para representar esta funcién trabajaremos en el espacio Vi, o lo que es lo
mismo, haciendo j = 1. Luego,

5

2= ckp(2t — k)

k=—6

siguiendo un procedimiento andloga al del ejemplo 1 (revisar desde la ecuacién
.12 alo. 1o tenemos que

—2,5
(82, (2t + 6)) = (c_e(2t + 6), H(2t + 6)) = / e

donde los limites de integracién estan dados por b.25 Asi que

C—6

(c_6(2t + 6), (2t 4 6)) = - = (t2, ¢(2t + 6)(

—2,5 ) t3
C_g = 2/ t°dt = —
s 3

—2,5
= 7,583

-3
los demaés coeficientes seran calculados de la misma forma, estos son mostrados

en la siguiente tabla y en la figura se muestra la reconstruccién de f(t) = t2
usando ¢; x(t) en V4
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Coeficientes | Valor obtenido
C_g 7,58
c_s 5,08
C_y4 3,08
c_3 1,58
C_o 0,58
Cc_1 0,08

Co 0,08
C1 0,58
C2 1,58
C3 3,08
Cy4 5,08
Cs 7,58

[ V) w - ot [=2) -~ oo el
s s s s s s s s

—
s

En esta figura se presenta una clara mejoria en la resolucion de la representacién
de la funcién cuadrética, debido que ¢; () en Vi esta definida en un intervalo

de tiempo més pequeno que en Vj.

5.1.1. Relacion ortogonalidad y normalidad

Del ejemplo anterior se puede observar que para Vi los coeficientes quedaban
divididos por 2, lo que indica que las funciones de escalamiento de este sub-
espacio no son ortonormales. Demostraremos ahora que esto no ocurre solo en

V1, si no que en todo V;. En efecto,

t

2 k
(b5 (t), djk(t)) = Gin(t)(t) dt - con ty = 55 to =

ty

(D31, 616(1) = 1]} =

27

(5.27)
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lo cual demuestra la no normalidad de esta familia de funciones. Por lo tanto
debemos encontrar una constante que nos permita hacer estas funciones ortonor-
males, entonces, para V; multipliquemos las funciones base por un niimero
cualquiera 7;

(ridjx(t), rjd;r(t) =1

to 7.2
(rjdjk(t),ri05k(t)) = / iy k()rjdin(t) dt = % =1
ty
asi que _
con lo que obtenemos lo que denominaremos la constante de normalizacién.
Con esta mejora de ¢; 1 (t) definimos una nueva familia de funciones

Gik(t) =229(2t — k) = (5.28)

j 23 sit1:%§t<k;;1:t2
0 caso contrario

entonces de ahora en adelante cuando hagamos referencia a ¢; (), estaremos
hablando de (.28

Una importante propiedad de la funcién de escalamiento ¢; x(t), es que puede ser
representada por una combinacion lineal de ella misma, trasladada y escalada.
Si elegimos j = 1, y de acuerdo con 4.8 obtenemos que

= ¢(t) = V2h(1)p(2t) + V2h(2)p(2t — 1) (5.29)

se escogen ¢1 o(t) y ¢1,1(t) ya que necesitamos cumplir con el intervalo de tiem-
po en que estd definida ¢(t), esto es, ¢1,(t) esta definida en t* € [0, %) y ¢1.1(t)
esta definida t? € [%, 1), como se muestra en [1.27]

Calculemos h(1) y h(2)

ML) = VE[ () 620 dt
= VE[[)P1vdt+ [y 104l

_ ﬁt‘obf@—i
= 0 _2_\/5

ahora,

M) = VIS )62t —1)dt
= VZ[[os 0 ldt+ [y 1-1dl]

1 V2
= \/Et‘075:7:

Sl
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entonces tenemos que la funcién bésica de escalamiento puede ser representada
por si misma, escalada y trasladada, como sigue

o(t) = (2t) + p(2t — 1) (5.30)

5.2. Funcion Wavelet Haar

Como se observé en la seccién anterior, se obtiene una mejor aproximacion
de la senal utilizando las funciones de escalamiento que ocupan el espacio V;
que utilizando la funcién escalamiento que ocupa el espacio Vj. Sin embargo,
las caracteristicas de una senal pueden ser mejor descritas, no incrementado el
tamano del espacio de las funciones escalamiento, sino definiendo un espacio W
de funciones levemente diferentes a las funciones escalamiento, que representen
la diferencia que existe entre un espacio V; y un espacio Vj;1, tal que

Vi =V, & W, (5.31)

por lo que ya estamos en condiciones de decir que el espacio Wy corresponde al
complemento del espacio Vj en el espacio V;.

Ahora bien, la funcién que expande el espacio Wy se conoce como funcién
wavelet, y se define de la forma
1 si0<t<gy
P(t)=q -1 si$<t<1 (5.32)
0 en cualquier otro caso
que al igual que la funcién de escalamiento que expande el espacio Vj, puede

ser representada sobre el intervalo [0,1] como una combinacién lineal de las
funciones de escalamiento que expanden el espacio V; de la siguiente manera

Y(t) = hi(1)V26(2t) + ha(2)V26(2t — 1) (5.33)

de tal manera que al realizar el producto interno de [5.33] por \/§¢(2t) y luego
por v/2¢(2t — 1), obtenemos respectivamente que

hi(1) = \/5/0 w(t) de (5.34)

hi(2) = \/5/11 Y(t) dt (5.35)

respectivamente, y calculando los coeficientes h1 y ha obtenemos como resultado
que

ha(1) = —hi(2) = (5.36)

Sl -
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observando que estos coeficientes nos permiten mantener la normalidad de la
funcién (t).

Como los espacios Vg y Vi son ortogonales entonces cualquier espacio V; con
7 =0,£1,£2 ... también lo es, entonces el espacio W al ser el complemento de
Vb en V; es ortogonal. Por lo tanto, al igual que con la funcién escalamiento, es
posible obtener una representacién de la diferencia que existe entre aproximar
una senal con un nivel de resolucién j y aproximar la misma senal con un nivel
de resolucién j + 1, mediante el producto interno de esta senal con un conjunto
de funciones que expandan el espacio W; donde j serd elegido de acuerdo al
grado de aproximacion que se desee. La propiedad de ortogonalidad de Wy y
por ende de la funcién wavelet ¥(t), puede ser demostrada en forma andloga a
como se demostré con la funcién de escalamiento.

Si definimos la funcién wavelet como

1 sik<t<k+3
Ur(t) =< -1 sik+i<t<k+1 (5.37)

0 en cualquier otro caso

donde
keZ y ¢ eL*R)
¥(t)
1 —
0 ° 4
1 — %
-2 t
-1 0 1

e

1
2

Funcion wavelet en Wy como combinacién lineal de las
funciones escalamiento que expanden Vi y Vb.

que corresponde a la misma funcién pero desplazada en el tiempo por una
constante k, y definimos de la misma forma otra funcién 1,,(t) con m > k,
entonces realizando el producto interno entre ellas obtenemos

m—+1
0. 6n) = [ uOvnt) (5.3)
obtenemos que
k+1 m—+1
(Vg (t), vm (1)) = : wk(t)*()dzH—/ 0% (t)dt =0 m,keZ (5.39)
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con lo que se da por finalizada la demostracién.

Ejemplo 3:
Aproximar la funcién f(t) = ¢? sobre el intervalo [-3,3] en forma andloga a como
se hizo con la funcién escalamiento.

Solucién:

La primera aproximacién la haremos en Wy de tal manera que las funciones
wavelet de este espacio serdn de la forma 1, (t) = ¥(t — k) con k € [-3,2), y
por lo tanto

f(t) =d_sip(t+3)+d2p(t+2) +d_19(t+1) +dotp(t) +dip(t — 1) + doyp(t — 2)

(5.40)
ahora, para calcular el primer coeficiente d_3 haremos el producto punto de
Y(t+ 3) con .40

(0t +3)) = (d_stp(t + 3),(t +3)) + - + (doto(t — 2),9(t +3))  (5.41)

entonces, como demostramos anteriormente que ¥ (t) es ortogonal, todos los
productos puntos de la parte derecha de [5.41] serdn cero, excepto
(d—31p(t + 3),9(t + 3)), por lo tanto

—3+1

(2, (t +3)) :/ d_s(t + 3)p(t + 3) dt

-3

—3+1 —3+1
/ t2,4(t + 3) dt:/ d_sp(t +3)(t+3) dt

-3 -3
que para ¢(t + 3) = 1 nos queda

—3+3 d+
/ R (5.42)
3 2
para ¢(t + 3) = —1
/ —2dt = =2 (5.43)
_3_;’_% 2

y para ¥(t + 3) = 0 la solucidn es trivial.
La resolucién de las integrales de [5.42 y [5.43] nos entregan dos coeficientes, los

cuales son o1 61
d+ = — = d_ = —— = —
3= 13 7,58 d_g 12 5,08

donde d* y d~ representan los coeficientes obtenidos debido a la parte positiva
de la funcién wavelet Haar y la parte negativa de la funcién wavelet Haar res-
pectivamente.

Realizando el célculo de los otros coeficientes en forma andloga, observamos sus
resultados en la siguiente tabla y en la figura
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Coeficientes | Valores obtenidos
d_3 2.5
d_s 1.5
d_1 0.5
do -0.5
d1 -1.5
do -2.5

Coeficientes obtenidos para la representacién de la sefial t? con la Haar Wavelet
en el espacio Wy.

N W ok OO 00O
P S S S SR SR SR SR

-- 7
' [
! ' ! =
I
| | L--
L__J =2

Aproximacién de la sefial £> mediante las funcién wavelet del espacio W.

Ejemplo 4:
Aproximar la funcién f(t) = t* con t € [—3, 3] mediante las funciones t; x(t)
con un valor de j = 1.

Solucién:

Representar esta funcién t? para j = 1, significa que obtendremos una, aproxi-
macién de ella en el subespacio V;, por lo tanto la representacién de f(t) = t2
mediante la combinacién lineal de 1 1 (), queda

t?2 = d_g(2t + 6) + d_50(2t + 5) + d_4p(2t +4) + - - - + dsap(2t — 5)  (5.44)

el calculo de los coeficientes se realiza de forma analoga al ejemplo anterior, de
tal manera que nuestro primer coeficiente lo podemos expresar como

—3+3 —34+3
/ t2p(2t + 6) dt = / P(2t + 6)(2t + 6) dt (5.45)

-3 -3

que para ¥(2t + 6) = 1 nos queda

—3+% d+
/ 2 dt = —=8
5 4
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y para ¥(2t 4+ 6) = —1
_3_;’_% d_
/ —t2dt = =5
,3+% 4
Mediante la resolucién de las anteriores integrales obtenemos los respectivos
valores de los coeficientes dfﬁ yd_g

dty =827 d g=-69 (5.46)

El resto de los coeficientes se calcula en forma andloga, obteniéndose al final una
cantidad de 12 coeficientes (mostrados en la siguiente tabla), que corresponden
al doble de coeficientes obtenidos en el ejemplo anterior. La representacién de
la funcién original a través de estos coeficientes puede observarse en la siguiente
figura

Coeficientes | Valores obtenidos
d_g 1.37
d_s 1.13
d_4 0.87
d_s 0.63
d_s 0.37
d_1q 0.13

do -0.13
d1 -0.37
do -0.63
ds -0.87
dy -1.13
ds -1.37

[ w = (S [=2] ~ o) o
s s s s s s s s
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5.2.1. Relacion de ortogonalidad y normalidad

De los ejemplos anteriores hay que observar que para Wy los coeficientes queda-
ban divididos por 2, y que para Wj los coeficientes quedaban divididos por 4, lo
que indica que las funciones wavelets de estos subespacios no son ortonormales.
Por lo tanto debemos encontrar una constante que nos permita hacer estas fun-
ciones ortonormales, entonces, para Wy multipliquemos las funciones base por
un numero cualquiera rg y de forma andloga llevémoslo a cabo para W; con 71,
de tal manera que

(row(t), rowb(t)) = %

(5.47)

(i (2t), rp(2t)) = ii

entonces como sabemos que debe dar 1 para que ¥(t) y ¥(2t) sean ortonor-
males, el valor de 7 debe ser v/2 y el valor de r; debe ser 2. Ademads, podemos
observar que es posible escribir 71 en término de rg de la forma r; = V2 % /2.
Por lo tanto para un subespacio W; podemos establecer que

T = V2%v/2%v/2%--- hastala j — ésima multiplicacién por v/2

es decir

Wl

’I”j:2

con lo que obtenemos lo que denominaremos la constante de normalizacién.
De esta manera, al igual que las funciones escalamiento, ya estamos en condi-
ciones de definir un set de funciones bases ortonormales mediante escalamiento
y traslacion de la forma

z : k k k
232 Sl—§t<§+m

Yik(t) =282t —k) = 23 si B4 o <p < kAL (5.48)

0 caso contrario

con ;1 (t) € W que se define como

W; = Spang{vr(27t)} = Spani{v; x(t)} (5.49)

donde v, 1(t) es la funcién wavelet base trasladada y escalada, y W; es un
subespacio de L?(R) generado por




Matrices Haar

Tomado del libro Un Enfoque Cualitativo a Las EDO’S y Teoria Wavelets del
magister Luis Arturo Polanfa Quiza, capitulo 6, seccién 6.6, [14].

En el analisis numérico, los algoritmos basados en wavelets se hacen una herra-
mienta importante a causa de las propiedades de localizacién. Una de las familias
mas conocidas de wavelet es la Wavelet Haar. Debido a lo sencillo, estas se hacen
una herramienta efectiva para resolver muchos problemas, entre los que estan
las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de orden superior. En estos trabajos, el
operador o representaciéon matricial es expandida en una base wavelet.

Haciendo un recorrido a través de la historia de la solucién de ecuaciones dife-
renciales ordinarias usando el método relacionado con la Wavelet Haar, Chen
C. F. y Hsiao C. H. han obtenido una matriz operacional de integraciéon basada
en la Wavelet Haar. También, Ulo Lepik ha usado el método Wavelet Haar para
solucionar ecuaciones diferenciales de alto orden; asi como también, EDO’S no
lineales. Con los aportes realizados por Chen y Hsiao y Lepik; junto a los aportes
de Phang Chang, Phang Piasu se muestra una presentacién del procedimiento
construido por dichas personas, para solucionar ecuaciones diferenciales ordi-
narias las cuales hacen uso de las potencias de wavelets.

La funcion Wavelet Haar es la primera wavelet conocida y fue propuesta en
1.909 por Alfred Haar. Esta una funcién escaldén 1 (t), definida por

1

L si0<t<g

»(t) = § -1, ﬁ%gtﬁl
0, en los otros casos.

como se mostro6 en el capitulo 2 y cuya grafica aparece en la seccién 2.2. Tam-
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bién es llamada wavelet madre. Con el fin de ejecutar transformada wavelet, la
wavelet Haar usa traslaciones y dilataciones de la funcién, es decir, la transfor-
mada hace uso de la siguiente funcién

W(t) = (27t — k)
Traslacion ¢(t) = ¥(t — k)
Escalamiento (dilatacién) () = 1(27t)
Mediante los procesos de traslacién y dilataciéon dados por las dos iltimas ecua-

ciones, se pueden obtener la wavelet padre, wavelet hija, y wavelet nieta como
aparece en la siguiente figura:

1

wavelet padre

1

wavelet madre

wavelet hija

wavelet nieta

L]

1/2 1
wavelet Haar

(bajo 2 niveles de resolucién)

En lo que sigue se presenta el proceso que permite obtener la figura anterior:

Wavelet padre

1
1, sio<t<l
o=, |
, sitg[0,1] o 1 1
3

Funcién escala 6 funcién padre ¢
Wavelet madre o funcién madre

(t) = 6(20) — (2t — 1) |
1, si0<t<1/2 |
Y(t) =< -1, sil/2<t<1 0 I
0, en los otros casos -1 —

La Wavelet de Haar v
De las definiciones de ¢ y v se obtiene las siguientes relaciones de escala:
o(t) = ¢(2t) + ¢p(2t — 1)  ecuacién de dilatacién
P(t) = ¢(2t) — ¢(2t — 1)
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G4t —3) $(8t—6) (8t —7)
S AEREERE)
| | |
3 1 3 71
4 4 8

Segun U. Lepik en su articulo titulado “Numerical solution of differential
equations using Haar wavelets”,en la pagina 129, define la familia wavelet
Haar para t € [0, 1] como sigue:

k+ 3%

1, parate |—, 2

m’ m
(1) = k+i k+1
hi(t) -1, parate{ Q,L}
m m

0, en las otras partes de la recta.

donde el entero m = 27, con j = 0,1, ..., J indica el nivel de la wavelet; el entero
k=0,1,...,m —1 es el pardmetro de traslacién. El nivel maximal de resolucién
es J. El indice i de h;(t) se calcula conforme a la férmula i = m + &k + 1; en
el caso del nivel minimal de resolucién j = 0, se tiene que m = 20 = 1, v,
k=1-1=0,¢=2. Luego, ha(t) = 9(t), es decir, es la funciéon Haar (wavelet
madre). El valor maximal de i es i =27 +27 —1+1=2.27.

Se definen los puntos de colocacién t; = %, 1=1,2,..,2-27; y se discretiza
la funcién Haar h;(t); para de esta manera obtener la matriz de entrada (h;(¢;))
de tamafio 2 -2/ x 2-27,

Para resolucién bajo 2 niveles, en la forma matricial, la matriz Haar es de
tamafio 2 - 22 x 2 - 22, y estd dada por

wavelet
1 1 1 1 1 1 1 1 padreH aar
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 madreHaar
1 1 -1 -1 0 0 0 0 hija
0 0 0 0 1 1 -1 -1 hija
1 -1 0 0 0 0 0 0 nieta
0 0 1 -1 0 0 0 0 nieta
0 0 0 0 1 -1 0 0 nieta
0 0 0 0 0 0 1 -1 nieta

8x8

Notese que la familia wavelet Haar son funciones constantes a trozos en primer
lugar; en segundo lugar, es la mds simple wavelets ortonormal (recuerdese que
no todas las wavelets son ortonormales). Tercero, tiene soporte compacto en
el intervalo cerrado [0, 1], pues es un conjunto cerrado y acotado de la recta
real (con la métrica usual de la recta). Las caracteristicas primera y tercera
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hacen que la wavelet Haar no pueda ser aplicada directamente para solucionar
ecuaciones diferenciales ordinarias pues las funciones constantes a trozos no son
continuas, y asi no pueden ser diferenciables en los puntos de discontinuidad.

Para superar este inconveniente los Ph.D. Chuan F. Chen de la universidad de
Arizona, y C.H. Hsiao, en uno de sus articulos titulado “Haar wavelet method
for solving Lumped and distributed-parameter systems”, proponen ex-
pandir el orden mayor de la derivada de la ecuacién diferencial ordinaria dada,
en series Haar. Las otras derivadas son obtenidas directamente por integracién.
Todo el sistema es discretizado por el método de colocacién. Estos son procesos
de segmentacion, es decir, la ecuacion diferencial ordinaria

d*x dx

es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

dx

& _y

dt (6.2)
@*F(t z,y)

dt - ) 7y

que puede ser solucionado.

Se divide el intervalo temporal en N segmentos; la longitud del n-ésimo seg-
mento es denotada por d™. Si t(™ es la coordenada del punto de la n-ésima
division, entonces

t(n-i—l) :t(n)+d(")7 n = 172,...,N.

con ) = 0, HNFD) — 1,

Se considera el n-ésimo segmento, y se introduce el tiempo local

t—tm
y se escoge 2M puntos de colocacién
N e i=1,2,....2M (6.4)
=5y \J"5) J=L2..,2M .
donde M = 27, J nivel maximal de resolucién.
El sistema en tiempo local toma la forma
‘jl_f —dmg
t
dy (6.5)

i dWEE™ 4 d™ 7 2 y)
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En lo siguiente es conveniente considerar las variables x,y como vectores fila
con las componentes z; = x(7;), y; = y(75), j = 1,2,...,27 L.

De acuerdo con C.F. Chen, C.H. Hsiao en sus articulos “Haar wavelet method
for solving Lumped and distributed-parameter systems”, y, “Wavelet approach
to optimising dynamic systems”de Teoria de Control, la solucién es solicitada

en la forma
t=aH, x=aPH+z,F

6.6
y=0H, y=0bPH+y,F (6.6)

Aqui a y b son vectores fila 2771 dimensionales, E es un vector unitario de la
misma dimensién; los simbolos z,, y, representan los valores de = e y en la
frontera t = t,,.

Sustituyendo la ecuacién en 6.0 se obtiene:

aH = d"™ (bPH + y, E)

(6.7)
bH =d™F(t"™ +d™ 7, aPH+2,E, bPH +y,E)

De estas ecuaciones matriciales los vectores a y b son calculados; después que =
e y pueden ser evaluados de la ecuacién

Para proceder para el préoximo segmento los valores z,41, yn+1 deben ser cal-
culados de acuerdo a

ZTpy1 = a(PH);—1 + 2, E,
Ynt1 = 0(PH),;=1 +y, E.

De la ecuacién (PH); = gl h;(t)dt que define la matriz operacional de in-
tegracién, que es una matriz cuadrada de tamafio 271! x 27%1, se sigue que
(PH),—; =Y, donde Y denota el vector de dimensién 271 Y = [1,0,0,...,0].

Asi se tiene:
Tpt1 = a1 + T F,

6.8
Ynt1 = b1 +yn B (6.8)

donde a1, y, by son las primeras componentes de los vectores a y b.

Por ejemplo, considere la ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo or-
den
d*x
dt?

donde a, 3, € son constantes y f(¢) es una funcién.

dz
+a + B =ef(t) (6.9)

Llevando a cabo las mismas operaciones las cuales se necesitaron para derivacion
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de 6.3 la ecuacion adquiere la forma

dx

ke (C)

p Y,

d

d—‘g = —py — qz + sp(t),

(6.10)

donde p = ad™, g = Bd™, s = ed™, o(t) = f(t™ +dM7).

Usando las ecuaciones y sustituyendo estas ecuaciones en [6.10, y posteri-
ormente multiplicando todos los términos con la matriz H~! y tomando en

cuenta la condicién Y = EH !, la ecuacién [6.10 puede ser formulada en la
forma:

a—d™pp =d™y,Y
qaP +b(I + pP) = —(pyn + qun)Y + sp(T)H "

donde I es la matriz idéntica de tamafo 2M x 2M, y, p = ad™.




Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias Usando Matrices Wavelet Haar

7.1. Meétodo Wavelet Haar para Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias

En este capitulo, se aplicard el método Wavelet Haar para resolver algunas
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de orden 2 y 4 con condiciones iniciales
o de frontera. Se usardan para realizar los cdlculos representaciones matriciales
cuyo procedimiento consiste en tomar las sumas Haar para las diferenciales de
alto orden de la derivada e integrar luego estas sumas.

Para solucionar una ecuacién diferencial ordinaria lineal de n-ésimo orden, diga-
mos

A d*z LA d"lz

ey 20—

dtn dgn—1

donde t € [A, B] y con condiciones iniciales

d
++And—f +An+1$(t) = f(t)7

2" (A), 2D (A), ..., z(A)  conocidas,

se sigue el trabajo de Ulo Lepik, en donde se intenta desarrollar hasta el nivel
J de resolucién. Para este nivel de resolucion la matriz Haar es de tamano
2 .27 x 2.2/ resultado obtenido en una pégina anterior. Luego, se coloca
m =227y el intervalo [A, B] serd dividido en m subintervalos, cada uno de
los cuales de longitud Az = BT*A. El procedimiento de solucién basicamente
consiste de 5 pasos como sigue:

(i) Se hace

d"z i
- = > aihi(t) (7.1)
=1

donde h es la matriz Haar y a; son los coeficientes wavelet.
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(ii) Se obtiene un v orden apropiado de z(t) usando

n—v—1

1 o (v+o
dtv Zaz EOEESY —(t=4) 2t (7.2)

o=0

dz

(iii) Se reemplaza < S

y todo valor de £ en el problema.

dt"

(iv) Se calculan los coeficientes wavelet, a;.
(v) Se obtiene la solucién numérica para (t).

Nota. Obsérvese que se obtiene integrando [[Tln — v veces. Luego, es nece-
sario calcular las integrales:

// / Bt = ail) /m(x—t)a_lhi(t)dt

a—veces
a=n—v=12..,n 1=12,...,m.

Tales integrales se calculan en lo que sigue usando la definicién de la i-ésima
wavelet Haar. Esto es,

L parat € [81(i), B2(7)],
hi(t) =< —1 parat € [B2(3), B5(4)],
0 en los otros casos.

donde

Bi(i) = A+ 2kpAzx,  [Bo(i) = A+ (2k + 1)pAz,
B3(i) = A+ 2k +2)uAzx, p= z—j
Los pardmetros introducidos son j = 0,1,...,J, v, k=0,1,2,...,(m — 1).
En el caso i = 1, se tiene 51 = A, 2 = B3 = B; y este caso corresponde a
la funciéon escala

ha(t) = 1 parate€[A4,B],
710 en los otros casos,

por lo tanto,

Forle) = %/x(ﬁ—t)“‘l e = GG
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Para ¢ > 1, se presentan cuatro casos:

x < B1(i), luego A <t <z < B1(i), hi(t) = 0. En consecuencia,

P, i(z) = ;/ (x—t)*"1.0dt =0

(=11 ],

€ [B1(4), B2(7)], luego A < t < x < (B2(i), hi(t) = 1. En consecuencia,

Pa,i(il?) = ; /z(x _ t)afl L 1dt = ; /x(x _ t)afldt _ (.I — A)a

(=1 Ju (=1 Jy al

Ahora, z € [52(2), B3(7)], luego 1(i) = A <t < z; pero (2(i) < x < f3(i) y asi,

T 2 () T
/(:zr—t)o‘lhi(t)dt_/ﬁ (a:—t)afl-ldwr/ (_)(:zr—t)o"l-(—l)dt

A 1(4)

En consecuencia,

1 P a—1 ‘ _ pa—1
Pai(z) = e VM) (z —1t) 1dt+/62(i)(:1: )1 ( 1)4

T a |B2(4) T a|®
- (ail l_( at) +(_1)(_1)( at) ]
B1(d) B2(4)
(a— 1 ( [(z = Ba(i))™ — (z = B1())*] + 0 — (2 — B2(1))"]

[(95 = B1(3)" = (v — B2(3))* — (= — B2(7))”]
(& = B1(d)" = 2(x — Ba2(i))”]

1
ol

Por tltimo, > (3(i), luego A = $1(i) <t < x; pero & > (3(i) por lo tanto,

/x o t)aflh_(t)dt B /52(1’) " /‘ﬁa(i) » /z ;
i = ) at+ - + — dt
5 .

A 1(4) 2(7)

donde —— = (x — t)* hy(2).
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, es decir,

P..i(x) '/A (@ — 1) hy(t)dt

B2(%) Bs (%) T
= ' / (x — 1)~ 1dt—|—/ (x—t)*t. (—1)dt+/ (x—t)* 1. 0dt
(a— 1)- B1(i) Ba (i) Bs (i)

1 a |B2(9) (z — 1) Ba (i)
= + (1) (-1)— +0
(= 1)} [ B (i) e Ba2(i)
- o 5 = Ba0)” = = B0+ [l = ) — = Ba(0)")

= 1, [(z = B1(i)" — 2(x — B2(i))™ + (= — B3(2))"].

(o2

El segundo paso (ii) es la clave del procedimiento donde la matriz P,_, ;(t)
serd calculada. Si se intenta hacer el cdlculo hasta el nivel J de resolucion, se
obtendra la matriz P,_, ;(t) como en el modelo que se muestra en el siguiente

diseno
Nivel
Resolucién
r i~ 3« 5% T | 2m —1)* 7 0
1 3~ 5 - (m — 1)* | 0
1% 3% ... (- 1)= II I 1
1
1% ge I | 2
| 1, 2
II ] 2
1 c> | I I 2
a! (2m)e o I
1* | g
I I
/1 | 3
[I— 3
L 1 3
! — 3
' — 3
L ' [ 11 3

Diseno de la matriz P
donde a =n—v, C =B — A, m=2-27, j nivel de resolucién
- indica los elementos que son calculados mediante la expresion

(2L+21—1) —o20 - 1),
Siendo L= 0,1,2, ... ; 1 =1,2,3,...,

m
2(2L) "
I:I indica los elementos de la matriz P con el mismo valor en el mismo

nivel.

El escalar a,g—;)a es el factor comun de todos los elementos de la matriz P que

son calculados mediante el algoritmo:

a!(g;)a (G2 +21-1)" —202-1y°]
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Algoritmo sugerido por Phang Chang, y, Phang Piau para calcular los elementos
requeridos en la matriz P, en su articulo “Haar Wavelet Matrices Designation in
Numerical Solution of Ordinary Differential Equations”. Nétese que el modelo
del diseno de las matrices P es semejante al grafico de la familia wavelet Haar
mostrado o construido anteriormente (bajo dos niveles de resolucién).

Observacion. En los siguientes ejemplos de ilustracién, todos los cdlculos son
realizados usando 3 niveles de la wavelet Haar. Estoes, L =0, L=1, L =2, y,
L = 3; puesto que j = 3.
Ejemplo 7.1.1 Solucionar la ecuacion y” (t) + y(t) = sen(t) + ¢ cos(t),
te€[0,1] con y(0)=1y'(0)=1

Solucién Exacta: Usando Transformada de Laplace

Lly"(t) + y(t)] = Llsen(t) + ¢ cos(t)]
En virtud de la propiedad de linealidad, se obtiene

Lly" ()] + Lly(t)] = Lsen(t)] + L[t cos(t)], <,

1 s2—1
ZLIy(1)] — sy(0) — /' (0) + Lly(t)] = =
SEYO] = sy(0) =y (O + L] = =7 + e =
(2 + D[] = —— + it S TP
s2+1  (s2+41)2 T
1 s2 -1 s 1
Lly(t)] =
[y()] (32+1)2+(S2+1)3+52+1+82+1
s 2148214 (s2+1)2
Lly(®)] = 57+ 5113
s24+1 (s2+1)
s 2+ 52 +257+ 5141
Lly(t)] =
[y(t)] 52+1+ (s241)3
6 5 1 10 5 1 2
P LI il Gt itk st ek
24+ 1 (s2+1)3
] = 4 G DG P+ (st )
5241 (s*+1)°
1 2 5(.2 2 1.4
7(65° —=2) + 3(s* +1)° — 3(s* =1
Lly(t)) = o o 1O A ol 2 )
s2+1 (s2+1)3

Lly(t)] = s +1 652 — 2 +5 1 17 s2-1
YOI T T |2+ Ta\s2+1) 4|2 +12
Ahora, aplicando transformada inversa de Laplace, se obtiene:

y(t) = cos(t) + %t2 sen(t) + Zsen(t) - %t cos(t).
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puesto que  Lfcos(t)] = 3 L[t?sen(t)] = (531_1)23 =
2
Llsen(t)] = wh; Lltcos(t)] = e

Solucion numérica: usando el Método Wavelet Haar

(i) v (t) = g aihi(t)

MS

@) 50 = 3 aiPaal) + % (- 075

I
=

2

I
MS

a;Pa;i(t) + 14 tyo
1

.
Il

I
™3

@
Il
=

CLiPQJ'(t) + 1 +t

puesto que yo = y(0) = 1.

2 d?
(=1)* 4=

1

(#):

(iii) Sustituyendo (i) y (ii) en la ecuacién y”(t) + y(t) = sen(t) + tcos(t), se

obtiene:

i alhl(t) + i aiPQ_,i(t) = sen(t) + tCOS(t) —1-—t

Zal i(t) + Poyi(t)] = sen(t) + tcos(t) — 1 —t.

(iv) Para calcular los coeficientes Wavelet a; se necesita concocer la matriz P.
Para ello, se sabe quea=n—-v=2-0=2,C=B—-A=1-0=1;
m = 2-23 = 16. Luego, la matriz P est4 dada por las entradas:

1 32 52 72 92 112 132 152 172 192

212

232

252

272

292

312 7]

1
1 32 52 72
1
1 32 [2331]
1 32 23 31
1
1
2.048 1 @
1 7
1 7
1 7
1

1

donde, el factor comtin 018

32

32

se calcul6 con la expresion

52 72 79 103
23 31
1 32
1 7
1 7
c~
al(2m)e — 2[(2:16)2 "

Como j = 3, entonces los elementos que son calculados son los resaltados

119

23

32 5% 72 92 112 132 152 [287 343 301 431 463 487 503 5111
[r9 103 119 127]

127

31
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en la matriz P; y corresponden a los niveles de la wavelet Haar L =0, L =
1,L=2,y, L = 3. Estoes, para L = 0, se obtienel =1,2,3,4,5,6,7, %;
y en consecuencia 8 elementos resaltados en la segunda fila y calculados
con la expresién (g7 + 20 — 1)* — 2(2] — 1)*. Por ejemplo,

16 2
para [ = 1, se obtiene F+2-1—1> —2(2-1—1)% =287
para [ = 2, se obtiene
—2(2-3-1) =391

para [ = 4, se obtiene —2(2-4-1)2 =431

para |l = 3, se obtiene (— +2-3-1

16
para [ = 5, se obtiene (@ +2.-5-1
y asi sucesivamente hasta llegar a [ = 8.

Para L = 1, se obtiene | = 1,2,3,4; donde el maximo de [ se obtiene
de 5757 = ;—‘;’ = 4. En consecuencia, aparece 4 elementos resaltados en la
tercera fila y calculados con la expresion (g7 421 —1)* —2(2] —1)®. Estos
somn:

16 2 )
paral=1, [ —+2-1) —22-1)*=79

2
2
16
para l = 2, <7+3) -2-32=103
1 2
para [ = 3, <76+5) —-2.52=119

16 2 0
para l = 4, 7—1—7 —-2.7" =127

Para L = 2, se obtiene [ = 1,2. En consecuencia, 2 elementos apareceran
resaltados en la quinta fila y calculados con la misma expresion. Esto es,

16 ?
para [ = 1, (ZH) —2(2-1)2=23
16 2 )
paral = 2, Z—i—?) —2(4-1)*=31

Para L = 3, se obtiene I = 1. En consecuencia, 1 elemento aparecerd re-
saltado en la novena fila. Esto es, (£ +1)? —=2(2—-1)2 =7.

(v) Se obtiene la solucién numérica para y(t), dada mediante la siguiente tabla:




7.1.

METODO WAVELET HAAR PARA ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAST7

t (/32) | Solucién Numérica | Solucién Exacta | Error Absoluto
1 1.030777 1.030767 0.000010
3 1.089527 1.089496 0.000031
5 1.144880 1.144700 0.000180
7 1.196844 1.196643 0.000201
9 1.247001 1.245594 0.001407
11 1.293240 1.291819 0.001421
13 1.337136 1.335577 0.001559
15 1.378678 1.377118 0.001560
17 1.427640 1.416676 0.010964
19 1.465381 1.454467 0.010914
21 1.501598 1.490681 0.010917
23 1.536265 1.525485 0.010780
25 1.570336 1.559012 0.011324
27 1.602462 1.591364 0.011098
29 1.633465 1.622605 0.010860
31 1.663308 1.652763 0.010545

Ejemplo 7.1.2 Solucionar la ecuacion y®(t) + ty(t) = 16 cos(2t) + t cos(2t),

t €[0,1] con y(0) =1, 3'(0) =0, y"(0) =

—4,y"(0) = 0.

Solucién Exacta: Consiste de la suma de la solucion general de la homogénea
y W (t) +ty(t) = 0; que es la funcién y(t) = 0 para todo t € [0,1], y una solucién
particular de la no -homogénea, y,(t) = cos(2t) para todo ¢ € [0,1]. En conse-
cuencia, la solucién exacta es Y (t) = cos(2t).

Solucién Numérica: Usando el Método Wavelet Haar

i)yt zigm@

(i) y(t) = én:l a;Pyi(t) + jE:j: %(t - O)"y(()0+g)
= Zg:l aiPy;(t) +1-1- 1+tyy + %tgy{)’ + %t3y6”
= igjlai&,i(t) +1+t-0+ %tQ (—4)+ %t?’ -0
= ‘ml a;Pyi(t) +1—2t2
puesto que Yo :7y(0) =1y =9(0) =0, y5 =¢"0) = -4, y' =

y"(0) = 0.

(iii) Sustituyendo (i) y (ii) en la ecuacién y*(t) + ty(t) = 16 cos(2t) +
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t cos(2t), se obtiene:
> aihi(t) +1 Y aiPyi(t) + 1 — 2t% = 16 cos(2t) + t cos(2t),
i=1 i=1
Z ailhi(t) +tPy ()] + 1 — 2t* = 16 cos(2t) + t cos(2t)
i=1

(iv) Para calcular los coeficientes wavelet a; es necesario la matriz P. Para
conocerla, se sabe quea=n—-v=4—-0=4,C=B-A=1-0=1,
m = 223 = 16. Luego la matriz P estd dada por las entradas:




1
25.165.824

34

34

34

79

54

54

623

74
74

74

2.239

79

94
94

6.559

114
114

14.479

34

79

134
134

27.311

623

154 174
154 83.519
45.823
1
2.239
1
79

194

130.159

79

214

193.231

54

623

234 254
275.039  377.503
74 6.559
2.239
1
79
1

274

502.159

14.479

79

204

650.159

27.311

623

314

822.271

45.823

2.239

79

—
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donde,

a!(g—;)a' Como j = 3,
los elementos calculados son los resaltados en la matriz P; que correspon-
den a los niveles de la Wavelet Haar L =0, L =1, L = 2,y, L = 3. Esto es,

, 1 . .z
el factor comtin 5ze=257 se calculd con la expresion

Para L = 0, [ toma los valores, [ = 1,2,3,4,5,6,7,8. En consecuencia,
en la segunda fila de la matriz P aparece 8 elementos resaltados y calcu-
lados mediante la expresion (gz + 20 —1)® —2(20 — 1)“.

Para L = 1, | toma los valores | = 1,2,3,4. En consecuencia, aparece
4 elementos resaltados en la tercera fila, y calculados con la misma expre-

sion.

Para L = 2, | toma los valores [ = 1,2. En consecuencia, aparece 2 ele-
mentos resaltados en la quinta fila, calculados con la expresién ya conocida.

Para L = 3, L = 1. Aparece el elemento 79 resaltado en la novena fi-
la.

(v) Se obtiene la solucién numérica para x(t), mediante la siguiente tabla:

t (/32) | Solucién Numérica | Solucién Exacta | Error Absoluto
1 0.062459 0.062459 0.000000
3 0.186405 0.186403 0.000002
5 0.307463 0.307439 0.000024
7 0.423743 0.423676 0.000067
9 0.533859 0.533303 0.000556
11 0.635637 0.634607 0.001030
13 0.727687 0.726009 0.001678
15 0.808581 0.806081 0.002500
17 0.887019 0.873575 0.013444
19 0.946546 0.927437 0.019109
21 0.992728 0.966827 0.025901
23 1.024951 0.991129 0.033822
25 1.042978 0.999966 0.043012
27 1.046518 0.993198 0.053320
29 1.035738 0.970932 0.064806
31 1.010991 0.933514 0.077477




Conclusiones

. Las funciones bases de wavelet son versiones dilatadas y trasladadas de una
funcién de soporte compacto (o finito), llamada wavelet madre, denotada
comunmente por ¥ .

. Un conjunto de versiones dilatadas y trasladadas, tanto de una funcion es-
cala ¢ como de una funcién wavelet 1 , ambas pertenecientes al espacio L2,
son capaces de aproximar cualquier solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria de orden superior.

. La funcién escala ¢ es la encargada de analizar el comportamiento general
de la solucién, mientras que la funcién wavelet 1 se encarga de analizar
el comportamiento del detalle de la solucién ecuacion diferencial ordinaria
de orden superior.

. La ortonormalidad de las bases empleadas, es una propiedad esencial,
debido a que convierte el calculo de los coeficientes en una tarea rapida y
sencilla.

. La obtencién de los coeficientes escala como de los coeficientes wavelet
se realiza mediante el producto interno entre las versiones dilatadas y
trasladadas de la funcién escala y wavelet con la solucién a calcular. De
esta forma el coeficiente obtenido representa el grado de correlacién que
existe entre la funcién escala y wavelet con la solucién en un intervalo
finito en el espacio del tiempo.
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