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Resumen

Los modelos depredador-presa con cooperacion cinegética tienen una gran importancia en ecologia.
Las caracteristicas de la especie presa, como su densidad, comportamiento, tamano y distribucién
espacial, influyen en la probabilidad de que los depredadores cooperen en la caza. En este trabajo
de investigacién se analizé la dindmica de un sistema de ecuaciones diferenciales bidimensional
autéonomo, no lineal y de tipo Kolmogorov que modela la relacién entre presa-depredador, que
se obtuvo mediante una transformacién del modelo de Leslie-Gower con una respuesta funcional
Holling tipo II, donde consideramos la cooperacién entre los depredadores. Se localiz6é una regiéon
positivamente invariante, la acotacion de las trayectorias y la existencia de dos puntos de equi-
librios en el primer cuadrante. Se realizaron simulaciones numéricas en el software Matlab para
comprobar los resultados analiticos.

Palabras claves: Modelo depredador-presa, respuesta funcional, cooperacion cinegética.

Abstract

Predator-prey models with hunting cooperation have great importance in ecology. The characte-
ristics of the prey species, such as their density, behavior, size, and spatial distribution, influence
the likelihood of predators cooperating in hunting, thus enhancing ecological realism. This article
proposes a modified Leslie-Gower predator-prey system with a Holling type II functional response,
taking into account predator cooperation. However, it is important to note that increasing the hun-
ting efficiency of predators can have negative effects, such as depleting available resources rapidly
and reducing the prey population, which can lead to the extinction of both species and impact the
ecosystem. To analyze the biological impacts, the Holling type II functional response was utilized
due to its form being based on realistic biological assumptions about how predators search for
and consume prey, thus increasing the credibility of the ecological model. Additionally, numerical
simulations were conducted using Matlab software to visualize the dynamic behavior of the system.

Keyword: Predator-prey model, functional response, hunting cooperation.



Indice general

ouk

Introduccion
1.1. Modelos Poblacionales continuos . . .

1.2. Respuesta funcional de los depredadores . . . . . . .. ... ... ... ... ...

1.2.1. Tipos de respuesta funcional .
1.3. Modelo de tipo Leslie-Gower . . . . .

1.3.1. Modelos Leslie-Gower modifcados . . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

Modelo

2.1. Formulacién del modelo . . . . . . ..
2.2. Invariancia positiva y acotacién . . . .
2.3. Existencia de los Puntos de Equilibrio
2.4. Naturaleza de los Puntos de Equilibrio

Simulaciones Numéricas

Conclusiones
Bibliografia

23

25
26



Capitulo 1

Introduccion

El estudio de cémo el comportamiento individual afecta los fenémenos poblacionales es un
tema de gran relevancia en la ecologia tedrica contemporanea. Sin embargo, la conexién entre el
comportamiento y la dindmica de las poblaciones ha sido poco explorada [1, 2].

En el contexto de las interacciones depredador-presa, la mayoria de los estudios tedricos y
empiricos se han centrado en el comportamiento de los depredadores y como esto afecta a la
dindmica de las poblaciones [2].

La teoria plantea que la probabilidad de éxito de los depredadores que cazan presas formidables
aumenta en grupos grandes debido a una mayor cooperacién y esfuerzo individual [3, 4]. Esto se
debe a que la posibilidad de que un cazador solitario capture estas presas por si mismo es baja,
lo que promueve la cooperacién en grupos grandes para mejorar las oportunidades de caza. No
obstante, cuando la caza en solitario es exitosa, la cooperaciéon disminuye, ya que un cazador
adicional tiene poco impacto en mejorar los resultados. Por lo tanto, se espera que los cazadores
que persiguen presas relativamente faciles se mantengan en grupos grandes, limitando los aumentos
adicionales en el éxito de caza a medida que el grupo crece. Un estudio con lobos (Canis lupus)
cazando alces (Cervus elaphus) respalda esta prediccién, mostrando que el éxito de caza grupal
se estabiliza en grupos de 4 lobos, siendo este el tamano maximo de grupo en el cual el esfuerzo
individual se mantiene constante [5, 6, 7).

Segun otro estudio, la cooperaciéon en los guepardos durante la caza se promueve por la poca
efectividad de esta actividad. Aunque varios documentales e investigaciones han sefialado que los
guepardos son animales que viven y cazan principalmente en solitario, también se ha observado
que en ocasiones pueden colaborar con otros guepardos durante la caza o compartir una presa.
A pesar de ello, las manadas de guepardos son extremadamente raras, en algunos casos se han
encontrado grupos compuestos por hembras y sus cachorros, pero no se ha documentado que los
guepardos machos formen manadas [8, 9].

La disminucién de la poblacién de presas es una de las principales causas por las que los
guepardos se encuentran en peligro de extincién actualmente [10]. Sin embargo, en la reserva
natural de Masai Mara ubicada en el sudoeste de Kenia se ha observado un comportamiento
anormal en un grupo de 5 machos guepardos no emparentados que cooperan entre si para mejorar
sus oportunidades de caza, lo que ha llamado la atencién de los investigadores [11].

Desde el punto de vista matemaético, los modelos depredador-presa se han estudiado utilizando
diferentes tipos de ecuaciones como son las ecuaciones diferenciales ordinarias, parciales, fraccio-
narias, estocdsticas, con o sin retardo de tiempo, entre otros [12, 13, 14]. Investigaciones previas
sobre la caza cooperativa han utilizado modelos matematicos como el de Berec (2010), que emplea
ecuaciones diferenciales ordinarias para describir las interacciones entre depredadores y presas,
utilizando una respuesta funcional Holling tipo IT [15].
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La cooperacion cinegética es un comportamiento comtn entre los depredadores en la natu-
raleza, que les permite obtener suficiente comida a través de la colaboracion, lo que beneficia su
supervivencia [16]. En ecologia, los modelos matemadticos se clasifican en dos tipos de depredadores:
especialistas y generalistas, en funcién de su naturaleza. Mientras que un depredador especialista
depende de una tnica presa, un depredador generalista tiene la capacidad de cambiar entre diversas
fuentes de alimento [12, 17].

La cooperacién es una caracteristica importante de los animales sociales y se ha observado en
muchos sistemas biolégicos [15]. Por ejemplo, las especies carnivoras, como los lobos [5], perros
salvajes [18], leones [19, 20], cocodrilos [21], aranas [22] y halcones [23], a menudo trabajan juntos
para cazar sus presas. Otras especies, no carnivoras, también persiguen y atacan a sus presas de
forma colaborativa como, hormigas [24, 25], pdjaros [26], entre otros [27]. Sin embargo, aunque la
cooperacién es ampliamente observada en la naturaleza, son pocos los modelos matematicos que
la incorporan como mecanismo biolégico.

A continuacion se abordaréd la seccién de modelos poblacionales continuos que exploran diferen-
tes enfoques matematicos utilizados en ecologia para estudiar la dindmica de las poblaciones. Estos
modelos proporcionan una base teérica sélida para comprender cémo los factores individuales y
las interacciones entre depredadores y presas pueden influir en la dindmica de las poblaciones a lo
largo del tiempo.

En cuanto a los tipos de respuesta funcionales, se examinan las diferentes formas en que los
depredadores responden a la disponibilidad y la densidad de sus presas. Estas funciones describen
cémo los depredadores buscan, seleccionan y consumen sus presas, lo que es fundamental para
comprender las interacciones depredador-presa.

Por ultimo, la seccién de modelos Leslie-Gower modificados presenta una amplia gama de
estudios que exploran diferentes enfoques, como la incorporacién de diversas respuestas funcionales
o la consideracién de la disponibilidad de fuentes alternativas de alimento para los depredadores.

1.1. Modelos Poblacionales continuos

Los modelos poblacionales continuos son herramientas fundamentales en la ecologia y la biologia
para comprender y predecir el comportamiento de las poblaciones a lo largo del tiempo. Estos
modelos se basan en ecuaciones diferenciales que describen cémo cambia la poblacién en funcién
del tiempo, y proporcionan una base matematica para analizar y pronosticar el crecimiento y la
dindmica de las poblaciones [28, 29, 30].

En 1798, el economista britanico Thomas Robert Malthus present6 su obra “Ensayo sobre el
principio de la poblacién”, donde propuso una hipétesis que establecia que la tasa de crecimiento
de la poblacién es proporcional a su tamano [31, 32, 33]. Esta idea se expresa matemdticamente a
través de una ecuacién diferencial.

dx
— =rz
dt ’
donde x = z(t) indica el tamano de la poblacién, en cada tiempo ¢ > 0 y r es la constante de
proporcionalidad, conocida como la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién; se interpreta
como la diferencia entre las tasas de natalidad, mortalidad y migracién. La solucién de la ecuacién
es:

x(t) = zoe"™,

donde x(0) = z¢ > 0 es el tamano de la poblacién en el tiempo inicial y la poblacién tiene un
crecimiento exponencial si » > 0. Sin embargo, el modelo fue muy cuestionado, debido a que las
poblaciones no tienen un crecimiento exponencial ilimitado a largo plazo [33].

En 1838, el bidlogo y matematico P. Verhulst modificé el modelo de Malthus al considerar
que algunos recursos estan disponibles en cantidades limitadas. Cada poblacién crece a un nivel
de saturacion K en el que no puede crecer mas y debe competir por dichos recursos. Este nivel se



1.2. RESPUESTA FUNCIONAL DE LOS DEPREDADORES 9

conoce como capacidad de carga del medio ambiente. Por lo tanto, la dindmica poblacional responde
a la ecuacién diferencial de Verhulst, también conocida como modelo logistico de crecimiento
poblacional. Este modelo describe un crecimiento autolimitado de una poblacién en el que la tasa
de crecimiento disminuye a medida que la poblacién se acerca a su capacidad de carga [33, 34, 35].
En consecuencia, la dindmica de la poblacién puede ser descrita mediante una ecuacion diferencial:

donde z = «(t) indica el tamano de la poblacién, en cada tiempo ¢ > 0, r es la tasa de
crecimiento intrinseca de la poblacién y K es la capacidad de carga del medio ambiente. La solucién
de la ecuacién es:

K.T()
xo + (K —xg)e "t

x(t) =

donde z(0) = xo > 0, es el tamainoo de la poblacién en el tiempo inicial. Si la poblacién inicial,
representada como xg, es menor que la capacidad de carga K, el crecimiento de la poblacién
aumenta gradualmente hasta acercarse asintéticamente a K. Por otro lado, si la poblacién inicial
o es mayor que K, el crecimiento de la poblacién comienza a disminuir gradualmente hasta
acercarse asintéticamente a K [33].

z(t) z(t)}

K

t t
(a) (b)

Figura 1.1: (a) Crecimiento Malthusiano Exponencial para r > 0y (b) crecimiento logistico z(0) =
2o > 0. [33]

1.2. Respuesta funcional de los depredadores

La respuesta funcional en modelos depredador-presa es un concepto fundamental en la ecologia
de poblaciones y se refiere a la forma en que un depredador responde a la disponibilidad de presas.
Esta respuesta funcional describe la relacién entre la tasa de consumo de presas por parte del
depredador y la densidad de presas en el ambiente [36].

1.2.1. Tipos de respuesta funcional

Respuesta funcional Holling tipo I

En este tipo de respuesta funcional, la tasa de consumo del depredador aumenta de manera
lineal con la densidad de presas, hasta alcanzar un limite maximo. Esto significa que la tasa de
depredacion es proporcional a la abundancia de presas, pero no se ve afectada por la densidad de
presas més alld de cierto punto. Es tipico de depredadores generalistas que consumen una amplia
variedad de presas [31, 33, 37].

La funcién utilizada en esta respuesta funcional viene dada por [35, 38]:
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dr si 0<z<ec,
h(z) =
bc si c<ux,

donde 0 es una constante, ¢ representa la saturacién y z(t) es la densidad de la poblacién de
presas en el tiempo t > 0.

h(x) e

0 X

Figura 1.2: La respuesta funcional Holling tipo I [33].

Respuesta funcional Holling tipo II

En este caso, la tasa de consumo del depredador aumenta inicialmente de manera proporcional
a la densidad de presas, pero a medida que la densidad de presas aumenta, la tasa de consumo se
estabiliza y alcanza un punto de saturacién. A partir de ese punto, el depredador no puede consumir
mas presas, incluso si la densidad de presas sigue aumentando. Este tipo de respuesta funcional es
comun en depredadores que tienen ciertas limitaciones fisicas o fisioldgicas en su capacidad para
capturar y consumir presas [31, 33, 37].

Para esta respuesta funcional la funcién es la siguiente [38, 39]:

h(z) = &

x+a’

h(z)

Xz

Figura 1.3: La respuesta funcional Holling tipo II [33].

donde z(t) representa la densidad de la poblacién de presas en el tiempo ¢t > 0, ¢ es la tasa
maxima de consumo per capita y a es la tasa de saturacion media, es decir, la cantidad de presas
en el que la tasa de depredacion alcanza la mitad de su valor maximo.
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Respuesta funcional Holling tipo III

Este tipo de respuesta funcional, la tasa de consumo del depredador es baja cuando la densidad
de presas es baja, luego aumenta réapidamente a medida que la densidad de presas aumenta, y
finalmente se estabiliza o disminuye a medida que la densidad de presas continia aumentando. En
este caso, la tasa de depredacién puede estar influenciada por factores como la busqueda de presas,
la seleccién de presas y la saciedad del depredador. Este tipo de respuesta funcional es comtin en
depredadores especializados que requieren ciertos umbrales de densidad de presas para activar su
respuesta de depredacién eficiente [33, 35].

La funcién utilizada para el Holling tipo IIT es [38, 40]:

qa?

x2 4+ q2’

h(z) =

€T

Figura 1.4: La respuesta funcional Holling tipo III [33].

x(t) se refiere a la densidad de poblacién de presas en el tiempo ¢t > 0. El parametro ¢ representa
la tasa maxima de consumo por individuo y a representa la tasa media de saturacién, que es el
punto en el cual la tasa de depredacién alcanza la mitad de su valor méaximo.

Respuesta funcional Holling tipo IV

La respuesta funcional Holling tipo IV, también conocida como respuesta funcional de depre-
dacién Holling tipo IV, es un tipo de respuesta funcional que describe la relacién entre la tasa de
consumo de un depredador y la densidad de presas disponibles. Se caracteriza por tener una tasa
de consumo baja cuando la densidad de presas es baja, luego aumenta rapidamente a medida que
la densidad de presas aumenta, y finalmente se estabiliza o disminuye a medida que la densidad
de presas continia aumentando [31].

Esta respuesta funcional es aplicada en la modelizacién de comportamientos antidepredatorios,
como la formacién de grupos de defensa (APB, por sus siglas en inglés), que ha sido documentada en
estudios [31]. Ademads, se utiliza para entender el fenémeno de agregacién [30], el cual es empleado
por las presas como una estrategia para evitar la depredacién [33].

La primera parte de la curva (representada en la figura 1.5) puede corresponder a cualquiera
de los tipos anteriores de respuestas funcionales. Sin embargo, el interés se centra en la disminu-
cion en la cantidad de presas consumidas que a veces se observa en altas densidades de presas.
Esta reduccién puede deberse a tres posibles causas. En primer lugar, los depredadores pueden
concentrarse menos en una presa individual cuando hay muchas presas entre las cuales elegir. En
segundo lugar, algunas presas pueden cooperar al compartir la carga de vigilancia ante la presencia
de depredadores y comunicarla a otras presas. En tercer lugar, algunas presas pueden intimidar e
incluso defenderse contra los ataques de los depredadores. [33, 41]

Las funciones utilizadas en Holling Tipo IV viene dadas por [42, 43] :

qr
a) h(.f(:) == m .
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2

qz
RS
c) h(x):%,conlgmgn.

h(x) {

I z .

Figura 1.5: La respuesta funcional Holling tipo IV [33].

En este contexto, el enfoque de este estudio se centra en el andlisis de un modelo depredador-
presa tipo Leslie-Gower modificado que incorpora la cooperacién cinegética entre depredadores
generalistas, utilizando una respuesta funcional Holling tipo II. Como el objetivo es examinar la
interaccion entre una especie depredadora generalista y su presa dentro de este marco tedrico, se
busca analizar cémo la cooperacién entre los depredadores puede influir en la dindmica del sistema
depredador-presa y cémo esto puede tener implicaciones en la estabilidad del ecosistema [17, 44].
Ademds, se explora cémo la cooperacién puede afectar y limitar el aumento del éxito de la caza
con el tamaifio del grupo [45].

Existen varios tipos de respuesta funcional como se evidencié anteriormente, pero uno de los
mas utilizados y estudiados es la respuesta funcional Holling tipo II. Esta respuesta funcional
describe una tasa de consumo de presas que aumenta linealmente con la densidad de presas hasta
alcanzar un punto maximo, después del cual la tasa de consumo se estabiliza o disminuye a medida
que la densidad de presas sigue aumentando [36, 46].

Hay varias razones por las cuales la respuesta funcional Holling tipo II es preferida en los
modelos depredador-presa. En primer lugar, esta respuesta funcional refleja la idea intuitiva de
que un depredador no puede consumir un ntmero infinito de presas, y que la tasa de consumo se
satura a medida que la densidad de presas aumenta. En segundo lugar, la forma de la respuesta
funcional de Holling tipo II puede explicar ciertos patrones observados en la naturaleza, como la
estabilidad de las poblaciones depredador-presa o la existencia de ciclos de poblacién.[36, 47].

Ademds, la respuesta funcional Holling tipo II puede ser derivada tedéricamente a partir de
supuestos razonables sobre el comportamiento del depredador y la presa, lo que la convierte en
una herramienta valiosa para entender la dindmica de las poblaciones en la naturaleza [36, 48].

1.3. Modelo de tipo Leslie-Gower

La dindmica del modelo Leslie-Gower [40] es descrito por el sistema de EDO del tipo Kolmo-
gorov [37, 44]

x
‘fi—f:rx(lf?)—qzy,

d Y
F=s(1-n)v

Gp(z,y) =
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Donde, = z(t) e y = y(t) indican los tamanos de las poblaciones de presas y depredadores
para t > 0, respectivamente, los cuales son medidos como biomasa; 3 es el vector de parametros,
los cuales son todos positivos. Cabe resaltar que, el factor qry representa la interaccién presa-
depredador sobre la presa y nx indica la cantidad de alimento sobre el depredador que en funcién
a su naturaleza representa un depredador especialista. [49]. El significado del resto de pardmetros
ecologicos sera definido mas adelante.

1.3.1. Modelos Leslie-Gower modifcados

Se ha realizado una revisién bibliografica a partir de los modelos depredador-presa tipo Leslie-
Gower, encontrando otros modelos que consideran distintos tipos de respuestas funcionales y ex-
ploran la presencia de fuentes alternativas de alimento para los depredadores. Como resultado de
esta revisién se hallo lo siguiente:

Descripcion Modelo modificado Referencias
. Gonzélez Olivares, Rojas Pal-
Modelo de Leslie- dz 1_F
Gower incorporan— E =Trr — E (Z‘ — m) - (q + Cly)ﬂ:y ma. (2022). Influence of the
Allee effect on prey and colla-
do efecto Alle con
colaboracié entre dy Y boration between predators in
raclon ner - = - 7
depredadores dt =s|1 nx 4+ c a Leslie-Gower-type predation
’ model [50].
. dz T T Gonzélez Olivares. (2022). Bi-
Modelo de Leslie- — =7r (1 — —) — QL . _( )
Cower con respues- dt K 2+ br+a furcations in a Leslie-Gower ty-
ta funcional Holling pe predator-prey model with
tino TV @ — ( o i) y a rational non-monotonic fun-
p ’ dt nx ctional response [51].
odaelo dae colabo- onzalez Olivares ojas Pal-
Modelo d lab dx 1_F 142 Gonzélez Oli & Rojas Pal
. —=rz(l——=)—qx -
raciéon entre depre- dt K 4 vy ma. (2021). A modified Leslie-
dadores tlpO Leslie- Gower-type predation model
Gower con respues- dy _ ( Y ) y considering collaboration bet-
ta funcional lineal. dt nw ween predators [52].
Modelo de depre-
dacién tipO Leslie- ) Ruiz, P. C. T., Berrio, L. M.
Gower, consideran- di: - (1 _ £> _qxy G., & Gonzélez, E. (2019). Una
.z 2 a a-
do que la accién de dt K 2 +a clase de modelo de depreda
la poblacién de de- p cién del tipo Leslie-Gower con
predadores es Sig— 72! = sy (1 _ i) respuesta funcional racional no
moidea o del tipO dt nx monotdnica y alimento alterna-
HOHIHg IIL tivo para los depredadores [53].
Modelo depredador
de May—Holling— du " " Tintinago-Ruiz, P. C., Gallego-
Tanner, conside- % =rx (1 — 7) (x — m) — ary Berrfo, L. M., & Gonzéilez-
rando el efecto r+a Olivares, E. Modelo de depre-
Allee en la ecuacién dy y dacién del tipo Leslie-Gower
de crecimiento de E =8y (1 - E) con respuesta funcional no-
la poblacién de monotdnica racional [54].
presas.
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AnAlisis de bifurca-
ciones y estabilidad dx (1 x) Ty Huangl, J. C., & Xiao2, D.
. — =T —_ — _ i-
en un sistema, dt K atbrta? M. (2004). Analyses of bi
depredador—presa furcations and stability in a
con respuesta fun- dy T predator-prey system with Ho-
. . . - =Y - ing - ional respon-
cional Holhng tipo dt a+ br + 22 lling type-IV functional respon
v se [43].
Modelo de colabo- y Gonzélez-Olivares, E., Mena-
racién entre depre- e - borea, J., Rojas-Palma, A. &
. . dt K x40 ~ i
dadores tipo Leslie- + Flores, J. D. (2011). Dynami
Gower con respues- dy y cal complexities in the Leslie-
ta funcional Holling = =gy 1_ Gower predator-prey model as
tlpO 11 dt nr +c consequences of the Allee effect
on prey. [39].
Modelo p Arancibia-Ibarra,  C. &
X X
depredador-presa = (1 — 7> (x —m) — qry Gonzélez-Olivares, E. (2011).
tipo Leslie-Gower dt A modified Leslie-Gower
con respuesta fun- dy y predator-prey  model  with
cional HOHll'lg tlpO E =8y (1 - E) hyperbolic functional response
11 y efecto Alle. and Allee effect on prey. [38].
. . 2
Modelo tipo Leslie- (LL' _ m)dj — (1 _ ﬁ) . qr-y R.A. Becerra-Klix, Modelos de
Gower con respues- dt K 2 4+ a? depredacion del tipo Leslie-
ta funcional S1gmol- Gower con respuesta funcional
dea o del tipo Ho- @ = sy (1 _ Y > sigmoidea y efecto Allee multi-
lhng IIT. dt nr +c ple en las presas [35].

Tabla 1.1: Modelos modificados tipo Leslie-Gower.

Por ultimo, este trabajo se basa en modelos matematicos anteriores que han investigado la caza
cooperativa y busca contribuir a la comprension de los efectos de la cooperacion en la dindmica
de los sistemas depredador-presa. El estudio tiene implicaciones importantes para la ecologia y la
conservacion de la biodiversidad, ya que la cooperacién es una caracteristica fundamental de la vida
social animal y juega un papel importante en la regulacion de las poblaciones y el mantenimiento
del equilibrio ecolégico.



Capitulo 2

Modelo

2.1.

Formulacién del modelo

En esta investigacién, se han considerado las siguientes modificaciones al modelo: en primer
lugar, se ha incorporado el factor de cooperacién cinegética entre los depredadores, representado
por by?, al momento de capturar a sus presas. Esta cooperacién en grupo afecta la dindmica
de las presas, generando cambios en su comportamiento y abundancia. En segundo lugar, se ha
incluido el factor nxz + ¢, el cual refleja la naturaleza de los depredadores generalista y su capacidad
para adaptarse y utilizar diversas fuentes de alimento. Esta flexibilidad dietaria tiene un impacto
significativo en las poblaciones involucradas [52, 55, 56].

El modelo a estudiar estd basado en el modelo depredador-presa tipo Leslie-Gower modificado
[40, 45], descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales bidimensional auténomo, no lineal y
de tipo Kolmogorov [37, 44], definido de la siguiente manera:

- (- 5) )

Y

(2.1)

donde z = z(t) e y = y(¢) indican los tamanos de las poblaciones de presas y depredadores,
respectivamente, para t > 0, (medidas en niimero de individuos, densidad o biomasa).

Todos los pardmetros son positivos, es decir, u = (r, K, q,a,b,s,n,c) € R} y tienen los siguien-

tes significados ecolégicos:

Parametros

Significados

Calidad del alimento e indica cémo los depredadores con-
vierten a las presas comidas en nuevos nacimientos de de-
predadores.

Capacidad de carga del medio ambiente (o capacidad de
soporte) de las presas.

Tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de depreda-
dores.

o

Cantidad de alimentos alternativos disponibles para los de-
predadores.

La tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de presas.

Tasa maxima de consumo per cdpita de los depredadores.

Cantidad de presas para llegar a la mitad de q.

SRR

Tasa de cooperacién depredadora en la caza constante.

Tabla 2.1: Pardmetros y significado en el sistema (2.1).

15



16 CAPITULO 2. MODELO

El sistema (2.1) estd definido en el primer cuadrante, es decir,
Q={(z,y) eR?*:2 >0,y >0}.

Los puntos de equilibrio del sistema (2.1) o singularidades del campo vectorial X, (x,y) son:
(0,0), (K,0),(0,c), y aquellos que estédn en la interseccién de las isoclinas,

y=nr-+c,Yy, (r—%)—xiay—byQZO.

Es decir, si (z¢,y.) es un punto de equilibrio positivo, la abscisa z. satisface la ecuacién poli-
nomial

p(x) = bn?z3 + [% + 2ben 4+ aan] x? + [qn —r+ % + bc® + 2abcn} x + [qgc — ra + abc?] = 0.

2.2. Invariancia positiva y acotacion

Lema 1. [Existencia de una regién positivamente invariante].
El conjunto T = {(x,y) € R? : 0 < 2 < K, y > 0}, es una region positivamente invariante.

Demostracion: el sistema (2.1) es de tipo Kolmogorov, entonces los ejes coordenados son con-
de _ _ Kay
dt K+a

>, las trayectorias del sistema entran en la regién T'. [58] O

juntos invariantes [57]. Sea x = K; se tiene que — Kby? < 0. Cualquiera que sea el

dy
igno de — = 1—
signo de 7t sy ( py——

y“

(0,¢c) @
S~

-—

® >
(K,0) r

Figura 2.1: Regién positivamente invariante

Lema 2. [Acotacién de las trayectorias]. Todas las soluciones son uniformemente acotadas.

Demostracién: Desde la primera ecuacién de (2.1), se obtiene la siguiente condicién % <
x
rT (1 - ?), con condicién inicial z(0) = zo > 0. Por lo tanto, las soluciones del sistema definido

deben satisfacer la condicién z(t) < K, Vt > 0.

Consideremos la funcién w(t) tal que w(t) = z(t) + y(t), entonces

2

dw dr dy T qry 2
du_do dy_ o (1-2)y_am _
dt dtert r:c( K T+a Tyt sy nr 4+ c
2
T sy
1_4) - .
<7"a:( K + sy WK T o

Sea L > 0 y reescribiendo las ecuaciones anteriores, tenemos

d
M Lw< —%(J:Q—Kx)—

pr (sy* — sy(nK +¢)) + Lz + Ly

nkK +c
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72— _
r nkK +c s

g—;<2 (r—&—L)Kx) s (yQ_(nK—&-c)(s—FL)y)'

Realizando una mayor simplificaciéon obtenemos

dw r (r+L)K\? s (nK +c)(s+ L)\
L rtw< —— = _ _
dtJr w= K<$ 2r ) nK—I—c(y 2s
+K(?"—FL)Q N (nK +¢)(s + L)? < K(r+ L)? N (nK—&—c)(s—FL)Q.

4r 4s 4r 4s

K(r+L)? (nK+¢)(s+ L)?
+
4r 4s

Denotando N =

, obtenemos

dw
0<—+Lw<N.
S + Lw <
Aplicando un teorema de comparacién para desigualdades diferenciales [59], obtenemos

w(t) < N/L+ (w(0) = N)e 0 < limsupw(t) < N/L.

t—o00
Entonces, existe una regién R, tal que R = {(z,y) € Q/0 <z +y < & +¢€ Ve > 0}. Esto
demuestra que todas las soluciones estan acotadas. [

Para simplificar los calculos se realiza un cambio de variable y un reescalamiento del tiempo,
descrito a continuacién.

Lema 3. (Sistema topoldgicamente equivalente)

El sistema (2.1) es topoldgicamente equivalente al sistema del tipo Kolmogorov [37, 44, 60]

j—z:[(l—u)(u—l—A)—Bv—CvQ(u—l—A)]u(u—i—M)7
Ye(u,v) = . (2:2)
%z[P(u—i—M—U)]v(u—i—A),
_ 5 _a g o WK, 8
donde £ = (A,B,C,M,P) e R 7conA—K,B_ . ,C = . 7M—nKy =

Demostracién: Sean z = Ku 'y y = nKwv.

du gnKv 2759 9
K—=|rl—-u)— —— - WK Ku.
o {r( u) Kuta WKW u
Uu(uvv):
dv nKv
K—=s5({1———|nKv.
" S( nKu—i—c)n Y

Factorizando y simplificando se obtiene:

-l - () ] ey

dv SV

dt:<c)(“+n§<‘”)~

Uu(u,v) =

u+ﬁ

Haciendo el cambio de escala del tiempo dado por
r du  dudr

(e @) o)

T =
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Se obtiene finalmente,

M e
dr  Lr nk K
. a qn bn2K?2 c s . .
Definiendo A= —,B=—,C = ,M = — y P = —, se obtiene el sistema (2.2)
K r r nK r

Observacién 1. El sistema (2.2) o el campo vectorial Ye(u,v) estd definido en
Q= {(u,v) eR?2:u>0,0> 0}.

Se ha construido un difeomorfismo ¢ : @ x R — Q x R tal que

a c
(e %) (v 7%)
plu,v,7) = | Ku,nKwv, K nk

= t).
" 7| =(z,y,1)
La matriz Jacobiana de la funcién ¢ es
K 0 0
Do ) 0 nk 0
olu,v,7) = a c
[N B (“*?)(“*ﬁ()
nK Klr r
nk? a c .
y det Do(u,v,7) = —— (u—f— E) (u—l— ?) > 0, entonces, el difeomorfismo preserva la
r n

orientacién del tiempo [39, 61, 62, 63].

2.3. Existencia de los Puntos de Equilibrio

Los puntos de equilibrio positivos del sistema (2.2) o campo vectorial Y¢ (u, v) son: (0, 0), (1, 0), (0, M)
y aquellos que estdn en la interseccién de las isoclinas [51, 52],

v=u+My (l—u)(u+A)—Bv—Cv?(u+A)=0.
Las abscisa u, de los puntos de equilibrio positivos (u., ve), satisface la ecuacién polinomial:

P(u) = azu® + agu® + ayu + ag = 0, (2.3)
donde,

a3:C.

as =1+ AC +2CM.
ay=A+B+2ACM +CM? — 1.
ap = BM + A(CM? —1).

Observacién 2. Los puntos de equilibrio positivos del sistema (2.2) o campo vectorial Ye(u,v)
son: (0,0),(1,0),(0, M) y P, = (ue, ve) determinados por la interseccion de las isoclinas.

La abscisa u, de los puntos de equilibrio positivos es una solucién de la ecuaciéon polinomial
de tercer grado [38, 51, 58]:

P(u) = azu® + ayu® + aju + ag = 0,

De acuerdo con la regla de signos de Descartes, el polinomio P(u) puede tener:
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1) Ninguna raiz real positiva, si y sélo si, a; >0y ag > 0.

2) Una raiz real positiva, si y s6lo si, a1 <0y a9 <0,6
3) Una raiz real positiva, si y s6lo si, a1 >0y ap <0
4) Dos raices reales positivas, si y sélo si, a; <0 y ag > 0.

Sustituyendo u por —u se obtiene el siguiente polinomio:

P(—u) = —azu® + asu® — ayu + ag = 0.

Con base a la regla de signos de Descartes, el polinomio P(—u)
1) Puede tener hasta dos raices negativas, si y solo si, a1 >0y ag > 0,
2) Dos raices reales negativas, si y sélo si, a; <0y ag >0, 6
3) Dos raices reales negativas, si y sélo si, a1 >0y ag <0,
)

4) Puede tener una tnica raiz negativa, si y sélo si, a3 <0 y ag > 0.

Por lo tanto, sujeto a ciertas condiciones, existe una raiz real positiva u, = H para la ecuacion
(2.3). Asumimos que P, = (H, H + M) se encuentra en R?.

Realizando la divisién entre el polinomio P(u) y (u — H), se obtiene la siguiente ecuacién
polinomial cuadratica [38, 51, 64].

Pi(u) = azu® + (azH + az)u + H(azH + az) +a; = 0. (2.4)

Como el polinomio P;(u) es un factor de P(u), el resto de la divisién es [51, 65]

RH)=a3sH*+ayH> 4 ay H + ag = 0.

Sea A el descriminante de la ecuacién cuadratica asociada (2.4), entonces

A= (G3H—|— a2)2 - 4@3(H(CL3H + CLQ) + al).

Lema 4. (Numero de raices reales y puntos de equilibrio)
1. Para la ecuacion polinomial (2.3) puede tener:
a) Una raiz real positiva, si y sélo si, A =0, 6

b) Una raiz real positiva, si y sélo si, A < 0,
—(ag + agH) + \/Z
2(13

)

¢) Dos raices reales positivas, si y s6lo si, A > 0; ue1 = H ¥ Uex =
donde (az +azH) < VA.
2. El sistema (2.2) o campo vectorial Y¢(u,v) puede tener:
a) Si A <0, hay un tinico punto de equilibrio (H, H + M) al interior de .
b) Si A =0, existe un punto de equilibrio al interior de Q cual es (H, H + M).
¢) Si A > 0, existe dos puntos de equilibrio al interior de Q los cuales son (H,H + M) y

— (a2 +C;3H) + \/Z, con (ag +azH) < VA.
as

(ug,ug + M), donde ug =
Demostracion:

1. Del polinomio de grado dos, obtenemos Py (u) = azu®+ (asH +az)u+ H(azH +az)+a; = 0.
Entonces, las raices de P;(u) cuando VA > (az +azH) es: uz = (—(az +azH) +v/A)/ 2a3 [38, 51].
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(a) Pi(u) no tiene raiz real positiva, si y sélo si, A = 0. Entonces, P(u) tiene solamente una
unica raiz real positiva.

(b) Pi(u) no tiene una raiz real, siy sélo si A < 0. Entonces, P(u) tiene una raiz real positiva
dada por u. = (H,H + M).

(c) Hay dos diferentes raices reales positivas, si y sélo si, A > 0. Las raices reales positivas son:
7(@2 —+ agH) =+ \/Z
2a3 '

Hyus =

2. La segunda parte del lema es inmediata. [

Por tanto, el niimero de puntos de equilibrio positivos, y los diferentes casos obtenidos, se
muestran en la siguiente Tabla (2.2).

a a A Raices Reales Raices Reales
1 0 Positivas Negativas
- + + 2 1
+ — 0 1 2
+ - - 1 2
0 — 1 2
— — 1 2
— 0 1 2
+ + 0 3
+ 0 0 3
+ — 1 2
0 + 0 3
0 0 0 3

Tabla 2.2: Nimero de raices reales positivas de la ecuacién (2.3).

2.4. Naturaleza de los Puntos de Equilibrio

Para determinar la naturaleza de los puntos de equilibrio del sistema (2.2), se requiere de la
matriz Jacobiana dada por [38, 58, 66, 67]:

dYe(u,v)11 —u(u+ M)[B +2Cv(u + A))
DYe(u,v) = (Pv(zufM+A—v) P(u+ A)(u+ M — 20) )
Donde,

dYe(u,v)11 = 2u+ M) [(1 —u) (u+ A) — Bv — Cv* (u+ A)] + u(u+ M) [1 —2u— A — Cv?].

Lema 5. [Naturaleza del punto (1,0)]. La singularidad (1,0) es un punto de silla hiperbolico
para todo £ = (A, B,C, M, P).

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (1,0), se tiene:

(—(1+M)1+A) —B(+M)
DYe(u,v) = ( 0 P(1+A)(1—|—M)> :

Por lo tanto, el DetDYe(1,0) = —P(14 M)?*(1+ A)? < 0; es decir, el punto de equilibrio (1,0)
es un punto de silla hiperbdlico. (I
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Lema 6. [Naturaleza del punto (0,0)]. La singularidad (0,0) es un punto repulsor hiperbdlico
para todo § = (A, B,C, M, P).

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (0,0), se tiene:

AM 0
v = (0 o).

donde el DetDY¢(0,0) = PA?M? > 0. La naturaleza de este punto de equilibrio depende del
valor de la traza,

TrDYe(0,0) = AM(1+ P) > 0.

En conclusién, el punto de equilibrio (0,0) es un punto nodo-repulsor. OJ

Lema 7. [Naturaleza del punto (0, M)]. La singularidad (0, M) para todo & = (A, B,C, M, P)
es,

BM
i) Un punto de silla hiperbdlico, si y sélo si, A < T=cire
ii) Un punto de silla no hiperbdlico, si y sélo si, A = _BM
p p ,siy A=T—aE
oy BM
iii) Si A > T2 entonces
BM
U do atract iysolosi, A< ————.
a) Un nodo atractor, si y sélo si, A < T CME_ P
BM
b) Un nodo repulsor, si y sélo si, A > TP

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (0, M), se tiene:

DYL(0, M) = <M(BM +ACM2—4A) 0 ) .

PAM —PAM

Por lo tanto, el Det DY¢(0, M) = PAM? (BM +ACM? — A)), cuyo signo depende del factor
(BM + A(CM? —1).

1. Si el Det DY¢(0, M) < 0 implica que BM + A(CM? — 1) <0,
i) Si BM+A(CM?—-1) < 0 implica que la singularidad (0, M) es un punto silla hiperbélico.
ii) Si BM + A(CM? — 1) = 0 implica que la singularidad (0, M) es un punto silla no

hiperbdlico.

BM
2. Si el Det DY¢(0, M) > 0 implica que BM + A(CM? — 1) > 0 tal que, 4 < T Y

la naturaleza de este punto de equilibrio depende del valor de la traza Tr DY(0, M) =
M(A— BM — ACM? — PA).

iii) Si M(A—BM —ACM?-PA) < 0 implica que la singularidad (0, M) es un foco atractor.

iv) Si M(A— BM — ACM? — PA) > 0 implica que la singularidad (0, M) es un foco re-
pulsor. [
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Lema 8. [Naturaleza del punto (H,H+ M)]. La singularidad (H,H + M) para todo & =
(A,B,C, M, P) es,

1) Un punto de silla hiperbdlico si y sélo si,
(2H + M)z, + H(H + M)z,
(2H+M)[(1-—H)—C(H+ M)?—H(H+ M)[2C(H+ M) +1]’
(2H + M)z1 + H(H + M)z,
QH+M)[(1-H)—C(H+M)?—H(H+ M)[2C(H+ M)+ 1]’

entonces,

A<

2) Si A>

ii) Un foco atractor, si y sélo si,

(2H + M)z + H(H+ M) [2H + P+ C(H + M)? — 1]
(2H+M)[(1—H)—C(H+ M)?— (H+ M)(H + P)

A<

iii) Un foco repulsor, si y sélo si,

(2H 4+ M)z + HH+ M) [2H + P+ C(H + M)? — 1]
(2H+M)[(1-H)-CH+M)?|—(H+M)H+P)’

donde z; = H(H—1)+ B(H+ M)+ C(H+M)? 20 =2H(1+C(H+M))+C(H+M)*+B—1.

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (H, H + M), se tiene:

DY¢(H,H + M) = (de(H’H+M)11 H(H+M)[B+20(H+M)(H+A)])

PH+M)H+A) —P(H + M)(H+ A)
Donde,

dYe(H/H+ M)y =2H+M)[(1-H)(H+A)—B(H+M)—C(H+M)*>(H + A)]
+HH+M)[1-2H—A—C(H+ M)?

Por lo tanto, el
Det DY¢(H,H+M) = P(H+M)(H+A) [H(H + M)[B+2C(H + M)(H + A)] — dY:(H, H + M)11],
cuyo signo depende del factor dY¢(H, H + M)1;.

1. Siel Det DY¢(H, H + M) < 0 implica que

(2H + M)z, + H(H + M)z,
2H+M)[(1-H)-C(H+M)? —-H(H+ M)[2C(H+ M) +1]

A<
y la singularidad (H, H + M) es un punto silla hiperbdlico.

2. Siel Det DY:(H,H + M) > 0 implica que

(2H + M)z, + H(H + M)z

A> BH T M) (1= H) = C(H + M)?] — H(H + M) 2C(H + M) + 1]

y la naturaleza de este punto de equilibrio depende del valor de la traza T'r DY (H, H+ M) =
dYe(H,H + M), — P(H + M)(H + A).

ii) Si Tr DYe(H, H + M) < 0 implica que la singularidad (H, H + M) es un foco atractor.

iii) Si Tr DY¢(H, H + M) > 0 implica que la singularidad (H, H + M) es un foco repulsor.
O



Capitulo 3

Simulaciones Numeéricas

En esta seccion, se presentan algunas simulaciones que ilustran la cooperacién entre depre-
dadores del modelo (2.2), relacionados con el comportamiento del punto de equilibrio positivo
(H,H + M) el cual se encuentra acorde con los resultados tedricos previamente establecidos.

Para analizar la dindmica del modelo propuesto, se utilizé el software Matlab. Las graficas
generadas por estas simulaciones respaldan los resultados tedricos previos. Aqui se puede apreciar
diferentes situaciones para el sistema cuando cambian los valores de los parametros.

Se presenta dos casos considerando el niimero de puntos de equilibrio positivos en el campo
vectorial. En todas las simulaciones, se puede observar que el punto de equilibrio (1,0) es un punto
de silla hiperbdlico y el punto de equilibrio (0,0) es un punto repulsor hiperbdlico.

Cuaso 1. Existencia de un punto de equilibrio positivo que estd en la interseccién de las isoclinas.
En las Figuras 3.1 y 3.2, se muestran las principales dindmicas del sistema (2.2).

Caso 2. Existencia de dos punto de equilibrio positivos que estd en la intersecciéon de las
isoclinas. En las Figuras 3.3 y 3.4, se muestran comportamientos dindmicos complejos del sistema
(2.2).
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Figura 3.1: Para A = 0.1, B=0.4, C = 0.3, M = 0.2, P = 0.7. El punto de equilibrio positivo
(H,H + M) es un nodo atractor y (0, M) es un nodo atractor.
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Figura 3.2: Para A= 0.1, B=04,C = 0.3, M = 0.2, P = 0.07. El punto de equilibrio positivo
(H,H + M) es un foco atractor y (0, M) es un nodo repulsor.
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Figura 3.3: Para A = 0.1, B = 0.35, C'= 0.01, M = 0.4, P = 0.7, existe dos puntos de equilibrio
positivos, uno de ellos (ue1,ue1 + M) es un foco atractor y (uez, ue2) un nodo atractor. El punto
(0, M) es una silla hiperbdlica.
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Figura 3.4: Para A = 0.1, B= 0.4, C = 0.01, M = 0.35, P = 0.2, existe dos puntos de equilibrio
positivos, uno de ellos (ue1,ue1 + M) es un foco atractor y (uez, ue2) un nodo repulsor. El punto
(0, M) es una silla hiperbdlica.



Conclusiones

En este estudio se analizé un modelo depredador-presa tipo Leslie-Gower, descrito por un sistema
bidimensional auténomo de ecuaciones diferenciales en tiempo continuo no lineal y de tipo Kolmo-
gorov, considerando la colaboracién entre los depredadores generalistas incluyendo una respuesta
funcional Holling tipo IT [37, 44]. Mediante una reparametrizaciéon y reescalamiento temporal, se
logré transformar el sistema original (2.1) en un sistema topolégicamente equivalente (2.2). Esta
transformacion permitié reducir el nimero de parametros del modelo sin alterar su comportamien-
to fundamental. Es importante destacar que los puntos de equilibrio se mantuvieron en el nuevo
sistema, lo que garantiza la validez y consistencia de los resultados obtenidos.

En primera medida, dentro de la regién positivamente invariante se establecié el nimero de sin-
gularidades del campo vectorial, demostrando que en el sistema puede existir hasta dos puntos de
equilibrio positivos.

Como los sistemas (2.1) y (2.2) son topoldgicamente equivalentes, es posible afirmar que la principal
caracteristica del modelo (2.1) es que ambas especies pueden coexistir o bien, los depredadores
pueden extinguirse, para los mismos valores de los parametros, segtin a la relacion entre sus tamanos
iniciales de poblacién y la efectividad en la cooperacién cinegética de los depredadores. Asimismo, se
establecen los requisitos minimos para que el modelo de depredador-presa sea considerado creible.

Después de un andlisis, en nuestro trabajo se han identificado una serie de caracteristicas que lo
distinguen al articulo original de Leslie-Gower y lo diferencian de otros articulos relacionados con
el mismo tema:

1) En otros estudios, se ha observado que los puntos de equilibrio (0, 0) en el modelo depredador-
presa pueden actuar como nodos o focos atractores, lo que indica la ausencia tanto de depre-
dadores como de presas en el sistema, es decir, la extincién de ambas especies. Sin embargo,
en nuestro caso, el punto de equilibrio (0,0) funciona como un nodo repulsor. Esto significa
que las poblaciones de depredadores y presas no pueden alcanzar un estado de equilibrio
estable en su ausencia, lo cual resalta la interdependencia de estas poblaciones y la nece-
sidad de su presencia mutua para mantener un equilibrio sostenible. Esto respalda que el
modelo depredador-presa es més realista. El punto de equilibrio (1, 0) es una silla hiperbdlica
sugiriendo que el modelo depredador-presa puede mostrar comportamientos complejos y no
lineales en funcién de las condiciones iniciales y puede ser mas dificil de predecir a largo plazo
por la oscilacién en torno a este punto segin la poblacién de depredadores y presas.

2) Existe un subconjunto de valores de pardmetros, hay al menos un punto de equilibrio positivo
que es foco o nodo atractor (uer,ue1), lo que indica que cuando la poblacién de presas y
depredadores se encuentra en una vecindad cercana al punto de equilibrio, la dindmica del
modelo los llevara de vuelta a este punto estable en lugar de alejarse de él. Esto se debe a la
cooperacién cinegética entre depredadores, la cual es esencial para mantener el equilibrio del
ecosistema y evitar que las poblaciones se extingan o crezcan de manera descontrolada. Sin
embargo, para cierto conjunto de valores de parametros, como se demuestra en un punto de
equilibrio que es nodo-repulsor (u,2,u.2), puede ser el caso contrario.

En relacion a la cooperacion de los depredadores en la caza, es importante considerar tanto los
efectos positivos como los negativos que puede tener para ellos. Un exceso de colaboraciéon puede
llevar a una disminucion en la densidad de los depredadores en equilibrio a medida que aumenta la
tasa de cooperacion. Asimismo, es necesario tener precaucion al aumentar la eficiencia de caza de
los depredadores, ya que esto puede resultar en un agotamiento rapido de los recursos disponibles
y una reduccién en la poblacién de presas. Estos factores podrian conducir a la extinciéon de ambas
especies y tener un impacto significativo en el ecosistema.
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