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trilineal flow model, which describes a system composed of a horizontal well with multiple 
fractures in very low permeability reservoirs. Using the TDS methodology, new equations 
were created to determine important reservoir characteristics such as hydraulic fracture 
conductivity (kFwF), mean fracture length (xF), matrix permeability (km) and permeability of 
the internal reservoir (kI), from data of the pressure derivative and points of intersection of 
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Finally, pressure tests were simulated from data obtained from the literature, both for oil 
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RESUMEN 

 

 

Los yacimientos no convencionales aparecen como una solución al agotamiento de 

reservas, sin embargo, su baja permeabilidad, requiere la creación de fracturas hidráulicas 

que ayudan a mejorar la convergencia de los fluidos al pozo. El diseño y la ejecución de 

estas fracturas es complejo, así como conocer las propiedades del yacimiento, de gran 

importancia en la optimización de costos y mejoramiento de la vida de producción. 

 

Este estudio presenta el análisis de pruebas de presión, a partir de un modelo analítico 

conocido como modelo de flujo trilineal, que describe un sistema compuesto de un pozo 

horizontal con fracturas múltiples en yacimientos de permeabilidades muy bajas. 

Aplicando la metodología TDS se crearon nuevas ecuaciones, las cuales permiten 

determinar características importantes de yacimiento tales como: conductividad de la 

fractura hidráulica (kFwF), longitud media de fractura (xF), permeabilidad de la matriz (km) 

y permeabilidad del yacimiento interno (kI), a partir de datos de la derivada de presión y 

puntos de intersección de los flujos presentados en tres diferentes casos, identificados en 

las pruebas de presión. 

  

Finalmente, se simularon pruebas de presión a partir de datos obtenidos de la literatura, 

tanto para yacimientos de aceite como para yacimientos de gas, con la finalidad de verificar 

la confiabilidad de las ecuaciones, encontrando que los valores calculados poseen un alto 

grado de tolerancia. 
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ABSTRACT 

 

 

Unconventional reservoirs appear as a solution to the depletion of reserves, however, their 

low permeability, requires the creation of hydraulic fractures that help to improve the 

convergence of fluids to the well. The design and the execution of these fractures is 

complex, as well as knowing the properties of the deposit, it is of great importance in the 

optimization of costs and improvement of the life of production. 

 

This study presents the pressure test analysis, based on an analytical model known as the 

trilineal flow model, which describes a system composed of a horizontal well with multiple 

fractures in very low permeability reservoirs. Using the TDS methodology, new equations 

were created to determine important reservoir characteristics such as hydraulic fracture 

conductivity (kFwF), mean fracture length (xF), matrix permeability (km) and permeability 

of the internal reservoir (kI), from data of the pressure derivative and points of intersection 

of the flows presented in three different cases, identified in the pressure tests. 

 

Finally, pressure tests were simulated from data obtained from the literature, both for oil 

reservoirs and for gas fields, in order to verify the reliability of the equations, finding that 

the calculated values have a high degree of tolerance. 
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INTRODUCCIÓN 

 

 

En la actualidad, el mundo ha puesto su mirada en los yacimientos no convencionales, en 

la búsqueda continua de aumentar la producción de hidrocarburos ante una alta demanda 

energética global. Lo que hace a un yacimiento de carácter no convencional, es su baja 

permeabilidad, que puede oscilar entre 10-6 y 10-12 Darcy, pero que generalmente se haya 

en el orden de los nanodarcys (10-9 Darcy) y, pequeños diámetros de poro que oscilan entre 

1 y 10 mm, explicando el por qué se consideran comúnmente impermeables. La 

explotación de éste tipo de yacimientos requiere de largos pozos horizontales y la 

implementación de un buen fracturamiento hidráulico, con el firme propósito de crear 

extensas redes de fracturas artificiales, para incrementa el índice de productividad de un 

pozo y lograr optimizar la recuperación de reservas. 

 

El comportamiento de fluidos dentro de un yacimiento compuesto por matriz estrecha, 

fracturas hidráulicas y fracturas naturales (usualmente inducidas en el momento del 

fractura-miento hidráulico), en un pozo horizontal, se pueden interpretar a partir de un 

modelo analítico conocido como modelo de flujo trilineal, formulado y verificado por 

Brown (2009) y Brown et al. (2009). Como su nombre lo indica, el modelo de flujo trilineal 

supone flujo lineal durante la vida productiva del pozo y, la interpretación de sus autores 

se basó en una serie de trabajos previos del comportamiento de fluidos en medios porosos, 

así como en pozos verticales y horizontales en yacimientos naturalmente y/o 

hidráulicamente fracturados.  

 

Prats (1961) y Prats et al. (1962), iniciaron el estudio indagando acerca del efecto de las 

fracturas verticales en el comportamiento de los yacimientos; posteriormente Gringarten et 

al (1974) presentaron una solución para una fractura vertical de conductividad infinita que 

interceptaba un pozo vertical, basados en lo anterior, Cinco Ley et al. (1978) lo hicieron de 

igual manera para una fractura de conductividad finita. Cinco-Ley y Sameniego (1981), 

analizaron el comportamiento de presión transitoria y encontraron un régimen de flujo 

bilineal; pero fueron Camacho-V. (1984), Bennett et al. (1985), Camacho-V. Et al. (1987), 

quienes obtuvieron soluciones analíticas de presión transitoria para pozos verticales 

interceptados por fracturas verticales de conductividad finita en yacimientos naturalmente 

fracturados, extendiendo este trabajo a sistemas de porosidad dual gracias a Cinco y Meng 

(1988). 

 

El modelo de flujo trilineal divide el yacimiento en tres zonas con propiedades promedio: 

yacimiento interno, yacimiento externo y fracturas hidráulicas. Las soluciones de las 

ecuaciones de difusividad, se derivaron en el dominio de Laplace separadamente para cada 

zona y los resultados calculados en el dominio de Laplace fueron invertidos de nuevo en el 

dominio del tiempo utilizando el algoritmo de Stehfest (1970). Para dar solución analítica 

a los casos de depósitos gasíferos, Al-Hussainy y Ramey (1966) y Al-Hussainy et al. (1966) 

introdujeron la idea de la pseudopresión real del gas. Debido a que el yacimiento interno 

es un medio naturalmente fracturado, el modelo de porosidad dual de Kazemi (1969), de 

De-Swaan-O (1976) y Serra et al. (1983), es punto referente del modelo de flujo trilineal; 
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además, el modelo asume que del volumen que se haya entre las fracturas hidráulicas, 

depende la vida productiva de un pozo horizontal fracturado (Raghavan et al., 1997). 

 

Esta investigación presenta la aplicación de la metodología TDS (Tiab’s Direct Synthesis) 

desarrollada por Tiab (1995) para pruebas de presión, a partir del modelo de flujo trilineal, 

con la cual se crearon nuevas ecuaciones que permiten caracterizar yacimientos con 

múltiples fracturas en pozos horizontales, tanto para yacimientos de aceite como de gas. 

Las ecuaciones han sido formuladas para tres diferentes casos, identificados por la 

presencia de flujos característicos propios de cada caso durante una prueba de presión. 
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OBJETIVO 

 

 

OBJETIVO GENERAL  
 

 Formular ecuaciones analíticas que permitan interpretar pruebas de presión bajo 

condiciones de flujo trilineal. 

 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS  

 

 Diseñar un simulador analítico a partir del modelo de flujo trilineal que genere datos 

de presión adimensional y su derivada contra tiempo adimensional. 

 

 Generar curvas de presión adimensional y su derivada contra tiempo adimensional, 

variando los parámetros influyentes en el modelo de flujo trilineal, buscando 

observar un comportamiento que permita unificar los graficados obtenidos. 

 

 Determinar las soluciones analíticas a partir del análisis gráfico e información 

reportada en la literatura. 

 

 Verificar y aplicar las ecuaciones obtenidas mediante su implementación en 

pruebas generadas a partir de simuladores y reales si es posible. 
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1. MARCO TEÓRICO 

 

 

1.1. Especificaciones para el modelo de flujo trilineal 

 

El modelo de flujo trilineal es aplicable a un pozo horizontal multifracturado en un 

yacimiento con permeabilidad de matriz muy baja. Según Brown (2009), La base de este 

modelo es la premisa de que la vida productiva de un pozo horizontal en una formación de 

esquisto está dominada por regímenes de flujo lineal, los cuales se presentan en tres 

secciones específicas del yacimiento (Figura 1 y Figura 2): el yacimiento externo, más allá 

de la parte superior de las fracturas hidráulicas, donde predomina la matriz (denotado por 

el subíndice O), el yacimiento interno, entre fracturas hidráulicas (denotado por el 

subíndice I) el cual debe ser naturalmente fracturado, y la fractura hidráulica con 

conductividad finita, (denotado por el subíndice F).  

 

Figura 1. Esquema del modelo de flujo trilineal que representa tres regiones de flujo 

contiguas para un pozo horizontal con fracturas múltiples. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fuente: Brown, M. 2009. Analytical Trilinear Pressure Transient Model for Multiply 

Fractured Horizontal Wells in Tight Shale Reservoirs. 

 

El modelo de flujo trilineal, supone: 

 Flujo lineal en las tres zonas del yacimiento.  

Línea de no flujo 

Barrera de no flujo 

ye=dF/2 

xF 

xe 

y 

x 

Yacimiento Externo 

ΦO, CtO, KO = 

Φm, Ctm, Km 

 

Yacimiento Interno, 

naturalmente 

fracturado 

ΦI, CtI, KI =  

Φf, Ctf, Kf  

 

SISTEMA 

1D 

 

SISTEMA 

2D 

 

Fractura Hidráulica 

ΦF, CtF, KF  

 

        POZO HORIZONTAL 
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 El yacimiento interno es naturalmente fracturado y es simulado con el modelo 

transitorio de doble porosidad (Kazemi, 1969, de Swaan-O, 1976, and Serra et al., 

1983).  

 Cada zona del yacimiento puede tener propiedades diferentes, pero éstas deben ser 

iguales internamente.  

 Las fracturas hidráulicas dominan la producción y el aporte de fluidos de la matriz 

al pozo es insignificante.  

 Las fracturas hidráulicas poseen propiedades idénticas y están igualmente 

espaciadas por una distancia, dF. 

 Las fracturas hidráulicas son consideradas medios porosos de conductividad finita. 

 La línea media entre dos fracturas hidráulicas es un límite de no flujo. 

 El volumen de drenaje se limita al volumen del yacimiento entre las fracturas 

hidráulicas, Raghavan et al., 1997. 

 

Figura 2. Esquema 3D del modelo de flujo trilineal que representa tres regiones de flujo 

contiguas para un pozo horizontal con fracturas múltiples. 

 
 

1.2. Modelo matemático 

 

La derivación y verificación del modelo trilineal están dadas por Brown (2009) y Brown 

et al. (2009). El desarrollo completo de las expresiones analíticas finales se presentan en el 

Apéndice D.  

A continuación se muestran algunas definiciones presentadas por Ozkan et al. 2011: El 

término qF,sc denota el caudal de cada fractura hidráulica tal que qF,sc = qsc / nF, donde qsc 

es el caudal total del pozo horizontal y nF es el número de fracturas hidráulicas a lo largo 

de la longitud del pozo. Para el yacimiento interno, el cual es naturalmente fracturado, se 

hace uso de las propiedades intrínsecas de las fracturas naturales, y para el yacimiento 

externo, es decir, más allá de la parte superior de las fracturas hidráulicas, las propiedades 

intrínsecas de la matriz. Específicamente para las ecuaciones 11 y 16, kIh = kfhf, donde kf 
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es la permeabilidad intrínseca de las fracturas naturales y hft es el espesor total de las 

fracturas naturales que intersectan la altura de la fractura hidráulica hF (hF es igual al 

espesor del yacimiento h). Si nf  es el recuento de las fracturas naturales que intersectan la 

altura de la fractura hidráulica y hf  es la abertura de las fracturas naturales, tenemos que hft 

= nfhf. También se introduce la densidad de fracturas naturales, ρf = nf / h, en unidades del 

número de fracturas naturales por pie (f / ft).  

Por conveniencia, la solución de flujo trilineal se deriva en términos de unidades 

consistentes y variables adimensionales formuladas y ajustadas al modelo de flujo trilineal, 

las cuales permiten convertir los valores adimensionales en dimensionales. 

,
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Para flujo de gas, donde m(P) denota pseudopresión de un gas (Al-Hussainy et al. 1966; 

Al-Hussainy and Ramey 1966), 

'
( ) 2 '

b

P

P

P
m P dP
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(5) 

El tiempo adimensional es definido por: 

2

0.0002637
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I
D

t I F
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t

c x 
  

(6) 

Donde t está en horas y (ϕct)I=(ϕct)f. Las variables adimensionales de la geometría del 

yacimiento y las fracturas, están definidas por:  
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F
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x
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La solución adimensional del flujo trilineal para un pozo horizontal en un yacimiento 

multifracturado, es dada en el dominio de la transformada de Laplace.  

 
0( )

tanh
D

D FD x

FD F F

P P
sC



 
    

(10) 

Donde S es el parámetro de la transformada de Laplace con respecto al tiempo 

adimensional, td. 
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En las ecuaciones 13 y 18 ξ =I, F, O. 
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En la ecuación 15  
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Para un yacimiento interno naturalmente fracturado, los parámetros de porosidad dual son 

definidos por: 
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2.  ANÁLISIS DEL COMPORTAMIENTO DE LA DERIVADA EN 

FUNCIÓN DE TIEMPO ADIMENSIONAL EN CONDICIONES DE 

FLUJO TRILINEAL EN POZOS HORIZONTALES 

 

 

Para el análisis de la derivada de presión en función del tiempo adimensional de 

yacimientos no convencionales, se diseñó un programa (Figura 3) que simulara mediante 

un modelo matemático el comportamiento de un yacimiento en condiciones de flujo 

trilineal. 

 

2.1. Generación de los datos de la prueba  

Figura 3.Datos de entrada programa Trilinear Model. 

 

 

Para que el programa permitiera extraer data sintética del comportamiento de este tipo de 

yacimientos, se utilizó el modelo matemático propuesto por Brown (2009) y Brown et al. 

(2009), el cual  requiere como datos de entrada los parámetros principales de permeabilidad 

(k), extensión del yacimiento (ye y xe), compresibilidad (Ctξ) , porosidad (phiξ), propiedades 

del fluido (µf y Bf), entre otros. Para realizar el análisis  de las pruebas de presión, se  

caracterizaron los flujos vistos en gráficos log-log de derivada de presión adimensional 

versus tiempo adimensional.  
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2.2. Flujos característicos 

En el análisis de pruebas de presión para yacimientos en condiciones de flujo trilineal se 

presentaron tres posibles casos (Figura 4), los cuales fueron nombrados como caso uno, 

caso dos y caso tres. Para identificar de cuál caso se trata, se ha establecido un 

procedimiento general mostrado en el Apéndice B o se describen algunos factores 

característicos a continuación:  

 

 Caso uno  

Para este caso se presentan tres flujos característicos (Figura 5): A tiempos tempranos, se 

observa un flujo bilineal, el cual ocurre una vez la onda de presión detecta flujo lineal 

simultáneo en la fractura y el yacimiento interno. Un segundo flujo, lineal (primer lineal) 

en respuesta al paso de fluidos de las fracturas naturales a las fracturas hidráulicas, y por 

último, el estado pseudoestable (primer pseudoestable), que se identifica en la prueba de 

presión porque el cambio de presión respecto al tiempo es constante debido a que la matriz 

no aporta fluidos a las fracturas naturales.  

Generalmente, se puede observar el primer flujo lineal a td<0 y cuando Lamda por Omega 

es menor o igual a uno, o simplemente cuando lamda y omega toman valores muy 

pequeños, lo cual ratifica la incapacidad de flujo de matriz a fractura natural. Debido a que  

lamda es dependiente de la permeabilidad de la matriz, éste caso habitualmente ocurre 

cuando dicho valor de permeabilidad es lo suficientemente bajo (<1E-9) para que la presión 

en la prueba cambie linealmente con el tiempo.  

 

 Caso dos  

Se presentan cinco regímenes de flujo (Figura 6): Bilineal, primer lineal y primer 

pseudoestable, mencionados en el caso 1; a continuación un segundo flujo lineal y un  

segundo estado pseudoestable. 

 

Seguido al primer flujo pseudoestable y después de un tiempo considerable de respuesta, 

el cambio de presión respecto al tiempo es nuevamente variable y el segundo flujo lineal 

se puede observar; una vez la onda de presión alcanza el límite de las fracturas hidráulicas 

o frontera del yacimiento interno, se forma finalmente el segundo estado pseudoestable.  

Existe cierta relación entre lamda-omega y el segundo flujo lineal. Frecuentemente, cuando 

se tienen omegas de valores grandes, el segundo flujo lineal se hace visible en la gráfica de 

derivada de presión versus tiempo adimensional; cuando omega crece, la duración del 

segundo flujo lineal también lo hace, y éste, a su vez ocurre tardíamente, a medida que 

lamda se hace pequeño. 

 

 Caso tres 

Es posible diferenciar tres regímenes de flujo (Figura 7): a tiempos tempranos, se observa 

un flujo bilineal, posteriormente un flujo lineal, el mismo que hemos llamado segundo flujo 

lineal en el caso dos, seguido de un estado pseudoesable o segundo pseudoestable. 

El caso 3 es dado debido al movimiento simultáneo de fluidos de matriz a fractura natural 

y de fractura natural a fractura hidráulica; bajo condiciones de lamda y omega grandes, el 

caso 3 es normalmente presentado. 
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Figura 4. Casos presentados en el modelo de flujo trilineal: Caso uno, caso dos y caso tres. 

1.E-02

1.E-01

1.E+00

1.E+01

1.E+02

1.E+03

1.E+04

1.E+05

1.E+06

1.E+07

1.E+08

1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08

t 
 *

 P
 '
 

  
  
 D

  
  
  
  
D

Caso 2

Caso 3

Caso 1

Flujo Bilineal

m = 0.25

1er Lineal

m = 0.5

2do Lineal

m = 0.5

1er Pseudoestable

m = 1

2do Pseudoestable

m = 0.5

tD  



 25 

Figura 5. Comportamiento de pruebas de presión para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal, caso 1. 
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Figura 6. Comportamiento de pruebas de presión para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal, caso 2. 
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Figura 7. Comportamiento de pruebas de presión para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal, caso 3. 
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2.2.1. Ecuaciones de flujo en yacimientos de aceite 

 

2.2.1.1. Análisis flujo bilineal   

La ocurrencia del flujo bilineal se caracteriza por una pendiente de 1/4 en un gráfico log-

log de presión y su derivada.  

El término bilineal se refiere a dos flujos lineales simultáneos que ocurren en direcciones 

normales, un régimen de flujo lineal incompresible de la fractura (conductividad finita), y 

otro régimen de flujo lineal compresible en la formación (Escobar, 2014). 

A continuación, se presenta la ecuación gobernante para el régimen de flujo bilineal (Figura 

8) en el modelo trilineal: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (2) y (6): 
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(24) 
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(25) 
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(26) 

Despejando conductividad de fractura hidráulica, se obtiene la siguiente ecuación: 
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(28) 

Simplificando términos y ordenando la ecuación, resulta: 
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Figura 8. Análisis del flujo bilineal para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal 
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 Daño 

La ecuación para determinar el daño a partir del flujo bilineal, viene dada por el siguiente 

procedimiento: 

Recordando Ec. (23): 
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F
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(23) 

Dividiendo por el tiempo adimensional e integrando ambos lados de la ecuación, resulta: 
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 Dividiendo Ec. (33) en Ec. (23): 
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(34) 

Despejando daño: 
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(35) 

Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (1), (2) y (6) en la Ec. (35): 
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
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


 

(36) 

Simplificando y ordenando términos, se obtiene la ecuación general de daño mediante el 

régimen de flujo bilineal: 
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   
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'
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 1
  4
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h k t P
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k w c t P
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    

       

 

(37) 

 

2.2.1.2. Análisis primer flujo lineal   

El régimen de flujo lineal se caracteriza por una pendiente de 1/2 en un gráfico log-log de 

presión y su derivada, usualmente se da, porque la longitud del pozo horizontal es mucho 

mayor que el espesor del yacimiento (Escobar, 2014). 

La ecuación gobernante para el régimen de flujo lineal (Figura 9), es presentada a 

continuación: 

 
11

' 0.5

1.1

1
*  

360 LD D DL
t P t

 (38) 

Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (2) y (6): 
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   
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

 (40) 

Simplificando términos y ordenando la ecuación, resulta: 

 
 

0.5

,' 1

1
2.0184  

 

F sc L

L
F I t I

q B t
t P

x h k c





 
   

    (41) 

Del flujo lineal es posible determinar la permeabilidad del yacimiento interno mediante la 

siguiente ecuación: 

   

2

,1
 

1

 4.0739
  * '
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t FI L

q Bt
k
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  

 

(42) 

 Daño 

La ecuación para determinar el daño a partir del flujo lineal, viene dada por el siguiente 

procedimiento: 

Recordando Ec. (38): 

 
11

' 0.5

1.1

1
*  

360 LD D DL
t P t

 (38) 
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Figura 9. Análisis del primer flujo lineal para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal. 
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Dividiendo por tiempo adimensional e integrando ambos lados de la ecuación, resulta: 

1

1
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 (43) 

1 1
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1 1 1
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Dividiendo Ec. (46) en Ec. (38): 
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Despejando daño: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (1), (2) y (6) en la Ec. (48): 
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
 (49) 

Simplificando y ordenando términos, se obtiene la ecuación general de daño mediante el 

régimen de flujo lineal: 

   

0.5

1 1
1 2 '

  1

1
  2
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I L L
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2.2.1.3. Análisis primer estado pseudoestable 

Una vez finaliza el régimen de flujo lineal, una pendiente unitaria aparece cuando el cambio 

de presión con el tiempo es constante en todos los puntos del yacimiento, esto contribuye 

a la formación del estado pseudoestable (Figura 10). La ecuación general que describe el 

comportamiento del estado pseudoestable es la siguiente: 
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Figura 10. Análisis primer estado pseudoestable para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal. 
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 
1
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e
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(51) 

Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (2) y (6), se puede obtener una ecuación 

general para determinar la longitud media de la fractura hidráulica, xF: 
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Despejando longitud media de fractura hidráulica, resulta: 
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2.2.1.4. Análisis segundo flujo lineal 

La ecuación gobernante para el segundo flujo lineal (Figura 11), es presentada a 

continuación: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (2) y (6), se puede obtener una ecuación para 

determinar la permeabilidad de la matriz, km: 
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Figura 11. Análisis del segundo flujo lineal para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal.
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Despejando permeabilidad de la matriz, km: 
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 Daño 

El procedimiento para determinar el daño a partir del segundo flujo lineal es el siguiente: 

Recordando Ec. (56): 
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Dividiendo por tiempo adimensional e integrando ambos lados de la ecuación, resulta: 
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Dividiendo Ec.(64) en Ec. (56): 
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Simplificando términos y despejando daño, se obtiene: 
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Reemplazando variables adimensionales Ecs. (1), (2) y (6), resulta la ecuación general para 

determinar daño por medio del segundo flujo lineal: 
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2.2.1.5. Análisis segundo estado pseudoestable 

La ecuación general que caracteriza el segundo estado pseudoestable (Figura 12) es 

presentada a continuación: 
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Reemplazando variables adimensionales Ecs. (2) y (6), resulta: 
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Se obtiene una ecuación adicional para determinar la longitud media de fractura hidráulica, 

xF: 
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Figura 12. Análisis del segundo estado pseudoestable para un yacimiento en condiciones de flujo trilineal.
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2.2.2. Ecuaciones de flujo en yacimientos de gas 

Los flujos presentados en un yacimiento de gas son los mismos analizados en las 

ecuaciones de flujo para un yacimiento de aceite; en este caso se trabajará con el concepto 

de pseudopresión (Al-Hussainy et al., 1996), el cual describe muy bien el comportamiento 

del  producto viscosidad-factor de compresibilidad del gas (µct) en todos los rangos de 

presión. 

2.2.2.1. Análisis flujo bilineal 

La ecuación general que describe este régimen de flujo en términos adimensionales es: 

 
0.5

  0.251
* ( ) '

1.6289 BL

F I f f

D D DBL
F F

x k h
t m P t

k w

 
  

 
 

(74) 

Convirtiendo a términos dimensionales de acuerdo a las ecuaciones Ecs. (4) y (6): 
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A partir de la cual se despeja la variable deseada: 
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 Elevando ambos lados de la ecuación al cuadrado y simplificando términos, se obtiene: 
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 Daño 

Recordando Ec. (74): 
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Dividiendo por tiempo adimensional e integrando ambos lados de la ecuación, resulta: 
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 Dividiendo Ec. (82) en Ec. (74):  
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La ecuación general para determinar daño en términos adimensional es: 
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Convirtiendo a términos dimensionales mediante Ecs. (3), (4) y (6), resulta: 
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Simplificando y ordenando términos, la ecuación general para determinar el daño en 

términos dimensionales es: 
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2.2.2.2. Análisis primer flujo lineal 

En términos adimensionales, la ecuación que gobierna el primer flujo lineal se presenta a 

continuación: 
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Convirtiendo a términos dimensionales mediante Ecs. (4) y (6), es posible despejar 

cualquier variable, quedando: 
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Despejando permeabilidad del yacimiento interno, resulta: 
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 Daño 

Recordando Ec. 87: 
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Dividiendo por tiempo adimensional e integrando ambos lados de la ecuación, resulta: 
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Dividiendo Ec. (94) en Ec. (87), se puede obtener el daño en función de pseudopresión 

adimensional y su derivada a partir del primer flujo lineal: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (3), (4) y (6): 
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Simplificando y ordenando términos, resulta: 
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Con la ecuación anterior se puede determinar el daño en términos de pseudopresión y su 

derivada para el primer flujo lineal. 

 

2.2.2.3. Análisis primer estado pseudoestable 

La ecuación general que rige el primer estado pseudoestable es: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ecs. (4) y (6): 
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Simplificando términos, se obtiene una ecuación general para determinar la longitud media 

de la fractura hidráulica, a partir del primer estado pseudoestable: 
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2.2.2.4. Análisis segundo flujo lineal 

Para un yacimiento de gas, en términos de derivada de pseudopresión adimensional y 

tiempo adimensional, la ecuación que rige el segundo flujo lineal es: 
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Convirtiendo a términos dimensionales utilizando Ecs. (4) y (6), se tiene: 
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Despejando permeabilidad de la matriz, km: 
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 Daño 

Recordando Ec. (103) 

 
2

0.5

0.5

2 2.

( )1
* ( ) '    

2783 ( ) L

f I t
D D DL

e

I

mm t

h k c
t m P t

y k c





 
  

   (103) 

Se realiza un procedimiento similar al visto en el primer flujo lineal, primero se divide por 

tD y posteriormente se integra ambos lados de la ecuación: 
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Dividiendo Ec. (111) en Ec. (103): 
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Finalmente, se obtiene una ecuación para determinar daño en términos adimensionales: 
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Convirtiendo a términos dimensionales mediante Ecs. (3), (4) y (6), y simplificando 

términos, se obtiene: 
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2.2.2.5. Análisis segundo estado pseudoestable 

La ecuación que gobierna el segundo estado pseudoestable para un yacimiento de gas, es: 
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Convirtiendo a términos dimensionales, reemplazando Ecs. (4) y (6) en Ec. (115): 
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Simplificando y ordenando términos, resulta una ecuación adicional para determinar la 

longitud media de la fractura hidráulica: 
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2.2.3. Puntos de Intersección 

Los puntos de intersección entre los distintos regímenes de flujo permiten obtener 

ecuaciones adicionales para determinar parámetros importantes del yacimiento, tales como  

permeabilidad del yacimiento interno (kI), permeabilidad de la matriz (km), tamaño del 

yacimiento en dirección y (ye), conductividad de fractura hidráulica (kFwF), y longitud 

media de fractura hidr (xF), esto se hace con el fin de establecer comparaciones en el valor 

que se obtendrían  si dichos parámetros fueran  calculados por  las ecuaciones del flujo 

independiente. En la Figura 13 se observan los puntos de intersección principales entre los 

regímenes de flujo tanto para un yacimiento de aceite como de gas. El procedimiento para 

determinar el punto de intersección ya sea para un yacimiento de aceite o para un 

yacimiento de gas, es el mismo. Una vez se obtiene el punto donde cortan dos flujos y se 
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quiere despejar algún parámetro, la ecuación general debe estar en términos de tiempo o 

pseudotiempo (Apéndice C) para yacimientos de gas, y en términos de tiempo dimensional 

para yacimientos de aceite. 

 

2.2.3.1. Intersección primer pseudoestable-bilineal 

Recordando Ec. (23) y Ec. (51), e igualando: 
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La línea de flujo bilineal y la línea de estado pseudoestable interceptan en: 
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Remplazando variables adimensionales, Ec. (6) en Ec. (120), se determina la longitud 

media de la fractura hidráulica, xf: 
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2.2.3.2. Intersección primer pseudoestable-primer lineal 

Con el punto de intersección entre el primer flujo lineal y el primer estado pseudoestable, 

se puede determinar la permeabilidad del yacimiento interno, así:  

Igualando Ec. (38) y Ec. (51): 
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Figura 13. Puntos de intersección característicos entre los principales régimen de flujo que se presentan en un yacimiento naturalmente 

fracturado, en condiciones de flujo trilineal.
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Reemplazando variables adimensionales, Ec. (6) en  Ec. (125): 
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Despejando permeabilidad del yacimiento interno, kI: 
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Simplificando términos y organizando, finalmente se obtiene una ecuación para determinar 

la permeabilidad del yacimiento interno, kI: 
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2.2.3.3. Intersección bilineal-primer lineal 

A partir de las pendientes de un medio y un cuarto, es posible obtener la conductividad de 

fractura mediante el punto de intersección entre estas líneas. 

Igualando Ec. (23) y Ec. (38): 
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El punto de intersección entre el flujo Bilineal y lineal es: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ec. (6) en Ec. (130): 
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Despejando kFwF, resulta: 
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Elevando ambos lados de la ecuación a la 0.5 y simplificando, se obtiene la ecuación 

general para determinar la conductividad de fractura a partir del tiempo de intercepción 

entre el flujo bilineal y primer lineal:  
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2.2.3.4. Intersección segundo pseudoestable-bilineal 

Con el punto de intersección entre el segundo flujo pseudoestable y el flujo bilineal, se 

puede determinar la permeabilidad del yacimiento interno, así: 

Igualando Ec. (23) y Ec. (69): 
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El tiempo de intersección tanto para un yacimiento de gas como para uno de aceite, se halla 

a partir de la siguiente ecuación: 
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Reemplazando variables adimensionales, Ec. (6) en Ec. (135): 
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Despejando kI, resulta:    
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2.2.3.5. Intersección segundo pseudoestable-segundo lineal 

Con el punto de intersección entre el segundo flujo lineal y la línea del segundo estado 

pseudoestable, se puede determinar la permeabilidad de la matriz, km: 

Igualando Ec. (56) y Ec. (56): 
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La anterior es la ecuación para determinar el punto de corte entre el segundo pseudoestable 

y segundo lineal, en un yacimiento de gas y aceite. Convirtiendo a términos dimensionales 

mediante Ec. (6): 
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Despejando km, en términos de tiempo real: 
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2.2.3.6. Intersección bilineal-segundo lineal 

Igualando Ec. (23) y Ec. (56): 
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Despejando el tiempo de intersección adimensional:  
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Reemplazando variables adimensional Ec. (6) en Ec. (144), resulta: 
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Despejando kFwF: 
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2.2.3.7. Intersección segundo pseudoestable-primer lineal  

Igualando Ec. (69) y Ec. (38): 

 

  2 1

0.51
1.5511  

  1.1360Pss L

t I
D D

F

me m t

f c
t t

y

x h

h c




  

(148) 

 Despejando el tiempo de intersección adimensional: 
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Reemplazando variables adimensional  Ec. (6) en Ec. (149), resulta: 
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Despejado permeabilidad del yacimiento interno, kI: 
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2.2.3.8. Intersección segundo lineal-primer pseudoestable 

Igualando Ec. (56) y Ec. (51): 
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Despejando el tiempo de intersección adimensional: 
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Reemplazando variables adimensional  Ec. (6) en Ec. (153), y despejando km resulta: 
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3. APLICACIONES MODELO DE FLUJO TRILINEAL 

 

 

Para dar aplicabilidad a las ecuaciones de la sección 2, se simularon dos pruebas de presión  

en el programa TRILINEAR MODEL, a partir de data obtenida de Brown (2009). Se 

identificó el caso presentado en cada prueba, tal como se describe en el apéndice B y 

finalmente se calcularon los diferentes parámetros mediante las ecuaciones presentadas, 

los cuales fueron comparados con la data existente. 

 

3.1. Ejercicio de aplicación 1 para un yacimiento de aceite 

Se simuló una prueba de presión para un yacimiento homogéneo de crudo, con un pozo 

horizontal fracturado hidráulicamente (Figura 14) y se identificó el caso presentado (Figura 

15). Los datos de entrada se muestran en la tabla 1:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 1. Datos de entrada para ejercicio de aplicación 1 en un yacimiento de aceite.

PRUEBA 1 

Parámetro Valor 

h  380 

wr
 0.3 

ey  108.5 

ex  7500 

  0.3 

mk  
 

5E-16 

m
 0.07 

tmc  0.000001 

mh  1 

fk  
50 

f
 

 

0.7 

tfc  
0.006 

fh  
0.005 

F
 0.38 

Fk  25100 

tFc  0.00001 

Fw  0.01 

Fx  93 

Fq  34.83 

OB  1.35 

f  1 

( )T R  600 
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Figura 14. Presión y derivada de presión vs. Tiempo en un gráfico log-log para el ejercicio 1 (yacimiento de aceite). 
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Figura 15. Verificación de los regímenes de flujo para el ejercicio 1 (yacimiento de aceite). 
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Los datos de la prueba de presión se muestran en el Apéndice A. 

 

Calcular y comparar: permeabilidad del yacimiento interno (kI), conductividad de fractura 

hidráulica (kFwF) y longitud media fractura hidráulica (xF).  

 

Solución: 

 

I. Haciendo uso de las Ecs. (19), (21) y (22), Se realizan los siguientes cálculos: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

II. Generar una curva de ΔP y t*ΔP’ vs t con los datos de presión (Apéndice A) 

Utilizando el programa Trilinear Model. (Figura 14). 

 

III. Identificar los diferentes regímenes de flujo en la gráfica. Verificar si se presenta 

caso uno, caso dos o caso tres (Figura 15). Para el ejercicio de aplicación, se 

observan los siguientes regímenes de flujo: Bilineal, primer lineal y primer 

pseudoestable  (caso 1).  

 

IV. Leer de la gráfica (Figura 14) ΔP y t*ΔP’ vs t, los diferentes valores de los puntos 

característicos: 

 

Tiempo (hr) Delta de presión (psi) Derivada de presión (psi) 

Blt  1.19E-02 
Blp  4.82E-03  * '

Bl
t p  1.21E-03 

Lt
 1.31E+01 

Lp  3.30E-02  * '
L

t p  1.20E-02 

Psst  4.76E+03 
Pssp  8.87E-01  * '

Pss
t p  8.12E-01 

Tabla 2. Puntos característicos de los regímenes de flujo, ejercicio de aplicación 1. 

Intersección 
realt  leído 

1Bl L  1.62E+00 

1Pss Bl  6.08E+01 

1 1Pss L  3.61E+02 

Tabla 3. Tiempo de intersección entre regímenes de flujo, ejercicio de aplicación 1. 

 

V. Determinar los distintos parámetros, utilizando las ecuaciones presentadas en la 

sección 2: 

Cálculos 

  2.0758E-10 

  0.00333333 

O  6.2786E-12 

I
 10.4642857 

F
 5806026.32 
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 Flujo bilineal, con pendiente de 0.25, se puede obtener la conductividad de fractura 

hidráulica reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (29) y los puntos 

leídos (Tabla 2). 

   

20.5

,1.5

    '

  
122.0157   

  *

F scBl
F F f f

I t I Bl

q Bt
k w h

k c h t P
 



  
   

       

 
 

0.5 2

1.5

   

  02 34.83*1.35
122.0157  0.005*1*0.3  

50* 0.7*

1.19E

1.21E 00.00 8 * 36 3 0 
F Fk w

   
    

  
 

    251.4665F Fk w md ft   

 

 Flujo lineal, con pendiente de 0.5, se puede obtener la permeabilidad del yacimiento 

interno, reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (42) y los puntos 

leídos (Tabla 2). 

   

2

,1
 

1

 4.0739
  * '

F scL
I

t FI L

q Bt
k

c x h t P





 
  

  

 

2

 

1.31E 01

(0.7*0.006)

*0.3 34.83*1.35
 4.0739

93*380  1.2* 0E 02
Ik





 
  

 
 

   46.8675Ik md  

 

 Flujo pseudoestable, con pendiente unitaria, se puede obtener la longitud media de 

fractura hidráulica, reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (55) y 

los puntos leídos (Tabla 2). 

    
, 1

1    

1

1.6971 '

F Msc ps

F

s

e t I pss

q t

y h c t m P

T
x

 



 

 

4.76E 031 34.83*1.35*

17.0966 1  08.5*380*0.7*0.006*8.12E 01
Fx





 

   93.1035Fx ft  

 

VI. Determinar los distintos parámetros, utilizando las ecuaciones presentadas en la 

sección 2, a partir de las intersecciones entre los regímenes de flujo y los puntos 

leídos (Tabla 3): 

 

 Intersección primer pseudoestable-primer lineal, ecuación (128): 

  2

1 1

 
1191.3510

t eI
I

pss L i

c

t
k

y 



  

2(0.7*0.006)*0.3*108.5

3.61E 02

 
1191.3510Ik


  

48.9650I dk m  
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 Intersección primer pseudoestable-bilineal, ecuación (123): 

 

1

424

3

1

1

1

188.7927   

pss BLiI F F
F

e f f t I
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x
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4

31

2

1

425100*0.01 6.08E 01

0.005

1 50
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Fx

 
  



 
 
 

 

94.6986Fx ft  

 

 Intersección bilineal-primer lineal, ecuación (133): 

 
0.5

2

   

1

   
29.9503  

t II
F F F f f

Bl L

c k
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t
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  
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29.9503 *93

1.62
*0.005*1*

E 00
F Fk w



 
  

 
 

    255.1012F Fk w md ft   

 

VII. Determinar los daños, utilizando las ecuaciones presentadas en la sección 2 y los 

datos de la tabla 1 y 2. 

 

 Bilineal, ecuación (37): 

   
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'

3
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  4
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 Lineal, ecuación (50): 

   
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VIII. Comparar resultados obtenidos con respecto a la data dada. 
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Ecuación 
Parámetro 

Obtenido 

Dato de 

entrada 

Valor obtenido 

modelo trilineal 
Unidad 

Porcentaje de 

error (%) 

(29) F Fk w  251 251.4665  md-ft 0.18 

(42) Ik  50 46.8573  md 6.28 

(55) Fx  93 93.1035  ft 0.11 

(123) Fx  93 94.6986  ft 1.82 

(128) Ik  50 48.9650  md 2.07 

(133) F Fk w  251 255.1012  md-ft 1.63 

(37) Bls  - 1.9023 4E   - - 

(50) 1Ls  - 0.08311  - - 

Tabla 4. Comparación de resultados, ejercicio de aplicación 1. 

 

3.2. Ejercicio de aplicación 2 para un yacimiento de gas 

Se tiene un yacimiento de gas homogéneo, con un pozo horizontal fracturado 

hidráulicamente. Se simuló una prueba de presión con los datos de entrada presentados en 

la tabla 5.  

 

 Determinar los parámetros definidos en la sección 3 para cada régimen de flujo 

encontrado a partir de la prueba de presión (Figura 16). 

 

 Realizar verificación de régimen de flujo para saber si se trata de caso uno, caso 

dos o caso tres (Figura 17). 

 

 Comparar los valores calculados con la data dada. 

Los datos de entrada se muestran a continuación: 

 

Solución: 

 

-Tomando como base el modelo trasiente de doble porosidad, se pueden calcular algunos 

parámetros tales como: 

f

f

n

h
 

 
0.8*250 200fn fracturas                 

*ft f fh n h
 

200*0.001 0.2fth ft 
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Tabla 5. Datos de entrada para ejercicio de aplicación 2 en un yacimiento de gas. 

 

Los datos de la prueba de presión se muestran en el apéndice A. 

 

PRUEBA 2 

Parámetro Valor 

h   (ft) 250 

wr
 0.3 

ey   (ft) 250 

ex   (ft) 500 

   (cp) 0.0184 

mk  (md) 
 

1E-06 

m
 (fracción) 0.05 

tmc  (psi-1) 1E-05 

mh   (ft) 1.25 

fk   (md) 2000 

f
 (fracción) 

 

0.45 

tfc  (psi-1) 1E-05 

fh   (ft) 0.001 

F
 (fracción) 0.38 

Fk  (md) 1E05 

tFc  (psi-1) 1E-05 

Fw  0.01 

Fx  (ft) 250 

Fq  (scf/día) 100000 

OB  1.35 

  (f/ft) 0.8 

SG 0.55 

P (psia) 4000 

( )T R  610.67 
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Figura 16. Pseudopresión y derivada de Pseudopresión vs. Tiempo en un gráfico log-log para el ejercicio 2 (yacimiento de gas). 
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Figura 17. Verificación de los regímenes de flujo para el ejercicio 2 (yacimiento de gas). 
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I. Haciendo uso de las Ecs. (19), (21) y (22), se realizan los siguientes cálculos: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

I. Generar una curva de t*ΔP’ vs t con los datos de presión (Apéndice A) 

Utilizando el programa Trilinear Model. (Figura 16). 

 

II. Identificar los diferentes regímenes de flujo en la gráfica. Verificar si se 

presenta caso uno, caso dos o caso tres (Figura 17). Para el ejercicio de 

aplicación, se observan los siguientes regímenes de flujo: Bilineal, 2do Lineal 

y 2do pseudoestable  (caso 3).  

 

III. Leer de la gráfica (Figura 16) t*ΔP’ vs t, los valores de los puntos característicos 

en cada régimen de flujo: 

 

Tiempo (hr) 
Delta de pseudoresión 

(psi2/cp) 

Derivada de pseudopresión 

(psi2/cp) 

Blt  9.81E-07 ( )Blm p  1.58E+01 
'* ( )Blt m p  6.62 E+00 

Lt  2.46E-01 ( )Lm p  5.53 E+02 
'* ( )Lt m p

 
2.08 E+02 

Psst  3.91E+01 ( )Pssm p  8.79 E+03 
'* ( )Psst m p  7.72 E+03 

Tabla 6. Puntos característicos de los regímenes de flujo, ejercicio de aplicación 2. 

Intersección 
realt  leído 

2 2Pss L  4.28E+00 

2Pss Bl  1.1 E+00 

2Bl L  7.44E-02 

Tabla 7. Tiempo de intersección entre regímenes de flujo, ejercicio de aplicación 2. 

IV. Determinar los parámetros, utilizando las ecuaciones presentadas en la sección 

2: 

 

 Flujo bilineal, con pendiente de 0.25, se puede obtener la conductividad de fractura 

hidráulica reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (78) y los puntos 

leídos (Tabla 6). 
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  0.3 

  138.8889 
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I
 6369565.22 
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 377145309 
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 
 

0.5 2

   

  100*610.67
12384.0667  0.001*0.8  

0.0184*2000* 0.4

9

5*0.00001 250*6.62 0

.81E 7

E 0
F Fk w

   
    





    1002.8847F Fk w md ft   

 

 Segundo lineal, con pendiente de 0.5, se puede obtener la permeabilidad de la 

matriz km, reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (107) y los puntos 

leídos (Tabla 6). 
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 Segundo pseudoestable, con pendiente unitaria, se puede obtener la longitud media 

de fractura hidráulica, reemplazando los parámetros conocidos en la ecuación (118) 

y los puntos leídos (Tabla 6). 
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


 

   250.3733Fx ft  

 

V. Determinar los distintos parámetros, utilizando las ecuaciones presentadas en 

la sección 2, a partir de las intersecciones entre los regímenes de flujo y los 

puntos leídos (Tabla 7): 

 

 Intersección segundo pseudoestable-segundo lineal, ecuación (142). 

 2

2 2

303.6558
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 Intersección segundo pseudoestable-bilineal, ecuación (138). 
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 
4 2 3

9
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 Intersección bilineal-segundo lineal, ecuación (147). 
0.52

2

2 ( )  
120.4702 

( )

f te m

F

F

F

f t I Bl L

m

I

k c
k w

h c k t

y x   

 

 
  

   
0.52 2

   

250 *250 *0.000001*0.8*0.05*0.00001 0.0184 
120.4702* 

0.001 0.45*0.00001*2000*7.44E 02
F Fk w

   
      

    986.5116F Fk w md ft   

 

VI. Determinar los daños, utilizando las ecuaciones presentadas en la sección 2 y 

los datos en la tabla 6. 

 

 Bilineal, ecuación (86). 

  

0.250.5

'

3  Δ ( )1
  4

12.7828   ( ) *

f f I Bl Bl
Bl

F F t I
Bl

h k t m P
s

k w c t m P



 

 
             

   

 

0.250.5 31  0.001*0.8 2000 *
  4

12.7828 0.0184*  0.45*0.0

9.81E 0

000

7 1.58E 01

1000 6.62 E 001
Bls

  



   
     

    
 

0.0626Bls    

 

 Lineal, ecuación (114). 

    

0.5

2 2
2 '

 
2

Δ ( )1
2

1   *40.2994

If L L
L

e F m t m
L

h k t m P
s

y x k c t m P 

 
 

   
        

0.5

2 2  
0.000001*0.0184*0.05*0.0000

0.001*2000 2.46E 01 5.53E 02

140.2994* 1250*250 2.08E 02
Ls

   
    

    

 

 

2 0.7768Ls   

 

VII. Comparar resultados obtenidos con data dada. 
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Ecuación 
Parámetro 

Obtenido 

Dato de 

entrada 

Valor obtenido 

modelo trilineal 
Unidad 

Porcentaje de 

error (%) 

(78) F Fk w  1000 1002.8847 md-ft 0.29 

(107) mk  1E-06 9.7051E-07 md 2.05 

(118) Fx  250 250.3733 ft 0.15 

(138) Ik  2000 2076.7672 md 3.84 

(142) mk  1E-06 1.02E-06 md 2.00 

(147) F Fk w  1000 986.5116 md-ft 1.35 

(86) Bls  - -0.0626 - - 

(114) 2Ls  - 0.7768 - - 

Tabla 8. Comparación de resultados, ejercicio de aplicación 2. 
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CONCLUSIONES 

 

 

Con el desarrollo de este trabajo se presentan nuevas ecuaciones para caracterizar 

yacimientos no convencionales bajo condiciones de flujo trilineal, a partir de pruebas de 

presión mediante la metodología TDS, de modo que sea posible estimar parámetros como 

permeabilidad del yacimiento interno o fractura natural (kI), permeabilidad de  matriz (km), 

tamaño del yacimiento en dirección y (ye), conductividad de la fractura hidráulica (kFwF) y 

longitud media de fractura hidráulica (xF).  

 

Se identificaron tres posibles casos que se pueden presentar en este tipo de yacimientos, a 

partir de la observación de propiedades importantes como la permeabilidad de la matriz 

(km) y los valores resultantes del parámetro de flujo interporoso (λ) y capacidad de 

almacenamiento (ω). En el caso uno, se presenta flujo bilineal, primer lineal y por último 

el estado pseudoestable; para el caso dos, flujo bilineal, primer lineal, primer 

pseudoestable, segundo lineal y segundo pseudoestable; finalmente, para el caso tres se 

presenta de igual forma el flujo bilineal, seguido de un flujo lineal y estado pseudoestable, 

los mismos llamados en el caso dos como segundo lineal y segundo estado pseudoestable.  

 

En los ejercicios de aplicación se encontró que las ecuaciones dadas a partir de cada flujo 

son más precisas debido a que las obtenidas en los puntos de intersección están sujetas a la 

lectura y el número de datos con los que se trabaje; por ende las ecuaciones más acertadas 

son las del régimen de flujo por sí solo, tal como se muestra en los resultados obtenidos. 
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RECOMENDACIONES 

 

 

1. Para la aplicación correcta de las ecuaciones aquí presentadas, se debe identificar 

con claridad, cuál de los tres casos explicados es el que se representa, teniendo en 

cuenta las premisas expuestas en la sección 2.2 “flujos característicos” o el apéndice 

B, con la finalidad de aplicar las fórmulas en los flujos correctos, lo cual permitirá 

realizar la caracterización del yacimiento obteniendo valores con un alto nivel de 

tolerancia.  

2. Tener presente cual parámetro debe ser calculado primero para luego ser usado en 

el cálculo de posteriores: que para el caso uno, calcule a partir del primer estado 

pseudoestable el valor de xF; con xF es posible determinar kI  mediante el flujo lineal 

y con kI, el flujo bilineal sirve para el cálculo de kFwF. Las ecuaciones de intersección 

permiten rectificar los parámetros calculados. Para el caso dos, se puede proceder 

como se describió anteriormente y calcular km con el segundo flujo lineal y 

nuevamente xF con el segundo estado pseudoestable. Para el caso tres, además de 

las fórmulas de cada flujo, es necesario recurrir a las fórmulas de intersecciones 

para obtener mayor información.  

3. Para el cálculo de parámetros mediante la aplicación de las ecuaciones 

dimensionales correspondientes, se recomienda ser muy exactos en la lectura de la 

derivada y el tiempo, así como tomar dichos valores al inicio de cada uno de los 

flujos, evitando incurrir en posibles errores por periodos cortos de duración de los 

mismos.  

4. Aplicar de forma correcta las propiedades conocidas , teniendo en cuenta que para 

el yacimiento interno, se hace uso de las propiedades intrínsecas de las fracturas 

naturales, y para el yacimiento externo, es decir, más allá de la parte superior de las 

fracturas hidráulicas, las propiedades intrínsecas de la matriz. 

5. Preferiblemente hacer uso de las ecuaciones que requieren lectura de la derivada y 

el tiempo, puesto que las lecturas de puntos de intersección están expuestas en 

mayor medida a error humano. 

6. Hacer uso de las ecuaciones de daño, para cuestiones de verificación mas no para 

su cálculo, ya que no se pudo corroborar su veracidad en el momento de la 

formulación.  
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ANEXOS 

 

 

Apéndice A: Data de pruebas de presión para ejercicios de aplicación 

 

1. Prueba de presión para un yacimiento de aceite, ejercicio 1 

 

TD PD TD*PD’ t m(P) t*m(P)’ dP t*dp’ 

1.45E-05 4.59E-02 1.15E-02 1.19E-02 7.19E+01 1.80E+01 4.82E-03 1.21E-03 

2.09E-05 5.04E-02 1.26E-02 1.73E-02 7.88E+01 1.97E+01 5.28E-03 1.32E-03 

3.02E-05 5.53E-02 1.38E-02 2.50E-02 8.64E+01 2.16E+01 5.79E-03 1.45E-03 

4.37E-05 6.06E-02 1.52E-02 3.61E-02 9.48E+01 2.37E+01 6.35E-03 1.59E-03 

6.31E-05 6.64E-02 1.66E-02 5.22E-02 1.04E+02 2.60E+01 6.97E-03 1.74E-03 

9.12E-05 7.29E-02 1.82E-02 7.54E-02 1.14E+02 2.85E+01 7.64E-03 1.91E-03 

1.32E-04 7.99E-02 2.00E-02 1.09E-01 1.25E+02 3.13E+01 8.38E-03 2.10E-03 

1.91E-04 8.77E-02 2.20E-02 1.57E-01 1.37E+02 3.44E+01 9.19E-03 2.31E-03 

2.75E-04 9.62E-02 2.43E-02 2.28E-01 1.50E+02 3.80E+01 1.01E-02 2.55E-03 

3.98E-04 1.06E-01 2.69E-02 3.29E-01 1.65E+02 4.20E+01 1.11E-02 2.82E-03 

5.75E-04 1.16E-01 2.99E-02 4.76E-01 1.81E+02 4.68E+01 1.22E-02 3.14E-03 

8.32E-04 1.28E-01 3.36E-02 6.87E-01 2.00E+02 5.25E+01 1.34E-02 3.52E-03 

1.20E-03 1.41E-01 3.80E-02 9.94E-01 2.20E+02 5.95E+01 1.48E-02 3.99E-03 

1.74E-03 1.56E-01 4.35E-02 1.44E+00 2.44E+02 6.80E+01 1.63E-02 4.56E-03 

2.51E-03 1.73E-01 5.02E-02 2.08E+00 2.71E+02 7.85E+01 1.81E-02 5.26E-03 

3.63E-03 1.93E-01 5.84E-02 3.00E+00 3.02E+02 9.13E+01 2.02E-02 6.12E-03 

5.25E-03 2.16E-01 6.85E-02 4.34E+00 3.38E+02 1.07E+02 2.27E-02 7.18E-03 

7.59E-03 2.44E-01 8.08E-02 6.27E+00 3.81E+02 1.26E+02 2.56E-02 8.48E-03 

1.10E-02 2.76E-01 9.59E-02 9.06E+00 4.32E+02 1.50E+02 2.90E-02 1.01E-02 

1.58E-02 3.15E-01 1.14E-01 1.31E+01 4.92E+02 1.79E+02 3.30E-02 1.20E-02 

2.29E-02 3.61E-01 1.36E-01 1.89E+01 5.64E+02 2.13E+02 3.78E-02 1.43E-02 

3.31E-02 4.16E-01 1.63E-01 2.74E+01 6.50E+02 2.55E+02 4.36E-02 1.71E-02 

4.79E-02 4.82E-01 1.95E-01 3.96E+01 7.53E+02 3.06E+02 5.05E-02 2.05E-02 

6.92E-02 5.61E-01 2.34E-01 5.72E+01 8.77E+02 3.67E+02 5.88E-02 2.46E-02 

1.00E-01 6.55E-01 2.81E-01 8.27E+01 1.03E+03 4.40E+02 6.87E-02 2.95E-02 

1.45E-01 7.69E-01 3.38E-01 1.19E+02 1.20E+03 5.28E+02 8.06E-02 3.54E-02 

2.09E-01 9.06E-01 4.07E-01 1.73E+02 1.42E+03 6.36E+02 9.50E-02 4.26E-02 

3.02E-01 1.07E+00 4.99E-01 2.50E+02 1.68E+03 7.80E+02 1.12E-01 5.23E-02 

4.37E-01 1.28E+00 6.40E-01 3.61E+02 2.00E+03 1.00E+03 1.34E-01 6.71E-02 

6.31E-01 1.55E+00 8.69E-01 5.22E+02 2.43E+03 1.36E+03 1.63E-01 9.11E-02 

9.12E-01 1.94E+00 1.23E+00 7.54E+02 3.03E+03 1.92E+03 2.03E-01 1.29E-01 

1.32E+00 2.48E+00 1.77E+00 1.09E+03 3.88E+03 2.77E+03 2.60E-01 1.86E-01 

1.91E+00 3.27E+00 2.56E+00 1.57E+03 5.12E+03 4.01E+03 3.43E-01 2.69E-01 

2.75E+00 4.42E+00 3.71E+00 2.28E+03 6.91E+03 5.80E+03 4.63E-01 3.89E-01 

3.98E+00 6.07E+00 5.36E+00 3.29E+03 9.49E+03 8.39E+03 6.36E-01 5.62E-01 
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5.75E+00 8.46E+00 7.75E+00 4.76E+03 1.32E+04 1.21E+04 8.87E-01 8.12E-01 

8.32E+00 1.19E+01 1.12E+01 6.87E+03 1.86E+04 1.75E+04 1.25E+00 1.17E+00 

1.20E+01 1.69E+01 1.62E+01 9.94E+03 2.64E+04 2.53E+04 1.77E+00 1.70E+00 

1.74E+01 2.41E+01 2.34E+01 1.44E+04 3.77E+04 3.66E+04 2.53E+00 2.45E+00 

2.51E+01 3.45E+01 3.38E+01 2.08E+04 5.40E+04 5.29E+04 3.62E+00 3.55E+00 

3.63E+01 4.96E+01 4.89E+01 3.00E+04 7.76E+04 7.65E+04 5.20E+00 5.12E+00 

5.25E+01 7.14E+01 7.07E+01 4.34E+04 1.12E+05 1.11E+05 7.48E+00 7.41E+00 

7.59E+01 1.03E+02 1.02E+02 6.27E+04 1.61E+05 1.60E+05 1.08E+01 1.07E+01 

1.10E+02 1.48E+02 1.48E+02 9.06E+04 2.32E+05 2.31E+05 1.56E+01 1.55E+01 

1.58E+02 2.14E+02 2.13E+02 1.31E+05 3.35E+05 3.34E+05 2.24E+01 2.24E+01 

2.29E+02 3.09E+02 3.08E+02 1.89E+05 4.84E+05 4.82E+05 3.24E+01 3.23E+01 

3.31E+02 4.47E+02 4.46E+02 2.74E+05 6.99E+05 6.97E+05 4.68E+01 4.67E+01 

4.79E+02 6.45E+02 6.44E+02 3.96E+05 1.01E+06 1.01E+06 6.76E+01 6.76E+01 

6.92E+02 9.32E+02 9.32E+02 5.72E+05 1.46E+06 1.46E+06 9.77E+01 9.77E+01 

1.00E+03 1.35E+03 1.35E+03 8.27E+05 2.11E+06 2.11E+06 1.41E+02 1.41E+02 

 

2. Prueba de presión para un yacimiento de gas, ejercicio 2 

 

TD PD TD*PD’ t m(P) t*m(P)’ dP t*dP’ 

1.58E-05 4.01E-02 1.86E-02 1.56E-07 6.97E+00 3.23E+00 2.82E-02 1.30E-02 

2.51E-05 4.96E-02 2.25E-02 2.46E-07 8.61E+00 3.91E+00 3.48E-02 1.58E-02 

3.98E-05 6.10E-02 2.71E-02 3.91E-07 1.06E+01 4.71E+00 4.28E-02 1.90E-02 

6.31E-05 7.46E-02 3.23E-02 6.19E-07 1.30E+01 5.61E+00 5.24E-02 2.27E-02 

1.00E-04 9.08E-02 3.81E-02 9.81E-07 1.58E+01 6.62E+00 6.37E-02 2.67E-02 

1.58E-04 1.10E-01 4.45E-02 1.56E-06 1.91E+01 7.73E+00 7.70E-02 3.12E-02 

2.51E-04 1.32E-01 5.13E-02 2.46E-06 2.29E+01 8.90E+00 9.25E-02 3.60E-02 

3.98E-04 1.57E-01 5.83E-02 3.91E-06 2.73E+01 1.01E+01 1.10E-01 4.09E-02 

6.31E-04 1.86E-01 6.56E-02 6.19E-06 3.22E+01 1.14E+01 1.30E-01 4.60E-02 

1.00E-03 2.17E-01 7.28E-02 9.81E-06 3.78E+01 1.26E+01 1.53E-01 5.11E-02 

1.58E-03 2.53E-01 8.00E-02 1.56E-05 4.39E+01 1.39E+01 1.77E-01 5.61E-02 

2.51E-03 2.91E-01 8.71E-02 2.46E-05 5.06E+01 1.51E+01 2.04E-01 6.11E-02 

3.98E-03 3.33E-01 9.40E-02 3.91E-05 5.78E+01 1.63E+01 2.33E-01 6.59E-02 

6.31E-03 3.78E-01 1.01E-01 6.19E-05 6.56E+01 1.75E+01 2.65E-01 7.07E-02 

1.00E-02 4.26E-01 1.08E-01 9.81E-05 7.39E+01 1.88E+01 2.99E-01 7.57E-02 

1.58E-02 4.77E-01 1.16E-01 1.56E-04 8.29E+01 2.01E+01 3.35E-01 8.13E-02 

2.51E-02 5.33E-01 1.25E-01 2.46E-04 9.25E+01 2.17E+01 3.74E-01 8.77E-02 

3.98E-02 5.93E-01 1.36E-01 3.91E-04 1.03E+02 2.36E+01 4.16E-01 9.51E-02 

6.31E-02 6.58E-01 1.48E-01 6.19E-04 1.14E+02 2.56E+01 4.61E-01 1.04E-01 

1.00E-01 7.29E-01 1.61E-01 9.81E-04 1.27E+02 2.80E+01 5.11E-01 1.13E-01 

1.58E-01 8.06E-01 1.76E-01 1.56E-03 1.40E+02 3.05E+01 5.66E-01 1.23E-01 

2.51E-01 8.91E-01 1.92E-01 2.46E-03 1.55E+02 3.34E+01 6.25E-01 1.35E-01 

3.98E-01 9.84E-01 2.13E-01 3.91E-03 1.71E+02 3.70E+01 6.90E-01 1.49E-01 



 72 

6.31E-01 1.09E+00 2.41E-01 6.19E-03 1.89E+02 4.18E+01 7.63E-01 1.69E-01 

1.00E+00 1.21E+00 2.80E-01 9.81E-03 2.10E+02 4.86E+01 8.47E-01 1.96E-01 

1.58E+00 1.35E+00 3.33E-01 1.56E-02 2.34E+02 5.79E+01 9.46E-01 2.34E-01 

2.51E+00 1.52E+00 4.04E-01 2.46E-02 2.64E+02 7.02E+01 1.06E+00 2.84E-01 

3.98E+00 1.72E+00 4.97E-01 3.91E-02 2.99E+02 8.62E+01 1.21E+00 3.48E-01 

6.31E+00 1.98E+00 6.15E-01 6.19E-02 3.44E+02 1.07E+02 1.39E+00 4.31E-01 

1.00E+01 2.30E+00 7.66E-01 9.81E-02 3.99E+02 1.33E+02 1.61E+00 5.37E-01 

1.58E+01 2.69E+00 9.57E-01 1.56E-01 4.67E+02 1.66E+02 1.89E+00 6.71E-01 

2.51E+01 3.18E+00 1.20E+00 2.46E-01 5.53E+02 2.08E+02 2.23E+00 8.41E-01 

3.98E+01 3.80E+00 1.51E+00 3.91E-01 6.61E+02 2.61E+02 2.67E+00 1.06E+00 

6.31E+01 4.58E+00 1.89E+00 6.19E-01 7.96E+02 3.28E+02 3.21E+00 1.33E+00 

1.00E+02 5.56E+00 2.38E+00 9.81E-01 9.66E+02 4.13E+02 3.90E+00 1.67E+00 

1.58E+02 6.79E+00 2.99E+00 1.56E+00 1.18E+03 5.19E+02 4.77E+00 2.10E+00 

2.51E+02 8.34E+00 3.79E+00 2.46E+00 1.45E+03 6.58E+02 5.85E+00 2.66E+00 

3.98E+02 1.03E+01 5.02E+00 3.91E+00 1.80E+03 8.73E+02 7.25E+00 3.52E+00 

6.31E+02 1.31E+01 7.25E+00 6.19E+00 2.28E+03 1.26E+03 9.20E+00 5.09E+00 

1.00E+03 1.73E+01 1.12E+01 9.81E+00 3.00E+03 1.94E+03 1.21E+01 7.85E+00 

1.58E+03 2.38E+01 1.77E+01 1.56E+01 4.14E+03 3.08E+03 1.67E+01 1.24E+01 

2.51E+03 3.42E+01 2.81E+01 2.46E+01 5.94E+03 4.88E+03 2.40E+01 1.97E+01 

3.98E+03 5.06E+01 4.45E+01 3.91E+01 8.79E+03 7.72E+03 3.55E+01 3.12E+01 

6.31E+03 7.66E+01 7.04E+01 6.19E+01 1.33E+04 1.22E+04 5.37E+01 4.94E+01 

1.00E+04 1.18E+02 1.11E+02 9.81E+01 2.05E+04 1.93E+04 8.26E+01 7.81E+01 

1.58E+04 1.83E+02 1.76E+02 1.56E+02 3.18E+04 3.06E+04 1.28E+02 1.24E+02 

2.51E+04 2.86E+02 2.79E+02 2.46E+02 4.96E+04 4.84E+04 2.00E+02 1.95E+02 

3.98E+04 4.49E+02 4.40E+02 3.91E+02 7.79E+04 7.65E+04 3.15E+02 3.09E+02 

6.31E+04 7.06E+02 6.95E+02 6.19E+02 1.23E+05 1.21E+05 4.95E+02 4.88E+02 

1.00E+05 1.11E+03 1.10E+03 9.81E+02 1.93E+05 1.90E+05 7.80E+02 7.69E+02 

 

 

Apéndice B: Verificación del caso  

 

Tres posibles casos son presentados con sus respectivos flujos: 

- Caso uno: flujo bilineal, primer flujo lineal y primer estado pseudoestable. 

- Caso dos: flujo bilineal, primer flujo lineal, primer estado pseudoestable, segundo 

flujo lineal y segundo estado pseudoestable.  

- Caso tres: flujo bilineal, segundo flujo lineal y segundo estado pseudoestable. 

 

Identificar el caso dos resulta sencillo, puesto que es el único caso que presenta cinco flujos 

seguidos; sin embargo conocer si el caso presentado es el caso uno o el caso tres, puede 

generar confusión, debido a que sus flujos son aparentemente iguales. En la sección 2.2, se 

describen algunas observaciones que se pueden tener en cuenta si se posee información 

suficiente, sin embargo de no ser así, a continuación se presenta un procedimiento sencillo 

para tener mayor seguridad en la identificación de los diferentes flujos: 

 



 73 

1. Se grafica los datos de  td*Pd’ vs. td en un gráfico Log-Log, tomados de la prueba 

de presión.  

2. Tomando los valores de td de la prueba de presión, se hace uso de la ecuación 

gobernante del flujo que se desea verifica y se calculan los datos de td*Pd; sobre el 

mismo grafico Log-Log se pone los datos calculados de td*Pd’ vs. td y se observa 

que éstos deben coincidir con el flujo de la prueba de presión, tal como se muestra 

en la figura 15 y 17.  

Recordemos que las ecuaciones gobernantes para cada flujo son: (23) y (74) para 

el flujo bilineal, (38) y (87) para el primer flujo lineal, (51) y (99) para el primer 

estado pseudoestable, (56) y (103) para el segundo flujo lineal y (69) y (115) para 

el segundo estado pseudoestable, aceite y gas respectivamente. 

Es recomendable verificar el primer flujo lineal, puesto que su ecuación gobernante 

no requiere ningún dato adicional al de td; conociéndose si es o no el primer flujo 

lineal, se puede intuir fácilmente si el caso presentado es el uno o el tres.  

3. Identificar el caso y calcular los parámetros, haciendo uso de las ecuaciones 

correctas.  

  

Apéndice C: Ecuaciones de flujo con función pseudotiempo en yacimientos de gas 

 

Para una interpretación adicional de pruebas de presión en yacimientos gasíferos, se 

introducirá la función pseudotiempo (Agarwal, 1979), para tener en cuenta la dependencia 

con respecto al tiempo de la viscosidad del gas y de la compresibilidad total del sistema. 

La ecuación de pseudotiempo definida como función de la presión dada en hr psi/cp, es: 

( / )
( )

( ) ( )

P

a

tPo

dt dP
t P dP

p c P
 

 (C.1) 

Las siguientes ecuaciones incluyen la función pseudotiempo y permiten determinar 

parámetros importantes de un yacimiento gasífero, a partir de los diferentes flujos 

identificados en una prueba de presión según sea el caso (caso 1, caso 2 o caso 3). 

 

 Flujo bilineal  
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(C.2) 

 

- Daño  

  

0.5 0.25
3

'

  ( ) Δ ( )1
  4

12.7828 *

f f I a Bl Bl
Bl

F F I
Bl

h k t P m P
s

k w t m P





 
               

 

 

(C.3) 
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 Primer flujo lineal  
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0.5

,

'

( )  
20.3344   

   *  

F sc a L
F

I I
L

q T t P
x

kh t m P 

 
  

  
 

(C.4) 

 

- Daño  
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(C.5) 

 

 Primer estado pseudoestable 
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(C.6) 

 

 Segundo flujo lineal 
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(C.7) 
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 Segundo estado pseudoestable 
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(C.9) 

 

-Intersecciones: 

 

 Primer pseudoestable-bilineal  

 
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(C.10) 

 

 Primer pseudoestable-primer lineal 
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(C.11) 

  

 Bilineal-primer lineal  
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0.5
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 Segundo pseudoestable-bilineal  
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 Segundo pseudoestable-Segundo lineal  
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 Bilineal-segundo lineal  
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Apéndice D: Modelo matemático y solución analítica 

 

A continuación se presenta el modelo matemático y la solución analítica dado por Brown 

(2009). 

 

El flujo de fluido en medios porosos se rige por la ecuación de difusividad. Para un fluido 

ligeramente compresible en un medio homogéneo y anisotrópico, se tiene que: 

2*  tc
p

K p
t

 





 (B.1) 

Para el flujo en coordenadas cartesianas tridimensionales, el tensor de permeabilidad, viene 

dado por: 

0 0

0 0

0 0

xx xy xz x

yx yy yz y

zx zy zz z

k k k k

k k k k

k k k k

   
   

   
       (B.2) 

La ecuación de difusividad puede entonces ser escrita de la siguiente manera: 
2 2 2

2 2 2x y z t

p p p p
k k k c

x y z t
 

   
  

     (B.3) 

 

1. Ecuaciones generales 

Por conveniencia, la solución de flujo trilineal se deriva en términos de unidades 

consistentes y variables adimensionales. 

 

 Presión y tiempo adimensional 
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  
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 Distancia adimensional en la dirección “x” y “y” 

D
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x
x
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 (B.8) 
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 (B.9) 

 Espesor adimensional de la fractura hidráulica 

F
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w
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 (B.10) 

 Conductividad adimensional de fractura y de yacimiento 
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 Relaciones de difusividad 
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Donde: 
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Como aproximación, las propiedades del yacimiento externo deben tomarse como las 

propiedades de la matriz. 

 Otras 
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 Daño 
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2. Solución analítica yacimiento externo 

Por conveniencia, en este trabajo se utiliza el algoritmo de Stehfest para derivar 

numéricamente las ecuaciones en el dominio de la transformada de Laplace. 

Partiendo de la ecuación B.1, para el yacimiento externo se tiene que: 

2 O
O O O tO
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Reescribiendo la ecuación B.24 en una dimensión 
2
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Convirtiendo en forma adimensional y aplicando la transformada de Laplace 
2

2
0OD

OD

D OD

p S
p

x 


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
 (B.26) 

La barra encima de cada variable indica su transformada de Laplace respecto al tiempo 

adimensional y S, es el parámetro de la transformada de Laplace. 

La solución general para la ecuación B.26 está dada por: 

   exp expOD O D O Dp A S x B S x  
 (B.27) 
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Donde 
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 (B.28) 

 

Condición de frontera externa 
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Reemplazando condición de frontera externa en ecuación B.27 
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Despejando B 

 exp 2 O eDB A S x 
 (B.31) 

Reemplazando ecuación B.31 en ecuación B.27 

      exp exp expOD O eD O eD D eD Dp A S x S x x So x x        
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Condición de frontera interna 
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Tomando condición de frontera interna en ecuación B.32 y despejando parámetro A se 

obtiene: 
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Sustituyendo ecuación B.34 en B.32, se obtiene finalmente la siguiente solución para el 

yacimiento externo:   
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3. Solución analítica yacimiento interno 

Partiendo de la ecuación B.1, para el yacimiento interno se tiene que:  
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De acuerdo a la figura 1, la ecuación para yacimiento interno debe ser reescrita en 2 

dimensiones debido a que el flujo desde el yacimiento externo al interno es lineal en la 

dirección x, y el flujo desde el yacimiento interno a la fractura hidráulica es también 

asumido lineal, pero en la dirección y.  
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Integrando:  
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 Conforme a las siguiente asunciones 
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Resulta en:  
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Condición de flujo en la frontera entre el yacimiento externo e interno 
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Tomando condición de frontera en ecuación B.41, se obtiene:  
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 Convirtiendo a forma adimensional   
2

2

1D

O F ODID ID

D I F D Dx

k x pp p

y k x x t


   
   

      (B.44) 

Usualmente, en ingeniería de petróleos, la conductividad de yacimiento adimensional 

(ecuación B.12) es similar a la conductividad de fractura hidráulica, para lograr esto, la 

longitud horizontal del yacimiento en dirección y, ye, debe ser incluida:  
2

2

1D

O F e ODID ID

D I F e D Dx

k x y pp p

y k x y x t


   
   

      (B.45) 

Acomodando términos y simplificando: 
2

2

1

1
0

D

ODID ID

D RD eD D Dx

pp p

y C y x t


  
   

     (B.46) 

Aplicando transformada de Laplace 
2

2

1

1
0

D

ODID
ID

D RD eD D x

dpd p
up

dy C y dx


 
   

   (B.47) 

Donde u=s para un yacimiento homogéneo, y u=f(s) para el yacimiento interno 

naturalmente fracturado, en el cual, f(s) es el parámetro definido de doble porosidad en el 

modelo transitorio. 

Recordando la ecuación B.35, el término de p ̅OD puede expresarse en términos de p ̅ID en la 

frontera entre el yacimiento externo-interno, de esta manera se tiene que: 
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 
  
  1

sinh

cosh 1D

OD eD D
OD

ID ODx
D OD eD

S x xdp
p S

dx S x








 


 (B.48) 

 Simplificando 

   
1

1

tanh 1
D

D

OD
ID OD OD eDx

D x

dp
p S S x

dx
 





 
      

   (B.49) 

Definiendo el siguiente parámetro y acomodando la ecuación B.49, se obtiene: 

 tanh 1O OD OD eDS S x    
   (B.50) 

 
1

1
D

D

OD
O OD x

D x

dp
p

dx






 
  

   (B.51) 

Sustituyendo ecuación B.51 en ecuación B.47:  

 
2

2 1
0

D

OD O
ID IDx

D RD eD

d p
p up

dy C y




  

 (B.52) 

Utilizando la suposición de pseudofunción para indicar que la presión del depósito interno 

no es una función de la distancia en la dirección x (p̅ID≠f(xD)), la ecuación B.52 puede 

simplificarse a:   
2

2
0OID

ID

D RD eD

d p
p u

dy C y

 
   

   (B.53) 

 Donde  

O
O

RD eD

u
C y


  

 (B.54) 

Entonces, la ecuación B.53 se reduce a:   
2

2
0ID

O ID

D

d p
p

dy
 

 (B.55) 

La solución general está dada por:  

   exp expID O D O Dp A y B y   
 (B.56) 

 

 Condición de frontera externa  

0

D eD

ID

D y y

dp

dy


 
 

   (B.57) 

Derivando la ecuación B.56 y utilizando la condición de frontera externa, resulta:  

   exp exp 0

D eD

ID
O O eD O O eD

D y y

dp
A y B y

dy
   



 
     

   (B.58) 

 Despejando B:  

 exp 2 O eDB A y 
 (B.59) 

Sustituyendo ecuación B.59 en B.56, se obtiene 

      exp exp expID O eD O eD D O eD Dp A y y y y y          
     (B.60) 
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Condición de frontera interna  

La presión en la frontera entre el depósito interno y la fractura hidráulica debe ser igual: 

   
2 2D D D D

ID FDy w y w
p p

 
  

(B.61) 

Sustituyendo ecuación B.60 en ecuación B.61 

          
2 2

exp exp exp
D D D D

ID O eD O eD D O eD D FDy w y w
p A y y y y y p  

 
         
     (B.62) 

Despejando A 

 

 

2

exp exp exp
2 2

D D
ID y w

D D
O eD O eD O eD

p
A

w w
y y y  




                           (B.63) 

Finalmente, sustituyendo A en ecuación B.60, resulta:   

   
 

2 2

cosh

cosh
2

D D D D

O eD D

ID FDy w y w

D
O eD

y y
p p

w
y




 

 
 

        (B.64) 

 

4. Solución analítica fractura hidráulica 

Partiendo de la ecuación B.1, para la fractura hidráulica se tiene que:  

2 F
F F F tF

p
k p c

t
 


 

  (B.65) 

De acuerdo a la figura 1, el flujo desde el yacimiento interno a la fractura hidráulica, es 

asumido lineal en la dirección y y el flujo desde la fractura hidráulica al pozo, también se 

asume lineal, pero en la dirección x, por tanto, la ecuación B.65 debe ser reescrita en 2 

dimensiones: 
2 2

2 2

F tFF F F

F

cp p p

x y k t

     
 

  
 (B.66) 

Integrando    
2 2 22 2

2 2

0 0 0

F F Fw w w

F tFF F F

F

cp p p
y y y

x y k t

     
    

    
 (B.67) 

Utilizando las siguientes asunciones de pseudofunción: 

 Fp
f y

x




  (B.68) 

 Fp
f y

t




  (B.69) 

Se obtiene:  
2

2

2

2

F

F tFF F F

wF Fy

cp p p

x w y k t

 



    
  

   
 (B.70) 

 

Condición de flujo en la frontera de fractura hidráulica y yacimiento interno 

2 2
F F

F I
F I

w w
y y

p p
k h k h

y y
 

    
   

    
 (B.71) 
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La ecuación 59 puede modificarse a:    
2

2

2

2

F

F tFF I I F

wF F Fy

cp k p p

x w k y k t

 



    
  

   
 (B.72) 

Convirtiendo en términos adimensionales:   

2

2

2

D

F tF IFD I F I FD

wD F F D I tI F Dy

c kp k x p p

x k w y c k t

 

 


   
  
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 (B.73) 

Recordando las definiciones de CFD y ηFD, y aplicando la transformada de Laplace, resulta:   

2

2

2
0

D
D

FD ID
FD

wD FD D FDy

dp dp S
p

dx C dy 


 
   

 
 (B.74) 

Recordando la ecuación B.64 que relaciona la presión en la frontera entre la fractura 

hidráulica y el yacimiento interno, y tomando la derivada del depósito interno, se tiene:  

 
2

tanh
2D D

ID D
FD O O eDy w

D

dp w
p y

dy
 



               (B.75) 

Definiendo el siguiente parámetro:  

tanh
2

D
F O O eD

w
y  

         (B.76) 

Resulta en:    
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D y w
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




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   (B.77) 

Sustituyendo ecuación B.77 en ecuación B.74, resulta:  

 
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2 2
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D D

FD F
FD FDy w

D FD FD

d p S
p p

dx C




  

 (B.78) 

Utilizando la suposición de pseudofunción para afirmar que la presión de la fractura 

hidráulica no es una función de la distancia en la dirección y, se obtiene:    
2

2

2
0FD F

FD

D FD FD

d p S
p

dx C





 
   

   (B.79) 

Donde:  

2 F
F

FD FD

S

C





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 (B.80) 

Entonces:    
2

2
0FD

F FD

D

d p
p

dx
 

 (B.81) 

La solución general para la ecuación 70 está dada por:   

   exp expFD F D F Dp A x B x   
 (B.82) 

 

Condición de frontera externa (fractura hidráulica-yacimiento) 

La frontera externa de la fractura hidráulica es el tope de la fractura donde no hay flujo a 

través de la punta de esta, por lo tanto se tiene que:   
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1

0

D

FD

D x

dp

dx


 
 

   (B.83) 

Reemplazando condición de frontera externa en ecuación B.82, resulta:   

   
1

exp exp

D

FD
F F F F

D x

dp
A B

dx
   



 
    

   (B.84) 

Despejando A   

 exp 2 FA B 
 (B.85) 

Reemplazando A en ecuación B.82:   

   exp 2 expFD F D F Dp B x B x    
   (B.86) 

 

Condición de frontera interna (fractura hidráulica-pozo) 

Para el flujo de fluido desde la fractura hidráulica al pozo se utiliza la ley de Darcy: 

F
F

k
v p


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 (B.87) 

De acuerdo a la figura 1, se considera flujo lineal desde la fractura hidráulica al pozo en la 

dirección x, por lo tanto:  

0

F F
x

x

k p
v

x 

 
   

   (B.88) 

Obsérvese que en la superficie del pozo, el límite interno de la fractura hidráulica, está 

representada por un plano rectangular en xD=1, con dimensiones iguales a la anchura y 

altura de la fractura. El caudal que pasa a través de la superficie del pozo puede calcularse 

evaluando la integral de la ecuación B.88, como sigue:    

2 2 2 2
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F F F Fw w w w

F F
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k p
v z y z y
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   

 (B.89) 

Debido a que el caudal total que cruza la superficie del pozo es la suma de los flujos 

procedentes de ambos lados del plano rectangular que representa el pozo y sólo se modela 

un cuarto de la fractura, debido a la simetría, la ecuación B.89 puede relacionarse con la 

rata de flujo de fractura, así: 
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q k w ph

x 

 
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   (B.90) 

Como premisa importante, para determinar la rata de flujo individual de fractura, es 

importante aclarar que existe una distribución uniforme de cierta cantidad 𝑛𝐹 de idénticas 

fracturas a lo largo del pozo horizontal, de esta manera qF=q/nF. 

Convirtiendo ecuación B.90 a forma adimensional: 
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(B.91) 

Recordando definición de conductividad de fractura adimensional, se obtiene:  
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Aplicando transformada de Laplace:  
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FD

D FDx

dp

x SC




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   (B.93) 

Sustituyendo ecuación B.86 en B.93, resulta: 

 
0

exp 2

D

FD
F F F

D FDx

dp
B B

x SC


  



 
     

   (B.94) 

Despejando B: 

 1 exp 2FD F F

B
SC



 


 
   (B.95) 

Finalmente, sustituyendo B en ecuación B.86, se obtiene:   
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 (B.96) 

Debido a la continuidad de la presión en la interface entre la fractura hidráulica y el pozo, 

la presión adimensional del pozo se escribe fácilmente a partir de la ecuación B.96 como 

sigue:

   
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wD FD x
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(B.97)

  
 

 


