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RESUMEN DEL CONTENIDO:  

En esta propuesta de Trabajo de Grado se pretende determinar de manera teórica y experimental el potencial 
electrostático en una región cuadrada. La solución teórica se encontrará aplicando el método de separación 
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ABSTRACT: 

In this proposal of Degree Work it is intended to determine in a theoretical and experimental way the electrostatic 
potential in a square region. The theoretical solution will be found by applying the separation of variables method 
to the two-dimensional Laplace differential equation with Dirichlet boundary conditions for the electrostatic 
potential. The experimental determination will be carried out in the laboratories of the Facultad de Ciencias 
Exactas y Naturales (FACIEN), measuring the potential directly in an assembly of four metal plates located in 
a bucket of water. The theoretical solution will be plotted using MATLAB software and compared to the 
experimental data.  
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RESUMEN

En esta propuesta de Trabajo de Grado se pretende determinar de manera teórica
y experimental el potencial electrostático en una región cuadrada. La solución teórica
se encontrará aplicando el método de separación de variables a la ecuación diferencial
de Laplace bidimensional con condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann para el
potencial electrostático. La determinación experimental se realizará, en los laboratorios de
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (FACIEN) de la Universidad Surcolombiana,
midiendo el potencial directamente en un montaje de cuatro placas metálicas ubicadas
en una cubeta de agua. La solución teórica se graficará usando el software de MATLAB
y se comparará con los datos experimentales.
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4.10. Solución teórica de la Configuración 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.11. Montaje Experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.12. Montaje Experimental Configuración 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.13. Configuración 1, Potencial en x = 13cm con y variable . . . . . . . . . . 31
4.14. Montaje Experimental Configuración 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.15. Configuración 2, Potencial en x = 13cm con y variable . . . . . . . . . . 33
4.16. Montaje Experimental Configuración 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.17. Configuración 3, Potencial en x = 13cm con y variable . . . . . . . . . . 36
4.18. Montaje Experimental Configuración 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.19. Configuración 4 Experimental, Potencial en x = 13cm con y variable . . . 38
4.20. Montaje Experimental Configuración 1 con x y y variables . . . . . . . . 38
4.21. Configuración 1, Potencial en función de x y y variables . . . . . . . . . . 40

5.1. Configuración 1, Comparación de datos experimentales y datos teóricos
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El estudio de la solución de la ecuación de Laplace con condiciones de frontera de Neu-
mann y Dirichlet se presenta a menudo en cursos intermedios y avanzados. Para avanzar
en tal objeto de estudio, en un primer momento ha de enfrentarse el estudio del caso
electrostático, donde, si bien no se presenta propagación de señal electromagnética, exis-
ten potenciales debido a distribuciones de carga cuyos efectos śı se propagan en medios
materiales [1, 2].
En general, para las aplicaciones que tienen que ver con el estudio de los campos electro-
magnéticos surge como herramienta importante el Electromagnetismo Computacional que
pretende, entre otras cosas, evitar las complejidades de los estudios anaĺıticos, disminuir
los tiempos en que se obtiene respuesta de los problemas y permitir la interpretación ágil
de los resultados. Estos son elementos importantes en el desarrollo de aplicaciones a nivel
de ingenieŕıa [3]. También se debe tener en cuenta que Electromagnetismo Computacio-
nal es un complemento de Electromagnetismo Teórico o Anaĺıtico y el Electromagnetismo
Experimental.
Como se pudó observar anteriormente la literatura existente sobre el estudio de la solución
de la ecuación de Laplace con los diferentes tipos de condiciones del frontera en su ma-
yoŕıa es anaĺıtica y computacional, por lo cual existe una escasez relativa de experimentos
publicados que ilustran su implicación en las situaciones prácticas y son convenientes pa-
ra el uso en los laboratorios de instrucción[4].
Por lo tanto, lo que se quiere presentar en este Trabajo de Grado es un estudio teórico-
experimental de la ecuación de Laplace 2D con geometŕıa cartesiana aplicando las con-
diciones de frontera de Neumann y Dirichlet, donde la solución numérica se obtendrá
mediante el método de Separación de Variables y los datos obtenidos por este método se
compararán con los datos que se hallen experimentalmente por medio de nuestro monta-
je.
El montaje experimental adoptado para estudiar el potencial electrostático se ilustra
esquemáticamente en la Figura (4.1). Consiste en una bandeja del acŕılico rectangular
transparente, 26 cm x 26 cm y 3,5 cent́ımetro en la altura, con una cuadricula en el
fondo, la cual nos permite grabar las coordenadas rectangulares de cada punto. Cuenta
con cuatro placas de aluminio galvanizado unidas a las paredes internas de la bandeja, a
estás se les sujeta un caimán a cada una y se le conecta un cable banana-banana rojo o
azul dependiendo de la configuración a la fuente la cual proporciona un voltaje del CA de
V=10 V eficaz a 60 Hz. La cubeta acŕılica está llena con el agua de a aproximadamente

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1,5 cm de profundidad. Se usa un volt́ımetro del CA digital, el cual se usa para medir el
potencial en cada punto de la cubeta con uno de sus dos terminales y el terminal restante
se conecta a la fuente como punto de referencia.
Luego de haber obtenido las soluciones teóricas particulares por el método de separación
de variable y los datos experimentales a través del montaje, se procederá a comparar una
a una las distintas configuraciones de estudio graficando las distintas curvas teóricas y ex-
perimentales, analizando el comportamiento de estás y aśı lograr los objetivos planteados
en este Trabajo de Grado.



Caṕıtulo 2

OBJETIVOS

2.1. OBJETIVOS

2.1.1. Objetivo General

Solucionar teórico-experimentalmente la ecuación de Laplace bidimensional con geo-
metŕıa cartesiana.

2.1.2. Objetivos Espećıficos

Determinar la solución general de la ecuación de Laplace 2D en coordenadas carte-
sianas usando el método de separación de variables.

Medir el potencial electrostático en una región limitada por cuatro placas metálicas
ubicadas en una cubeta cuadrada.

Comparar los resultados teóricos y experimentales.

3



Caṕıtulo 3

JUSTIFICACIÓN

En materias como Electromagnetismo, al estudiar la electrostática, se introducen los
conceptos de campo eléctrico, potencial y ĺıneas equipotenciales. Además, en las prácti-
cas de laboratorio correspondientes se logra una mayor comprensión de estos conceptos
cuando se visualizan en un montaje experimental. Por ejemplo, cuando vemos a simple
vista que las ĺıneas de campo salen de una carga positiva y llegan a una carga negativa.
Al avanzar en la carrera, en materias como Teoŕıa Electromagnética, F́ısica Matemática
y F́ısica Computacional, retomamos estos conceptos usando una descripción matemática
más compleja: resolviendo la ecuación de Laplace y de Poisson, 1D, 2D y 3D, en diferen-
tes geometŕıas y aplicando condiciones de frontera de dos tipos; Neumann y Dirichlet.
Para solucionar la ecuación de Laplace se usa el método de separación de variables, el
cual se expone, teóricamente, de forma matemática y se implementa computacionalmen-
te. Sin embargo, aunque en el laboratorio de F́ısica de la Universidad Surcolombiana, se
cuenta con montajes para experimentos de electrostática, estós se restringen a sistemas
que recrean cargas puntuales, placas paralelas y mixtas. Aśı, no se presenta en ninguno
de los cursos un estudio experimental de la solución de la ecuación de Laplace. Por eso
planteamos la siguiente pregunta:

¿Cómo encontrar una solución experimental de la ecuación de Lapla-
ce?

Para ello se utilizará un montaje consistente de cuatro placas metálicas, ubicadas en
una cubeta cuadrada de agua, que permite simular un sistema bidimensional y por tanto
se determinará la solución de una ecuación de Laplace 2D en coordenadas cartesianas.

4



Caṕıtulo 4

MÉTODOS DE SOLUCIÓN

4.1. Método Teórico

Para solucionar la ecuación de Laplace bidimensional con geometŕıa cartesiana, se
resolverán cuatro configuraciones diferentes por el método de separación de variables:

4.1.1. Configuración 1 Teórica

Se tiene un sistema que consta de una cubeta con 4 placas (fronteras) conductoras,
donde tenemos la frontera superior y = b que cuenta con un potencial electrostático de
10 V y las tres fronteras restantes x = 0, x = a y y = 0 que cuentan con un potencial
electrostático de 0 V. Se debe hallar la solución de la ecuación de Laplace para este
sistema.

Figura 4.1: Diagrama esquemático del sistema Configuración 1

Para dar solución a esta configuración usamos la ecuación de La place en 2D:

5



6 CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE SOLUCIÓN

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0; 0 < x < a, 0 < y < b

Con las siguiente condiciones de frontera:

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 10V

Resolvemos por el método de separación de variable:
Sea U(x, y) = X(x)Y (y)
Reescribimos:

X ′′Y +XY ′′ = 0⇒ X ′′

X
+
Y ′′

Y
= 0⇒ X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −λ

Por lo tanto obtenemos:

X ′′ + λX = 0 ∧ Y ′′ − λY = 0

Ahora tenemos el siguiente problema de Sturm-Liouville para la ecuación dependiente de
X:

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = 0, X ′(a) = 0

Por lo tanto tenemos tres caso:
Caso 1: λ = 0
Por lo tanto:

X ′′ + (0)X = 0⇒ X ′′ = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 = 0

m = ±0

Por lo tanto:

m1 = c1 ∧m2 = c2x

Obtenemos:

X(x) = c1 + c2x



4.1. MÉTODO TEÓRICO 7

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c1 + c2(0)⇒ c1 = 0

X(a) = c2(a) = 0⇒ c2 = 0

Obtenemos una solución trivial, por ende seguimos con el siguiente caso.
Caso 2: λ = −α2 < 0
Tenemos que:

X ′′ − α2X = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

X(x) = c3 cosh(αx) + c4 sinh(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c3 cosh(α(0)) + c4 sinh(α(0))⇒ c3 = 0

X(a) = c4 sinh(α(a)) = 0⇒ c4 = 0

Al igual que en el caso anterior, nos genera una solución trivial por ende aplicamos el
ultimo caso.
Caso 3: λ = α2 > 0
Tenemos que:

X ′′ + α2X = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 + α2 = 0

m2 = −α2
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Resolvemos:

m1 = αi ∧m2 = −αi

Obtenemos:

X(x) = c5 cos(αx) + c6 sin(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c5 cos(α(0)) + c6 sin(α(0))⇒ c5 = 0

X(a) = c6 sin(αa) = 0⇒ α =
nπ

a

Por lo tanto:

X(x) = c6 sin(
nπ

a
x)

Para Y ′′ − α2Y = 0:
Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

Y (y) = c7 cosh(αy) + c8 sinh(αy)

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c7 cosh(
nπ

a
(0)) + c8 sinh(

nπ

a
(0))⇒ c7 = 0

Por lo tanto:
Y (y) = c8 sinh(

nπ

a
y)

Uniendo nuestras respuestas X(x) y Y (y) obtenemos:

U(x, y) = X(x)Y (y) = [c6 sin(
nπ

a
x)][c8 sinh(

nπ

a
y)]
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Reescribimos

U(x, y) = A sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y)

Por el principio de superposición obtenemos que:

U(x, y) =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) (4.1)

Ahora aplicamos la ultima condición de frontera y = b⇒ U = V , para despejar An:

U(x, b) = V =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
b)

Multiplicamos por sin(
mπ

a
x) e integramos respecto a x:∫ a

0

V sin(
mπ

a
x)dx =

∫ a

0

An sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
b) sin(

mπ

a
x)dx

Reescribimos:

V

∫ a

0

sin(
mπ

a
x)dx = An sinh(

nπ

a
b)

∫ a

0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx

Resolvemos:

−(V )(
a

mπ
)[cos(

mπ

a
x)|a0 = An sinh(

nπ

a
b)

∫ a

0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx

Donde
∫ a
0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx =

a

2
δnm ⇒ m = n, por lo tanto:

−V a
nπ

[cos(nπ)− cos(0)] = An sinh(
nπ

a
b)(

a

2
)

−2V

nπ
[cos(nπ)− 1] = An sinh(

nπ

a
b)

Procedemos a despejar An:

An =
2V [1− cos(nπ)]

(nπ) sinh(nπ
a
b)

Por ultimo reemplazamos An en (4,1) para finalmente obtener la solución general:

U(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y)
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Ahora para nuestro caso especial donde V = 10V , obtenemos nuestra solución particular:

U(x, y) =
∞∑
n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y)

Luego de introducir la anterior solución con sus respectivos parámetros en el software
MATLAB obtenemos la siguiente gráfica:

Figura 4.2: Solución teórica de la Configuración 1

4.1.2. Configuración 2 Teórica

Se tiene un sistema que consta de una cubeta con 4 placas (fronteras) conductoras,
donde tenemos la frontera superior y = b y la frontera derecha x = a con un potencial
electrostático de 10 V y las dos fronteras restantes x = 0 y y = 0 cuentan con un
potencial electrostático de 0 V. Se debe hallar la solución de la ecuación de Laplace para
este sistema.
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Figura 4.3: Diagrama esquemático del sistema Configuración 2

Esta configuración la podemos descomponer de la siguiente manera:

Figura 4.4: Diagrama esquemático del sistema Configuración 2.1

Como podemos observar la de 52u1 = 0 es igual a la configuración 1, por lo tanto ya
tenemos su solución general:

U1(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) (4.2)

Ahora para dar solución a la configuración52u2 = 0 usamos la ecuación de Laplace en 2D

∂2u2
∂x2

+
∂2u2
∂y2

= 0; 0 < x < a, 0 < y < b

Con las siguiente condiciones de frontera:

u2(0, y) = 0, u2(a, y) = 10V

u2(x, 0) = 0, u2(x, b) = 0
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Resolvemos por el método de separación de variable:
Sea U2(x, y) = X(x)Y (y)
Reescribimos:

X ′′Y +XY ′′ = 0⇒ X ′′

X
+
Y ′′

Y
= 0⇒ −X

′′

X
=
Y ′′

Y
= −λ

Por lo tanto obtenemos:

Y ′′ + λY = 0 ∧X ′′ − λX = 0

Ahora tenemos el siguiente problema de Sturm-Liouville para la ecuación dependiente de
X:

Y ′′ + λY = 0, Y ′(0) = 0, Y ′(b) = 0

Por lo tanto tenemos tres caso:
Caso 1: λ = 0
Por lo tanto:

Y ′′ + (0)Y = 0⇒ Y ′′ = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 = 0

m = ±0

Por lo tanto:

m1 = c1 ∧m2 = c2y

Obtenemos:

Y (y) = c1 + c2y

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c1 + c2(0)⇒ c1 = 0

Y (b) = c2(b) = 0⇒ c2 = 0

Obtenemos una solución trivial, por ende seguimos con el siguiente caso.
Caso 2: λ = −α2 < 0
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Tenemos que:

Y ′′ − α2Y = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

Y (y) = c3 cosh(αy) + c4 sinh(αy)

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c3 cosh(α(0)) + c4 sinh(α(0))⇒ c3 = 0

Y (b) = c4 sinh(α(b)) = 0⇒ c4 = 0

Al igual que en el caso anterior, nos genera una solución trivial por ende aplicamos el
ultimo caso.
Caso 3: λ = α2 > 0
Tenemos que:

Y ′′ + α2Y = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 + α2 = 0

m2 = −α2

Resolvemos:

m1 = αi ∧m2 = −αi

Obtenemos:

Y (y) = c5 cos(αy) + c6 sin(αy)
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Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c5 cos(α(0)) + c6 sin(α(0))⇒ c5 = 0

Y (b) = c6 sin(αb) = 0⇒ α =
nπ

b

Por lo tanto:

Y (y) = c6 sin(
nπ

b
y)

Para X ′′ − α2X = 0:
Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

X(x) = c7 cosh(αx) + c8 sinh(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c7 cosh(
nπ

b
(0)) + c8 sinh(

nπ

b
(0))⇒ c7 = 0

Por lo tanto:
X(x) = c8 sinh(

nπ

b
x)

Uniendo nuestras respuestas X(x) y Y (y) obtenemos:

U2(x, y) = X(x)Y (y) = [c6 sin(
nπ

b
y)][c8 sinh(

nπ

b
x)]

Reescribimos
U2(x, y) = A sin(

nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x)

Por el principio de superposición obtenemos que:

U2(x, y) =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x) (4.3)
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Ahora aplicamos la ultima condición de frontera x = a⇒ U = V , para despejar An:

U2(a, y) = V =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
a)

Multiplicamos por sin(
mπ

b
y) e integramos respecto a y:∫ b

0

V sin(
mπ

b
y)dy =

∫ b

0

An sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
a) sin(

mπ

b
y)dy

Reescribimos:

V

∫ b

0

sin(
mπ

b
y)dy = An sinh(

nπ

b
a)

∫ b

0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy

Resolvemos:

−(V )(
b

mπ
)[cos(

mπ

b
y)|b0 = An sinh(

nπ

b
a)

∫ b

0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy

Donde
∫ b
0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy =

b

2
δnm ⇒ m = n, por lo tanto:

−V b
nπ

[cos(nπ)− cos(0)] = An sinh(
nπ

b
a)(

b

2
)

−2V

nπ
[cos(nπ)− 1] = An sinh(

nπ

b
a)

Procedemos a despejar An:

An =
2V [1− cos(nπ)]

(nπ) sinh(
nπ

b
a)

Por ultimo reemplazamos An en (4,3) para finalmente obtener la solución general:

U2(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

b
a)

sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x) (4.4)

Ahora sumamos la ecuación (4,2) y (4,4) para obtener la solución general de la segunda
configuración:

U12(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) +

∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

b
a)

sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x)
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Ahora reemplazamos V = 10V y obtenemos nuestra solución particular:

U12(x, y) =
∞∑
n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) +

∞∑
n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

b
a)

sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x)

Luego de introducir la anterior solución con sus respectivos parámetros en el software
MATLAB obtenemos la siguiente gráfica:

Figura 4.5: Solución teórica de la Configuración 2

4.1.3. Configuración 3 Teórica

Se tiene un sistema que consta de una cubeta con 4 placas (fronteras) conductoras,
donde tenemos la frontera superior y = b, la frontera derecha x = a y la frontera inferior
y = 0 con un potencial electrostático de 10 V y la fronteras restante x = 0 cuentan con
un potencial electrostático de 0 V. Se debe hallar la solución de la ecuación de Laplace
para este sistema.
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Figura 4.6: Diagrama esquemático del sistema Configuración 3

Esta configuración la podemos descomponer de la siguiente manera: Como podemos

Figura 4.7: Diagrama esquemático del sistema Configuración 3.1

observar la configuración de 52u1 = 0 +52u2 = 0 es igual a la configuración 2, por lo
tanto ya tenemos su solución:

U12(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) +

∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(
nπ

b
a)

sin(
nπ

b
y) sinh(

nπ

b
x)

(4.5)
Ahora para dar solución a la configuración52u3 = 0 usamos la ecuación de Laplace en 2D

∂2u3
∂x2

+
∂2u3
∂y2

= 0; 0 < x < a, 0 < y < b

Con las siguiente condiciones de frontera:

u3(0, y) = 10V, u3(a, y) = 0

u3(x, 0) = 0, u3(x, b) = 0
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Resolvemos por el método de separación de variable:
Sea U3(x, y) = X(x)Y (y)
Reescribimos:

X ′′Y +XY ′′ = 0⇒ X ′′

X
+
Y ′′

Y
= 0⇒ −X

′′

X
=
Y ′′

Y
= −λ

Por lo tanto obtenemos:

Y ′′ + λY = 0 ∧X ′′ − λX = 0

Ahora tenemos el siguiente problema de Sturm-Liouville para la ecuación dependiente de
Y:

Y ′′ + λY = 0, Y ′(0) = 0, Y ′(a) = 0

Por lo tanto tenemos tres caso:
Caso 1: λ = 0
Por lo tanto:

Y ′′ + (0)Y = 0⇒ Y ′′ = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 = 0

m = ±0

Por lo tanto:

m1 = c1 ∧m2 = c2y

Obtenemos:

Y (y) = c1 + c2y

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c1 + c2(0)⇒ c1 = 0

Y (b) = c2(b) = 0⇒ c2 = 0

Obtenemos una solución trivial, por ende seguimos con el siguiente caso.
Caso 2: λ = −α2 < 0
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Tenemos que:

Y ′′ − α2Y = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

Y (y) = c3 cosh(αy) + c4 sinh(αy)

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c3 cosh(α(0)) + c4 sinh(α(0))⇒ c3 = 0

Y (b) = c4 sinh(α(b)) = 0⇒ c4 = 0

Al igual que en el caso anterior, nos genera una solución trivial por ende aplicamos el
ultimo caso.
Caso 3: λ = α2 > 0
Tenemos que:

Y ′′ + α2Y = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 + α2 = 0

m2 = −α2

Resolvemos:

m1 = αi ∧m2 = −αi

Obtenemos:

Y (y) = c5 cos(αy) + c6 sin(αy)
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Aplicamos las condiciones de frontera:

Y (0) = c5 cos(α(0)) + c6 sin(α(0))⇒ c5 = 0

Y (b) = c6 sin(αb) = 0⇒ α =
nπ

b

Por lo tanto:

Y (y) = c6 sin(
nπ

b
y)

Para X ′′ − α2X = 0:
Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

X(x) = c7 cosh(αx) + c8 sinh(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(a) = c7 cosh(
nπ

b
a) + c8 sinh(

nπ

b
a) = 0⇒ c7 6= 0⇒ c8 = −c7

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

Por lo tanto:

X(x) = c7 cosh(
nπ

b
x)− c7

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)

Uniendo nuestras respuestas X(x) y Y (y) obtenemos:

U3(x, y) = X(x)Y (y) = [c6 sin(
nπ

b
y)][c7 cosh(

nπ

b
x)− c7

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)]

Reescribimos

U3(x, y) = A sin(
nπ

b
y)[cosh(

nπ

b
x)−

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)]
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Por el principio de superposición obtenemos que:

U3(x, y) =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

b
y)[cosh(

nπ

b
x)−

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)] (4.6)

Ahora aplicamos la ultima condición de frontera x = 0⇒ U = V , para despejar An:

U3(0, y) = V =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

b
y)

Multiplicamos por sin(
mπ

b
y) e integramos respecto a y:∫ b

0

sin(
mπ

b
y)dy =

∫ b

0

An sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy

Reescribimos:

V

∫ b

0

sin(
mπ

b
y)dy = An

∫ b

0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy

Resolvemos:

−(V )(
b

mπ
)[cos(

mπ

b
y)|b0 = An

∫ b

0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy

Donde
∫ b
0

sin(
nπ

b
y) sin(

mπ

b
y)dy =

b

2
δnm ⇒ m = n, por lo tanto:

−V b
nπ

[cos(nπ)− cos(0)] = An(
b

2
)

−2V

nπ
[cos(nπ)− 1] = An

Procedemos a despejar An:

An =
2V

nπ
[1− cos(nπ)]

Por ultimo reemplazamos An en (4,6) para finalmente obtener la solución general:

U3(x, y) =
∞∑
n=1

2V

nπ
[1− cos(nπ)] sin(

nπ

b
y)[cosh(

nπ

b
x)−

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)] (4.7)

Ahora sumamos la ecuación (4,5) y (4,7) para obtener la solución general de la tercera
configuración:
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U123(x, y) =
∑∞

n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) +

∑∞
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
b
a)

sin(
nπ

b
y)

sinh(
nπ

b
x) +

∑∞
n=1

2V

nπ
[1− cos(nπ)] sin(

nπ

b
y)[cosh(

nπ

b
x)−

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)]

Ahora reemplazamos V = 10V y obtenemos nuestra solución particular:

U123(x, y) =
∑∞

n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) sinh(

nπ

a
y) +

∑∞
n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ sinh(nπ
b
a)

sin(
nπ

b
y)

sinh(
nπ

b
x) +

∑∞
n=1

20

nπ
[1− cos(nπ)] sin(

nπ

b
y)[cosh(

nπ

b
x)−

cosh(nπ
b
a)

sinh(nπ
b
a)

sinh(
nπ

b
x)]

Luego de introducir la anterior solución con sus respectivos parámetros en el software
MATLAB obtenemos la siguiente gráfica:

Figura 4.8: Solución teórica de la Configuración 3

4.1.4. Configuración 4 Teórica

Se tiene un sistema que consta de una cubeta con 4 placas (fronteras) conductoras,
donde tenemos la frontera superior y = b con un potencial electrostático de 10 V, la
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frontera inferior y = 0 aislada y las dos fronteras restante x = 0 y x = a cuentan con un
potencial electrostático de 0 V. Se debe hallar la solución de la ecuación de Laplace para
este sistema.

Para dar solución a esta configuración usamos la ecuación de La place en 2D:

Figura 4.9: Diagrama esquemático del sistema Configuración 4

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0; 0 < x < a, 0 < y < b

Con las siguiente condiciones de frontera:

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0

∂u

∂y
|y=0 = 0, u(x, b) = 10V

Resolvemos por el método de separación de variable:
Sea U(x, y) = X(x)Y (y)
Reescribimos:

X ′′Y +XY ′′ = 0⇒ X ′′

X
+
Y ′′

Y
= 0⇒ X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −λ

Por lo tanto obtenemos:

X ′′ + λX = 0 ∧ Y ′′ − λY = 0

Ahora tenemos el siguiente problema de Sturm-Liouville para la ecuación dependiente de
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X:

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = 0, X ′(a) = 0

Por lo tanto tenemos tres caso:
Caso 1: λ = 0
Por lo tanto:

X ′′ + (0)X = 0⇒ X ′′ = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 = 0

m = ±0

Por lo tanto:

m1 = c1 ∧m2 = c2x

Obtenemos:

X(x) = c1 + c2x

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c1 + c2(0)⇒ c1 = 0

X(a) = c2(a) = 0⇒ c2 = 0

Obtenemos una solución trivial, por ende seguimos con el siguiente caso.
Caso 2: λ = −α2 < 0
Tenemos que:

X ′′ − α2X = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α
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Obtenemos:

X(x) = c3 cosh(αx) + c4 sinh(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c3 cosh(α(0)) + c4 sinh(α(0))⇒ c3 = 0

X(a) = c4 sinh(α(a)) = 0⇒ c4 = 0

Al igual que en el caso anterior, nos genera una solución trivial por ende aplicamos el
ultimo caso.
Caso 3: λ = α2 > 0
Tenemos que:

X ′′ + α2X = 0

Usamos la ecuación auxiliar:

m2 + α2 = 0

m2 = −α2

Resolvemos:

m1 = αi ∧m2 = −αi

Obtenemos:

X(x) = c5 cos(αx) + c6 sin(αx)

Aplicamos las condiciones de frontera:

X(0) = c5 cos(α(0)) + c6 sin(α(0))⇒ c5 = 0

X(a) = c6 sin(αa) = 0⇒ α =
nπ

a

Por lo tanto:

X(x) = c6 sin(
nπ

a
x)

Para Y ′′ − α2Y = 0:
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Usamos la ecuación auxiliar:

m2 − α2 = 0

m2 = α2

Resolvemos:

m1 = α ∧m2 = α

Obtenemos:

Y (y) = c7 cosh(αy) + c8 sinh(αy)

Aplicamos las condiciones de frontera:

Y ′(y) = (
1

α
)c7 sinh(αy) + (

1

α
)c8 cosh(αy)

⇒ Y ′(0) = (
a

nπ
)c7 sinh(

nπ

a
(0)) + (

a

nπ
)c8 cosh(

nπ

a
(0))⇒ c8 = 0

Por lo tanto:
Y (y) = c7 cosh(

nπ

a
y)

Uniendo nuestras respuestas X(x) y Y (y) obtenemos:

U(x, y) = X(x)Y (y) = [c6 sin(
nπ

a
x)][c7 cosh(

nπ

a
y)]

Reescribimos
U(x, y) = A sin(

nπ

a
x) cosh(

nπ

a
y)

Por el principio de superposición obtenemos que:

U(x, y) =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

a
x) cosh(

nπ

a
y) (4.8)

Ahora aplicamos la ultima condición de frontera y = b⇒ U = V , para despejar An:

U(x, b) = V =
∞∑
n=1

An sin(
nπ

a
x) cosh(

nπ

a
b)

Multiplicamos por sin(
mπ

a
x) e integramos respecto a x:∫ a

0

V sin(
mπ

a
x)dx =

∫ a

0

An sin(
nπ

a
x) cosh(

nπ

a
b) sin(

mπ

a
x)dx
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Reescribimos:

V

∫ a

0

sin(
mπ

a
x)dx = An cosh(

nπ

a
b)

∫ a

0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx

Resolvemos:

−(V )(
a

mπ
)[cos(

mπ

a
x)|a0 = An cosh(

nπ

a
b)

∫ a

0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx

Donde
∫ a
0

sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
x)dx =

a

2
δnm ⇒ m = n, por lo tanto:

−V a
nπ

[cos(nπ)− cos(0)] = An cosh(
nπ

a
b)(

a

2
)

−2V

nπ
[cos(nπ)− 1] = An cosh(

nπ

a
b)

Procedemos a despejar An:

An =
2V [1− cos(nπ)]

(nπ) cosh(nπ
a
b)

Por ultimo reemplazamos An en (4,8) para finalmente obtener la solución general:

U(x, y) =
∞∑
n=1

2V [1− cos(nπ)]

nπ cosh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) cosh(

nπ

a
y)

Ahora reemplazamos V = 10V y aśı obtenemos nuestra solución particular:

U(x, y) =
∞∑
n=1

20[1− cos(nπ)]

nπ cosh(nπ
a
b)

sin(
nπ

a
x) cosh(

nπ

a
y)

Luego de introducir la anterior solución con sus respectivos parámetros en el software
MATLAB obtenemos la siguiente gráfica:
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Figura 4.10: Solución teórica de la Configuración 4

4.2. Método Experimental

El montaje experimental adoptado para estudiar el potencial electrostático se ilustra
esquemáticamente en la figura (4.11). Consiste en una bandeja del acŕılico rectangular
transparente de 26 cm x 26 cm y 3,5 cent́ımetro en la altura con una cuadricula (cm a cm)
semitransparente en el fondo, cuatro placas de aluminio galvanizado unidas a las paredes
internas de la bandeja, una fuente de CA (para prevenir la electrólisis) que proporcionará
un voltaje de 10 V eficaz a 60 Hz, un volt́ımetro de CA digital (±0, 01V ), cuatro caimanes;
cuatro cables banana-banana azules, tres cables banana-banana rojos y un cable banana-
banana amarillo y aproximadamente 1,5 L de agua de la ciudad (acueducto).
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Figura 4.11: Montaje Experimental

En base a las configuraciones expuestas en el método teórico se realizaron los siguiente
montajes para cada una de las configuraciones.

4.2.1. Configuración 1 Experimental

Figura 4.12: Montaje Experimental Configuración 1

Procedimiento: Primero se inició vertiendo los 1,5 litros de agua a la cubeta (será
nuestro medio), después se conectó a cada una placas de aluminio galvanizado los cai-
manes luego, guiándonos por la figura (4.1), se conectó un cable banana-banana rojo al
caimán de la placa superior y tres cables azules banana-banana a cada caimán de las tres
placas restantes, posteriormente el cable rojo se conectó a la fuente a través del puerto
de 10 V y de la misma forma los cables azules se conectaron al puerto de 0 V, el paso
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siguiente fue que se encendió la fuente y se dejó en este estado sin hacer nada por apro-
ximadamente 30 min, (para que la resistencia interna se calentara completamente y no
genere variación del potencial suministrado durante la toma de datos), luego de esto se
conectó un terminal (amarillo) del volt́ımetro al puerto 10 V y el otro terminal restante
(azul) al puerto de 0 V, (esto para calibrar el potencial suministrado por la fuente, el cual
debe ser de 10 V aproximadamente, esto porque la fuente tiene un potenciómetro análogo
que esta descalibrado), luego se aseguró que la fuente entregue el potencial correcto y se
procedió a desconectar el terminal amarillo del volt́ımetro de ésta, ahora que finalmente
se realizó el montaje de la figura (4.12), se procedió a ubicar en el eje de las equis los
13 cm, y se comenzó a medir el potencial cm a cm desde y = 0cm hasta y = 26cm con
la ayuda de la cuadŕıcula de la cubeta, esta ultima parte del procedimiento se repitió 10
veces para maximizar la exactitud en los datos obtenidos, inmediatamente después de
haber terminado la obtención de datos, se sacó el promedio para cada una de las medidas
y se usó el método de teoŕıa de errores para hallar sus respectivas incertidumbres, las
cuales se registraron en la siguiente tabla:

y(cm) Potencial (V) ±∆V
0 0,00 0,01
1 0,15 0,02
2 0,25 0,02
3 0,37 0,02
4 0,50 0,01
5 0,65 0,02
6 0,82 0,02
7 0,99 0,02
8 1,18 0,02
9 1,39 0,02

10 1,61 0,02
11 1,88 0,02
12 2,15 0,02
13 2,44 0,02
14 2,80 0,02
15 3,18 0,03
16 3,60 0,03
17 4,05 0,03
18 4,55 0,04
19 5,13 0,04
20 5,74 0,04
21 6,38 0,05
22 7,02 0,05
23 7,77 0,06
24 8,44 0,05
25 9,12 0,04
26 9,95 0,02

Tabla 4.1: Configuración 1 Experimental, Potencial en x = 13cm con y variable
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De la anterior tabla se obtuvó la siguiente gráfica:

Figura 4.13: Configuración 1, Potencial en x = 13cm con y variable

4.2.2. Configuración 2 Experimental

Figura 4.14: Montaje Experimental Configuración 2

Procedimiento: Primero se inició vertiendo los 1,5 litros de agua a la cubeta (será
nuestro medio), después se conectó a cada una placas de aluminio galvanizado los cai-
manes, luego, guiándonos por la figura (4.3), se conectó un cable banana-banana rojo al
caimán de la placa superior y otro a la placa derecha y dos cables azules banana-banana
a cada caimán de las dos placas restantes, posteriormente los cables rojos se conectaron a
la fuente a través del puerto de 10 V y de la misma forma los cables azules se conectaron
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al puerto de 0 V, el paso siguiente fue que se encendió la fuente y se dejó en este estado
sin hacer nada por aproximadamente 30 min, (para que la resistencia interna se calenta-
ra completamente y no genere variación del potencial suministrado durante la toma de
datos), luego se conectó un terminal (amarillo) del volt́ımetro al puerto 10 V y el otro
terminal restante (azul) al puerto de 0 V, (esto para calibrar el potencial suministrado
por la fuente, el cual debe ser de 10 V aproximadamente, esto porque la fuente tiene un
potenciómetro análogo que esta descalibrado), luego se aseguró que la fuente entregue
el potencial correcto y se procedió a desconectar el terminal amarillo del volt́ımetro de
ésta, ahora que finalmente se realizó el montaje de la figura (4.14), se procedió a ubi-
car en el eje de las equis los 13 cm, y se comenzó a medir el potencial cm a cm desde
y = 0cm hasta y = 26cm con la ayuda de la cuadŕıcula de la cubeta, esta ultima parte
del procedimiento se repitió 10 veces para maximizar la exactitud en los datos obtenidos,
inmediatamente después de haber terminado la obtención de datos, se sacó el promedio
para cada una de las medidas y se usó el método de teoŕıa de errores para hallar sus
respectivas incertidumbres, las cuales se registraron en la siguiente tabla:

y(cm) Potencial (V) ±∆V
0 0,00 0,01
1 0,64 0,02
2 1,01 0,02
3 1,40 0,02
4 1,78 0,02
5 2,13 0,02
6 2,51 0,02
7 2,86 0,02
8 3,20 0,02
9 3,52 0,02

10 3,84 0,03
11 4,19 0,02
12 4,50 0,02
13 4,81 0,02
14 5,11 0,02
15 5,46 0,02
16 5,78 0,02
17 6,11 0,02
18 6,45 0,02
19 6,81 0,02
20 7,21 0,03
21 7,61 0,02
22 8,01 0,02
23 8,46 0,02
24 8,86 0,02
25 9,26 0,02
26 9,93 0,02

Tabla 4.2: Configuración 2 Experimental, Potencial en x = 13cm con y variable
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De la tabla anterior se obtuvó la siguiente gráfica:

Figura 4.15: Configuración 2, Potencial en x = 13cm con y variable
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4.2.3. Configuración 3 Experimental

Figura 4.16: Montaje Experimental Configuración 3

Procedimiento: Primero se inició vertiendo los 1,5 litros de agua a la cubeta (será
nuestro medio), después se conectó a cada una placas de aluminio galvanizado los cuatro
caimanes, luego, guiándonos por la figura (4.6), se conectaron tres cable banana-banana
rojo, uno al caimán de la placa superior, otro al caimán de la placa derecha y el ultimo
al caimán de la placa inferior, un cables azul banana-banana se conectó al caimán de
la placa restante, posteriormente los cables rojos se conectaron a la fuente a través del
puerto de 10 V y de la misma forma el cable azule se conectó al puerto de 0 V, el
paso siguiente fue que se encendió la fuente y se dejó en este estado sin hacer nada por
aproximadamente 30 min, (para que la resistencia interna se calentara completamente
y no genere variación del potencial suministrado durante la toma de datos), luego se
conectó un terminal (amarillo) del volt́ımetro al puerto 10 V y el otro terminal restante
(azul) al puerto de 0 V, (para calibrar el potencial suministrado por la fuente, el cual
debe ser de 10 V aproximadamente, esto porque la fuente tiene un potenciómetro análogo
que esta descalibrado), luego se aseguró que la fuente entregue el potencial correcto y se
procedió a desconectar el terminal amarillo del volt́ımetro de ésta, ahora que finalmente
se realizó el montaje de la figura (4.16), se procedió a ubicar en el eje de las equis los
13 cm, y se comenzó a medir el potencial cm a cm desde y = 0cm hasta y = 26cm con
la ayuda de la cuadricula de la cubeta, esta ultima parte del procedimiento se repitió 10
veces para maximizar la exactitud en los datos obtenidos, inmediatamente después de
haber terminado la obtención de datos, se sacó el promedio para cada una de las medidas
y se usó el método de teoŕıa de errores para hallar sus respectivas incertidumbres, las
cuales se registraron en la siguiente tabla:
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y(cm) Potencial (V) ±∆V
0 0,01 0,01
1 1,15 0,02
2 1,85 0,02
3 2,52 0,02
4 3,21 0,02
5 3,84 0,02
6 4,45 0,02
7 5,00 0,02
8 5,53 0,02
9 5,99 0,02

10 6,45 0,02
11 6,86 0,02
12 7,22 0,02
13 7,55 0,02
14 7,86 0,02
15 8,15 0,02
16 8,40 0,02
17 8,64 0,02
18 8,86 0,02
19 9,04 0,02
20 9,23 0,02
21 9,41 0,02
22 9,57 0,02
23 9,73 0,02
24 9,87 0,02
25 9,96 0,01
26 10,02 0,03

Tabla 4.3: Configuración 3 Experimental, Potencial en x = 13cm con y variable
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De la tabla anterior se obtuvó la siguiente gráfica:

Figura 4.17: Configuración 3, Potencial en x = 13cm con y variable

4.2.4. Configuración 4 Experimental

Figura 4.18: Montaje Experimental Configuración 4

Procedimiento: Primero se inició vertiendo los 1,5 litros de agua a la cubeta (será
nuestro medio), luego, guiándonos por la figura (4.9), se dejó la placa inferior desconecta
(aislada), luego se conectó a cada una placas de aluminio galvanizado los tres caimanes,
por consiguiente se conectó un cable banana-banana rojo al caimán de la placa superior,
y dos cables azules banana-banana a cada caimán de las dos placas restantes, posterior-
mente el cable rojo se conectó a la fuente a través del puerto de 10 V y de la misma forma
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los cables azules se conectaron al puerto de 0 V, el paso siguiente fue que se encendió la
fuente y se dejó en este estado sin hacer nada por aproximadamente 30 min, (para que la
resistencia interna se calentara completamente y no genere variación del potencial sumi-
nistrado durante la toma de datos), luego se conectó un terminal (amarillo) del volt́ımetro
al puerto 10 V y el otro terminal restante (azul) al puerto de 0 V, (para calibrar el poten-
cial suministrado por la fuente, el cual debe ser de 10 V aproximadamente, esto porque
la fuente tiene un potenciómetro análogo que esta descalibrado), luego se aseguró que
la fuente entregue el potencial correcto y se procedió a desconectar el terminal amarillo
del volt́ımetro de ésta, ahora que finalmente se realizó el montaje de la figura (4.18), se
procedió a ubicar en el eje de las equis los 13 cm, y se comenzó a medir el potencial cm
a cm desde y = 0cm hasta y = 26cm con la ayuda de la cuadŕıcula de la cubeta, esta
ultima parte del procedimiento se repitió 10 veces para maximizar la exactitud en los
datos obtenidos, inmediatamente después de haber terminado la obtención de datos, se
sacó el promedio para cada una de las medidas y se usó el método de teoŕıa de errores
para hallar sus respectivas incertidumbres, las cuales se registraron en la siguiente tabla:

y(cm) Potencial (V) ±∆V
0 1,05 0,02
1 1,08 0,01
2 1,11 0,01
3 1,16 0,01
4 1,20 0,01
5 1,27 0,01
6 1,36 0,01
7 1,49 0,02
8 1,61 0,02
9 1,79 0,01

10 1,97 0,02
11 2,18 0,02
12 2,41 0,01
13 2,69 0,01
14 2,99 0,02
15 3,37 0,02
16 3,69 0,02
17 4,15 0,02
18 4,64 0,01
19 5,15 0,02
20 5,70 0,01
21 6,32 0,02
22 6,90 0,01
23 7,65 0,02
24 8,37 0,02
25 9,10 0,01
26 9,86 0,01

Tabla 4.4: Configuración 4, Potencial en x = 13cm con y variable
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De la anterior tabla se obtuvó la siguiente gráfica:

Figura 4.19: Configuración 4 Experimental, Potencial en x = 13cm con y variable

Finalmente luego de que en las cuatro anteriores configuraciones se medió el potencial
dentro de la cubeta con un x contantes un y variables, se decidió escoger la configuración
1 y variar al mismo tiempo x y y, de la siguiente forma:

4.2.5. Configuración 1 Experimental con x y y variables

Figura 4.20: Montaje Experimental Configuración 1 con x y y variables

Procedimiento: Primero se inició vertiendo los 1,5 litros de agua a la cubeta (será
nuestro medio), después se conectó a cada una placas de aluminio galvanizado los cai-
manes, luego guiándonos por la figura (4.1), se conectó un cable banana-banana rojo al
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caimán de la placa superior y tres cables azules banana-banana a cada caimán de las tres
placas restantes, posteriormente el cable rojo se conectó a la fuente a través del puerto
de 10 V y de la misma forma los cables azules se conectaron al puerto de 0 V, el paso
siguiente fue que se encendió la fuente y se dejó en este estado sin hacer nada por apro-
ximadamente 30 min, (para que la resistencia interna se calentara completamente y no
genere variación del potencial suministrado durante la toma de datos), luego se conectó
un terminal (amarillo) del volt́ımetro al puerto 10 V y el otro terminal restante (azul) al
puerto de 0 V, (esto para calibrar el potencial suministrado por la fuente, el cual debe
ser de 10 V aproximadamente, porque la fuente tiene un potenciómetro análogo que esta
descalibrado), luego se aseguró que la fuente entregue el potencial correcto y se procedió
a desconectar el terminal amarillo del volt́ımetro de está, ahora que finalmente se realizó
el montaje de la figura (4.12), se procedió a ubicar en el eje de las equis los 0 cm, y se
comenzó a medir el potencial cada 2 cm desde y = 0cm hasta y = 26cm, se repitió para
x = 2cm, x = 4cm hasta llegar a x = 26cm, todo esto con la ayuda de la cuadŕıcula de
la cubeta. Este proceso de medición se repitió 10 veces para maximizar la exactitud en
los datos obtenidos, inmediatamente después de haber terminado la obtención de datos,
se sacó el promedio para cada una de las medidas y se usó el método de teoŕıa de errores
para hallar sus respectivas incertidumbres, las cuales se registraron en la siguiente tabla:

x =0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26cm
y =0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00

2 0,00 0,06 0,14 0,19 0,23 0,27 0,29 0,29 0,27 0,23 0,20 0,14 0,06 0,00
4 0,00 0,14 0,27 0,38 0,45 0,52 0,56 0,55 0,52 0,45 0,38 0,27 0,14 0,00
6 0,00 0,23 0,44 0,59 0,70 0,80 0,85 0,85 0,81 0,71 0,60 0,44 0,23 0,00
8 0,00 0,33 0,60 0,81 1,00 1,13 1,18 1,20 1,13 1,01 0,82 0,60 0,33 0,00

10 0,00 0,44 0,81 1,11 1,36 1,53 1,61 1,60 1,58 1,38 1,12 0,81 0,45 0,00
12 0,00 0,59 1,08 1,51 1,77 2,00 2,10 2,13 2,05 1,79 1,52 1,09 0,61 0,00
14 0,00 0,79 1,44 1,98 2,34 2,61 2,72 2,79 2,67 2,36 1,99 1,46 0,81 0,00
16 0,00 1,03 1,91 2,59 3,01 3,38 3,49 3,61 3,41 3,05 2,60 1,93 1,07 0,00
18 0,00 1,37 2,51 3,34 3,87 4,30 4,45 4,49 4,36 3,91 3,36 2,54 1,43 0,00
20 0,00 1,88 3,38 4,38 4,94 5,39 5,63 5,59 5,44 4,97 4,39 3,42 1,95 0,01
22 0,00 2,72 4,61 5,70 6,31 6,72 6,77 6,83 6,71 6,35 5,74 4,68 2,83 0,00
24 0,00 4,61 6,67 7,43 7,88 8,18 8,21 8,25 8,24 7,92 7,47 6,72 2,41 0,00

26cm 0,01 9,82 9,85 9,83 9,89 9,86 9,86 9,83 9,84 9,89 9,85 9,85 9,83 0,00

Tabla 4.5: Configuración 1 Experimental, Potencial con x y y variables

Cabe a clarar que los valores hallados en la anterior tabla son valores promedios que
cuentan con sus respectivas discrepancias las cuales pueden ir de (±0, 01V ) a (±0, 05V )
De la anterior tabla se obtuvó la siguiente gráfica:
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Figura 4.21: Configuración 1, Potencial en función de x y y variables



Caṕıtulo 5

RESULTADOS

5.1. Comparación de Resultados Teóricos y Experi-

mentales

A continuación vamos a comparar configuración a configuración los resultados obte-
nidos de forma anaĺıtica y graficados por MATLAB con los datos obtenidos de forma
experimental graficados por el mismo software.

5.1.1. Configuración 1

Como se observa en la figura (4.2), se halló el potencial para la configuración 1 en
toda la cubeta, por lo tanto para poder hacer la comparación de los valores teóricos con
los valores experimentales, se especificará dentro del software que solo se tome los valores
del potencial en x = 13cm para y = 0cm hasta y = 26cm y aśı en la siguiente gráfica
obtendremos, de color rojo, la curva de potencial experimental y, de color azul, la curva
de potencial teórico comparando los resultados obtenidos de las figuras (4.2 y 4.13) de la
siguiente forma:

Figura 5.1: Configuración 1, Comparación de datos experimentales y datos teóricos para
un potencial en función de x = 13cm y y variable

41
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5.1.2. Configuración 2

Como se observa en la figura (4.5), se halló el potencial para la configuración 2 en
toda la cubeta, por lo tanto para poder hacer la comparación de los valores teóricos con
los valores experimentales, se especificará dentro del software que solo se tome los valores
del potencial en x = 13cm para y = 0cm hasta y = 26cm y aśı en la siguiente gráfica
obtendremos, de color rojo, la curva de potencial experimental y, de color azul, la curva
de potencial teórico comparando los resultados obtenidos de las figuras (4.5 y 4.15) de la
siguiente forma:

Figura 5.2: Configuración 2, Comparación de datos experimentales y datos teóricos para
un potencial en función de x = 13cm y y variable

5.1.3. Configuración 3

Como se observa en la figura (4.8), se halló el potencial para la configuración 3 en
toda la cubeta, por lo tanto para poder hacer la comparación de los valores teóricos con
los valores experimentales, se especificará dentro del software que solo se tome los valores
del potencial en x = 13cm para y = 0cm hasta y = 26cm y aśı en la siguiente gráfica
obtendremos, de color rojo, la curva de potencial experimental y, de color azul, la curva
de potencial teórico comparando los resultados obtenidos de las figuras (4.8 y 4.17) de la
siguiente forma:
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Figura 5.3: Configuración 3, Comparación de datos experimentales y datos teóricos para
un potencial en función de x = 13cm y y variable

5.1.4. Configuración 4

Como se observa en la figura (4.10) se halló, el potencial para la configuración 4 en
toda la cubeta, por lo tanto para poder hacer la comparación de los valores teóricos con
los valores experimentales, se especificará dentro del software que solo se tome los valores
del potencial en x = 13cm para y = 0cm hasta y = 26cm y aśı en la siguiente gráfica
obtendremos, de color rojo, la curva de potencial experimental y, de color azul, la curva
de potencial teórico comparando los resultados obtenidos de las figuras (4.10 y 4.19) de
la siguiente forma:

Figura 5.4: Configuración 4, Comparación de datos experimentales y datos teóricos para
un potencial en función de x = 13cm y y variable

Por ultimo compararemos la configuración 1 cuyos datos experimentales del potencial
obtuvimos midiendo tanto en x como en y cada 2 cm:

5.1.5. Configuración 1 con x y y variables

Como se observa en la figura (4.2), se halló el potencial para la configuración 1 en
toda la cubeta, por lo tanto para poder hacer la comparación de los valores teóricos con
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los valores experimentales, se especificara dentro del software que se tomen los valores de
potencial en x y en y cada 2 cm desde 0cm hasta 26cm generando las siguiente gráficas:

Figura 5.5: Configuración 1, Resultados teóricos con x y y variando cada 2 cm

Figura 5.6: Configuración 1, Resultados experimentales con x y y variando cada 2 cm

5.2. Análisis de Resultados

En las figuras (5.1, 5.2, 5.3 y 5.4) de potencial (V) en función de y con x constante y en
las figuras (5.5 y 5.6) de potencial (V) en función de x y y se pueden observar un compor-
tamiento muy similar entre las curvas teóricas y experimentales, esto significa que para
un x se pudo comparar de manera satisfactoria la solución teórico-experimentalmente la
ecuación de Laplace bidimensional con una geometŕıa cartesiana; cabe aclarar que aun-
que el el comportamiento es similar entre las dos curvas existen diferencias (errores) por
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parte de los datos experimentales, las cuales se debe más a caracteŕısticas del montaje
que a un mal procedimiento a tomar las medidas, esto los explicaremos más afondo en el
siguiente subsección.
En las tablas (4.1, 4.2, 4.3 y 4.4) de potencial (V) en función de y con x constante se
puede observar la tercera columna ±∆V , la incertidumbre, la cual nace cuando se repite
una medida varias veces en condiciones idénticas, es una variabilidad en los resultados
que es independiente a lo cuidadosamente que se haya realizado las tomas de datos [5],
dicha incertidumbre está compuesta por una incertidumbre sistemática en este caso la
producida por el volt́ımetro (±0, 01V ) y una incertidumbre aleatoria, la cual nace de los
datos tomados en las mismas condiciones pero son muy diferentes entre si, estas pequeñas
diferencias son la manifestación de un error aleatorio, cuya naturaleza impredecible hace
que ninguna de los datos tomados se pueda considerar más o menos representativos que
los demás; ahora si se modificaran las figuras (5.1, 5.2, 5.3 y 5.4) incluyendo el limite in-
ferior y superior generado por la incertidumbre en los datos experimentales se observaŕıa
que las curvas teóricas estaŕıan entre estos dos limites, con lo cual es aceptado decir que
la solución teórica representa de una manera muy fiel las mediciones experimentales.

5.2.1. Justificación del Error

Como se mencionó en la primera parte del análisis de resultados, una de las posibles
causas de diferencia (discrepancia) entre los datos teóricos y las medidas obtenidas en
el laboratorio fueron las caracteŕısticas del montaje, partiendo desde la fuente, la cual
cuenta con sus años y es análoga, con un potenciómetro de perilla el cual administra una
cantidad de potencial de forma discretizada, este se encuentra descalibrado, por lo cual
se tiene que usar el volt́ımetro para controlar el potencial suministrado por la fuente, en
nuestro caso debe ser de 10 V, pero en la práctica fue cerca a este valor ya que era muy
dif́ıcil calibrar la fuente, también se tiene en cuenta que el volt́ımetro cuenta con una
incertidumbre sistemática de (±0, 01V ), de igual forma por la mismas antigüedad de la
fuente, antes de iniciar las mediciones se debe dejar encendida aproximadamente media
hora, esto para que se caliente su resistencia interna, ya que si esto no se hace a la hora
de iniciar las mediciones los datos obtenidos al iniciar el experimento serán diferentes a
los datos obtenidos al finalizar el experimento; otro problema surge por la infraestructura
del mismo laboratorio, el cual es el laboratorio de electromagnetismo 202 de FACIEN,
ya que el cableado que se utiliza para suministrar enerǵıa a las fuentes es antiguo lo cual
genera fluctuaciones en el sistema; la longitud y calibre de los cables banana-banana cuya
resistencia interna y a los caimanes los cuales solo tocan las placas de aluminio solamente
con la puntas de los dientes sumado a todo lo anterior pueden generar que exista una
diferencia de voltaje entrada-salida; ahora como para el montaje como medio de pro-
pagación se utiliza agua del acueducto de Neiva, esta puede variar en la concentración
de sedimentos de un d́ıa a otro y ya que las mediciones no se hicieron en un solo d́ıa,
esto puede generar cierta diferencia entre los valores experimentales; por ultimo están las
placas de aluminio galvanizado, la cuales son delicadas pero un mal movimiento puede
hacer que éstas se deformen y es muy dif́ıcil que vuelvan a su estado inicial y esto aunque
parezca insignificante, puede ayudar al aumento de la discrepancia entre los datos teóricos
y experimentales.
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Se puede decir que el error humano en los datos es mı́nimo, porque se trató de tomar
las medidas en el mismo lugar del laboratorio, la misma fuente, el mismo cableado, y
tratando de reproducir las mismas condiciones ambientales a la hora de hacer las me-
diciones experimentales y sobre todo se tuvo especialmente cuidado a la hora de tomar
el potencial con la terminal del volt́ımetro dentro de la cubeta, ya que éste debe estar
perpendicular a la cubeta y exactamente sobre el punto en la cuadricula donde queremos
hallar el potencial, ya que un miĺımetro más arriba o abajo o un grado de inclinación más
o menos pueden generarlos medidas erradas.



Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES

En este Trabajo de Grado se solucionó teórico-experimentalmente la ecuación de
Laplace bidimensional con geometŕıa cartesiana, mediante el método de separación
de variable y por medio de la medición del potencial electrostático en una región
limitada por cuatro placas metálicas ubicadas en una cubeta de agua cuadrada,
al comparar los resultados por estos dos métodos se podrá observar que los da-
tos se corresponden y la discrepancia es mı́nima, posiblemente generada por las
caracteŕısticas del montaje experimental.

Por medio de este trabajo de Grado se demostró que el método de separación de
variable es eficaz para hallar la solución de la ecuación de Laplace bidimencional y
demuestra de una manera sólida que su solución describe el comportamiento de un
potencial electrostático en una región limitada por cuatro placas metálicas ubicadas
en una cubeta de agua cuadrada aún variando sus condiciones de frontera Neumann
y Dirichlet, todo esto sin un gran consto computacional.

A través de este Trabajo de Grado se encontró la solución a la ecuación de Laplace
bidimensional usando un montaje experimental, el cual consiste de cuatro placas
metálicas, ubicadas en una cubeta de agua cuadrada, la cual permite simular un sis-
tema bidimensional y por tanto permite determinar, con la ayuda de un mult́ımetro,
el potencial electrostático en cualquier punto de la cubeta, dando como resultados
similares a los hallados teóricamente, por lo tanto se puede decir que el montaje
experimental representa de forma realista la ecuación de Laplace bidimensional.
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