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models. The associated factors to each one of the indexes, proved to be adequate and highly significant. By 
using these models, conditions can be established and actions can be evaluated to carry out formulas for the 
improvement of the results in the Prueba Saber Once into the official educational institutions of the 
communes six and ten of Neiva. 

 

http://www.usco.edu.co/


 UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA 
GESTIÓN SERVICIOS BIBLIOTECARIOS  

DESCRIPCIÓN DE LA TESIS Y/O TRABAJOS DE GRADO 

CÓDIGO AP-BIB-FO-07 VERSIÓN 1 VIGENCIA 2014 PÁGINA 3 de 3  

 

Vigilada Mineducación 
La versión vigente y controlada de este documento, solo podrá ser consultada a través del sitio web Institucional  www.usco.edu.co, link 
Sistema Gestión de Calidad. La copia o impresión diferente a la publicada, será considerada como documento no controlado y su uso 

indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana. 

 

 

 

 

http://www.usco.edu.co/


ANÁLISIS COMPARATIVO DE LAS PRUEBAS SABER 11 EN LAS

COMUNAS 6 Y 10 DE NEIVA MEDIANTE REGRESION BETA

Pedro Francisco Morales
Jairo Alfonso Hermosa

Especialización en Estadística

Facultad de Ciencias

UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA

NEIVA

2019

1



ANÁLISIS COMPARATIVO DE LAS PRUEBAS SABER 11 EN LAS

COMUNAS 6 Y 10 DE NEIVA MEDIANTE REGRESION BETA

Pedro Francisco Morales
Jairo Alfonso Hermosa

Trabajo de grado para optar al título de
Especialista en Estadística

Director:
Alfonso Sánchez Hernández

MSc. en Investigación Operativa y Estadística

UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA

FACULTAD DE CIENCIAS

NEIVA
2019



Índice General

1 Introducción 7

2 Objetivos 9

2.1 Objetivo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Objetivos Específicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Marco Teórico 10

3.1 Modelo de Regresión Beta Univariado . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2 Inferencia Bayesiana en el modelo de Regresión Beta Univariado 12

3.3 Distribuciones multivariadas con marginales beta . . . . . . . . . 15

3.4 Construcción de distribución conjunta vía cópulas . . . . . . . . 19

3.5 Estadística No Paramétrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.5.1 Estadísticas para dos muestras . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.5.2 Estadísticas para varias muestras . . . . . . . . . . . . . . 24

4 Análisis de Datos 25

4.1 Análisis Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2 Análisis de Varianza y Comparaciones de Medias . . . . . . . . . 28

4.3 Análisis no paramétricos, variables no normales. . . . . . . . . . 32

3



4.4 Análisis de Modelos de Regresión Beta . . . . . . . . . . . . . . . 34

5 Conclusiones 40

4



Índice de tablas

1 Pruebas de Normalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Anova Ciencias Naturales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 Comparación de medias por Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Anova Lectura Crítica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5 Comparación de medias por Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6 Comparación de medias por Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7 Comparación de medias por Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

8 Comparación de medias por Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

9 Regresión Beta por Factor, Matemáticas . . . . . . . . . . . . . . 35

10 Regresión Beta por Factor, Sociales . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

11 Regresión Beta por Factor, Ingles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5



Lista de Figuras

1 Funciones de Distribuciones y Probabilidad, Fuente: [?], pp. 52. . 23

2 Areas por Comunas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Influencia Estadística Modelo Matemáticas . . . . . . . . . . . . 36

4 Influencia Estadística Modelo Sociales . . . . . . . . . . . . . . . 37

5 Influencia Estadística Modelo Ingles . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6



1 Introducción

Las pruebas Saber Pro (11), anteriormente conocidas como las pruebas del

ICFES, son el preámbulo para que el futuro bachiller tenga la facilidad de ingre-

sar a la educación superior. En cualquier ámbito se podría llegar a pensar que

sólo se trata de un examen de conocimientos, no obstante el verdadero ejerci-

cio con estas pruebas consiste en medir la capacidad de abstracción, habilidad,

comprensión y conocimientos alcanzados por el estudiante, en las distintas áreas

del conocimiento, basadas en la formación obtenida por el individuo en las dos

primeras fases de estudio.

En todas las instituciones de educación básica y media, tanto públicas como

privadas del país, éstas pruebas son de caracter obligatorio, e involucran no sólo

al indivividuo, sino también a los profesores, directivos, a la familia y por ende

a la sociedad.

El Ministerio de Educación Nacional, a través del Instituto Colombiano para el

Fomento de la Educación Superior (ICFES), en el primer semestre del año 2019,

lanzó la propuesta para que los grupos de investigación, adscritos a Instituciones

públicas y privadas del país, inscritas en Colciencias, utilicen las bases de datos

de la pruebas Saber, a través de proyectos de investigación que promuevan el

estudio y desarrollo de la Ciencia y la Tecnología.

Es inevitable reconocer que aquellas regiones del país en las que los resultados de

las pruebas Saber son mayores, el desarrollo industrial, tecnológico y académico

supera con creces a las regiones menos favorecidas y en las que los resultados
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no son del todo, los mejores.

Cabe resaltar que en cada región del país y en su entorno se presentan en mayor

o en menor grado, situaciones que afectan de manera directa o indirecta un

buen resultado en las pruebas Saber, pueden ser problemas de índole familiar,

personal, social, económico e incluso afectivo.

Tomando como base las anteriores reflexiones, usando la base de datos sumin-

istrada por el ICFES, el presente proyecto pretende realizar un estudio compar-

ativo de los resultados de las pruebas Saber 11, en las áreas de Matemáticas,

Lectura Crítica, Inglés y Sociales, entre instituciones pertenecientes a las comu-

nas 6 y 10 de Neiva.

Dentro de las técnicas estadísticas que se pretender utilizar en el presente

proyecto están: análisis descriptivo, pruebas de normalidad, pruebas de com-

paración múltiple, estadística no paramétrica, y por ende el uso de la Regresión

Beta, dado que los resultados utilizados se basan en índices. Vale la pena

destacar que este tipo de herramienta estadística, se ha venido utilizando con

éxito desde 2004, año en el cual Ferrari y Cribari-Neto (2004, [6]), proponen esta

herramienta con el fin de estudiar: tasas de homicidios, hurtos, accidentalidad,

reclamos bancarios y de la construcción en Brasil, obteniendo resultados asom-

brosos que fueron posteriormente comparados con análisis bayesianos, los cuales

permitieron descubrir la alta fiabilidad de los resultados obtenidos a través de

este tipo de regresión.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo General

Realizar un estudio comparativo de las pruebas saber 11, en las Comunas 6 y

10 de Neiva mediante Regresión Beta, años 2014 - 2018.

2.2 Objetivos Específicos

• Desarrollar un estudio estadístico descriptivo general que permita com-

parar promedios y variaciones en los índices para cinco áreas del conocimiento.

• Identificar factores de interés asociados con el rendimiento en las cinco

áreas del conocimiento en las comunas 6 y 10 de Neiva.

• Implementar pruebas de normalidad para los índices de conocimiento y

verificar relaciones y comparaciones entre los mismos.

• Utlizar herramientas estadísticas alternativas con el fin de establecer rela-

ciones y comparaciones, en donde no se pueda verfificar normalidad.

• Determinar los mejores modelos de regresión beta, usando áreas del conocimiento

y factores asociados, estableciendo medidas de influencia estadística para

medir las sensibilidad de los modelos estimados.
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3 Marco Teórico

3.1 Modelo de Regresión Beta Univariado

El presente marco teórico se basa fundamentalmente en los trabajos de Ferrari

y Cribari-Neto (2004) quienes propusieron un modelo de regresión, en el que

la variable respuesta es continua y está restringida al intervalo (0, 1) la cual

está relacionada con otras variables, a través de una estructura de regresión.

El modelo propuesto está basado en suponer, que la variable respuesta tiene

distribución beta, utilizando una parametrización de la ley beta, de acuerdo a

la media y al parámetro de precisión.

La distribución beta es muy flexible en situaciones en donde la variable depen-

diente es continua y está restringida al intervalo (0, 1) debido a que su función

de densidad puede asumir diferentes formas, dependiendo del parámetro que la

acompañe. Una función de densidad de distribución beta, con parámetros a, b

está definida como:

si y ∼ Beta(a, b)

fY (y) =
1

B(a, b)
ya−1(1− y)b−1 0 < y < 1 a, b > 0

como:

Beta(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

10



se tiene que:

1

B(a, b)
=

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

entonces:

fY (y; a, b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
ya−1(1− y)b−1 0 < y < 1 a, b > 0

de donde:

µ = E(y) =
a

a+ b
y V ar(y) =

ab

(a+ b)2(a+ b− 1)

luego:

µ =
a

a+ b
sea φ = a+ b =⇒ µ =

a

φ
=⇒ µφ = a

es decir:

φ = µφ+ b =⇒ φ− µφ = b =⇒ φ(1− µ) = b

Ahora:

f(y; a, b) =
Γ(µφ+ φ(1− µ))

Γ(µφ)Γφ(1− µ)
yµφ−1(1− y)φ(1−µ)−1

f(y; a, b) =
Γ(φ)

Γ(µφ)Γφ(1− µ)
yµφ−1(1− y)φ(1−µ)−1 0 < y < 1 0 < µ < 1 φ > 0

Así la media y la varianza están dadas por:

E(y) = µ y V ar(y) = V (y)
1+φ

Donde V (µ) = µ(1−µ) está dada en función de la varianza, µ es la media de

la variable respuesta y φ puede ser interpretado como un parámetro de precisión,

cuanto mayor sea el valor de φ, menor es la varianza de y. Entonces el modelo

propuesto por Ferrari y Cribari-Neto (2004) queda de la siguiente manera:

yi|µi, φ ∼ Beta(µi, φ), i = 1, 2, 3, ..., n

11



g(µi) = ηi =

p∑
k=1

xikβk, p < n

donde n es el número de observaciones, p es el número de coeficientes de regre-

sión, g(.) es una función estrictamente monótona y dos veces diferenciables que

mapea el intervalo (0, 1) en <, βT = (β1, ..., βp) es un vector de coeficientes de

regresión y xi1, ..., xip son observaciones de p covariables, i = 1, 2, ..., n

3.2 Inferencia Bayesiana en el modelo de Regresión Beta

Univariado

Para estimar las parámetros del modelo propuesto por Ferrari y Cribari-Neto

(2004), ellos adoptaron un enfoque frecuentista, para este caso se hace de una

manera totalmente Bayesiana, en la explicación del modelo y se terminará

asignando distribuciones a priori, p(β, φ) para β y φ. Para realizar inferen-

cia Bayesiana sobre estos parámetros, se supone que se tiene información so-

bre las variables aleatorias de Y1, ..., Yn, cuyos valores pertenecen al intervalo

(0, 1), el cual es equivalente al intervalo (c, d), transformando las variables en

(Y1/(d − c), ..., Yn/(d − c)). Sea β = (β1, ..., βp)
T y g(µi) = logit(µi), con

esta información, se tiene que la densidad de la distribución beta, sobre la

parametrización, del modelo propuesto por Ferrari y Cribari-Neto (2004), para

la i-ésima observación queda dado de la siguiente manera:
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f(yi|β, φ) =
Γ(φ)

Γ(µi(β)φ)Γ((1− µi(β))φ)
y
µi(β)φ−1

i (1− yi)[1−µi(β)]φ−1

∝ exp
{
logΓ(φ)− [logΓ(µ1(β)φ+ logΓ((1− µi(β))φ)]+

µi(β)φlogit(yi) + φlog(1− yi)
}

Por consiguiente se tiene que la función de verosimilitud L(β, φ), para n

observaciones independientes es:

L(β, φ) =

n∏
i=1

f(yi|β, φ)

=Γ(φ)n
n∏
i=1

1

Γ(µ1(β)φ)Γ((1− µi(β))φ)
y
µi(β)φ−1

i (1− yi)[1−µi(β)]φ−1

Entonces, considerando una densidad a priori p(β, φ), se tiene que la densi-

dad a posteriori de estos parámetros es tal que:

p(β, φ|y) ∝ L(β, φ)p(β, φ)

∝ [Γ(φ)]n
n∏
i=1

1

Γ(µ1(β)φ)Γ((1− µi(β))φ)
y
µi(β)φ−1

i (1− yi)[1−µi(β)]φ−1p(β, φ).

Hay diferentes formas para escoger la densidad a priori p(β, φ). Una de

esas formas es considerar p(β, φ) = p(β)p(φ), lo que equivale a φ y β inde-

pendientes a priori. Por ejemplo se puede adoptar βk ∼ N(mk, σ
2
k) y φ ∼
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Gama(a, b), pues βk ∈ (−∞,∞),

k = 1, ..., p y φ > 0, donde resulta el modelo de regresión beta univariado, dado

por:

yi|µi, φ ∼ Beta(µi(β), φ), i = 1, 2, 3, ..., n

g(µi) = ηi =

p∑
k=1

xikβk, p < n

βk ∼ N(mk, σ
2
k)

φ ∼ Gama(a, b),

con distribuciones a priori para φ y βk, k= 1,...,p.

Los términos desarrollados Γ(µi(β)φ) y Γ(φ) indican que la densidad a posteriori

de β y φ no poseen forma cerrada. Para generar muestras de esa distribución, se

utiliza el método de Monte Carlo vía cadenas de Markov. El uso de las distribu-

ciones a priori mencionadas, llevan a la obtención de distribuciones condicionales

completas a posteriori para φ y β también de forma desconocida. Por lo tanto

un método eficaz para la simulación de generar distribuciones a posteriori es el

algoritmo Metrópolis-Hastings.

Las distribuciones condicionales completas a posteriori del modelo descrito an-

teriormente quedan de la siguiente manera:
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p(φ|β, y) ∝ L(y|β, φ) p(φ)

∝ exp

{
n logΓ(φ)−

n∑
i=1

[
logΓ(µi(β)φ) + log((1− µi(β))φ)

]
+

φ

n∑
i=1

[µi(β)logit(yi) + log(1− yi)]

}
× φa−1exp(−bφ)

y

p(βk|β−k φ, y) ∝ L(y|β, φ)p(βk)

∝ exp

{
n logΓ(φ)−

n∑
i=1

[
logΓ(µi(β)φ) + log((1− µi(β))φ)

]
+

φ

n∑
i=1

[
µi(β)logit(yi) + log(1− yi)

]}
× exp

{
−1

2

p∑
k=1

(
βk −mk

σk

)2

,

para k = 1, ..., p donde β(−k) es obtenido eliminando el k-ésimo término del

vector β.

3.3 Distribuciones multivariadas con marginales beta

Hay situaciones en las que existen más de una variable dependiente y a su vez

están relacionadas entre sí. El análisis multivariado se considera muy apropiado

para establecer dicha asociación entre esas variables. Por lo tanto habrá una
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mejor ganancia en la precisión de cantidades de interés, cuando los modelos son

analizados conjuntamente y no de manera individual.

Hay varias distribuciones en la literatura denomidas beta multivariadas, pero

la más apropiada sería una distribución conjunta cuya marginales posean dis-

tribución beta univariada.

Olkin y Liu (2003) definieron una función de densidad beta bivariada, utilizando

una relación entre la distribución Beta y Gama de la siguiente manera:

sean:

U ∼ Gama(a, 1) V ∼ Gama(b, 1) y W ∼ Gama(c, 1), variables aleatorias in-

dependientes.

Dónde:

X = U
U+W y Y = V

V+W

Así: X ∼ Beta(a, c) y Y ∼ Beta(b, c)

Ahora:

Si U ∼ Gama(a, 1) =⇒ fU (u) =
1a

Γ(a)
ua−1e−u I(0,∞)(u)

Si V ∼ Gama(b, 1) =⇒ fV (v) =
1b

Γ(b)
vb−1e−v I(0,∞)(v)

Si W ∼ Gama(c, 1) =⇒ fW (w) =
1c

Γ(c)
wc−1e−w I(0,∞)(w)

Es decir:

f(u, v, w) =
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)
ua−1vb−1wc−1e−ue−ve−w u, v, w > 0

Como:

X =
U

U +W
y Y =

V

V +W
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Entonces:

x(u+w) = u =⇒ xu+xw = u =⇒ xw = u−xu =⇒ xw = u(1−x) =⇒ u =
x

1− x
w

y(v+w) = v =⇒ yv+yw = v =⇒ yw = v−yv =⇒ yw = v(1−y) =⇒ v =
y

1− y
w

Reemplazando:

f(x, y, w) =
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

(
x

1− x
w

)a−1(
y

1− y
w

)b−1
wc−1e−wq 0 < x, y < 1, w > 0

Dónde:

q = x
1−x + y

1−y + 1 = (1−xy)
(1−x)(1−y)

Ahora integrando:

f(x, y) =

∫ ∞
0

f(x, y, w)dw

f(x, y) =

∫ ∞
0

(
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

(
x

1− x
w

)a−1(
y

1− y
w

)b−1
wc−1e−wq

)
dw

f(x, y) =
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

(
x

1− x

)a−1(
y

1− y

)b−1 ∫ ∞
0

wa+b+c−3e−wqdw

f(x, y) =
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)a−1
yb−1

(1− y)b−1

∫ ∞
0

wa+b+c−3e−wqdw

Como:

u = x
1−xw y v = y

1−yw calculando su jacobiano se tiene:

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
w

(1−x)2 0

0 w
(1−y)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
w2

(1− x)2(1− y)2
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Ahora

f(x, y) =
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)a−1
yb−1

(1− y)b−1
1

(1− x)2(1− y)2

∫ ∞
0

wa+b+c−3w2e−wqdw

=
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)a+1

yb−1

(1− y)b+1

∫ ∞
0

wa+b+c−1e−wqdw

=
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)a+1

yb−1

(1− y)b+1
Γ(a+ b+ c)

[
(1− xy)

(1− x)(1− y)

]−(a+b+c)
=

1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)a+1

yb−1

(1− y)b+1
Γ(a+ b+ c)

(1− xy)−(a+b+c)

(1− x)−a−b−c(1− y)−a−b−c

=
1

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1

(1− x)−c−b+1

yb−1

(1− y)−a−c+1
Γ(a+ b+ c)(1− xy)−(a+b+c)

=
Γ(a+ b+ c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c)

xa−1yb−1(1− x)b+c−1(1− y)a+c−1

(1− xy)a+b+c
0 < x, y < 1

Esta función de densidad puede ser generalizada para el caso de k variables

aleatorias, definidas así:

Xi = Ui
Ui+W

i = 1, 2, 3, ...,K donde U1 ∼ gama(a1, 1), ..., UK ∼ gama(aK , 1),W ∼

gama(a, 1), encontrando su distribución conjunta X1, X2, ..., XK ,W.

La correlación de variables Xi, i = 1, 2, 3, ...,K restringe la correlación a ser

siempre positiva, lo que no es adecuado para situaciones más generales. Aquí

también se puede notar que para valores de a y b pequeños y c grande ocasio-

nan correlaciones próximas a cero, en cuanto los valores de a y b grandes con c

pequeño llevan correlaciones próximas a uno.

Una reparametrización de f(x,y) en términos de parámetros de media y pre-

cisión, más apropiado para una regresión beta está dada por:
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f(x, y) =
Γ(φ1 + φ2 − c)

Γ(cu1/(1− u1))Γ(cu2/(1− u2))Γ(c)

=
xcu1/(1−u1)−1ycu2/(1−u2)−1(1− x)φ2−1(1− y)φ1−1

(1− xy)φ1+φ2−c
, 0 < x, y < 1

En este caso la distribución beta bivariada depende todavía de un parámetro

c.

3.4 Construcción de distribución conjunta vía cópulas

Otra posibilidad para obtener una distribución beta multivariada consiste en

unir las marginales betas a través de una función cópula, la cual es una de las

herramientas más útiles para trabajar con distribuciones multivariadas cuando

las marginales son dadas o conocidas. El uso de funciones cópulas permiten la

representación de los diferentes tipos de dependencia entre las variables.

• Definición. (Nelsen, 2006, p. 48) Una cópula está definida como una

función de distribución conjunta

C(u1, ..., uK) = P (U1 ≤ u1, ..., UK ≤ uK), 0 ≤ ui ≤ 1

con Ui ∼ U(0, 1), i = 1, 2, 3, ...,K

• Teorema (Nelsen, 2006, p. 46) Sea H una función de distribución acumu-

lada K-dimensional con marginales F1, ..., FK entonces existe una cópula
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K-dimensional C tal que para todo (y1, ..., yK) ∈ [−∞,∞]K ,

H(y1, ..., yK) = C(F1(y1), ..., FK(yK))

• Corolario (Nelsen, 2006, p. 46) Sea H una función de distribución acumu-

lada K-dimensional con marginales F1, ..., FK y sean F−11 , ..., F−1K inversas

de F1, ..., FK respectivamente. Entonces, para cualquier ui ∈ [0, 1], existe

una cópula K-dimensional C, tal que

C(u1, ..., uK) = h(F−11 (u1), ..., F−1K (uK)).

Por el teorema anterior se puede encontrar una distribución conjunta de K

variables aleatorias Y1, ..., YK . Supóngase que tales variables aleatorias son con-

tinuas con funciones de distribuciones marginales F1, ..., FK respectivamente y

función de distribución conjunta H(y1, ..., yK). Entonces la función de densidad

conjunta está dada por:

h(y1, ..., yK) =
∂KH(y1, ..., yK)

∂y1, ..., ∂yK

h(y1, ..., yK) =
∂KC(F1(y1), ..., FK(yK))

∂F1(y1), ..., ∂FK(yK)

∂F1(y1)

∂y1
× ...× ∂Fk(yK)

∂yK

h(y1, ..., yK) =c(F1(y1), ..., FK(yK))

K∏
i=1

fi(yi)

donde

c(F1(y1), ..., FK(yK)) =
∂KC(F1(y1), ..., FK(yK))

∂F1(y1), ..., ∂FK(yK)
y fi(yi) =

∂Fi(yi)

∂yi
, i = 1, 2, ...,K
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Para cualquier cópula C(u1, ..., uK) los límites de Frechet-Hoftding inferior y su-

perior son, respectivamente, dados por funcionesM(u1, ..., uK) y W (u1, ..., uK),

definidas como:

• M(u1, ..., uK) = min(u1, ..., uK), que es una cópula para todo K ≥ 2

• M(u1, ..., uK) = max(u1+, ...,+uK −1, 0), que es una cópula para K = 2

Entonces

M(u1, ..., uK) ≤ C(u1, ..., uK) ≤W (u1, ..., uK), (u1, ..., uK) ∈ [0, 1]K

Ahora considerando la familia de funciones cópulas de Farlie-Gombel-Morgenstern,

que en el caso bivariado tiene la forma

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v)

donde θ ∈ [−1, 1], 0 < u, v < 1, supóngase que Y1 y Y2 son variables aleatorias

con función de distribución F1 y F2. Entonces por el teorema anterior, una

distribución conjunta de Y1 y Y2 está dada por:

H(y1, y2) =C(F1(y1), F2(y2))

=F1(y1)F2(y2) + θF1(y1)F2(y2)[1− F1(y1)][1− F2(y2)].

Suponiendo que Y1 y Y2 son continuas, se tiene que su función de densidad

conjunta h(.) es obtenida haciendo:

h(y1, y2) =
∂2H(y1, y2)

∂y1∂y2
=

∂

∂y2

(
∂H(y1, y2)

∂y1

)
=f1(y1)f2(y2) {1 + θ[1− 2F1(y1)][1− 2F2(y2)]}

donde f1(.) y f2(.) son las funciones de densidades marginales de Y1 y Y2.

Supóngase que Y1 ∼ Beta(u1, φ1) y Y2 ∼ Beta(u2, φ2) y que las densidades
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de sus funciones tengan una reparametrización como lo hizo Ferrari y Cribari

Neto, entonces para n observaciones independientes de (yi1, yi2), i = 1, 2, ..., n

se tiene que la función de verosimilitud es:

L(µ1, µ2, φ1, φ2, θ) =

2∏
j=1

n∏
i=1

Γ(φi)

Γ(µjφj)Γ((1− µj)φj)
y
µjφj−1
ij (1− yij)φj(1−µj)−1

×
n∏
i=1

{1 + θ[1− 2F1(y1)][1− 2F2(y2)]}

donde F1 y F2 son las funciones de distribuciones acumuladas de Y1 y Y2.

3.5 Estadística No Paramétrica

En el presente trabajo se realizan algunas pruebas no paramétricas, cuando los

datos no cumplen el supuesto de normalidad, tal es el caso de los índices de

matemáticas (Y1), ciencias sociales (Y3) y lectura crítica (Y5), como se verá más

adelante.

3.5.1 Estadísticas para dos muestras

Sea X1, X2, . . . , Xn1
una muestra aleatoria proveniente de una población con

función de distribución acumulada F y Y1, Y2, . . . , Yn2 otra muestra aleatoria
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proveniente de una función de distribución acumulada G. Sea también n1 + n2

el tamaño de la muestra total. El caso general requiere que las variables sean

medidas al menos en escala ordinal. La hipoótesis de interés está dada por:

H0 : F (t) = G(t) vs F (t) < G(t) (1)

Figure 1: Funciones de Distribuciones y Probabilidad, Fuente: [11], pp. 52.

Sea R(Yj) el rango de Yj en la muestra combinada. Luego la estadística de

Wilcoxon es:

T =

n2∑
j=1

R(Yj) (2)

Una segunda formulación de la prueba de Wilcoxon consiste en considerar todas
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las diferencias {Yj −Xi} y sea T+ el número de diferencias positivas.

T+ = #i,j{(Yj −Xi) > 0} (3)

Se tiene la identidad

T+ = T − n2(n2 + 1)

2
(4)

Y la estadística (3) es conocida como la prueba de Mann-Whitney.

3.5.2 Estadísticas para varias muestras

Cuando se trata de comparar más de dos muestras, se utiliza un análisis alter-

nativo análogo al análisis de varianza en estadística paramétrica, denominado

el análisis de Kruskall-Wallis. Esta prueba se basa en el modelo de localización:

Yij = µ+ eij j = 1, 2, . . . , ni i = 1, 2 . . . , k (5)

A causa de que la función de dispersión es invariante a localización, la dis-

persión en el modelo reducido es la dispersión de las obsrvaciones D(0), el

cual es llamado Dϕ(RED). La reducción en dispersión es entonces RDϕ =

Dϕ(RED)−Dϕ(FULL) y el ensayo estadístico está dado por:

Fϕ =
RDϕ/(k − 1)

τ̂ϕ/2
(6)

en donde τ̂ϕ es una estimación del parámetro de escala. Y cuando los puntajes

de Wilcoxon se utilizan, se cambia el parámetro ϕ por W , quedando:

FW =
RDW /(k − 1)

τ̂W /2
(7)
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4 Análisis de Datos

4.1 Análisis Preliminares

Para el análisis de datos en el presente trabajo, se utilizó el Software R, mediante

el uso de las librerías betareg, gamlss, xtable, agricolae, reshape, reshape2 y gg-

plot. Se utilizaron distintas pruebas comenzando con las pruebas de normalidad

para cada uno de los índices.

Indice P. de Shapiro Probabilidad Significancia Decisión

Matemáticas 0.8707 0.004469 ∗ ∗ ∗ Se rechaza

C. Naturales 0.95226 0.2818 No se rechaza

C. Sociales 0.90362 0.02202 ∗∗ Se rechaza

L. Crítica 0.97241 0.7066 No se rechaza

Inglés 0.91835 0.047 ∗ Se rechaza

Table 1: Pruebas de Normalidad

En la tabla 1 se evidencia que en los índices correspondientes a Ciencias

Naturales y Lectura Crítica, no se rechaza la hipótesis nula de normalidad

H0 : Ii ∼ N(· , ·) con 1 = 1, 2, . . . , 5

En los datos correspondientes a los índices de Matemáticas, Ciencias Sociales

e Inglés, se verifica que no se cumple el supuesto de normalidad. Tomando la

anterior evidencia como base, se procede a desarrollar unas pruebas de compara-
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ción descriptivas, discriminadas por Comuna, específicamente para los índices

en los que no se rechaza la prueba de normalidad.

En la figura 2 se puede observar el diagrama de cajas y bigotes para las cinco

áreas evaluadas, las cuales han sido designadas como Y1, Y2, Y3, Y4 y Y5, para

Matemáticas, Naturales, Sociales, Lectura Crítica e Inglés en su respectivo or-

den, se evidencia que el puntaje medio más alto es el de Ciencias Naturales y el

más bajo corresponde a Inglés (ver figura 1 (a)). También el puntaje medio de

Ciencias Naturales por Comuna es de aproximadamente 0.68 en la Comuna 6,

mientras es de 0.70 en la Comuna 10 (ver figura 1 (b)). Por su parte el puntaje

medio por comuna en el área de Lectura Crítica es de 0.68 en la Comuna 6 y

de 0.72 en la Comuna 10 (ver figura 1 (c)).

Teniendo en cuenta la validación de las hipótesis resumidas en la tabla 1 se

realiza a continuación un análisis de varianza con el fin de comparar en forma

simultánea, las medias de las áreas Ciencias naturales y Lectura crítica, en cada

uno de los niveles de los factores: año, colegio y clasificación. Es de recordar que

el análisis de varianza convencional se realiza con base en modelos con matriz

de diseño de rango incompleto, los cuales utilizan como fundamento el supuesto

de normalidad de los errores, y por ende la normalidad de la variable respuesta

ó dependiente.

Para las variables que no cumplen el supuesto de normalidad, caso de Matemáti-

cas, Sociales e Inglés, se realiza un análisis más apropiado, es decir un análisis

no paramétrico.
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Figure 2: Areas por Comunas
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4.2 Análisis de Varianza y Comparaciones de Medias

Se realiza un análisis de varianza para cada una de las dos variables normales:

Ciencias Naturales (Y2) y Lectura Crítica (Y4), con respecto a cada uno de los

factores: Comuna (X2), Nombre del Establecimiento (X4) y Clasificación (X6).

Posteriormente se realizan las pruebas de comparación de medias para cada uno

de los factores, mediante el procedimiento de Tukey.

Factor G.L. SS SSM Valor F Pr(>F) Significancia

X2 1 0.01 0.01 36.38 0.0000 ∗ ∗ ∗

X4 4 0.02 0.01 32.69 0.0000 ∗ ∗ ∗

X5 2 0.00 0.00 11.14 0.0008 ∗ ∗ ∗

Residuales 17 0.00 0.00

Table 2: Anova Ciencias Naturales

Se puede evidenciar en la tabla 2 que para la variable dependiente Ciencias

Naturales, los tres factores de clasificación: Comuna, Nombre del Establecimien-

to y Clasificación del colegio son altamente significativas, por ende se pueden

establecer las comparaciones de medias de cada uno de estos factores.

En la tabla 3 se pueden observar las diferencias más significantes para los fac-

tores: Comuna, en la que se evidencia una diferencia moderada, en los Colegios

se observa que la mayor difrencia está entre las instituciones Humberto Tafur

Charry y Agustín Codazzi, mientras que la menor diferencia se encuentra entre
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Factor Diferencia Linf. Lsup. Pr(>F) Signif.

Comuna(10− 6) 0.03364 0.002267399 0.0650126 0.0366963 ∗∗

Colegio

HTC-AC1 0.08178 0.041292414 0.12226759 0.0000586 ∗ ∗ ∗

OLB-AC2 0.07204 0.031552414 0.11252759 0.0002850 ∗ ∗ ∗

HTC-EL3 0.07840 0.037912414 0.11888759 0.0001009 ∗ ∗ ∗

OLB-EL4 0.06866 0.028172414 0.10914759 0.0004986 ∗ ∗ ∗

HTC-EOH5 0.05680 0.016312414 0.09728759 0.0036089 ∗ ∗ ∗

OLB-EOH6 0.04706 0.006572414 0.08754759 0.0178894 ∗ ∗ ∗

Clasificación

B-A -0.04795000 -0.07333318 -0.02256682 0.0002778 ∗ ∗ ∗

C-B -0.08843182 -0.11228549 -0.06457815 0.0000000 ∗ ∗ ∗

C-B -0.04048182 -0.06232109 -0.01864255 0.0003444 ∗ ∗ ∗

Table 3: Comparación de medias por Factor

1 Humberto Tafur Charry - Agustín Codazzi 2 Oliverio Lara Borrero - Agustín Codazzi 3

Humberto Tafur Charry - El Limonar 4 Oliverio Lara Borrero - El Limonar 5 Humberto

Tafur Charry - Enrique Olaya Herrera 6 Oliverio Lara Borrero - Enrique Olaya Herrera

las instituciones Oliverio Lara Borrero y Enrique Olaya Herrera. Para el factor

Clasificación se evidencian diferencias altamente significativas.
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Factor G.L. SS MSS Valor F Pr(>F) Significancia

X2 1 0.01 0.01 18.87 0.0004 ∗ ∗ ∗

X4 4 0.01 0.00 11.57 0.0001 ∗ ∗ ∗

X5 2 0.01 0.00 10.90 0.0009 ∗ ∗ ∗

Residuales 17 0.01 0.00

Table 4: Anova Lectura Crítica

Algo similar a lo que ocurre con la variables Ciencias Naturales, ocurre tam-

bién con la variable Lectura Crítica, los factores: Comuna, Nombre del Estable-

cimiento y Clasificación de los mismos son altamente significativos, por tanto

se procede a realizar la comparación multiple de medias, para así mismo deter-

minar las principales diferencias significativas de Lectura Crítica discriminada

por factor, utilizando el procedimiento de Tukey.

En la tabla 5 se evidencian diferencias altamente significativas en Comuna

(10− 6), entre establecimientos educativos las mayores diferencias significativas

se presentan entre Humberto Tafur Charry y Agustín Codazzi, Humberto Tafur

Charry y el Limonar, finalmente entre Oliverio Lara Borrero y el Limonar. Por

clasificación no se presentan diferencias, excepto una ligera diferencia entre las

clasificaciones C y A.

Se puede también observar que para la variable Lectura Crítica, no hay sino

4 diferencias entre Establecimientos Educativos, mientras que para la variable

Ciencias Naturales, se presentaron 6 diferencias. Lo mismo ocurrió con Clasi-

ficación, mientras que para Ciencias Naturales todas las diferencias resultaron
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Factor Diferencia Linf. Lsup. Pr(>F) Signif.

Comuna(10− 6) 0.03155667 0.016229 0.04688433 0.0004415 ∗ ∗ ∗

Colegio

HTC-AC1 0.055354667 0.021112235 0.08959710 0.0010734 ∗ ∗ ∗

OLB-AC2 0.044108667 0.009866235 0.07835110 0.0084847 ∗ ∗ ∗

HTC-EL3 0.052337333 0.018094901 0.08657977 0.0018636 ∗ ∗ ∗

OLB-EL4 -0.011246000 -0.045488432 0.07533377 0.0147452 ∗ ∗ ∗

Clasificación

B-A -0.008516042 -0.03317067 0.016138584 0.6560516

C-A -0.021687576 -0.04485659 0.001481436 0.0686128 ∗

C-B -0.013171534 -0.03438397 0.008040899 0.2755213

Table 5: Comparación de medias por Factor

1 Humberto Tafur Charry - Agustín Codazzi 2 Oliverio Lara Borrero - Agustín Codazzi 3

Humberto Tafur Charry - El Limonar 4 Oliverio Lara Borrero - El Limonar

significativas, para Lectura Crítica, sólo hay una moderada diferencia entre las

clasificaciones C y A. Con respecto a las comunas, parece que las diferencias

son altamente significativas tanto para Ciencias Naturales como para Lectura

Crítica. Es de aclarar que los valores que se están manejando son índices que

varían entre 0 y 1, y que aunque las diferencias parezcan insignificantes, en

sentido estadístico se pueden identificar con fines académicos.
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4.3 Análisis no paramétricos, variables no normales.

Para las variables no normales: Matemáticas (Y1), Sociales (Y3) e Inglés (Y5),

se realiza la prueba alternativa de Kruskall-Wallis, para la comparación de me-

dias por Comuna, Nombre del Establecimiento y Clasificación. En la tabla 6 se

Coeficientes Estimación Error.Est t.value. Pr(>F) Signif.

Comuna(10) 0.0118 0.0048 2.4240 0.02679 ∗

Colegio

EL1 -0.0218 0.0063 -3.4383 0.0031 ∗∗

EOH2 -0.0252 0.0066 -3.7883 0.0014 ∗ ∗ ∗

HTC3 0.0254 0.0095 2.6806 0.0158 ∗

OLB4 0.0335 0.0079 4.2074 0.0005 ∗ ∗ ∗

Clasificación

B -0.0309 0.0067 -4.5770 0.0002 ∗ ∗ ∗

C -0.0434 0.0090 -4.8253 0.0001 ∗ ∗ ∗

Table 6: Comparación de medias por Factor

1 El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 3 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

puede evidenciar que hay una significancia estadística alta en la Comuna 10, los

colegios Enrique Olaya Herrera y Oliverio Lara Borrero, así como en las clasifica-

ciones B y C. Esto utilizando como variable respuesta el índice de matemáticas.

En la tabla 7 se puede evidenciar que hay una significancia estadística alta en

la Comuna 10, los colegios Humberto Tafur Charry y Oliverio Lara Borrero, así
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Coeficientes Estimación Error.Est t.value. Pr(>F) Signif.

Comuna(10) 1.7825e-02 4.7404e-03 3.7602 0.0015 ∗ ∗ ∗

Colegio

EL1 4.6574e-05 6.1776e-03 0.0075 0.9940725

EOH2 3.5666e-03 6.4938e-03 0.5492 0.5899920

HTC3 5.2429e-02 9.2602e-03 5.6617 2.814e-05 ∗ ∗ ∗

OLB4 3.2286e-02 7.7736e-03 4.1532 0.0006656 ∗ ∗ ∗

Clasificación

B -1.8576e-02 6.5953e-03 -2.8165 0.0118841 ∗

C -2.6253e-02 8.7684e-03 -2.9940 0.0081577 ∗∗

Table 7: Comparación de medias por Factor

1 El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 3 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

como en las clasificación C. Esto utilizando como variable respuesta el índice

de sociales.

En la tabla 8 se puede evidenciar que hay una significancia estadística mediaa

en la Comuna 10, en los colegios El Limonar y altamente significativo en el cole-

gio Oliverio Lara Borrero, así como en las clasificacines B y C. Esto utilizando

como variable respuesta el índice de inglés.
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Coeficientes Estimación Error.Est t.value. Pr(>F) Signif.

Comuna(10) 0.0098316 0.0054275 1.8115 0.0877756 ·

Colegio

EL1 0.0139687 0.0070730 1.9749 0.0647456 ·

EOH2 -0.0013158 0.0074350 -0.1770 0.8616244

HTC3 0.0149212 0.0106023 1.4074 0.1773448

OLB4 0.0263528 0.0089003 2.9609 0.0087542 ∗∗

Clasificación

B -0.0342472 0.0075512 -4.5353 0.0002928 ∗ ∗ ∗

C -0.0507630 0.0100393 -5.0565 9.739e-05 ∗ ∗ ∗

Table 8: Comparación de medias por Factor

1 El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 3 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

4.4 Análisis de Modelos de Regresión Beta

Teniendo en cuenta los índices presentados para cada una de las asignaturas

evaluadas, basándonos en que estos índices son valores entre 0 y 1, se proponen

tres modelos de Regresión Beta para cada uno de los índices no normales, es

decir: matemáticas (Y1), sociales (Y3) e inglés (Y5). Este análisis lo permite

realizar la librería gamlss del paquete R. Aquí se tiene en cuenta que los índices

de ciencias naturales (Y2) y lectura crítica no entran, pues en ellos no se evidencia

la falta de normalidad.
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Factor Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) Signific.

Intercepto 0.91 0.03 26.76 0.00 ∗ ∗ ∗

Comuna 10 0.05 0.02 2.82 0.01 ∗

EL -0.09 0.02 -4.04 0.00 ∗ ∗ ∗

EOH -0.11 0.02 -4.49 0.00 ∗ ∗ ∗

HTC 0.13 0.03 3.64 0.00 ∗∗

OLB 0.16 0.03 5.58 0.00 ∗ ∗ ∗

B -0.16 0.03 -6.25 0.00 ∗ ∗ ∗

C -0.22 0.03 -6.60 0.00 ∗ ∗ ∗

Table 9: Regresión Beta por Factor, Matemáticas
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Figure 3: Influencia Estadística Modelo Matemáticas

Se evidencia en la tabla 9, la robustez del modelo de Regresión Beta, para la

variable independiente índice de Matemáticas versus Comuna, Colegio y Clasifi-

cación. Todos los factores son altamente significativos, se obtuvo una variación

estimada de σ̂ = e−4.1302 = 0.016.

En la Figura 3, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-

uales, se encuentran en el intervalo [−2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.
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Factor Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) Signif.

Intercepto 0.70 0.03 24.99 0.00 ∗ ∗ ∗

Comuna 10 0.09 0.01 5.82 0.00 ∗ ∗ ∗

EL 0.00 0.02 0.00 1.00

EOH 0.01 0.02 0.57 0.58

HTC 0.25 0.03 8.65 0.00 ∗ ∗ ∗

OLB 0.15 0.02 6.24 0.00 ∗ ∗ ∗

B -0.08 0.02 -4.03 0.00 ∗ ∗ ∗

C -0.12 0.03 -4.25 0.00 ∗ ∗ ∗

Table 10: Regresión Beta por Factor, Sociales

0.64 0.66 0.68 0.70 0.72 0.74

−
1
.5

−
0
.5

0
.5

1
.5

Against Fitted Values

Fitted Values

Q
u

a
n

ti
le

 R
e
s
id

u
a

ls

5 10 15 20 25

−
1
.5

−
0
.5

0
.5

1
.5

Against  index

index

Q
u

a
n

ti
le

 R
e
s
id

u
a

ls

−3 −2 −1 0 1 2 3

0
.0

0
0
.1

0
0
.2

0
0
.3

0

Density Estimate

Quantile. Residuals

D
e
n
s
it
y

−2 −1 0 1 2

−
1
.5

−
0
.5

0
.5

1
.5

Normal Q−Q Plot

Theoretical Quantiles

S
a
m

p
le

 Q
u
a
n
ti
le

s

Figure 4: Influencia Estadística Modelo Sociales
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Se evidencia en la tabla 10, una vez másla un buen modelo de Regresión

Beta, para la variable independiente índice de Sociales versus Comuna, Colegio

y Clasificación. Todos los factores son altamente significativos, excepto los cole-

gios El Limonar y Enrique Olaya Herrera, se obtuvo una variación estimada de

σ̂ = e−4.3109 = 0.013.

En la Figura 4, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-

uales, se encuentran en el intervalo [−2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.

Factor Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) Signif.

Intercepto 0.78 0.05 16.09 0.00 ∗ ∗ ∗

Comuna 10 0.03 0.03 1.27 0.22

EL 0.07 0.03 2.17 0.05 ∗

EOH 0.00 0.03 0.12 0.91

HTC 0.06 0.05 1.18 0.26

OLB 0.13 0.04 3.09 0.01 ∗∗

B -0.16 0.04 -4.38 0.00 ∗ ∗ ∗

C -0.23 0.05 -4.81 0.00 ∗ ∗ ∗

Table 11: Regresión Beta por Factor, Ingles
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Figure 5: Influencia Estadística Modelo Ingles

Se evidencia en la tabla 11, una vez másla un buen modelo de Regresión

Beta, para la variable independiente índice de Ingles versus Comuna, Colegio y

Clasificación. Son significativos sólo el colegio Oliverio lara Borrero, las clasifi-

caciones B y C, se obtuvo una variación estimada de σ̂ = e−3.7432 = 0.023.

En la Figura 5, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-

uales, se encuentran en el intervalo [−2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.
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5 Conclusiones

Del presente trabajo se han logrado extraer las siguientes conclusiones:

• Sorprende encontrar una metodología robusta que permite modelar infor-

mación histórica, aunque el tamaño de los datos no sea grande.

• Se puede trabajar con Estadística clásica. siempre y cuando la distribución

de los datos sea normal ó aproximadamente normal.

• Existen alternativas No Paramétricas modernas que permiten evaluar es-

tadísticas en datos no normales, con una eficiencia buena.

• El análisis permitió establecer tres modelos de regresión Beta, cuando el

supuesto de normalidad sobre las variables respuesta no se cumple.

• Los factores asociados a cada uno de los índices resultaron ser los apropi-

ados y altamente significativos. Con estos modelos se pueden establecer

condiciones y evaluar condiciones que lleven a formular estrategias por

parte de los colegios.

• La comuna con mayor rendimiento académico en las pruebas saber 11

resultó ser la 10.

• La Regresión Beta del paquete R, ya fué sustituída por la librería gamlss.
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