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1 Introducciéon

Las pruebas Saber Pro (11), anteriormente conocidas como las pruebas del
ICFES, son el preambulo para que el futuro bachiller tenga la facilidad de ingre-
sar a la educaciéon superior. En cualquier &mbito se podria llegar a pensar que
s6lo se trata de un examen de conocimientos, no obstante el verdadero ejerci-
cio con estas pruebas consiste en medir la capacidad de abstraccién, habilidad,
comprension y conocimientos alcanzados por el estudiante, en las distintas areas
del conocimiento, basadas en la formaciéon obtenida por el individuo en las dos
primeras fases de estudio.

En todas las instituciones de educacion basica y media, tanto ptiblicas como
privadas del pais, éstas pruebas son de caracter obligatorio, e involucran no sélo
al indivividuo, sino también a los profesores, directivos, a la familia y por ende
a la sociedad.

El Ministerio de Educacién Nacional, a través del Instituto Colombiano para el
Fomento de la Educacion Superior (ICFES), en el primer semestre del ano 2019,
lanzo la propuesta para que los grupos de investigacion, adscritos a Instituciones
publicas y privadas del pais, inscritas en Colciencias, utilicen las bases de datos
de la pruebas Saber, a través de proyectos de investigacion que promuevan el
estudio y desarrollo de la Ciencia y la Tecnologia.

Es inevitable reconocer que aquellas regiones del pais en las que los resultados de
las pruebas Saber son mayores, el desarrollo industrial, tecnologico y académico

supera con creces a las regiones menos favorecidas y en las que los resultados



no son del todo, los mejores.

Cabe resaltar que en cada region del pais y en su entorno se presentan en mayor
o en menor grado, situaciones que afectan de manera directa o indirecta un
buen resultado en las pruebas Saber, pueden ser problemas de indole familiar,
personal, social, econémico e incluso afectivo.

Tomando como base las anteriores reflexiones, usando la base de datos sumin-
istrada por el ICFES, el presente proyecto pretende realizar un estudio compar-
ativo de los resultados de las pruebas Saber 11, en las areas de Matematicas,
Lectura Critica, Inglés y Sociales, entre instituciones pertenecientes a las comu-
nas 6 y 10 de Neiva.

Dentro de las técnicas estadisticas que se pretender utilizar en el presente
proyecto estan: analisis descriptivo, pruebas de normalidad, pruebas de com-
paracion multiple, estadistica no paramétrica, y por ende el uso de la Regresion
Beta, dado que los resultados utilizados se basan en indices. Vale la pena
destacar que este tipo de herramienta estadistica, se ha venido utilizando con
éxito desde 2004, afio en el cual Ferrari y Cribari-Neto (2004, [6]), proponen esta
herramienta con el fin de estudiar: tasas de homicidios, hurtos, accidentalidad,
reclamos bancarios y de la construcciéon en Brasil, obteniendo resultados asom-
brosos que fueron posteriormente comparados con anéalisis bayesianos, los cuales
permitieron descubrir la alta fiabilidad de los resultados obtenidos a través de

este tipo de regresion.



2 Objetivos

2.1 Objetivo General

Realizar un estudio comparativo de las pruebas saber 11, en las Comunas 6 y

10 de Neiva mediante Regresion Beta, anos 2014 - 2018.

2.2 Objetivos Especificos

e Desarrollar un estudio estadistico descriptivo general que permita com-

parar promedios y variaciones en los indices para cinco areas del conocimiento.

o Identificar factores de interés asociados con el rendimiento en las cinco

areas del conocimiento en las comunas 6 y 10 de Neiva.

e Implementar pruebas de normalidad para los indices de conocimiento y

verificar relaciones y comparaciones entre los mismos.

e Utlizar herramientas estadisticas alternativas con el fin de establecer rela-

ciones y comparaciones, en donde no se pueda verfificar normalidad.

e Determinar los mejores modelos de regresion beta, usando areas del conocimiento
y factores asociados, estableciendo medidas de influencia estadistica para

medir las sensibilidad de los modelos estimados.



3 Marco Teérico

3.1 Modelo de Regresion Beta Univariado

El presente marco teodrico se basa fundamentalmente en los trabajos de Ferrari
y Cribari-Neto (2004) quienes propusieron un modelo de regresion, en el que
la variable respuesta es continua y esta restringida al intervalo (0,1) la cual
esta relacionada con otras variables, a través de una estructura de regresion.
El modelo propuesto estda basado en suponer, que la variable respuesta tiene
distribucién beta, utilizando una parametrizacién de la ley beta, de acuerdo a
la media y al parametro de precision.

La distribucién beta es muy flexible en situaciones en donde la variable depen-
diente es continua y esta restringida al intervalo (0,1) debido a que su funcién
de densidad puede asumir diferentes formas, dependiendo del parametro que la
acompane. Una funcién de densidad de distribucién beta, con parametros a, b

estd definida como:

si y ~ Beta(a,b)

fy(y) = B(i b)y“_l(l )t 0<y<1 a,b>0
como:
_ (@)
Beta(a,b) = Tath)

10



se tiene que:

1 T(a+b)
B(a,b)  T(a)T'(b)
entonces:
fy(y;a,b) = 15((G)J1:(}I)>)) 11—yt 0<y<l a,b>0
de donde:
n=Ely) = aib y Var(y) = (a+b)2(c;b+b— 1)
luego:
= aib sea ¢:a+b:>,u:g:>,u¢:a
es decir:
p=pp+b=¢—pup=b= (1 —p)=>
Ahora:
flyiah) = e EET I o1 gy
fy;a,b) = M%yw‘l(l )l )y <10<pu<1d>0

Asi la media y la varianza estan dadas por:

Ey)=p y Var(y) =T

Donde V(u) = (1 —p) esta dada en funcion de la varianza, p es la media de
la variable respuesta y ¢ puede ser interpretado como un pardmetro de precision,
cuanto mayor sea el valor de ¢, menor es la varianza de y. Entonces el modelo

propuesto por Ferrari y Cribari-Neto (2004) queda de la siguiente manera:

y1|/~‘('la¢ ~ Beta‘(,“ia¢)7 1= 172737 sy T

11



P
9(i) = ni = inkﬂlm p<n
k=1

donde n es el nimero de observaciones, p es el nimero de coeficientes de regre-
sion, g(.) es una funcién estrictamente monoétona y dos veces diferenciables que
mapea el intervalo (0,1) en R, ST = (B4, ..., 8,) es un vector de coeficientes de

regresion y x;i, ..., T;p son observaciones de p covariables, i = 1,2,...,n

3.2 Inferencia Bayesiana en el modelo de Regresion Beta

Univariado

Para estimar las parametros del modelo propuesto por Ferrari y Cribari-Neto
(2004), ellos adoptaron un enfoque frecuentista, para este caso se hace de una
manera totalmente Bayesiana, en la explicaciéon del modelo y se terminara
asignando distribuciones a priori, p(3,¢) para 8 y ¢. Para realizar inferen-
cia Bayesiana sobre estos pardmetros, se supone que se tiene informacién so-
bre las variables aleatorias de Y7, ...,Y,, cuyos valores pertenecen al intervalo
(0,1), el cual es equivalente al intervalo (¢, d), transformando las variables en
(Vi/(d = )y Yu (d = ). Sea B = (i, Bp)T ¥ glits) = logit(uss), con
esta informacion, se tiene que la densidad de la distribucién beta, sobre la
parametrizacion, del modelo propuesto por Ferrari y Cribari-Neto (2004), para

la i-ésima observacion queda dado de la siguiente manera:

12



18.6) — L(¢) 1i(B)o-1 () _ y \1=mi(B)lo—1
6l = r@oria - mdyo” Y

o< exp{logl’(¢) — [logl (11 (8)¢ + logT (1 — p:(8)) )]+

1i(B)glogit(y;) + dplog(l —y;)}

Por consiguiente se tiene que la funcion de verosimilitud L(f, ¢), para n

observaciones independientes es:

L(B,¢) = _H f (il B, )

()" 1 m Bt _ o L= (B)or
ol smmora—mea? 0w

i=1

Entonces, considerando una densidad a priori p(3, ¢), se tiene que la densi-

dad a posteriori de estos parametros es tal que:

p(B, dly) o< L(B, 9)p(B, ¢)

~ o T 1 wi(Bo—1 1 _ o \1—pi(B)s 1
Ol Urg@ora—wana” 1% o)

Hay diferentes formas para escoger la densidad a priori p(8,¢). Una de
esas formas es considerar p(8,¢) = p(B8)p(d), lo que equivale a ¢ y S inde-

pendientes a priori. Por ejemplo se puede adoptar By ~ N(mg,0%) y ¢ ~

13



Gamal(a,b), pues fj € (—00,0),
k=1,...py ¢ >0, donde resulta el modelo de regresiéon beta univariado, dado

por:

yll,uw(b ~ Beta(ui(ﬁ)a(b)a 1= 1727?” s

p
g(pi) =ni =Y xinBr, p<n
k=1

61{,‘ ~ N(mka O—]%)

¢ ~ Gama(a,b),

con distribuciones a priori para ¢ y B, k= 1,...,p.

Los términos desarrollados I'(u;(8)¢) y T'(¢) indican que la densidad a posteriori
de 8 y ¢ no poseen forma cerrada. Para generar muestras de esa distribucion, se
utiliza el método de Monte Carlo via cadenas de Markov. El uso de las distribu-
ciones a priori mencionadas, llevan a la obtencién de distribuciones condicionales
completas a posteriori para ¢ y 8 también de forma desconocida. Por lo tanto
un método eficaz para la simulaciéon de generar distribuciones a posteriori es el
algoritmo Metrépolis-Hastings.

Las distribuciones condicionales completas a posteriori del modelo descrito an-

teriormente quedan de la siguiente manera:

14



p(¢]B, y) < L(y[B, ¢) p(¥)

o eXp{nlogl“ = [logT (1:(B)) + log((1 — pi(8))¢)] +
i=1

¢Z 1i(B)logit(y;) + log(1 — yz)]} x ¢% " Lexp(—bg)

P(By|B-k ¢, y) o< L(y|B, ¢)p(Br)
x exp{nlogl" Z LogT(1i(B)6) + log(1 — ps(B))$) |+
i=1

()’

k=1

N | =

¢Z 1i(B)logit(y;) + log(1 —yl)]} X eXp{—

para k = 1,...,p donde B(_j es obtenido eliminando el k-ésimo término del

vector .

3.3 Distribuciones multivariadas con marginales beta

Hay situaciones en las que existen més de una variable dependiente y a su vez
estan relacionadas entre si. El analisis multivariado se considera muy apropiado

para establecer dicha asociacién entre esas variables. Por lo tanto habra una

15



mejor ganancia en la precision de cantidades de interés, cuando los modelos son
analizados conjuntamente y no de manera individual.

Hay varias distribuciones en la literatura denomidas beta multivariadas, pero
la més apropiada seria una distribuciéon conjunta cuya marginales posean dis-
tribucién beta univariada.

Olkin y Liu (2003) definieron una funcion de densidad beta bivariada, utilizando
una relacién entre la distribuciéon Beta y Gama de la siguiente manera:

sean:

U ~ Gama(a,1) V ~ Gama(b,1) y W ~ Gama(c, 1), variables aleatorias in-
dependientes.

Dénde:

X="_ v v=

Uu+w

Asi: X ~ Beta(a,c) y Y ~ Beta(b,c)

Ahora:
1CL
Si U~ Gama(a,1) = fu(u) = T ut e I (0,00 ()
1b
Si V ~ Gama(b,1) = fy(v) = @vb_le_” I(0,00)(v)
1C
Si W ~ Gama(c,1) = fw(w) = B wé eV I (0,00) (W)
Es decir:
flu,v,w) = ! u Tl e T e e T v, w > 0
S ORORE .
Como:
U \%
X = Y =
v+w Y VW



Entonces:

r(utw) = u = zutaw =u = sw =u—cu = zw = u(l—z) = u = 1 w

-z
y(v+tw) = v = yv+tyw = v = yw = v—yv = yw = v(l—y) = v = %w

)
Reemplazando:
1 T a—1 y b—1
= — “lem™ 0 <2,y < Lw>0

e = s (r5v)  (Thye) w7 0sav<i
Doénde:

— x4 Yy _ _(-zy)
9=1t T—y +1= (1-2)(1-y)

Ahora integrando:

Fey) = /0 " sy w)dw

o= <r<a>rzb>r<c> () () ”w> “

_ 1 € ot Y b oo a+b+c—3 —wq
1 9) =Farmre (1 = ) (1 y) / W e M
2 o 1 Ql‘a_l yb_l > wa+b+c—36—wq w
) =R (s [T J, a

Como:

u=-2w y v=-Lw calculando su jacobiano se tiene:
l1-zx 1-y

Odu  Ou w 0 2

o Oy (1—x)2 w

J(u,v) = = =
v 0 —w (1-2)2(1-y)?
ox Oy (1-y)?



Ahora

. 1 pa—1 yb 1 Oowa+b+c—3w2€—wq w
) = ST s Ty TP d
1 xafl b 1 /oo bt 7wqd
“T(@TB)T(0) (1 — )T 1—y)b+1 o v
1 xafl yb 1 M —(a+b+c)
“T@TOT() (1 -2 (1 —ybﬂr(““’“)[u_x)(l_y)}
o 1 pa—1 yb-t (1 — ay)~(a+b+e)
“T@IOT@ T G-y T Iy
1 pa—l b—1
( )T (b) ( ) 1—2) | (1 — z)_a_c+1r(a +b+¢)(1— xy)*(a+b+c)
Dla+b+c) a2ty (1 —a)Pte (1 —y)otet
" I(a)T(b)T(c) (1 — ay)atbre O0<z,y<l

Esta funcion de densidad puede ser generalizada para el caso de k variables

aleatorias, definidas asf:

X; = Uﬁjw 1=1,2,3,..., K donde Uy ~ gama(ay,1),...,Ux ~ gama(ag,1),W ~

gama(a, 1), encontrando su distribucién conjunta X1, Xo, ..., X, W.

La correlaciéon de variables X;, ¢ = 1,2,3,..., K restringe la correlaciéon a ser
siempre positiva, lo que no es adecuado para situaciones mas generales. Aqui
también se puede notar que para valores de a y b pequenos y ¢ grande ocasio-
nan correlaciones proximas a cero, en cuanto los valores de a y b grandes con ¢
pequeno llevan correlaciones préximas a uno.

Una reparametrizacion de f(x,y) en términos de parametros de media y pre-

cision, més apropiado para una regresion beta esta dada por:
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_ (1 + ¢2 — ¢
I(cur /(1 — w1))I(cuz/(1 — u2))I'(c)
xcul/(lful)flycug/(lfug)fl(1 o x)(i)gfl(l o y)qﬁlfl

= A zg)iroe ,0<z,y <1

En este caso la distribucion beta bivariada depende todavia de un parametro

3.4 Construccion de distribucién conjunta via copulas

Otra posibilidad para obtener una distribucién beta multivariada consiste en
unir las marginales betas a través de una funcién copula, la cual es una de las
herramientas més ttiles para trabajar con distribuciones multivariadas cuando
las marginales son dadas o conocidas. El uso de funciones coépulas permiten la

representacion de los diferentes tipos de dependencia entre las variables.

e Definiciéon. (Nelsen, 2006, p. 48) Una copula estda definida como una

funcién de distribucién conjunta

C(ul,‘.qu;{) = P(Ul <uy,.. U < UK), 0<u; <1

con U ~U(0,1), i =1,2,3,... K

e Teorema (Nelsen, 2006, p. 46) Sea H una funciéon de distribucion acumu-

lada K-dimensional con marginales F1, ..., Fx entonces existe una copula
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K-dimensional C tal que para todo (yi,...,yx) € [—00,00]¥,

H(yla 7yK) = C(Fl(y1)7 7FK(yK))

e Corolario (Nelsen, 2006, p. 46) Sea H una funcion de distribucion acumu-
lada K-dimensional con marginales F1, ..., Fg y sean F| Lo Fgl inversas
de Fi, ..., Fk respectivamente. Entonces, para cualquier u; € [0, 1], existe

una copula K-dimensional C, tal que

C(ury .y ur) = h(Fy  (uy), o, Frt (ugc)).

Por el teorema anterior se puede encontrar una distribuciéon conjunta de K
variables aleatorias Y7, ..., Y. Supongase que tales variables aleatorias son con-
tinuas con funciones de distribuciones marginales F, ..., Fx respectivamente y
funcién de distribucion conjunta H (y1, ..., yx ). Entonces la funcion de densidad

conjunta esté dada por:

OKH(yy, ..., yx)

iy, e yic) = Oyt ..., OYK
_IRC(Fi(yr), -+, Fr (yx)) OF1(y1) OFy(yx)
h(y1, . yYK) = OF1(11), ... OF (yxe) o X ... X 73%{
K
(Y1, s yi) =c(Fr (1), oo Fic (i) T | Filwi)
i=1
donde
8KC' 8 \Ye
AR o Fi)) =y P D)y ) iy,
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Para cualquier copula C'(uy, ..., ux ) los limites de Frechet-Hoftding inferior y su-
perior son, respectivamente, dados por funciones M (uy, ...,ug) y W(uq, ..., ux),

definidas como:

o M(uy,....,ur)=min(u,...,ux), que es una copula para todo K > 2

o M(uy,...,ur) = max(ui+,...,+ux —1,0), que es una copula para K = 2
Entonces

M(up,.o.yur) < Cuy, .oy ur) < Wut, . ug), (ug,...,ux) € [0,1]%

Ahora considerando la familia de funciones copulas de Farlie-Gombel-Morgenstern,

que en el caso bivariado tiene la forma
Co(u,v) = uwv + uv(l — u)(1 — v)

donde 0 € [-1,1], 0 < u,v < 1, supongase que Y7 y Y3 son variables aleatorias
con funcion de distribucion F; y F,. Entonces por el teorema anterior, una
distribucién conjunta de Y7 y Y5 estda dada por:
H(y1,y2) =C(Fi(y1), F2(y2))
=F1(y1) Fa(y2) + 0F1(y1) Fa(y2)[1 — Fi(y1)][L = Fa(y2)]-
Suponiendo que Y7 y Y2 son continuas, se tiene que su funciéon de densidad

conjunta h(.) es obtenida haciendo:

PH(yi,y2) 9 <5’H(y1 yz))
h 5 :77 = — 77
(w1, 32) 0y10Y2 0y oy

=f1(y1) f2(y2) {1+ 0[1 — 2F1 (y1)][1 — 2F2(y2)]}

donde f1(.) y f2(.) son las funciones de densidades marginales de Y7 y Y5.

Supongase que Y7 ~ Beta(uy,d1) y Yo ~ Beta(us,¢2) y que las densidades
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de sus funciones tengan una reparametrizacion como lo hizo Ferrari y Cribari
Neto, entonces para n observaciones independientes de (y;1,4:2), ¢ = 1,2, ....,n

se tiene que la funcién de verosimilitud es:

S L' (i) 1 —1 ¢i(1—pj)—1
B ez 0,00 = W s gmseia =yt 0™

X H {1+0[1 —2F(y1)][1 — 2F2(y2)]}

i=1

donde F y F5 son las funciones de distribuciones acumuladas de Y; y Y5.

3.5 Estadistica No Paramétrica

En el presente trabajo se realizan algunas pruebas no paramétricas, cuando los
datos no cumplen el supuesto de normalidad, tal es el caso de los indices de
matematicas (Y1), ciencias sociales (Y3) y lectura critica (Y5), como se vera mas

adelante.

3.5.1 Estadisticas para dos muestras

Sea Xi,Xo,...,X,, una muestra aleatoria proveniente de una poblacién con

funcién de distribucion acumulada F' y Y7, Ys,...,Y,, otra muestra aleatoria
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proveniente de una funcién de distribucion acumulada G. Sea también ni + no
el tamano de la muestra total. El caso general requiere que las variables sean

medidas al menos en escala ordinal. La hipodtesis de interés esta dada por:

Hy: F(t)=G(t) vs F(t)<G(t) (1)

- — o
- ,,-- - = : — i)
= // - e --- gl

. _ S . - LN,
5:] ) S VAN
DS 2 .

4 7/ — Fif o \H
2|7 ~-- G g |/ T
=T T T T T = T T T T

i 5 10 15 20 i 5 10 15 20
1 1
- P — = -
.u S = V| —
2 / 7 | L V[ --- om
L N .l" Ly :'. I'.
® J £ om I \
- ; T "II * - h -'I L I'.

_ J,-"' — Fin = . a-" \

. - G s | N
=T T T T T =T T T T T T
i 2 4 & B 10 i 2 4 & a 10

Figure 1: Funciones de Distribuciones y Probabilidad, Fuente: [11], pp. 52.

Sea R(Yj;) el rango de Y; en la muestra combinada. Luego la estadistica de

Wilcozon es:
na
T=>" R(Y)) (2)
j=1

Una segunda formulacién de la prueba de Wilcoxon consiste en considerar todas
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las diferencias {Y; — X;} y sea T el nimero de diferencias positivas.

T =#i,;{(Y; — Xi) > 0} (3)
Se tiene la identidad
Tt =T~ 7”2("? b (4)

Y la estadistica (3) es conocida como la prueba de Mann- Whitney.

3.5.2 [Estadisticas para varias muestras

Cuando se trata de comparar mas de dos muestras, se utiliza un analisis alter-
nativo anélogo al anélisis de varianza en estadistica paramétrica, denominado

el anélisis de Kruskall-Wallis. Esta prueba se basa en el modelo de localizaciéon:
Y;]:M—Fe” _]:1,2,,’[7,1 221,2,k’ (5)

A causa de que la funcién de dispersiéon es invariante a localizacién, la dis-
persion en el modelo reducido es la dispersion de las obsrvaciones D(0), el
cual es llamado D,(RED). La reduccion en dispersion es entonces RD, =

D,(RED) — D,(FULL) y el ensayo estadistico esta dado por:

_ RD,/(k—1)

F
TTRR

(6)

en donde 7, es una estimacién del pardmetro de escala. Y cuando los puntajes

de Wilcozon se utilizan, se cambia el parametro ¢ por W, quedando:

_ BRDw/(k—1)

F
W Tw /2
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4 Andlisis de Datos

4.1 Analisis Preliminares

Para el analisis de datos en el presente trabajo, se utilizo el Software R, mediante

el uso de las librerfas betareg, gamlss, xtable, agricolae, reshape, reshape2 y gg-

plot. Se utilizaron distintas pruebas comenzando con las pruebas de normalidad

para cada uno de los indices.

Indice P. de Shapiro | Probabilidad | Significancia Decision
Matemaéticas 0.8707 0.004469 * %k Se rechaza
C. Naturales 0.95226 0.2818 No se rechaza
C. Sociales 0.90362 0.02202 Kok Se rechaza
L. Critica 0.97241 0.7066 No se rechaza
Inglés 0.91835 0.047 * Se rechaza

Table 1: Pruebas de Normalidad

En la tabla 1 se evidencia que en los indices correspondientes a Ciencias

Naturales y Lectura Critica, no se rechaza la hipétesis nula de normalidad

H()Z IZNN(,)

con 1=1,2,...,5

En los datos correspondientes a los indices de Matematicas, Ciencias Sociales

e Inglés, se verifica que no se cumple el supuesto de normalidad. Tomando la

anterior evidencia como base, se procede a desarrollar unas pruebas de compara-
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cion descriptivas, discriminadas por Comuna, especificamente para los indices
en los que no se rechaza la prueba de normalidad.

En la figura 2 se puede observar el diagrama de cajas y bigotes para las cinco
areas evaluadas, las cuales han sido designadas como Y7,Ys,Ys,Y, v Y5, para
Matematicas, Naturales, Sociales, Lectura Critica e Inglés en su respectivo or-
den, se evidencia que el puntaje medio mas alto es el de Ciencias Naturales y el
més bajo corresponde a Inglés (ver figura 1 (a)). También el puntaje medio de
Ciencias Naturales por Comuna es de aproximadamente 0.68 en la Comuna 6,
mientras es de 0.70 en la Comuna 10 (ver figura 1 (b)). Por su parte el puntaje
medio por comuna en el area de Lectura Critica es de 0.68 en la Comuna 6 y
de 0.72 en la Comuna 10 (ver figura 1 (c)).

Teniendo en cuenta la validacién de las hipotesis resumidas en la tabla 1 se
realiza a continuacién un anélisis de varianza con el fin de comparar en forma
simultéanea, las medias de las areas Ciencias naturales y Lectura critica, en cada
uno de los niveles de los factores: ano, colegio y clasificacion. Es de recordar que
el analisis de varianza convencional se realiza con base en modelos con matriz
de disenio de rango incompleto, los cuales utilizan como fundamento el supuesto
de normalidad de los errores, y por ende la normalidad de la variable respuesta
6 dependiente.

Para las variables que no cumplen el supuesto de normalidad, caso de Matemati-
cas, Sociales e Inglés, se realiza un analisis més apropiado, es decir un analisis

no paramétrico.
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4.2 Analisis de Varianza y Comparaciones de Medias

Se realiza un anélisis de varianza para cada una de las dos variables normales:
Ciencias Naturales (Y3) y Lectura Critica (Y4), con respecto a cada uno de los
factores: Comuna (X5), Nombre del Establecimiento (X4) y Clasificacion (Xg).
Posteriormente se realizan las pruebas de comparacion de medias para cada uno

de los factores, mediante el procedimiento de Tukey.

Factor G.L. | SS | SSM | Valor F | Pr(>F) | Significancia
X2 1 0.01 | 0.01 36.38 0.0000 * % %

X4 4 0.02 | 0.01 32.69 0.0000 X K %

X5 2 0.00 | 0.00 11.14 0.0008 * % ok
Residuales 17 0.00 | 0.00

Table 2: Anova Ciencias Naturales

Se puede evidenciar en la tabla 2 que para la variable dependiente Ciencias
Naturales, los tres factores de clasificacion: Comuna, Nombre del Establecimien-
to y Clasificacion del colegio son altamente significativas, por ende se pueden
establecer las comparaciones de medias de cada uno de estos factores.

En la tabla 3 se pueden observar las diferencias més significantes para los fac-
tores: Comuna, en la que se evidencia una diferencia moderada, en los Colegios
se observa que la mayor difrencia esta entre las instituciones Humberto Tafur

Charry y Agustin Codazzi, mientras que la menor diferencia se encuentra entre
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Factor Diferencia Linf. Lsup. Pr(>F) | Signif.
Comuna(10 — 6) 0.03364 0.002267399 | 0.0650126 | 0.0366963 ok
Colegio

HTC-AC! 0.08178 0.041292414 | 0.12226759 | 0.0000586 | * * *
OLB-AC? 0.07204 0.031552414 | 0.11252759 | 0.0002850 | ** *
HTC-EL3 0.07840 0.037912414 | 0.11888759 | 0.0001009 | * * *
OLB-EL* 0.06866 0.028172414 | 0.10914759 | 0.0004986 | * * *
HTC-EOH® 0.05680 0.016312414 | 0.09728759 | 0.0036089 | * * *
OLB-EOHS 0.04706 0.006572414 | 0.08754759 | 0.0178894 | * * x
Clasificaciéon

B-A -0.04795000 | -0.07333318 | -0.02256682 | 0.0002778 | s x* x
C-B -0.08843182 | -0.11228549 | -0.06457815 | 0.0000000 | s *
C-B -0.04048182 | -0.06232109 | -0.01864255 | 0.0003444 | s *

Table 3: Comparacion de medias por Factor

1 Humberto Tafur Charry - Agustin Codazzi 2 Oliverio Lara Borrero - Agustin Codazzi 3

Humberto Tafur Charry - El Limonar 4 Oliverio Lara Borrero - El Limonar ® Humberto

Tafur Charry - Enrique Olaya Herrera 6 Oliverio Lara Borrero - Enrique Olaya Herrera

las instituciones Oliverio Lara Borrero y Enrique Olaya Herrera. Para el factor

Clasificacion se evidencian diferencias altamente significativas.
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Factor G.L. | SS | MSS | Valor F | Pr(>F) | Significancia

X2 1 0.01 | 0.01 18.87 0.0004 * K k
X4 4 0.01 | 0.00 11.57 0.0001 * %k %
X5 2 0.01 | 0.00 10.90 0.0009 * %k %

Residuales 17 0.01 0.00

Table 4: Anova Lectura Critica

Algo similar a lo que ocurre con la variables Ciencias Naturales, ocurre tam-
bién con la variable Lectura Critica, los factores: Comuna, Nombre del Estable-
cimiento y Clasificaciéon de los mismos son altamente significativos, por tanto
se procede a realizar la comparaciéon multiple de medias, para asi mismo deter-
minar las principales diferencias significativas de Lectura Critica discriminada
por factor, utilizando el procedimiento de Tukey.

En la tabla 5 se evidencian diferencias altamente significativas en Comuna
(10 — 6), entre establecimientos educativos las mayores diferencias significativas
se presentan entre Humberto Tafur Charry y Agustin Codazzi, Humberto Tafur
Charry y el Limonar, finalmente entre Oliverio Lara Borrero y el Limonar. Por
clasificacién no se presentan diferencias, excepto una ligera diferencia entre las
clasificaciones C y A.

Se puede también observar que para la variable Lectura Critica, no hay sino
4 diferencias entre Establecimientos Educativos, mientras que para la variable
Ciencias Naturales, se presentaron 6 diferencias. Lo mismo ocurri6 con Clasi-

ficacion, mientras que para Ciencias Naturales todas las diferencias resultaron
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Factor Diferencia Linf. Lsup. Pr(>F) | Signif.
Comuna(10 — 6) 0.03155667 0.016229 0.04688433 | 0.0004415 | ** %
Colegio

HTC-AC! 0.055354667 | 0.021112235 | 0.08959710 | 0.0010734 | *x* x
OLB-AC? 0.044108667 | 0.009866235 | 0.07835110 | 0.0084847 | **x
HTC-EL? 0.052337333 | 0.018094901 0.08657977 | 0.0018636 | * *x
OLB-EL* -0.011246000 | -0.045488432 | 0.07533377 | 0.0147452 | *x*x
Clasificacion

B-A -0.008516042 | -0.03317067 | 0.016138584 | 0.6560516

C-A -0.021687576 | -0.04485659 | 0.001481436 | 0.0686128 *
C-B -0.013171534 | -0.03438397 | 0.008040899 | 0.2755213

Table 5: Comparaciéon de medias por Factor

I Humberto Tafur Charry - Agustin Codazzi 2 Oliverio Lara Borrero - Agustin Codazzi 3

Humberto Tafur Charry - El Limonar 4 Oliverio Lara Borrero - El Limonar

significativas, para Lectura Critica, s6lo hay una moderada diferencia entre las
clasificaciones C y A. Con respecto a las comunas, parece que las diferencias
son altamente significativas tanto para Ciencias Naturales como para Lectura
Critica. Es de aclarar que los valores que se estin manejando son indices que
varian entre 0 y 1, y que aunque las diferencias parezcan insignificantes, en

sentido estadistico se pueden identificar con fines académicos.
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4.3 Analisis no paramétricos, variables no normales.

Para las variables no normales: Matematicas (Y1), Sociales (Y3) e Inglés (Ys),
se realiza la prueba alternativa de Kruskall-Wallis, para la comparaciéon de me-

dias por Comuna, Nombre del Establecimiento y Clasificacién. En la tabla 6 se

Coeficientes | Estimacion | Error.Est | t.value. | Pr(>F) | Signif.
Comuna(10) 0.0118 0.0048 2.4240 0.02679 *
Colegio

EL! -0.0218 0.0063 -3.4383 | 0.0031 *ok
EOH? -0.0252 0.0066 -3.7883 | 0.0014 * % %
HTC? 0.0254 0.0095 2.6806 0.0158 *
OLB* 0.0335 0.0079 4.2074 | 0.0005 | %
Clasificacion

B -0.0309 0.0067 -4.5770 0.0002 * % %
C -0.0434 0.0090 -4.8253 | 0.0001 * ok %

Table 6: Comparacion de medias por Factor

I El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 2 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

puede evidenciar que hay una significancia estadistica alta en la Comuna 10, los
colegios Enrique Olaya Herrera y Oliverio Lara Borrero, asi como en las clasifica-
ciones By C'. Esto utilizando como variable respuesta el indice de matemaéticas.
En la tabla 7 se puede evidenciar que hay una significancia estadistica alta en

la Comuna 10, los colegios Humberto Tafur Charry y Oliverio Lara Borrero, asi
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Coeficientes | Estimacion | Error.Est | t.value. | Pr(>F) | Signif.
Comuna(10) 1.7825e-02 | 4.7404e-03 | 3.7602 0.0015 * % ok
Colegio

EL! 4.6574e-05 | 6.1776e-03 | 0.0075 | 0.9940725

EOH? 3.5666e-03 | 6.4938e-03 | 0.5492 | 0.5899920

HTC? 5.2429e-02 | 9.2602e-03 | 5.6617 | 2.814e-05 | **x
OLB* 3.2286e-02 | 7.7736e-03 | 4.1532 | 0.0006656 | * * *
Clasificacion

B -1.8576e-02 | 6.5953e-03 | -2.8165 | 0.0118841 *

C -2.6253e-02 | 8.7684e-03 | -2.9940 | 0.0081577 ok

Table 7: Comparaciéon de medias por Factor

1 El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 2 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

como en las clasificacion C. Esto utilizando como variable respuesta el indice
de sociales.

En la tabla 8 se puede evidenciar que hay una significancia estadistica mediaa
en la Comuna 10, en los colegios El Limonar y altamente significativo en el cole-
gio Oliverio Lara Borrero, asi como en las clasificacines B y C. Esto utilizando

como variable respuesta el indice de inglés.

33



Coeficientes | Estimacion | Error.Est | t.value. | Pr(>F) | Signif.
Comuna(10) 0.0098316 0.0054275 1.8115 | 0.0877756
Colegio

EL! 0.0139687 0.0070730 1.9749 | 0.0647456

EOH? -0.0013158 0.0074350 | -0.1770 | 0.8616244

HTC? 0.0149212 0.0106023 1.4074 | 0.1773448

OLB* 0.0263528 0.0089003 2.9609 | 0.0087542 skok
Clasificacion

B -0.0342472 0.0075512 | -4.5353 | 0.0002928 | s *
C -0.0507630 0.0100393 | -5.0565 | 9.739e-05 | *x*x*

Table 8: Comparaciéon de medias por Factor

1 El Limonar 2 Enrique Olaya Herrera 2 Humberto Tafur Charry 4 Oliverio Lara Borrero

4.4 Analisis de Modelos de Regresion Beta

Teniendo en cuenta los indices presentados para cada una de las asignaturas
evaluadas, basandonos en que estos indices son valores entre 0 y 1, se proponen
tres modelos de Regresién Beta para cada uno de los indices no normales, es
decir: matematicas (Y7), sociales (Y3) e inglés (Y5). Este andlisis lo permite
realizar la libreria gamlss del paquete R. Aqui se tiene en cuenta que los indices
de ciencias naturales (Y2) y lectura critica no entran, pues en ellos no se evidencia

la falta de normalidad.
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Factor Estimate | Std. Error | t value | Pr(>[t|) | Signific.
Intercepto 0.91 0.03 26.76 0.00 * % %
Comuna 10 0.05 0.02 2.82 0.01 *
EL -0.09 0.02 -4.04 0.00 * % %
EOH -0.11 0.02 -4.49 0.00 * %k %
HTC 0.13 0.03 3.64 0.00 *ok
OLB 0.16 0.03 5.58 0.00 %k K
B -0.16 0.03 -6.25 0.00 * %k %
C -0.22 0.03 -6.60 0.00 % k

Table 9: Regresion Beta por Factor, Mateméticas
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Figure 3: Influencia Estadistica Modelo Matematicas

Se evidencia en la tabla 9, la robustez del modelo de Regresion Beta, para la
variable independiente indice de Matematicas versus Comuna, Colegio y Clasifi-
cacion. Todos los factores son altamente significativos, se obtuvo una variacion
estimada de 6 = e~41302 = 0.016.

En la Figura 3, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-
uales, se encuentran en el intervalo [—2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.

36



Factor Estimate | Std. Error | t value | Pr(>|t|) | Signif.
Intercepto 0.70 0.03 24.99 0.00 * % ok
Comuna 10 0.09 0.01 5.82 0.00 ok *
EL 0.00 0.02 0.00 1.00

EOH 0.01 0.02 0.57 0.58

HTC 0.25 0.03 8.65 0.00 * ok %
OLB 0.15 0.02 6.24 0.00 * sk ok
B -0.08 0.02 -4.03 0.00 * ok %
C -0.12 0.03 -4.25 0.00 * % %

Table 10: Regresion Beta por Factor, Sociales
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Se evidencia en la tabla 10, una vez mésla un buen modelo de Regresion
Beta, para la variable independiente indice de Sociales versus Comuna, Colegio
y Clasificacion. Todos los factores son altamente significativos, excepto los cole-
gios El Limonar y Enrique Olaya Herrera, se obtuvo una variacion estimada de
6 =e 43199 = 0.013.

En la Figura 4, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-
uales, se encuentran en el intervalo [—2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.

Factor Estimate | Std. Error | t value | Pr(>]t|) | Signif.
Intercepto 0.78 0.05 16.09 0.00 * % %k
Comuna 10 0.03 0.03 1.27 0.22

EL 0.07 0.03 2.17 0.05 *
EOH 0.00 0.03 0.12 0.91

HTC 0.06 0.05 1.18 0.26

OLB 0.13 0.04 3.09 0.01 *ok
B -0.16 0.04 -4.38 0.00 S
C -0.23 0.05 -4.81 0.00 * ok ok

Table 11: Regresion Beta por Factor, Ingles
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Figure 5: Influencia Estadistica Modelo Ingles

Se evidencia en la tabla 11, una vez mésla un buen modelo de Regresion
Beta, para la variable independiente indice de Ingles versus Comuna, Colegio y
Clasificacién. Son significativos solo el colegio Oliverio lara Borrero, las clasifi-
caciones B y C, se obtuvo una variaciéon estimada de 6 = e~37432 = (0.023.

En la Figura 5, se evidencia un comportamiento normal de los cuantiles resid-

uales, se encuentran en el intervalo [—2, 2] para media y varianza y el ajuste de

la recta es aceptable.

39



5 Conclusiones

Del presente trabajo se han logrado extraer las siguientes conclusiones:

e Sorprende encontrar una metodologia robusta que permite modelar infor-

macién histoérica, aunque el tamano de los datos no sea grande.

e Se puede trabajar con Estadistica clasica. siempre y cuando la distribucién

de los datos sea normal 6 aproximadamente normal.

e Existen alternativas No Paramétricas modernas que permiten evaluar es-

tadisticas en datos no normales, con una eficiencia buena.

e El analisis permitio establecer tres modelos de regresiéon Beta, cuando el

supuesto de normalidad sobre las variables respuesta no se cumple.

e Los factores asociados a cada uno de los indices resultaron ser los apropi-
ados y altamente significativos. Con estos modelos se pueden establecer
condiciones y evaluar condiciones que lleven a formular estrategias por

parte de los colegios.

e La comuna con mayor rendimiento académico en las pruebas saber 11

resulto ser la 10.

e La Regresion Beta del paquete R, ya fué sustituida por la libreria gamlss.
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