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Resumen

Las catastrofes ocurren cuando se presenta un cambio discontinuo en un fenémeno al variar
sus parametros de control, René Thom a quien se le atribuye la formulacion de esta teoria,
describe esta discontinuidad en la evolucién de los fenémenos a través de un teorema donde
clasifica estas discontinuidades en sietes catastrofes elementales.

Este trabajo de grado se centra en el estudio de las catastrofes de bifurcacién y catastrofes
elementales segiin René Thom, donde sus objetivos son identificar el campo ideal de las
catastrofes de bifurcacion e interpretar la existencia de un potencial y una perturbacion en
la teoria de catastrofes elementales. Para cumplir con estos objetivos propuestos se hace una
revision bibliografica de la teoria de catéastrofes.

Como resultado de esta revisién se obtiene una introduccion a la teoria de catastrofes ele-
mentales donde se concluye que las catastrofes de bifurcaciéon ocurren cuando un atractor
entra en competencia consigo mismo después de una variacién continua y que el campo ideal
en el que se desarrollan es en los reales de n variables. Ademaés, se deduce que los potenciales
ayudan a entender el comportamiento de los sistemas ya que estos estan relacionados con los
equilibrios y que una pequena perturbacion no tiene efecto alguno en un despliegue universal
de una catéastrofe elemental.

Palabras clave: Catastrofes elementales, despliegue universal, variedad, conjunto de

bifurcacién.
Abstract

Catastrophes occur when there is a discontinuous change in a phenomenon by varying its
control parameters, René Thom, who is credited with formulating this theory, describes this
discontinuity in the evolution of phenomena through a theorem where he classifies these
discontinuities in seven elementary catastrophes.

This degree work focuses on the study of bifurcation catastrophes and elementary catastrop-
hes according to René Thom, where its objectives are to identify the ideal field of bifurcation
catastrophes and interpret the existence of a potential and a disturbance in the theory of
elementary catastrophes. To meet these proposed objectives, a bibliographic review of the
theory of catastrophes is made.

As a result of this review, an introduction to the theory of elementary catastrophes is obtai-
ned, where it is concluded that bifurcation catastrophes occur when an attractor enters into
competition with itself after continuous variation and that the ideal field in which it develops
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is in the real of n variables. Furthermore, it follows that the potentials help to understand
the behavior of systems and that these are related to equilibria and that a small disturbance
has no effect on a universal unfolding of an elemental catastrophe.

Keywords: elementary catastrophes, universal unfolding, manifold, bifurcation set.
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Introduccion

Este trabajo de grado trata de hacer una revision bibliografica de la teoria de catastrofes,
centrando su estudio especificamente en las catastrofes de bifurcaciéon y en las catastrofes
elementales cuya clasificacion fue hecha por René Thom en su teorema. Las catastrofes de bi-
furcacién ocurren cuando un atractor entra en competencia consigo mismo, es decir, cuando
el minimo en un punto unico deja de ser estable y las catastrofes elementales son discontinui-
dades que se presentan cuando se varia continuamente un fenémeno bajo ciertas condiciones.

Los objetivos que tiene este estudio son conocer o identificar el campo ideal para estudiar
las catastrofes de bifurcacién que se encuentran dentro de las catastrofes elementales e in-
terpretar la existencia de un potencial y una perturbacién en este tipo de catéstrofes. Como
resultado de esta investigacion se obtiene el texto introduccion a la teoria de catdastrofes ele-
mentales, que surge de la recopilacién de bibliografia sobre teoria de catédstrofes; de acuerdo
a lo que se habia mencionado anteriormente este estudio se centra en las catastrofes de bifur-
cacion y en las catastrofes elementales ambas plasmadas en el pensamiento de René Thom
descrito en su libro [7].

Este trabajo inicia con el capitulo que habla de algunos conceptos basicos, el cual se ha deno-
minado como Preliminares; estos conceptos son los siguientes: variedades, sistemas dinami-
cos, estabilidad estructural de puntos criticos y familia de funciones, teoria de singularidades
y una breve introduccion a la teoria de catastrofes y René Thom. Estos conceptos son im-
portantes para la comprension de este trabajo, ya que se estaran abordando a lo largo de este.

Se sigue con el capitulo Conceptos sobre la teoria de Catdastrofe segin René Thom, donde
se habla sobre conjuntos de catédstrofes y competencia de régimen, el despliegue universal de
una singularidad de codimension finita y corrango. El tercer capitulo enuncia y demuestra el
teorema de las siete catastrofes elementales, en este resultado Thom lo que hace es describir
las discontinuidades en la evolucién de fenémenos de codimensién menor o igual a cuatro
con corrango uno y dos. Este capitulo junto con el anterior son claves para el desarrollo de
los objetivos de este estudio, pues en estos es donde se habla de catastrofes de bifurcacion,
perturbaciones y las siete catastrofes elementales.

Finalmente, se encuentra el capitulo Geometria de catdstrofes de corrango uno y dos el cual
trata de mostrar el comportamiento cualitativo de estas catéastrofes.
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2 Contenido

Notacion: Para una mejor comprensién, en éste trabajo se usa la siguiente notacion.

1.

2.

3.

10.

O = origen
Cy°(M)= anillo de mapas diferenciables f : M — R en p con valores reales

g(n) = anillo de germenes diferenciables (R",0) — R.

-.m(n)={f:f€en)|f(0) =0} es un ideal maximal

coni=1,...,n

g = ﬁ of = es el ideal generado por 0
or/  \ox, ~ox,/ & P ox;

. 35(fF) o JEF(0)= es el k-jet de f

J"(n,p)= es el conjuntos de todos los k-jets
D f|.,= Derivadas parciales de la funcién f evaluada en xg
cod(n)= codimensién de la singularidad 7

H f = matriz hessiana de la funcién f



1 Preliminares

El presente capitulo se realiza una pequena contextualizacion de los conceptos claves para
entender la teoria de catastrofes elementales. En la primera seccién abordamos las variedades
que hacen parte de la topologia diferencial, aca explicaremos lo que es una variedad, una
carta, un atlas y subvariedades diferenciables.

En la segunda seccion de este capitulo definiremos los sistemas dindmicos y atractores en una
variedad segun la concepcion de René Thom. En la tercera secciéon hablaremos de germen,
espacios jet, germen k-determinado, puntos criticos, lema de Morse, estabilidad estructural
de puntos criticos y familias de funciones potenciales y en la tltima seccién se hara una breve
introduccién de la teoria de catastrofes y René Thom.

1.1. Variedad

Una variedad n dimensional M es un espacio topolégico de Hausdorff que localmente se
parece al espacio euclidiano R" de n-tuplas reales x = (z1, zs, ..., ), es decir, con una base
contable para la topologia que es localmente homeomorfa a R™. Esto es, para cada punto p
que pertenece a M, existe una vecindad abierta de p y un homeomorfismos x : U — U’ en el
subconjunto abierto U’ de R".

Un homeomorfismo x : U — U’ de un subconjunto abierto U de M en el subconjunto abierto
U’ de R™ se le denomina como carta de una variedad, a la imagen de cada elemento de M,
x(m) = (x1(m), x2(Mm), ..., x,(m)) que pertenece a R™ se le llama el conjunto de coorde-
nadas de m respecto a la carta dada y a U se le denomina dominio de la carta. Una
coleccion de cartas hq con o que pertenece a A (hq|a € A),con dominios Uy y Jye s Ua = M
se le conoce como atlas de una variedad.

Sea x,y dos cartas cualesquiera de M, ambas homeomorfismos cuyos dominios U y V' tengan

interseccién no vacia U NV # ) y resulta que (U NV) y y(U N'V) son abiertos en R™

1

entonces y o ™" es un homeomorfismos entre subconjuntos abiertos el cual se conoce como

transformacién de cartas, como se puede ver en la Fig. 1-1:
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unv

U'>sx(U NV > yuny)cv

Figura 1-1: Transformacion de cartas

Consideremos un mapeo diferenciable entre subconjuntos abiertos de R” como un mapeo en
O, es decir, un mapeo cuyas derivadas parciales existen y son continuas, ya que xox ! = Id
vy (roy™)o(yoz™)=rox~! donde r es una carta de M y roy~! al igual que r o z~! son
una transformacién de cartas, se sigue que (yoz™1)™' =z oy™!, por lo que las inversas de

las transformaciones de carta también son diferenciables, luego, son difeomorfismos.

Un atlas de una variedad es diferenciable si todas sus transformaciones de carta son diferen-
ciables y ademas todo atlas diferenciable esta contenido en un atlas maximal diferenciable,
dicho de otra manera, sea N un atlas diferenciable en una variedad M, entonces el atlas
D = D(N) contiene las cartas para las cuales cada transformacién de carta con una carta de
N es diferenciable. El atlas D es entonces diferenciable, ya que uno puede escribir localmente
una transformacion de carta en D como una composicion de cartas de transformaciones de
cartas para una carta de N y la diferenciabilidad es una propiedad local. Como un elemento
en la familia de atlas diferenciables, el atlas D puede no ampliarse mediante la adicion de
atlas y es el atlas diferenciable mas grande contenido en N

Una variedad diferenciable es una variedad topoldgica junto con una estructura diferen-
ciable, esto es, que contiene una atlas diferenciable maximal. Un subconjunto F' de M"™** es
llamado una subvariedad diferenciable n dimensional de M, si para cada punto p que
pertenece a I’ existe una carta x al rededor de p, z : U — U’ tal que U’ es subconjunto de
R"* asf que z(F NR"). El nimero k& = dim M — dim F es llamado la codimensién de la
subvariedad.
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1.2. Sistemas dinamicos

Segin René Thom [7], sea X un campo vectorial en una variedad M. Cuando este campo

es de clase O, el sistema diferencial d_T = z(m) tiene soluciones con la siguiente propiedad
de locales 1nicos:

Existe una y s6lo una curva de solucién en el producto M x R de M con el eje tiempo a
través de cada punto y que pertenece a M.

1.2.1. Atractor

Sea (M, X) un sistema dinamico definido por el campo vectorial X sobre la variedad M, un
atractor C del sistema es un conjunto cerrado invariante bajo X que cumple las siguientes
tres condiciones

1. Existe una vecindad invariante abierta U de C, llamada la cuenca del atractor C', de
modo que cada trayectoria que comienza de un punto de U tiene a C' como su conjunto
limite.

2. Toda trayectoria cuyo conjunto limite o contiene un punto de C' esta contenido en C'
3. C es indescomponible, esto es, cada una de sus trayectorias de C' son densas.

Un atractor C' de un campo X se llama estructuralmente estable si para cada campo X;
suficientemente cerca a X hay un atractor C; y un homeomorfismo h de una vecindad de
C' en una vecindad de C7, lanzando trayectorias de X en X;. De otra forma se puede decir
que un sistema dindmico X en M es estructuralmente si una perturbacién suficientemente
pequena del campo X no altera la naturaleza cualitativa del sistema.

1.3. Singularidades

Conceptos como germen, espacio jet, germen k determinado y algunos resultado que hacen
parte de la teoria de singularidades son utilizados en la teoria de catastrofes elementales. A
continuaciéon daremos estas nociones basicas

1.3.1. Germen

Sean M y N variedades diferenciables; U y V' subconjuntos de M son entornos abiertos de
un punto p € M, tal que f ygcon f : U — Ny g:V — N son mapeos diferenciables.
Decimos que f y g tienen el mismo germen en p que pertenece a M (p € M), si existe un
conjunto abierto X no vacio, donde f restringido X es igual a g restringido X (f|X = g|X).
Entonces lo anterior es una relacion de equivalencia en el conjunto de mapeos diferenciables
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definidas en algin entorno de p, llamaremos C°(M, V) al conjunto de equivalencias y cada
clase sera un germen.

1.3.2. Espacio Jet

Sea C™(n,p) el conjunto de todos los mapeos diferenciables m veces, donde f es un mapeo
diferenciable que va desde la variedad diferenciable M = R"™ hasta la variedad diferenciable
N =RP (f: M — N) (m y p pertenecen a los naturales) con f evaluado en el origen igual
al origen (f(O) = O). Llamamos f, g que pertenece a C™(n,p) equivalentes de orden k en
O, si en O que pertenece a R" (O € R") sus expansiones de Taylor hasta e incluyendo los
términos de grado k (< k) son idénticas. El k-jet es la clase de equivalencia de f.

Tomando los valores de las derivadas parciales en O como las coordenadas del jet, entonces
J¥(n, p) se convierte en el espacio Euclidiano, por lo que el k-jet se puede realizar mediante
un conjunto de polinomios truncados de grado menor o igual a k.

Ahora para un mapeo f diferenciable, f : R — R se tiene:

X" con X € R,
o

k
1
-k _2:_ r
]f_ _OT!Df

y para un mapeo f diferenciable f : R™ — R los n términos de la serie de Taylor se convierten
en:

Xi1~'~Xir donde Xil, ---»Xir S Rn,
(@]

1 nf
7l 2. 0X,, .. X,

donde la suma esta sobre todas las sucesiones i1, ..., 7, con 0 < ,, < n para cada n.

1.3.3. Germen k determinado

Antes de definir que es un germen k determinado es importante conocer cuando dos germenes
son equivalentes a derecha, su definicién es la siguiente:

Definicién 1.1 Dos germenes f,g : R® — R son equivalentes a derecha si existe un
difeomorfismo local y : R™ — R™ con y(O) = O tal que g(x) = f(y(z)) en una vecindad de
0.

Un germen f € ¢(n) es llamado k determinado si cada germen g € £(n), con el mismo
k-jet que f, es equivalente a derecha a f. Si existe k € N talque f € £(n) esta k determinado,
decimos que f esta finitamente determinado.
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Cuando se dice que f esta k determinado es mucha mas una exposicion sobre el polinomio
4% f que sobre f.

A continuacién se enunciara un teorema que determina cuando f esta k determinado:

Teorema 1.1 Sea f € e(n) y sea m(n)* C m(n) <g> + m(n)**t entonces f es k deter-
x

minado.

Su demostracién la encontramos en [2] (paginas 95-97)

La hipotesis de este teorema también se puede escribir de la siguiente manera:

m(n)* € m(n) <%> modulo m(n)*+1.

of

%> + m(n)m(n)k entonces el lema de

Si la hipétesis se escribe como m(n)* C m(n)<

Nakayama implica que

m(n)* C m(n) <§—£>.

Luego, esta condicion es equivalente a la hipdtesis del teorema.

Observacién:

1. El lema de Nakayama dice lo siguiente: ”Sea R un anillo conmutativo el cual tiene
un unico ideal maximal m. Suponga que A es un R-modulo generado finitamente, en-
tonces m.A=A=0.

En consecuencia, con el mismo supuesto, sea B, C' R-mddulos tal que A, B C C' enton-
ces ACB+m.A—ACB”.

La demostracién del lema y su consecuencia se encuentra en [2] (paginas 35,36).

Para la demostracion del teorema de las siete catastrofes elementales, utilizaremos el siguien-
te corolario. Solo se dard su enunciado, la demostracién se puede encontrar en [2| (pagina

100 )

Corolario 1.1 Sim(n)k C m(n) <g—f> — f es K determinado — m(n)k*t1 C m(n) <g>
T T
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1.3.4. Puntos criticos

Sea f :R" — R un mapeo suave. Un punto zy € R™ es un punto critico de f si

Of (o) _ 9 f (xo)

— = ===

8$1 8xn

Existen dos tipos de puntos criticos, estan los degenerados y los no degenerados. Los puntos
criticos no degenerados se definen de la siguiente manera:

Definicién 1.2 Un punto critico no degenerado xy en [ ocurre cuando D?f|,, es una

forma cuadrdtica no degenerada, esto es, su rango es igual al numero de variables n, lo que
2

es equivalente a que la matriz Hessiana H f|,, = [W} sea no singular, es decir, el
Li0Zj | .

determinante de la matriz Hessiana es distinto a cero.

Los puntos criticos degenerados son el caso contrario por lo que su matriz Hessiana
Hf|., es singular, esto quiere decir que el determinante de la matriz Hessiana es igual a
cero.

Los puntos criticos no degenerados son aislados, es decir, no estan suficientemente cerca de
ellos otros puntos criticos.

1.3.5. Lema de Morse

Antes de enunciar y demostrar el lema de Morse, explicaremos las formas cuadradas, el
enunciado del teorema de la funcién inversa y un lema necesario para la demostracién del
lema de Morse.

Formas cuadraticas

Una forma cuadrética en n variables z1, ..., z,, es una expresién

g(z) = Ajwiw; coni,j=1,..n.

i,
que también se puede expresar como un producto matricial, donde z = [x1, ..., x,,] es el vector
fila cuya transpuesta es

T

Tn
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Y llamaremos A = ();;) la matriz de la forma cuadrética y entonces ¢(z) = xAz’. Si re-
emplazamos A por 5(/1 + AT) = M, la forma cuadrdtica permanece sin cambios y M es

simétrica en el sentido que M = MT. Por lo tanto cada forma cuadréitica puede escribirse
como q(x) = xMaxT para M simétrica y asumiremos que es el caso.

Cada forma cuadratica en n variables se puede reducir mediante una transformacion lineal
no singular de las variables a la forma dyy? + ... + d,y>

El primer paso es alcanzar una forma con A;; # 0. Si hay algin termino \; # 0 entonces
la transformacion lineal que intercambia x; y x; logra esto. Si todos sus términos diagonales
son cero entonces algin termino fuera de la diagonal \;; (i # j) es no cero, y por simetria
Aji # 0, entonces la forma es

q(x) = 2\;jz;x;+ términos que involucran otras variables

1 1
Ahora, si y; = 5(@ +xj), y; = 5(951 — x;) y el resto de zy, sin cambios (y, = ), obtenemos

un término 2\;;y? — 2)\ijyj2- donde los coeficientes diagonales son distintos de cero y el argu-
mento anterior se aplica.

Hecho esto, podemos volver a la anterior notacién y asumiremos que A;; # 0, luego
_ 3 . Ay
q(z) = An HigZiZj |5 Mg = N
— 11
Z?]

los términos en los cuales x; ocurre son:

n n 2 n 2
i +2 Z H1; 215 = (331 + Z ﬂu%) - (Z Mlﬁj) ;
j=2 J=2

Jj=2

luego, decimos que

Y1 =T +Zﬂ1j%‘ Y ¥i = x; para i > 1,
=2

una transformacion lineal no singular se convierte

Q(y) = )\Hy% + QN(y2> ceey yn)7

donde ¢ es una forma cuadratica en variables s, ..., 7, donde al repetir el proceso las veces
necesarias nos da el resultado.

Si reemplazamos x; por z; = ’ con |d;| # 0, conduce a una expresion del tipo similar
i
pero con solo los coeficientes 0, 1, —1. Cambiando el orden para obtener los 1 primero, luego
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los —1 y descartando los 0, obtenemos el resultado de que cualquier forma cuadratica en n
variables puede por una transformacién lineal no singular de las variables volverse 27 + ... +

22— 22 —...— 22 donde s < n. El nimero s es llamado el rango de la forma cuadrética.

Teorema de la funcién inversa y Enunciado del Lema

Antes de enunciar y demostrar el teorema de la funcién inversa, mostraremos el siguiente
teorema que sera util en nuestra demostracion.

Teorema 1.2 Sea A C R™. Si el mdzimo (o minimo) de f : A — R ocurre en un punto a
en el interior de A y D, f(a), eziste, entonces D;f(a) = 0.

Demostracién: Sea g;(z) = f(a',...,z,...,a"). Claramente g; tiene un méximo (o minimo)
en a' y g; es definida en un intervalo abierto que contiene a‘.

Teorema 1.3 (Teorema de la funcion inversa:) Sea f: U — R™ (m € N) un mapeo
suave donde U es un subconjunto abierto de R™ y sea u € U. Si el mapa lineal Df|, es no
singular, entonces f es un difeomorfismo local en = (note que D f|, es no singular si y sdlo

sidetDfl|, #0).

Demostracién: Sea A la transformacién lineal de D f(z). Luego A no es singular ya que
detDf|, # 0 . Ahora D(A o f)(z) = D(A™') = X' o Df(x) es la transformacién lineal
identidad. Si el teorema es cierto para A\~! o f, claramente lo es para f. Por tanto podemos
asumir desde el principio que A es la identidad, siempre que f(z + h) = f(x); tenemos

fath—f@) =M _ bl
A |

pero

o W@+ h= (@) = 2]

h—0 || =0

Esto significa que no podemos tener f(u) = f(z) para u arbitrariamente pequetio cercano,
pero desigual a z. Por lo tanto, existe un rectangulo V' que contiene a x en su interior, tal que

(1) fu) # f(z) stueV yus#ur.

Dado que f es continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene a x, también
podemos suponer que

(2) detDf|, # 0 para u € V.
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; ; 1 -
(3) 1D, (w) = Dif ()] < 55 paraisj y ue V.

Note que (3) y el lema 1-1 que dice lo siguiente:

Lema 1.1 Sea A C R" un rectangulo y sea f : A — R™ continuamente diferenciable.
Si hay un numero M tal que |D;f"(xz)] < M para todo x en el interior de A, entonces
|f(x) = f(y)| < n*M]|x —y| para todo z,y € A.

Aplicado a g(u) = f(u) — v implica para uy,us € V que

| flur) —uy — (f(u2) —ug)| < Flus — us,
ya que

ur — ua| — | f(ur) = fuz)] < |f(ur) —ur — (f(ug) — u2)| < 5lur — ual,

obtenemos
(4) |ur — ug| < 2|f(u1) — f(uz)| para uy,us € V

Ahora f(limite de V) es un conjunto compacto que, por (1) no contiene f(x). Por lo tanto hay
un nimero d > 0 talque | f(z)— f(u)| > d para z € limite de V. Sea W = {y : [y— f(z)| < 4}.
Siy e W yx € limite de V, entonces

) [y = f@)] <y = f(u)]

Demostraremos que para cualquier y € W hay una wu unica en el interior de V' talque
f(u) = y. Para probar esto, considere la funcién g : V' — R definida por

n

g(w) =y = f)P = (y' = f{(w)*.

=1

Esta funcién es continua y por lo tanto tiene un minimo en V. Si u € limite de V, en-
tonces por (5), tenemos g(z) < g(u). Por lo tanto, el minimo de g no ocurre en el limite
de V. Por Teorema 1.2, hay un punto v € interior de V' talque D;g(u) = 0 para todo j, esto es

Z?(yi — f(u))D,; f'(u) = 0, para todo j.
i=1



12 1 Preliminares

Por (2) la matriz tiene determinante no cero. Por lo tanto, debemos tener y* — f*(u) = 0
para todo i, esto es y = f(u).
Esto prueba la existencia de u. La unidad se sigue inmediatamente de (4).

Si U =(interior de V)Nf~*(1W) hemos demostrado que la funcién f : U — W tiene una
inversa f~1 : W — U. Podemos reescribir (4) como

(6) [f~ (1) — f M (w2)| < 2|y — y| para y1,yo € W.

Esto demuestra que f~! es continua. Solo queda la prueba de que f~! es diferenciable en
y = f(u) con derivada p~t.

Para uy € U, tenemos

flur) = f(uw) + p(ur —w) + o(ur — ),
donde

= 0.

Por lo tanto

pt (f () = fu) = wr —u+ pH(p(ur — u)).

Dado que todo y; € W tiene la forma f(u;) para algin u; € U, esto se puede escribir

') =)+ —y) = e(F ) — f ()

y, por lo tanto basta con mostrar que

lim lo(f ) — ()

=0.

Ahora

lo(f ) — 7 W) _ el ) — £ ) 1) — (W)
1 — vl |f= () — 1 (y)] ly1 — 9 ’

Dado que f~! es continua f~*(y;) — f~*(y) como y; — y. Dado que, por (6), el segundo
factor es menor que 2, el producto también se acerca a 0.
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Lema 1.2 Sea f: R™ — R un mapeo suave en una vecindad de O con f(O) = 0. Entonces

n
en una vecindad posiblemente mas pequena existen funciones g; : R — R tal que f = Z XiG;

1=1
af
3@» O.

donde cada g; es suave y g;(0O) = (Su demostracidn se encuentra en [5] pdgina. 54)

Lema de Morse

Lema 1.3 Sea u un punto critico no degenerado del mapeo suave f : R™ — R, entonces,
hay un sistema de coordenadas local yi, ...,y, en una vecindad U de u con y;(u) = 0 para
todo i, talque

f=fw)—yi—..—yi +yiq + ... +y2 para todo u € U

Demostracion:
Trasladaremos el origen a u por lo que asumiremos que u =0y f(u) = f(0) = 0, luego, por
el lema 1.2 f(x) se puede escribir de la siguiente manera

f(x) = Z x;j9;(z) en alguna vecindad de 0.
j=1

0
Donde 0 es un punto critico tenemos g;(z) = 8f = 0. Por lo tanto usando el lema 1.2 de
Tilg
nuevo, existen funciones suaves h;; talque
gi(x) = inhij () y podemos escribir f(x) = Z z;xihii () (1.2.1)
i=1 ij=1

Si reemplazamos h;; por H;j = =(h;; + h;;) y diferenciamos parcialmente dos veces (1.2.1),

2

1
2
= 2H,;;(0) y por lo tanto la matriz

J

no es singular ya que 0 es un punto critico no degenerado. Hay una transformacién no singu-

tenemos que
8% 8$(Zj 0

Lo
2 axﬁx]

0] - |

lar de las funciones de coordenadas que nos da la expresion deseada para f en una vecindad
quizas mas pequena de 0, para ver esto, simplemente imitamos la prueba de diagonalizacién
habitual para formas cuadraticas.

2

Ahora, procederemos por induccién. Supongamos que existen coordenadas locales u?, ..., u2

en una vecindad U; de 0 tal que
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f=xul+ .. +u?  + Z wiu;Hij(ug, ..., u,) donde H;; = Hji (7)

Lj2r

Podemos hacer un cambio lineal en las coordenadas r para diagonalizar g wiu; H;;(0). En
nj2r
particular, como H;;(0) no es singular, los términos de la diagonal son distintos de cero, asi

podemos asumir que H,.(0) # 0. Sea g(u1,...,u,) = /|H(u1, ..., u,)|, por el teorema 1.3
esta es suave en alguna vecindad U, de 0 contenida en U;. Cambiamos ahora coordenadas a
(v1, ..., v,) definidas por

— (Z 7§ 7«) N g<u1’ “_7un) (ur n Z u}_[sz('U/ly ,Un)) ’ (8)

i~ rr ul?"'aun)

la matriz jacobiana en 0 no es singular. En consecuencia usando el teorema de la funcién
inversa (uq, ..., u,) — (v1,...,v,) es un difeomorfismo local en alguna vecindad mas pequena
Us de 0. En otras palabras (vy, ..., v,) servirdn como coordenada.

Counsidérese ahora

Uptty Hyp (U ooy ) + 2 Z ity Hyp (U, oy y,), 9)

j=r+1

que consta de los términos de la ecuacién (7) con i o j = r. Al comparar (7) con (8) vemos
que la expresion es igual a

2
1
:l:vrvr - Hrr (ZurHir(ula'“7un)> )

i>T
donde el signo mas o menos proviene del hecho que H,, = £¢?, donde usamos mas si H,, es
positivo y menos si H,, es negativo. De esto vemos que la ecuacién (7) se escribe

flur,yv,) = F0vi £ . £ 02+ Z v Hi; (01, .0, 0n),

i j>r+1

para nuevas coordenadas H{j simétricas. Asi, hemos pasado inductivamente de 7 a r + 1 en
la ecuacién (7). Por lo tanto es cierta para r = n + 1 lo que demuestra el teorema.

1.4. Estabilidad estructural de puntos criticos y familia de
funciones potenciales

Para poder hablar de estabilidad estructural en una familia de funciones potenciales, se tiene
que definir estabilidad estructural en un mapeo f, funciéon potencial y finalmente familia de
funciones potenciales.
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1.4.1. Estabilidad estructural de puntos criticos

Para la definicion de cuando una funcion f es estructuralmente estable, utilizamos la defini-
cién de cuando dos mapeos son equivalentes.

Definicién 1.3 Dos mapeos f,g : R — R son equivalentes al rededor de xy si existe un
difeomorfismo local y : R™ — R™ alrededor de xo y una constante v talque g(x) = f(y(z))+~

Consideraremos el efecto de una pequena perturbacién. Sea f un mapeo cuyo punto critico z
es de Morse, esto es,un punto critico no degenerado por lo tanto Df|,, = 0y detH f|,, # 0.
Ahora sea g un mapeo suave pequeno, en el sentido de que todas sus derivadas parcia-
les son pequenas para x en una vecindad fija del punto critico zg, luego deberiamos tener

detH(f + g)lay # 0.

Decimos ahora que f es estructuralmente estable si para mapeos suaves pequenos g, el
punto critico f y f + g tienen el mismo tipo, en otras palabras f y f + g son equivalentes
después de una adecuada traslacion de xy. Por lo que cerca a un punto critico no degenerado
o Morse cualquier funciéon es estructuralmente estable.

1.4.2. Familias de funciones potenciales

El concepto de potencial fue establecido por Laplace a principios del siglo XV III donde
resumio en una sola cantidad todas las fuerzas que actuaban sobre un objeto. Si el objeto
cambiaba de movimiento a medida que evolucionaba esto queria decir que se desplazaba a
una posicion minima de potencial, de aqui la relacion de un potencial con el equilibrio de
sistemas.

Sea V, : R™ — R una funciéon potencial cuando los parametros de control externo ¢ € R”
permanecen fijos en el cual R" (n € N) representa el espacio de estados interno descrito por
las variables de estado. Ahora sea RF (k € N) el espacio de control (o pardmetros) y como
los pardmetros de control ¢ € R* varfan continuamente, un cambio de la funcién potencial
V. conduce a cada estado del sistema mismo. Luego para cada punto ¢ existe un mapa suave,
continuo y diferencial V : R x R¥ — R que construye una familia de funciones potenciales
en R" caracterizadas por R¥ y el cual se denomina el despliegue de V..

Una familia de funciones potenciales es estructuralmente estable si IV : R” x RF — R es
equivalente a cualquier familia V +p : R® x R¥ — R, donde p es una familia suficientemente
pequena R™ x R¥ — R por lo tanto dos familias V,V + p : R® x R¥ — R son equivalentes
si existe e, y,y definidos en una vecindad de O € R" tal que p(x,c¢) = V(y.(z), e(c)) + v(c)
para todo (z,c) € R™ x R* en esta vecindad. En el que e, y, v siguen:

a. Un difeomorfismo e : R¥ — RF*
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b. Un mapa suave y : R* x R¥ — R* tal que para todo (z,¢) € R" x R* el mapa
Yys - R® — R" es un difeomorfismo

c. Un mapa suave v : R" - R

Esta nocién de equivalencia proviene de la definicion de equivalencia de dos funciones donde
f,9 : R" = R son equivalentes al rededor de O si existe un difeomorfismo local y : R" — R"”
y existe una constante v que ajusta el valor de la funcién en O tal que g(z) = f(y(z)) + v
en una vecindad de O.

El difeomorfismo ¥ se convierte en una familia de difeomorfismos 7. : R — R" para ¢ € R”,
el cual varia suavemente con c; la constante v se convierte en una familia de constantes que
varia suavemente con c.

1.5. Teoria de catastrofes y René Thom: Una
introduccidn

René Thom (1923 — 2002) fue un matemadtico y filosofo francés que se formo en el campo
de la topologia y quien en 1958 gracias a su trabajo sobre la teoria de cobordismo gano una
medalla fields. Thom al igual que Newton fue determinista y un critico de los partidarios del
indeterminismo en la teoria del caos, especialmente de Ilya Prigogine quien era un defensor
de esta corriente y quien la expreso a través de sus trabajos sobre la termodindmica de los
sistemas alejados del equilibrio a la que llamo estructuras disipativas. Paradéjicamente la
teoria tiene similitud con la teoria del caos en que ambas parten a lo universal de lo particu-
lar , esto se debe a que la teoria de catastrofes se origina de la idea del despliegue universal
de una singularidad, segin Thom una singularidad es algo que concreta toda la estructura
global en una estructura local.

En el ambito de la teoria de catastrofes René Thom fue quien formulé esta teoria, pero
fue Zeeman quien dio su denominacién tedrica. Después de su trabajo de cobordismo, Thom
empezo a trabajar en lo que hoy se conoce como la teoria de catastrofes a través del estudio de
las relaciones entre el calculo de variaciones y las singularidades de mapeo suave de Whitney
y de Morse. Los origenes de la teoria de catastrofes formalmente se encuentran en la teoria de
singularidades y en la teoria de bifurcaciones de sistemas dinamicos de Andronov y Poincare,
donde, una catéastrofe es un conjunto de bifurcacién de una singularidad degenerada de R™
en R. Una nocién mas simple se puede dar de la siguiente manera: Una catastrofe es un
cambio brusco y discontinuo después de una variacion de los parametros de control, donde el
trabajo de esta teorfa es describir las discontinuidades en la evolucién de los fenémenos. Este
fenémeno Thom lo describié en el teorema de clasificacion de las siete catastrofes elementales
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que consiste en la identificacion de estas catdstrofes las cuales tienen codimension inferior o
igual a cuatro y que demostraremos mas adelante.



2 Conceptos sobre teoria de catastrofes
segun René Thom

En éste capitulo se presenta la definiciéon de despliegue universal de una singularidad de
codimensién finita, corrango, conjunto de catastrofe y puntos regulares; y la clasificacion de
catéastrofes y competencia de regimenes locales segin René Thom en su libro [7]. Este capitu-
lo es importante para llegar a uno de nuestros objetivos sobre las catastrofes de bifurcacién
elementales.

2.1. Despliegue universal de una singularidad de
codimension finita

Un germen F' € m(n+ k) se dice que es un despliegue de f € m(n) si Flrnxfoy = f, en otras
palabras F(z,0) = f(z) con z € R™. La codimensién del despliegue F' es k.

Decimos que f,g : R" — R? (n,p € N) son mapas que tienen el mismo tipo topoldgico, es
decir, los jets de orden r de estos mapas son el mismo, por lo que existen homeomorfismos
h y hy del espacio rango e imagen tal que h(O) = O, hy1(O) = O, el diagrama conmuta como
en la Fig. 2-1 y supondremos que el jef de f es determinado.

Figura 2-1: Diagrama de los mapas f, g : R" — R? que tienen el mismo tipo topoldgico.
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Un jet es estructuralmente estable cuando cualquier perturbacién pequena del mapa f es
topoldgicamente equivalente a f y no es estructuralmente estable en los siguientes dos casos:

1. Las perturbaciones arbitrariamente pequenas de f dan lugar a un nimero infinito de
tipos topologicos. En este caso se dice que f tiene una codimension infinita y el jet no
es determinado.

2. Cuando estas perturbaciones dan lugar a un solo ntimero finito de tipos topoldgicos, f
tiene codimensién finita y el jet es determinado. La codimensién es ¢, donde se puede
incrustar el mapa en una familia de deformaciones parametrizadas por ¢ variable para
que el germen F' : R™ x R? — RP x R? asi definido sea estructuralmente estable con
respecto a las perturbaciones que dejan el espacio del parametro invariante.

Ya con esto podemos dar una definicién de despliegue universal de codimension finita:

Definicién 2.1 Sea y = f(x) el germen de un mapa diferenciable R™ — RP cuyo jet en el
origen tiene una singularidad de codimension q, entonces el desarrollo universal de la
singularidad es una familia

y = flz)+ > ujgi(z) = F(x,u),

parametrizado por q variables u, con la siguiente propiedad:

Para cada deformacion G(z,c) =y, G(z,0) = f(x) de f, existen homeomorfismos h y hy y
un mapa ¢ — u tal que el diagrama conmuta como en la Fig.2-2

G
() = (1,0)

(h,k) (hy k)

(W) ™7 (0
F

Figura 2-2: Diagrama de definicion del despliegue universal.

La codimensién de un germen 7 se puede hallar de la siguiente manera:

cod(n) = dim (m(n)/ (0n/dx))
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Ejemplo: La codimensién de 2 esta dada de la siguiente manera:

cod(z?) = dim (m(1)/ (x3)) = dim ((z, 2%, 23, 2, ...) / (a3, 2, 2%, ...)) = 2,
y la base de (m(1)/ (z3)) es x, 22.
Luego, el despliegue de z* es

F(z,a,b) = z* + az® + bx.

Para calcular la codimensién en casos simples de funciones de dos variables se puede usar el
triangulo de Siersma como sigue:

Considere
flz,y) = 2%+ 4,
calculamos
of aof
- =2 — = 4.
ox . oy 4

Ahora omitiremos los factores numéricos y procedemos a dibujar las sombras de x e y> en
un diagrama como se muestra en la Fig. 2-3:

Figura 2-3: Triangulo de Siersma. Adaptado de Cathastrophe Theory and Its Applications
(p. 162), por T. Poston e I. Stewart,1978, Pitman.

Luego, se cuenta la cantidad de monomios sin sombrear, en este caso son dos y esta es la
codimensién. Su despliegue es

F(x,y,a,b) = 2% + y* + ay® + by.

2.2. Conjunto de catastrofe y puntos regulares

Los puntos regulares r son aquellos en los que en una vecindad b.(r) con € > 0, r no difiere
de sus puntos vecinos, Thom en [7] defini6 los puntos regulares como un subconjunto abierto
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en M al cual denotaremos por S y definié al subconjunto complementario M — .S como un
subconjunto cerrado de una variedad M al cual denotaremos por K, donde el tipo topolédgico
de sus singularidades y estructura local se determinan por la dinamica subyacente definida
en la variedad M, la evolucién del sistema sera definida por un campo vectorial X en M el
cual define la dindmica macroscépica.

El conjunto complementario de S es el conjunto de puntos m € M tales que representan cier-
ta discontinuidad en cada vecindad b.(m) y a aquellos se les denomina puntos catastréficos
y estos pertenecen al conjunto de catastrofe K.

Los puntos de catastrofes se dividen en dos: puntos de catastrofes ordinarios y puntos de
catastrofes esenciales. Los puntos de catastrofes ordinarios p son tales que al intersectar K
y la bola b.(p) tienen como modelo un poliedro semianalitico incrustado no vacio sin punto
interior y ademas las restricciones de los procesos a las bolas abiertas b.(p) son todas isomor-
fas para e suficientemente pequeno. Los puntos de catastrofes x que estén suficientemente
cerca a p también satisfacen las mismas condiciones de p; el conjunto K es semianalitico y
no nulo en una vecindad de z, por lo que existe una estructura canénica K Nb,.(z), la cual
establece un isomorfismo de los procesos locales, esto es, hay dos procesos del mismo tipo
sobre dos conjuntos abiertos, por lo tanto los puntos de catastrofes ordinarios forman un
subconjunto abierto en el conjunto K de catastrofes.

Un punto de catastrofe esencial e es aquel que no es ordinario. Los puntos esenciales e
forman un subconjunto cerrado C' de puntos de catastrofes K, un punto de este tipo no
puede ser aislado en el conjunto de catédstrofes K ya que el proceso restringido a cualquier
b.(e) cambia su clase de isomorfismo cuando € es muy pequeno, esto implica que el limite
de b.(e) cuando € — 0 se encuentra con nuevas catastrofes esenciales: las que pertenecen al
cierre del conjunto de catédstrofes ordinarias y los que tienen alguna vecindad que contiene
solo catastrofes esenciales.

2.3. Clasificacion de catastrofes y competencia de
regimenes locales

las catastrofes se pueden clasificar de dos formas: la primera es segiin su dominio de existencia
y la cuenca de un atractor y la segunda si esta es una catastrofe de conflicto o de bifurcacion.

Segin su dominio de existencia y la cuenca de un atractor:

Se considera W un subconjunto del dominio del espacio base donde el sistema dinamico
(M, X) definido por el campo vectorial X en la variedad M en y € W es un estado acota-
do definido por un atractor estructuralmente estable ¢(y), el punto y es un punto regular
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y todos los puntos regulares que se pueden unir a y por caminos que se encuentran en el
conjunto de puntos regulares forman el dominio W que se conoce como el dominio de
existencia del atractor, luego este conjunto de puntos regulares es un subconjunto abierto
del espacio base; la cuenca de un atractor también es un subconjunto abierto, pero a
diferencia del anterior es de la variedad M de estados internos. En cada vecindad W de un
punto de catastrofe ordinario p € K hay como minimo dos atractores ¢y, ¢a cuyos dominios
de existencia se encuentran en W y que su competencia es posible solo cuando las cuencas
de estos tengan una frontera en comun en la variedad M.

Antes de hablar de la clasificacién de cuando una catéstrofe es de conflicto o de bifurcacién,
tendremos en cuenta la siguiente definicion:

Definicién 2.2 La convencion de Maxwell consiste en que cuando varios atractores estables
¢; compiten en un punto x del espacio base W, el estado elegido es uno c;, de potencial V(c;,)
minimo, esto es:

View,) < Vi) con i # .

Cabe aclarar que acda no interesa la validez cualitativa de la convencion, si no que nos
permita describir la estructura topoldgica de los puntos de catdstrofe en la vecindad de una
singularidad del potencial V(c¢) donde un atractor sufre bifurcacion.

Cuando los atractores involucrados en una catastrofe entran en competencia en la vecin-
dad del punto dado con uno o varios atractores se habla de una catastrofe de conflicto,
la convencion de Maxwell dice que un punto de catastrofe x es de conflicto si el minimo
absoluto del potencial V(m,x) se logra en al menos dos puntos ¢ y . Si se habla de una
catastrofe de bifurcacién se remite a cuando un atractor entra en competencia consigo
mismo después de una variacién continua, el ejemplo mas simple de este tipo de catastro-
fe es la catastrofe de Riemann-Hugoniot o ctspide; la convencién de Maxwell dice que un
punto x es de bifurcacion cuando el minimo logrado en un tinico punto mg deja de ser estable.

Una singularidad de bifurcacién para un punto aislado solo ocurre cuando el punto critico a
desplegar es en si mismo estable en el sentido de ser un minimo (degenerado) del potencial V.
Cuando la codimensién es una hay solo dos catastrofes: La de Riemann-Hugoniot o ctispide
y la catdstrofe mariposa. En codimensiéon dos, Thom en [7] (pdginas 90-93) habla de una
catastrofe que se le conoce como doble cispide segiin Zeeman, pero que no entraremos en
detalle debido a que solo nos interesa las catastrofes de bifurcacién elementales.

Sea W un subconjunto del espacio base R* con el sistema dindmico (M, X) y donde para
cada x € W, X(x) es un campo vectorial en la variedad M que depende diferencialmente
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de z, los regimenes locales estables en un punto x de W son definidos por los atractores
estructuralmente estables de X, esto es, por los minimos del potencial V. Luego en un punto
regular x tendra varios minimos de los que solo uno puede dominar a lo anterior se le conoce
como competencia entre regimenes locales, esta competencia la definird la convencién de
Maxwell.

2.4. Corrango

Sea M = R"™ una variedad n-dimensional y O un punto singular de f : R*™ x R¥ — R
entonces la expansion de la serie de Taylor en O empieza con una forma cuadrética Q(z;)
de rango n — m, donde el entero m se le llamara el corrango de la singularidad O.

Una definicién mas detallada del corrango de una singularidad se da de la siguiente manera:
si O es un punto critico no degenerado de f, es decir H f|o es no singular y su rango es igual
a las variables de la familia de funciones, entonces el rango de la singularidad O en f sera
n, luego el corrango de esta singularidad es cero. Ahora, si O es un punto critico degenerado
entonces H f|o es de rango n —m, donde m son los valores propios de H f|o que desaparecen
simultdneamente en (rg,co) = O € R"™™ x RF. Luego f se puede dividir en una parte f
degenerada y una parte Morse, usando el Lema ”splitting” para una nueva coordenada
y € R", el lema dice lo siguiente:

Lema ”splitting”: Sea f : R*™ x R¥ — R un mapeo suave y denotamos un punto en
R™™™ x R¥ para (z,¢) = (21, ..., Znom; C1, .o, k). Si H f|(z,¢) tiene corrango m en (z,c) =
(O, 0), entonces [ es equivalente a derecha a la familia de funciones:

FW1, s Yo €) Ty £ Y2,

La demostracién de este lema se encuentra en [5] (paginas 95-97). Este lema no proporciona
informacién sobre la forma de la familias de funciones degeneradas f sino que esta familia
tiene términos de tercer orden o de mas alto grado de y; en la expansién de Taylor en el
origen O € R™. El corrango mide el nimero de direcciones independiente en las que se de-
genera f.

Lo que quiere decir este lema es que el comportamiento de f cerca de un punto critico
degenerado se puede encontrar al estudiar una familia de funciones f que involucran un
numero de variables igual al corrango de H f que por lo tanto es el corrango de la singularidad
en f. La utilidad del corrango de una familia de funciones es que si sus variables son muchas
pero su corrango es m entonces para su estudio se requiere una familia de funciones de m
variables.
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Si el corrango de la singularidad en f es igual a m entonces la codimensién es mayor o igual

m+1 m+1
( 5 ),estoes,cod(f)Z( 9 )



3 Teorema de las siete catastrofes
elementales

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el teorema de las siete catastrofes elemen-
tales, la manera como Thom describio las discontinuidades en la evolucién de fenémenos con
variables de control menor o igual a cuatro.

Si 7 es una singularidad de codimension < 4, sabemos que:
cod(n) <4 <— dim (m(n)/(0n/ox)) < 4
— m(n)® C (9n/0z) — m(n)® C m(n) (On/dz)
— 1 es 6-determinado (Por Cor. 1.1)

y su corrango es < 2, un despliegue 7 sera equivalente a un germen pu(x,y) + q(21, 22, ...)
donde ¢ es una forma cuadratica.

El teorema clasifica la forma que u puede tomar salvo equivalencia como 7 esta 6-determinada,
1 sera equivalente a un polinomio de grado a lo sumo 6.

Teorema 3.1 Cualquier mapeo suave f : R® — R, que tenga un punto critico en el origen
y que tenga codimension < 4 es equivalente a la derecha a uno de los siguientes.

Nombre Codimensién f Despliegue universal
Morse 0 x? x?
Pliegue 1 x? 3+ ax
Cuspide 2 x? 2t + az? + bx
Cola de golondrina 3 20 25 + az® + ba® + cx
Mariposa 4 2® 2% + azt + ba® + cx? + dx
Ombligo Hiperbdlico 3 23+ 43 23+ y3 + avy — bx — cy
Ombligo eliptico 3 23— 3zy? | 2% — 3xy® + a(2? + y?) —bxr — cy
Ombligo Parabolico 4 ?y+yt | y+yttar+by? —cr—dy

Tabla 3-1: Las siete catdstrofes elementales.
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(donde a, b, ¢, d son variables de control y x e y variables de estado)

Observacién: La funcién Morse 22 no es una funcién catdstrofe; las otras siete son las
catastrofes de René Thom.

Demostracién:
Corrango uno
Tomando el n-jet de f(x)

f(x) = aa™ + h(x),

donde h(x) es una funcién de orden n + 1 en sentido de que sus primeras n derivadas
desaparecen en O y

1
= —=D" 0
luego

h(z) = a"q(x),

debido al siguiente lema:

Lema 3.1 Sea ¢ : R — R wuna funcion suave tal que q(0) = Dq|, = ... = Dkq|0 = 0.
Entonces en una vecindad de 0, existe una funcion L tal que q(z) = ¥ L(z) y L(0) = 0.

Demostracion: Usamos induccién sobre k. Cuando k = 0, debido al lema 1.2, tenemos
q(x) = zL(z),

para k # 0 usamos el mismo lema para mostrar que

q(z) = xLy(z) donde L;(x) es suave.
Diferenciando esta relacion m veces obtenemos

D™q|, = aD™Ly|, + mD™ ' Ly|,,

con x = 0 deducimos que

L1(0) = DLy|y = ... = D*"'Ly|, = 0.
Inductivamente

Li(z) = 2" 'L(z) donde L es suave y L(0) = 0,

entonces
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q(z) = 2" L(x),

lo cual queda demostrado.

Volviendo a la demostracion del teorema para corrango uno, se tiene
f(@) = az” + a"q(z) = 2" (a + q(2)) = £a"|a + ()|

donde el signo es de «a, siempre que z se encuentre en un vecindario V' de 0 lo suficientemente
pequeno como para que |¢(z)| < |a|. Si x se encuentra en V', entonces |a + g(x)| # 0.

|1/n

Definamos g(z) = z|a + ¢(x) donde la raiz n es la tnica positiva. Probaremos que

g : R — R es un difeomorfismo local, para probarlo utilizaremos el Teorema 1.3 (visto en
la seccién 1.3), es decir, miraremos si g es suave y si detDglo # 0. Claramente g es suave,
ahora vamos a mirar si detDg|o # 0 y para esto vamos hallar Dg|g

Dy, = |w4la+ q()[= 7 Dg(x)|, + |+ g(x)|« .

= o+ 4(0)
= lal¥ £0,

por lo tanto, detDgl|o # 0 y por el teorema de la funcién inversa, g es un difeomorfismo local.
Luego

fz) = £g(x)".

Por lo tanto, el cambio de coordenadas z = g(x) pone f en la forma +z".

Ahora, como la codimension es < 4, entonces n = 2,3,4,5,6
+22, 23, 2t 25, £ab.

Corrango dos

3
Implica que cod(n) > <2> = 3, luego cod(n) es 3 o 4.

Como corrango n = 2 entonces en este caso es de doble generacion y para encontrar la forma
de la funcién se debe considerar términos de mayor grado que cuadraticos tanto en x como
en y simultdneamente; luego sea P(z,y) = j3(n) un polinomio homogéneo de grado 3, es
decir

P(z,y) = azx® + bx*y + cxy? + dy?,

tiene forma ctibica y por lo tanto admite una descomposicion en C
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P(z,y) = (a1 + biy)(agz + bay)(asz + bsy),
donde existen cuatro posibilidades
1. Los tres vectores (a;,b;) € C? son parejas linealmente independientes sobre C

2. Los dos primeros vectores son linealmente independientes y el tercero es un multiplo
del segundo. Aqui

P(z,y) = (a12 + biy)(azx + bay)?

con (ay,b1), (az,bs) linealmente independientes. Debido a que P es real, los factores y
por lo tanto (a;, b;) pueden elegirse reales.

3. Todos los (a;, b;) son independientes pero distintos de cero, entonces
P(z,y) = (ax + by)*, a,b € R?
4. P(z,y) =0

Caso 1. Se divide en dos.

a) Suponemos que todos (a;, b;) son reales; escogemos (a1 + b1y) para = y (asz, boy) para y
como nuevas coordenadas. Escribiendo ~ para denotar equivalencia a la derecha.

P(z,y) ~ xy(az + by),

z
a’

cambiando (z,y) a (£, %) obtenemos

wy(az +by) ~ (ab)"'wy(x +y),
cambiando (z,y) a ab3 (z,y) obtenemos
(ab)~'zy(z +y) ~ zy(z +y),
cambiando (z,y) a (x + y,z — y) obtenemos
vy(x +y) ~ 2o(a* - y?),
cambiando (z,y) a 273 (z,y) obtenemos
3

22(2° — y?) ~ a(2® — y?) = 2° —ay’,

3

finalmente P(z,y) ~ 2% — zy?.

Si m(2)® € m(2)(0P/dx), entonces P(x,y) es 3-determinado (Teorema 1.1), luego
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(2, 2%y, xy?, v*) C (x,y)(2?, zy,y?) = (23, 2%y, 2y, y°)

Luego como x3—xy? es 3-determinadoy P(x,y) ~ x3—zy? entonces P(x,y) es 3-determinado,
esto implica que

n ~ a3 — zy* (Ombligo eliptico).
b) Suponemos que dos (a;, b;) son complejos conjugados, entonces

P(z,y) = (a12 + biy)(asx + boy) (A + bay).

El producto (agx + byy)(@2x + byy) es una forma cuadratica definida positiva, por lo tanto
mediante cambio de coordenadas lineales se puede transformar en 22 + y? y

P(z,y) ~ (ax + by)(2* + y*),
por rotacién de coordenadas (az + by) puede ser transformada en cz, donde ¢ # 0, entonces
P(z,y) ~ cx(z? +y°),
cambiando (z,y) a ¢~3(z,y) obtenemos
cr(a® +y?) ~ x(2? +y?) = 2¥ + 2y’
luego 22 + zy? ~ 23 + 1, esto se debe a que si
(x4+y)> + (x —y)3 = 22% + 62y® ~ 23 + 11/,
2% + 13 es ademas 3-determinado, esto es
m(2)> € m(2)(0P/0x) (a*, 2%y, y*x,y°) C (v, y)(=?,y?) = (2%, ay?, ya?, i),

por lo que P(z,y) es 3-determinado (Teorema 1.1), luego n ~ x® + 4 (ombligo hiperbdlico).

Caso 2. Considere
P(x,y) = (a1 + biy)(azx + bay)?,
haciendo cambio de coordenadas como
(mz+by)=y vy  (aez+by) =z,
entonces
P(x,y) ~ ya?,
veremos si es k-determinado (Teorema 1.1), luego

m(2)" C (z,y)(a? zy) = (2, 2%y, 29).
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Ast m(2)% € m(n)(0P/0x) ya que el ideal (x2, xy) no contiene ninguna potencia de y, luego
no esta k-determinado, por lo tanto P(x,y) no esta finitamente determinado. Pero 7 esta
6-determinado y por lo tanto debe existir un jet que no es equivalente a derecha a x2y.

Supongamos que k es el nimero mas grande para el cual
it ~ 2y

Sin perdida j*n = 2%y y j**'n = 2%y + h(z, y) donde h es un polinomio homogéneo de grado
k + 1, con k > 3. Transformamos 7 con un difeomorfismo de la forma

O:(2,y) — (2 + 0,y +9)

donde ¢ y ¢ son homogéneos de grado k£ — 1 > 2.

El jacobiano @ en el origen es la identidad. Obtenemos

o ® = (2 4+ ¢)*(y + ) + h(z + b,y + )
= J (2?4 220 + @) (y + @) + h(x,y)
= MUy 4 20yd + 0%y + 220 + 229 + $Pp) + h(x,y)
= JFH @y + 2xyd + %) + h(z,y).

Eligiendo los polinomios ¢ y ¢ podemos cancelar los términos de h que son multiplos de zy
o 22, y de este modo tendremos

Q(x,y) = j**no® = 2%y + ay*, donde a # 0 y k > 3.
Vamos a ver si es (k + 1)-determinado
m(2)** C (2, y)(2® + yF, ay) = (@ + 2y, 2y?, ya®, y*H).
En consecuencia, Q(z,y) esta (k + 1)-determinado (Teorema 1.1) y
N~ 22y + ayttt ~ 22y £ g,
si k > 4 entonces
cod(n) = dim (%) = dim (QQIT%) :

luego como (zy,x? £ y*) € (2% y*, zy), entonces

dz’m( (@) ) < dim (%) = cod(n),

(x2,y*,xy) zy,x2£yk

Sik=4

2 .3 ,3 .2

dim < (@) > =dim ((x,y,a:y,:c2,y Y0 y,:try2>>

(2,54, zy) (wy,a?,yt,@3 a2y,zt yt)
=4.
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luego

(z,y,22+yF)

mm(—ﬁﬂ—)ga

entonces si k > 4, cod(n) > 5.
por lo tanto k = 3 y 2%y + y* ~ 2%y — y* (ombligo parabdlico)
Caso 3.

Considere
P(x,y) = (ax + by)® ~ 23,
sin perdida, sea j3n = 23 entonces j4n = 2% + h(x,y) donde h es de grado 4. Podemos ver

dim(7*m(2)) =9

dim(j%(On)) = dim(j*(a® + 92, %))

donde %, g—z son de grado 3.

%3—2) ¢ (a2, %,2—2)) entonces

dim (2%, 22, 2))) = 3.

Luego, como (z? +

Por lo tanto,

dim (722?32, 2)) <4,

luego

Mm(f%%>25>£

este caso no satisface cod(n) < 4.

Caso 4. P = 0 implica que n € m(2)* por lo tanto (9n) C m(2)* y

dim ( m(2) ) =5,

m(2)?

y este caso se excluye.

Asi queda demostrado el teorema.



4 Geometria de catastrofes de corrango
uno y dos

A continuacién vamos a estudiar las diversas estructuras geométricas de las siete catastrofes
elementales de René Thom a través de un método en el cual la forma de la funcion cerca de
un punto de la variedad de catastrofe es el objeto principal.

Para mirar la geometria tendremos que tener en cuenta lo siguiente:

= La variedad de catastrofe M es el subconjunto de la familia de funciones potenciales
R"™ x R* definida por

DV (z,c) =0,

este es el conjunto de todos los puntos criticos de todos los potenciales V. de la familia
Vv

» El mapa de catastrofe y es la restriccion a M de la proyeccién natural 7 : R® x RF — RF
para el cual 7(x,c) = c.

» El conjunto de singularidad S es el conjunto de puntos singulares en M de y en que y
es singular.

» La imagen x(S) en R* es llamada el conjunto de bifurcacién K.

4.1. Catastrofes de corrango uno

Las catastrofes de corrango uno son aquellas que necesitan para su estudio funciones de una
sola variable, en este caso la variable sera x. A continuacién, mostraremos la geometria de
este tipo de catastrofes y las dividiremos segin su codimension.

4.1.1. Codimension cero

Las funciones de codimension cero son funciones cuyo minimo absoluto es estructuralmente
estable y por lo tanto se define como un minimo cuadratico:

V(z) = 2%

Este tipo de funciones no son catéastrofes.
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4.1.2. Codimensién uno
Catastrofe pliegue

Su despliegue universal es :

1
V(r,a) = §w3 +ax,0, V(r,a) =23+ az.

La variedad M de la catastrofe esta dada por

d
%V(x,&) =2+a=0.

Esto sugiere que usemos la coordenada x como una carta para M, siendo el punto general
de M

(,a) = (x, —2?).

Para analizar el conjunto de bifurcacién utilizaremos el 3-jet de la funciéon para puntos
pertenecientes al conjunto singular denotado S. Tenemos que:

1 1
Viz+ X, a) = §X3~|—33X2~|— (22 +a)X + (§x3+aa:) .

Como (z,a) = (z,—x?) € S, se sigue que
L s 2 3 3
V(I+X,a):§X +aX +0X—§x.

Luego, el término cuadritico zX? es no degenerado si & # 0, pero es degenerado si z = 0.
Asi el conjunto singular esta dado por x = 0, luego S = (0,0) a este punto se le conoce como
el punto pliegue. Cuando = > 0 el término cuadrético es positivo y V(x, a) tiene un minimo,
cuando x < 0 es un punto maximo.

Toda la geometria se resume en la Figura 4-1 donde la catastrofe es la parabola, el conjunto
de bifurcacion K es un solo punto:



34 4 Geometria de catastrofes de corrango uno y dos

Sx R¥

M% n
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f mapa de catastrofe 1
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Figura 4-1: Geometria catastrofe pliegue. Adaptado de Cathastrophe Theory and Its Ap-
plications (p. 174), por T. Poston e 1. Stewart,1978, Pitman.

4.1.3. Codimensiéon dos
Catastrofe cuspide o Riemann-Hugoniot

Su despliegue universal es :

1 1
V(z,a,b) = Zx‘l + éaxQ +bz, 0, V(r,a,b) = 2* + ax® + bz,

La variedad M de la catastrofe esta dada por

(%V(a:,a,b) =23 +ar+b=0.

Usando la carta (z,a) como una carta en M siendo el punto general de M

(z,a,b) = (z,a, —ax — z3).

Ahora al igual que el anterior hallaremos su 4-jet, el cual es:

1 1 1
Viz+ X, a) = ZX4+xX3+ (ng + g) X2+ (23 +ax+b)X + <Zx4—|— EaxQ—i—bx) :

como (z,a,b) = (x,a,—ax — x*) € S entonces:

1 1
Vir+ X, a) = ZX4 + X%+ (ng + g) X2+ 0X + <—§ax2 — Z:LA) :

Sea p, q, 7 los coeficientes de los términos cuadraticos, cibicos y cudrticos, entonces:
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3 1
pla,a) = S+ 2 qlw,a) = o, r(e,a) =

Esto sugiere que cambiemos la carta y usemos las coordenadas (p,q) como una carta en M
con (z,a) = (q,2p — 3¢*). Expresando la anterior carta en término de esta, siendo el punto
general de M

(¢,2p — 3%, —2pq + 2¢°)

Luego el término cuadratico del 4-jet es degenerado cuando p = 0 y este representa al eje
q en el espacio (p,q). La imagen de este tipo de punto en M es un pliegue, expresados en
términos de la carta (x,a) pues cuando p = 0 tenemos que ¢ = x y como a = —3¢? entonces
a = —3x%. Ahora cuando p es no degenerado tenemos un punto de minimo local cuando
p > 0 y un maximo cuando p < 0.

Si p = 0 necesariamente analizamos los términos ctibicos, pues cuando esto sucede los térmi-
nos cibicos determinan el tipo de punto critico siempre que ¢ # 0. Cuando p, g = 0 entonces
el tipo de punto critico es determinado por el punto X*. Todo esto se resume en la siguiente
figura:

degeneracion

g/

-

. mayor
degeneracion

Punto de
pliegue
—"

ax

minima

Figura 4-2: Tipo de punto critico cuando p = 0. Adaptado de Cathastrophe Theory and Its
Applications (p. 175), por T. Poston e 1. Stewart,1978, Pitman.

La imagen en M de la linea p = 0 esta dada por a a = —3x2, por lo tanto (z,a,b) =
(r,a,—azx — 23) = (r,—322,223), luego el conjunto de bifurcacién es la imagen de esto en
R* es decir el conjunto de puntos (—3z2,223) = (a, b). Resolviendo las ecuaciones a = —3x2
y b = 223 tenemos que 4a® + 276> = 0 la cual es el determinante de la variedad M y donde

el conjunto de bifurcacién esta definido.
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Ahora graficaremos R¥ y el conjunto de bifurcacién el cual sera dividido de la siguiente

maneras:

» Si4a® 4 27b% < 0, hay tres raices reales distintas y llamaremos a esta regién como 1.

» Si4a®+27b% = 0, hay tres raices reales donde dos de ellas coinciden cuando a = b # 0,
llamaremos a la regiéon B; cuando coincide en la raiz mas pequena y By cuando coincide
en la mas grande. Cuando a = b = 0 sus tres raices coinciden y es el punto p = (0, 0).

» si 4a® + 27b% > 0, hay una raiz real y dos complejas, esta regién es E.

Figura 4-3: Conjunto de bifurcaciéon cispide. Adaptado de Cathastrophe Theory and Its
Applications (p. 79), por T. Poston e 1. Stewart,1978, Pitman.

Los puntos de las anteriores regiones se grafican como Fig. 4-4:
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o
A

3,__7J
32_7&4

Figura 4-4: Raices en el plano (a, b). Adaptado de Cathastrophe Theory and Its Applications
(p. 79), por T. Poston e 1. Stewart, 1978, Pitman.

y sus funciones potenciales de estos toman la forma de Fig. 4-5:

Figura 4-5: Funciones potenciales correspondientes a las regiones en el plano (a,b). Adap-
tado de Cathastrophe Theory and Its Applications (p. 80), por T. Poston e .
Stewart, 1978, Pitman.

Fuera de esta parabola semiciibica podemos ver que hay solo un minimo y por lo tanto solo
un régimen posible, en el interior que denominamos regiéon I hay dos minimos que definen la
competencia, esto demuestra que no puede haber un régimen continuo dentro de la parabo-
la; la cispide da origen a un estrato de conflicto (un estrato de conflicto es un conjunto de
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familias potenciales que tiene dos minimos absolutos iguales ¢, ¢y, en un lado del estrato
V(c1) < V(c2) mientras que en el otro V() > V(cy) la imagen inversa da lugar a un punto
de catdstrofe que separa a los regimenes ¢y, ¢2) y separa las regiones denominadas por cada
uno de los minimos ¢y, ¢o. Usando la convencién de Maxwell el estrato de conflicto es definido
por V(c1) = V(ez), este fenémeno es conocido en la dindmica de gases como la formacién de
una onda de choque y fue estudiado por Hugoniot, la posibilidad de tal discontinuidad
habia sido predicha por Riemann.

La geometria de la catastrofe se ilustra en Fig. 4-6, donde podemos notar como una carta
revela la estructura de M como la imagen del plano.

Mapa de
catastrofe & p

P

Figura 4-6: Geometria catastrofe ciuspide. Adaptado de Cathastrophe Theory and Its Ap-
plications (p. 80), por T. Poston e 1. Stewart,1978, Pitman.

4.1.4. Codimension tres
Catastrofe cola de golondrina

El despliegue universal de esta es:

1 1 1
V(z,a,b,c) = SIS + gaxg’ + ibIQ +cx, 0, V(x,a,b) =25+ ax® + bz* + cx.

La variedad M de la catastrofe esta dada por
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d

—V(x,a,b,c) = 2* + ax? + bx + ¢ = 0,

dx

Luego, se realiza el mismo procedimiento que en las anteriores catastrofes donde obtenemos
que el conjunto de bifurcacién se parametriza por ¢, r (donde ¢, r son las coordenadas ciibicas
y cudrticas del 5-jet) de la siguiente forma:

(a,b,c) = (3q — 6r%, —6rq + 83, 3qr? — 3rt),

y se espera encontrar una linea de cuspides a lo largo de la curva parametrizada r cuando
q = 0 es decir cuando hay mayor degeneracién. Esto ocurre en la curva (—6r2, 873, —3r%). El
grafico del conjunto de bifurcacion K es como se muestra en Fig. 4-7:

Figura 4-7: Conjunto de bifurcacion de la catdstrofe cola de golondrina. Adaptado de Dif-
ferentiable Germs and Catastrophes (p. 153), por T. Brocker y L. Lander, 1975,
Cambridge University Press.

En analisis del conjunto bifurcacién podemos ver como empezando con a < 0y luego aumen-
tando a, el tridngulo curvilineo de la cola de golondrina se encoge y coincide con el origen
a = 0. Ademas que hay una linea de auto intersecciéon que es de forma parabdlica y que su

e a
ecuacion viene dada por ¢ = —.

4

4.1.5. Codimension cuatro
La mariposa

El despliegue universal de esta es:

1 1 1 1
V(z,a,b,c d) = 6:1:6 - Zax“ - §bx3 - 50:1:2 +dz, 0, V(z,a,b,c) = 2°+ azx* + bx® + cx® + dx.
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La variedad M de la catastrofe esta dada por

%V(z,a,b,c,d) =2’ +ar®+b2?+cxr+d=0.

Podemos imaginar la hipersuperficie en el espacio tiempo R* (a,b, ¢, d) es el discriminante
de la variedad de catastrofe. La catdstrofe se mapea en R* de una manera complicada, intro-
duciendo auto intersecciones y otras singularidades de tipo correspondiente y el conjunto de
bifurcacién se dibuja mejor como una familia bidimensional de secciones bidimensionales. A
continuacion se va a graficar como se ven estas secciones que corresponden a varios valores
de a y b vistos en el plano (c,d).

Para a > 0 la seccion se parece a una bifurcacion de catastrofe cispide establecida con
controles ¢ y d, variando b tiene el efecto de balancear toda la imagen de lado a lado. La
direccion depende del signo de b como se ve en la Fig. 4-8.

Figura 4-8: Conjunto de bifurcaciéon cuando a > 0. Adaptado de Structural Stability and
Morphogenesis (p. 70), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN, INC.

Para a = 0 la curva tiene un punto de curvatura infinita en el origen. Para a < 0 emergen
dos cuspides en una configuracion que se asemeja a la cola de golondrina pero se extiende a
la tercera dimension cuando b varia. El plano de simetria ¢ = d = 0 corta la superficie en una
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curva con tres cuspides y sin punto de inflexién, es decir, una curva en forma de mariposa
en la que hay tres puntos de auto interseccién.

\

e

> 7

—

Figura 4-9: Conjunto de bifurcaciéon cuando a < 0. Adaptado de Structural Stability and
Morphogenesis (p. 71), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN, INC.

Segin René Thom la ecuacion de la variedad de catastrofe tiene cinco raices reales en el
cuadrilatero curvilineo dentro de la curva mariposa, por lo que puede haber conflicto entre
tres regimenes, la tunica configuracién posible de la divisién entre tres regimenes es descrita
y graficada de la siguiente manera, tres superficies de separacién dejan un punto triple y
termina en dos cuspides (Riemann-Hugoniot) y un punto doble. Esta variacién se describe

cualitativamente asf:

Para a > 0 hay una onda de choque superficial cuyo limite es una curva de Riemann-Hugoniot
y para a < 0 la onda de choque da a luz a un borde triple como se ve en la Fig.4-10.
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Figura 4-10: Onda de choque cuando a < 0. Adaptado de Structural Stability and Morp-
hogenesis (p. 72), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN, INC.

4.2. Catastrofes de corrango dos

René Thom las llama ombligos.

4.2.1. Codimensién tres
Ombligo eliptico
El despliegue universal de esta catastrofe es
V(z,y,a,b,c) =2* — 3zy* + a(z? + y*) — bx — cy.

La variedad M de la catastrofe viene dada por la pareja de ecuaciones

0
a—V(x, y,a,b,c) = 3x% — 3y* + 2ax — b =0,
T

GQV(I, y,a,b,c) = —6xy + 2axy —c = 0.
Y
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2
a
La ecuacién x? + y? = 5 determina el conjunto de singularidad en M. Este conjunto es

difeomorfo a un cono ya que se usan cartas. El conjunto bifurcacién es la imagen bajo
proyeccion de este cono en M; Fig. 4-11.

Figura 4-11: Conjunto de bifurcacién del ombligo eliptico. Adaptado de Structural Stability
and Morphogenesis (p. 80), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN, INC.

Ombligo hiperbdlico

El despliegue universal de esta catastrofe es
V(x7y7a7ba C) = 333 + y3 + ary — br — cy.

La variedad M de la catastrofe viene dada por la pareja de ecuaciones

%V(x,y,a,b,c) = 31’2—|—ay— b= 07

%V(m,y,a, b,c) =3y*+ax —c=0,

haciendo el mismo procedimiento que la anterior tenemos que se degenera en el caso 4pr = ¢?

( p,7,q son la coordenadas cuadréticas del 3-jet) o en las coordenadas (z,y, a) en 36zy = a*
«

Luego parametrizando el cono con a = 6 © = e y y = — el conjunto singularidad S en M
€

se parametriza de la siguiente manera:
2 2
o o«
(ag —,6a,30°€ +6—,3— + 6(126) ,
€ € €

por lo tanto el conjunto bifurcaciéon K se parametriza de la siguiente manera

2 9
6a, 3a2e® + 6a—, 3% 4 6a2e) .
€ e
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Figura 4-12: Seccién cuando « = 1 del conjunto bifurcacién. Adaptado de Structural Stabi-
lity and Morphogenesis (p. 77), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN, INC.

4.2.2. Codimension cuatro
Ombligo parabdlico

El despliegue universal de esta catastrofe es

V(I7 Yy, a, ba C, d) - ny + }Ey4 + CLZL’Q + by2 — CXx — dy

La variedad M de la catastrofe viene dada por la pareja de ecuaciones

ag‘/(m,y, a,b,c,d) = 2xy + 2ax — c = 0,
T

aQV(x,y,a,b,c,d) =22+ P+ 20y —d = 0.
Yy

La parte cuadratica del 4-jet se degenera en términos de p, ¢, r cuando 4pr = ¢? o en términos
de (z,y,a,b) cuando 42* = 6y° + 4by + 6ay® + 4ab

La Fig. 4-13 muestra para el circulo unitario en el plano (a,b) las secciones transversales
correspondientes en la direccion (¢, d)
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labio cola de golondrina

parforacion

Ombligos 6
hiperbalico

ombligo eliptico
doble perforacion

Figura 4-13: Secciones transversales de (c,d) en el plano (a,b). Adaptado de Structural
Stability and Morphogenesis (p. 86), por R. Thom,1975, W.A. BENJAMIN,
INC.



5 Conclusiones

1. Las catastrofes de bifurcacién ocurren cuando un atractor entra en competencia con-
sigo mismo después de una variacién continua. En las catastrofes elementales hay dos
catastrofes que son de este tipo: la mas simple, la catastrofe Riemann-Hugoniot o me-
jor conocida como cuspide y la catdstrofe mariposa, luego, el campo ideal en el que se
desarrollan este tipo de catastrofes es en los reales de n variables.

2. La teoria de catastrofes elementales esta basada en potenciales que representan un
germen de R x R* en R que es finitamente diferenciable y constituye el despliegue
universal. Estos potenciales estan relacionados con los equilibrios de sistemas y nos
ayudan a entender el comportamiento de las catastrofes.

3. A diferencia de cualquier otro despliegue de un germen f, el despliegue universal de
f posee una propiedad de estabilidad estructural que no permite que una pequena
perturbacion tenga efecto alguno en el sistema en un sentido topolégico.
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