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Resumen

El ambiente en el cual estaremos inmersos en este trabajo sera netamente analitico, pues asi
lo amerita el tema a desarrollar acerca de los espacios de Sébolev, los cuales tienen estructura
de espacio de Banach y espacio de Hilbert.

Empezaremos recordando conceptos fundamentales tales como espacio vectorial, espacio nor-
mado, espacio métrico, espacio topoldgico, espacio medible, espacio de Hilbert y espacio de
Banach. Pues estos son conceptos base a partir de los cuales se construyen los espacios de
Sébolev; ya que ellos se soportan en los espacios L-p y L-infinito definidos sobre un subcon-
junto de un espacio medible, los que a su vez son espacios de Banach.

Para definir los espacios a trabajar, introducimos teoria de distribuciones, especificamen-
te las distribuciones de las derivadas débiles (derivada distribucional) de las funciones en
espacios L, las cuales se definen cuando las funciones en los espacios L satisfacen la féormula
de integracién por partes. Con base en ello, definimos formalmente a los espacios de Sébolev
como espacios de funciones medibles en L-p o L-infinito tales que tienen derivadas débiles y
estas estan también en L-p o L-infinito respectivamente.

Habiendo ya definido a los espacios de Sobolev en general, particularizamos con el espa-
cio de Sébolev en una dimension; para luego justificar su comportamiento como espacio de
Banach y de espacio de Hilbert, que sera el resultado principal de éste trabajo.

Palabras clave: Completez, Dimensién, Derivada distribucional, Espacio Medible, De-
rivada Débil.

Abstract

The environment in which we will be immersed in this work will be purely analytical, as the
theme to develop about Sébolev’s spaces deserves, which have Banach space structure and
Hilbert space structure.

We will begin by remembering fundamental concepts such as vector space, normed spa-
ce, metric space, topological space, measurable space, Hilbert space and Banach space. For
these are basic concepts from which Sébolev’s spaces are constructed; since they are sup-
ported in the L-p and L-infinity spaces defined on a subset of a measurable space, which in
turn are Banach spaces.

subset of a measurable space, which in turn are Banach spaces. To define the spaces to
work, we introduce distribution theory, specifically the distributions of the weak derivatives
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(distributional derivative) of the functions in L spaces, which are defined when the functions
in the L spaces satisfy the integration formula by parts. Based on this, we formally define
Sébolev’s spaces as spaces of measurable functions in L-p or L-infinity such that they have
weak derivatives and these are also in L-p or L-infinity respectively.

Having already defined Sobolev’s spaces in general, we particularize with Sébolev’s space
in one dimension; to then justify their behavior as a Banach space and Hilbert space, which
will be the main result of this work.

Keywords: Completez, Dimension, distribution derivative, Measurable Space, Weak

Derivative.
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2 Contenido

Notacion: Para una mejor comprension, en éste trabajo se usa la siguiente notacién. Dado

() subconjunto abierto de R”, una funcion f : 2 — Ry k = 1,2, 3, ..., notamos los siguientes

espacios:
1. K = Cuerpo base o campo; el cual puede ser R, 6 C.
2. C(Q) ={f: f es continua en 2}
3. Suppf ={x € Q: f(x) # 0}. Es el soporte de f.
4. Co() ={f € C(Q) : Suppf es un subconjunto compacto de 2}
5. CHQ) ={f € C(Q) : f es k — veces continuamente diferenciable en Q}
6. CE(Q) = C*(Q) N Cy(N)
7. C®(Q) = ﬁ C*(£2). Funciones suaves.
k=1
8. C5°(2) = C=(Q2) N Cy(92). Funciones suaves con soporte compacto en €2 (funciones
test).
9. L} .(Q) = Espacio de funciones medibles (de Lebesgue) localmente integrables sobre
cada subconjunto compacto de €.
10. p: denota la medida de un conjunto.
11. 09Q: frontera del conjunto €.



1 Preliminares

El presente trabajo se realiza sobre una de las lineas més importantes del Anélisis Matemati-
co, el Analisis Funcional. Para la compresiéon 6ptima del presente trabajo, el primer capitulo
se centra en un recorrido clave desde los espacios vectoriales, hasta los espacios de Hilbert,
el cual nos muestra conceptos previos para el tema de Espacios de Sébolev.

En el segundo capitulo se habla de una nocién importante para la clasificacion de los ele-
mentos que pertenecen a los espacios de Sébolev, se trata de la derivada débil, la cual se
define y se muestra un poco su comportamiento.

El tercer capitulo muestra la idea general de lo que es la estructura de espacio de Sébo-
lev; basado en el concepto de derivada débil se define su estructura, se plantea la aplicaciéon
norma y se muestra el espacio de Sobolev unidimensional sobre el cual se observa que es
reflexivo y separable.

Para terminar nuestro trabajo, en el cuarto capitulo se encuentra nuestro objetivo prin-
cipal. Se muestra el comportamiento de espacio de Banach y de espacio de Hilbert de los
espacios de Sobolev, para ello, primero vemos que todo espacio de Sobolev es completo con
la norma definida y en cierto caso particular, lo podemos dotar de un producto interno.

A continuacién, se da inicio al trabajo con el primer capitulo sobre los preliminares.

1.1. Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial es una estructura algebraica que consta de un conjunto no vacio V' defi-
nido sobre cierto cuerpo (real o complejo), en el cual actiian dos aplicaciones, suma vectorial,
que va del producto cartesiano de V' consigo mismo, en él, y multiplicaciéon por escalar, que
va del producto cartesiano de K con V', en V. Estas aplicaciones cumplen cuatro propiedades
cada una. La estructura de espacio vectorial en V' se represeta como (V,+,-).

Todo elemento de un espacio vectorial se le llama Vector.(ver en [1])

Ejemplos:
Como ejemplo comiin de espacio vectorial, tenemos a los cuerpos base R y C; y como ejemplos
mas avanzados tenemos:
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1. Considerese el espacio de todas las posibles sucesiones (z,), (reales o complejas) para
las cuales "7 | |x;|P converge a un nimero real no negativo:

P ={x=(z1,22,23,...) 1 Yooy |:|P < 00}
donde para todo x,y € [? se cumple que

r+y = (Tp)n+ Wn)n = (T1, 22, ...) + (Y1, Y2, -..) = (@1 +y1, T2+ Y2, ...) = (T +Yn)n € P

ar = a(x,), = a1, T9, ...) = (ax1, axa, ...) = (axy,), € IP.

para todo a € K.

2. El espacio C([a, b]) de todas las funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b], donde
para todo z,y € C([a,b]) se cumple

(z+y)(t) = 2(t) +y(t)

(az)(t)

ax(t)

cona € K

1.2. Espacios Normados

Siguiendo con la linea de estructuras algebraicas, nos corresponde la estructura de espacio
normado, el cual se define como una dupla (X, ||.||), donde X es un Espacio Vectorial de-
finido sobre el cuerpo K,y ||.|| es una aplicacién ||.|| : X — K que cumple las siguientes
propiedades:

1. |Jz|| > 0, para todo x € X. Nétese que ||z|| =0+ 2 =0
2. ||ax|| = |al.||z||; para todo a € Ky x € X
3. [lz +yl| < ][ + [lyl[; para todo x,y € X

En los espacios vectoriales que son normados, se define la convergencia de una sucesiéon (z,, )y,
mediante la aplicacion norma como sigue
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lim ||z, —z||=0
n—aoo
donde x pertenece al espacio vectorial normado. Visto de una forma equivalente, la sucesién
(x,)n converge a x si, y solo si, para todo € > 0 existe N € N tal que si N < n, entonces
||z, — z|| <e.

Por otro lado, sea (X, ||.||) un espacio normado y (z,), una sucesién de elementos de X.
Se dice que (z,), tiene la propiedad de Cauchy si para cada € > 0 existe N € N tal que si
N < m,n, entonces ||z, — z,,|| < €.

De igual importancia, la convergencia de series en espacios normados:
Si (2,), es una sucesién en un espacio normado (X, ||.]|), se define la sucesion de sumas
parciales (s,),, donde s, = >, x4. Si (Sn), es convergente a un elemento s € X, es de-

cir, lim ||s, — s|| = 0, entonces la serie >~ x, converge(tiene suma finita), y se escribe
n—aoo

> Ty = S.

Ejemplos:

Sea (X, +,-) y K un cuerpo sobre el que esté definido el espacio vectorial X, K es el con-
junto de todas las funciones de X con valores en K. Se puede definir en K* una estructura
de espacio vectorial como se sigue:

Sean f,g € K¥X y A € K, entonces:

f+g:X — K como (f +g)(x) = f(z) + g()
Af: X — K como (Af)(z) = Af(z).

Veamos ahora un subespacio importante de KX, el formado por todas las funciones acotadas
de KX, es decir

B(X)={f € K¥ : sup(|f(z)|) < oo} para todo z € X

Note que si X es finito, K* = B(X)

Ahora se define la norma en B(X) como sigue:
1/ lle = sup{|f(x)|} donde f € B(X) y x € X

Las propiedades de la norma se verifican de forma directa, ademéas con esta norma podemos
verificar facilmente que B(X) es un espacio vectorial.

En conclusion (B(X),||.||«) es un espacio normado con interesantes casos particulares:
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1. X ={1,...,n}, en este caso B(X) = K*.

2. X =N, como las funciones definidas sobre el espacio N son las sucesiones, B(N) seria el
espacio vectorial de las sucesiones que estan acotadas con elementos de K. Usualmente
el espacio (B(N),||.||s) se denota I*° = {(z,), con z,, € K : sup,cy(|z,|) < 0o}

Merece la pena destacar algunos subespacios del espacio normado [* :
: formado por sucesiones que sé6lo tienen un numero finito de elementos no nulos.
¢o: formado por las suceciones que tienen como limite el elemento 0 € K.
c: formado por las sucesiones que convergen en K.
3. X = [a,b], K = R; en este caso (B(X),|].|l«) es el espacio de las funciones reales y

acotadas definidas sobre [a, b] C R, el cual tiene un subespacio interesante formado por
las funciones continuas en [a,b] C R denotado como C([a, b])

1.3. Espacios Métricos

Una métrica sobre un conjunto no vacio, es una aplicacién la cual define una distancia entre
los elementos del conjunto.

Se define un espacio métrico como el par (X, d), donde X es un conjunto y d es la aplicacién
distancia definida sobre el conjunto, esto es,

d: XxX—K ., (z,y) —d(z,y)
donde K es el cuerpo sobre el cual estd definido el conjunto X y z,y € X. Tal aplicacion d
comple las siguientes propiedades:

d(x,y) es un valor en K, finito y no negativo .

)
d(z,y) = 0 si, y solo si, o = y.
d(z,y) = d(y, z).
d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y)

para todo z,y,z € X.

Supongamos ahora que estd definida una norma sobre un espacio vectorial (X, +,-), en-
tonces podemos definir una métrica d sobre X como d(z,y) = ||z — y||. d se llama métrica
inducida por la norma. En efecto,
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Lod(z,y) = [z =yl = 0.
2. d(z,y) =0si, ysolosi,x =y, pues d(z,y) =0=|lz —y|| «— 2z —y=0+—x=1y.
3. d(w,y) = llz —yll =l = Wy — )| =] =1 [ |ly — ]| = d(y, ).
4 d(z,y) = |l =yl = [|(z = 2) + 2 =yl <lz = 2[[ + [[2 = y[| = d(z, 2) + d(z,9).
En conclusién, todo espacio normado es un espacio métrico, es decir, (X,|[.||) implica
(X, dyj)-

Como todo espacio normado es un espacio métrico, entonces sea (X, dj) un espacio métri-

co y (z,), una sucesiéon de elementos de X. Se dice que (z,), converge a z € X cuando

n —» oo, si, y solo si, lim d(z,,z) = 0, o dicho de otra forma, para todo ¢ > 0 existe
n—m:o0

N € N tal que si N < n, entonces d(z,z) < €.

De igual forma, se da la propiedad de Cauchy para sucesiones y la convergencia en se-
ries.

Un resultado importante de los espacios métricos es la completez. Un espacio (X, d) es com-
pleto si toda sucesién de Cauchy de elementos de (X, d), es convergente en (X,d), en el
sentido de la métrica inducida por la norma.

Ejemplos:

Como vimos anteriormente, en un espacio normado se puede deducir la métrica a partir
de la norma como d = ||z — y|| (donde x e y pertenecen a dicho espacio normado), por lo
tanto, todo espacio normado es un espacio métrico. Asi, los ejemplos que vimos de espacios
normados, sirven como ejemplos de espacios métricos. (ver en [2])

1.4. Espacios Topologicos

“La definicién de espacio Topoldgico, que ahora mismo estd estandarizada, tardé mucho
tiempo en ser formulada. Varios matematicos -Fréchet, Hausdorff y otros- propusieron dis-
tintas definiciones a lo largo de muchos anos en las primeras décadas del siglo veinte, pero
fue bastante méas tarde cuando los matematicos establecieron la definicién que parecia mas
apropiada.” [15]

Definicién 1.1 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos A C
X con las siguientes propiedades:

1. 0y X estédn en 7.
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2. La unién arbitraria de elementos de 7 estd en 7.

3. La interseccion finita de elemetos de 7 estd en 7.

Los elementos de una topologia sobre un conjunto X se llaman abiertos.[15]

Definicién 1.2 Sea X un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccion
B de subconjuntos de X (llamados elementos bases) tales que:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento béasico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elemntos béasicos By y By, entonces existe un
elemnto bésico B3 que contiene a x tal que By C (By N By). [15]

Definicién 1.3 (Continuidad de una funcion) Sean X eY espacios topoldgicos. una funcion
f: X — Y se dice que es continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto
F7HV) es un subconjunto abierto de X. [15]

Definicién 1.4 (Topologia métrica) Si d es una distancia en el conjunto X, la coleccion de
todas las bolas By(z,e) = {y € X : d(z,y) < €}, con e >0 y para x € X, es una base para
una topologia sobre X, denominada topologia métrica inducida por d.[15]

Noétese que los conjuntos abiertos de una espacio métrico (X, d) satisfacen las condiciones de
espacio topoldgico, asi, todo espacio métrico es un espacio topologico.

Definicién 1.5 (Compacidad) Un subconjunto de un espacio topoldgico es compacto cuando:

1. Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice compacto si todo recubrimiento
abierto de A contiene un subrecubrimiento finito que contiene a A.

2. Un subconjunto A de un espacio métrico X es compacto, si toda sucesién en A tiene
una subsucesion que converge a un punto de A.

3. Teorema (Heine-Borel): Un conjunto A C R” se dice compacto si, y solo si, es cerrado
y acotado. [15]

1.5. Espacios de Banach

“Frecuentemente estamos interesados en que tan grande es una funciéon. Esto conduce na-
turalmente a la nociéon de espacios funcionales normados. Hay muchas maneras de definir
el tamano de una funcién. Supongamos que R(t) es la cantidad de lluvia que cae medida
en centimetros cibicos por hora; podemos estar preocupados por el total de lluvia que cae.

Una gran lluvia tiene una gran f f(t) - dt. Siuno es un ingeniero estara preocupado por la
dias
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capacidad del sistema de desague pluvial de una ciudad para drenar el agua de lluvia, uno
estard interesado en el méximo valor de R(t), y por lo tanto, una gran lluvia serd una con
un gran sup{R(t)}". [14]

Este es uno de los problemas en los que se realza el valor de los espacios funcionales como
lo son los espacios de Banach, y su comportamiento que nos abren las puertas a numerosos
analisis de funciones.

Definicién 1.6 Sea X un espacio vectorial normado en el cual toda sucesion de elementos
de X, que ademas tiene la propiedad de Cauchy, converge en X ; se dice que X es un espacio
de Banach, es decir, que el espacio (X, ||.||) es de Banach si es completo con la norma dada.

[4]

Resultados mas importante de los espacios de Banach:

1. Teorema de la aplicacion abierta: Un operador lineal acotado T', que va de un espacio
de Banach X a otro espacio de Banach Y, es abierto. Por lo tanto, si T" es biyectivo,
T~1 escontinuo y asi acotado.(ver justificacién en [10])

2. Teorema del grdfico cerrado: Sean X y Y espacios de Banach, y T': D(T) — Y es
un operador lineal cerrado, donde D(T) C X. Entonces si D(T) es cerrado en X, el
operador T' es acotado.(ver la justificacién en [10])

3. Teorema de Hahn-Banach: Sea M un subespacio de un espacio vectorial X, p un
funcional sublineal en X, y f un funcional lineal en M tal que, para todo x € M, se
cumpla que f(z) < p(z); entonces existe un funcional lineal F' definido en todo X y
extendiendo f, tal que F(z) < p(z), para todo = € X. (ver la justificacién en [2])

Ejemplos:

1. Todos los espacios (B(X), ||.||ec) son completos, es decir que todos los espacios (B(X), ||.||)
son de Banach. (ver en [3])

2. El espacio de Banach (C([a,b]), ||-||s) €l cual se define como:

CH([a,]) = {f € C([a,V]) : ¥t € [a, b], 3f'(2), A, f" € C([a,])}

En este espacio se define la norma como sigue:

AT = 11l + 11/l
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La demostracién de que esta norma cumple las propiedades se sigue de la norma ||.||.
(ver en [10])

3. Los espacios de sucesiones [P, donde 1 < p < oo, y se definen de la siguiente manera:

P ={(2n)n CE": ) |a,|P < 0o}

n=1

Donde se define la norma como sigue:

1
|lz(l, = Z|xz|p b

Note que [P es un subespacio vectorial de ¢y, ya que si > |z,|P < oo, entonces |z,|P — 0,
luego =, — 0, es decir z € ¢y (tenga en cuenta, para evitar confuciones, que x € [P con
= (2p)n y (Tn)n C K", es decir x, € K™). (ver en [2])

1.6. Espacios Medibles

Sea A C R", se define la medida del conjunto A, como una aplicacion que asigna un nimero
real positivo a dicho conjunto, la cual manifiesta propiedades interesantes.

Definicién 1.7 Un conjunto A C R™ se dice que es o-elemental cuando existe una sucesion
de conguntos elementales (Ag)y, los cuales son disjuntos, tales que:

A=A
k=1
su medida se define como: m(A Zm (Ag) = lim Zm (Ag). [7]
n—oo
k=1

Definicién 1.8 (Medida exterior de Lebesgque) Para cada subconjunto E del espacio R",
definimos la medida exterior de E como:

me(E) =Inf{m(U): ECU}

donde el infimo se toma sobre todos los conjuntos o-elementales U que contienen al conjunto

E. [7]
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Definicién 1.9 (Conjuntos medibles) Un subconjunto E de R™ es medible, si para cada
numero € > 0 existe un conjunto o-elemental U tal que:

EcU y m(U—E)<e[T]

Definicién 1.10 Una clase de conjuntos ), se llama una o-dlgebra, si verifica las siguientes
condiciones:

Hoed.
2) La unién de cualquier sucesién (Ej), de miembros de ), es un miembro de > .

3) El complemento de cada miembro de >, es un elemento de » . [7]

Definicién 1.11 La o-dlgebra B = o(I), donde I son las clases formadas por todos los
intervalos de R™, se llama o-dlgebra de Borel. Los miembros de B se llaman conjuntos
borelianos. [7]

Definicién 1.12 Diremos que f es una funcion medible si para cada nimero a € R, el
conjunto donde f es mayor que a, es un subconjunto medible del espacio R™; es decir, si
para cada numero real a, se verifica:

{f>a}teM

donde M es el espacio de todos los conjuntos medibles en R™. [7]

1.6.1. Definicién (en casi todo punto)

Si todos los puntos x € R™ con la posible excepcion de un conjunto de medida nula, poseen
cierta propiedad P(z), entonces diremos que P es verdadera en casi todo punto.

Esta propiedad se aplica a las funciones medibles de forma tal que si f es una funcion medible
y f = g en casi todo punton entonces g es medible.[7]

Definicién 1.13 Sea (fi)r una sucesion de funciones; converge en medida a la funcion
medible f sobre el conjunto E, si para todo 6 > 0, la medida de E(|fr — f| > J) tiende a
cero cuando k — oo. [7]

Definicién 1.14 Sea E C R", y f una funcion medible no negativa sobre E, para toda
descomposicion del conjunto & como union finita de conjuntos disjuntos Fy, Es, ..., En, cal-
culamos la suma:
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(1) > Vim(E;)

=1

donde Vj es el infimo de los valores que toma la funcién f sobre el conjunto F;.

El supremo de tales sumas se llama la integral de f sobre E y se denota de las siguientes
[ [ [ s
E E E

/Ef(x)dx = Supz Vim(E;). [7]

formas:

de manera que

1.6.2. Teorema de Beppo Levi (convergencia dominada)

El siguiente teorema es uno de los principales teoremas que involucra la integral de lebesge,
y es de gran ayuda al trabajar los espacios LP(Q2) y L*(Q2) ya que podemos permutar los
simbolos ” [7, y ”lim”

Teorema (Beppo Levi): Sea f; < fo < ... una sucesién creciente de funciones no ne-
gativas. si f es el limite puntual de la sucesién (fy)g, entonces:

/Efzk@oo/Efk

E k—00 k—o0 E

(Véase la demostracién en [7])

Nota: El teorema de la “convergencia dominada”se comporta de manera analoga al teorema
anterior, sin embargo, no es necesario que la sucesion sea monotona.

1.6.3. El espacio L?(f2)

Los siguientes espacios son importantes para nuestro tema central, ya que es uno de los pila-
res sobre los cuales se construye toda la teoria de espacios de Sébolev. Asi entonces, veamos
su construccion.

Sea ) un subconjunto medible (Lebesgue) de R", con medida positiva. Sea 1 < p < oo,
se consideran los conjuntos de funciones:
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PQ)={f:Q— K: fes medibley/9|f(t)]pdt < o0}

st = () If(t)\pdt);

Tengamos en cuenta que la aplicacién f — || f||, no es una norma de #(2), ya que || f||, = 0,

Se define el ntimero real:

es decir
[ irpae=o
Q

no implica que f = 0, sino que f(t) = 0 en casi todo punto ¢ € €.

Ya que podemos considerar a la funcion f que es nula en casi todo punto de 2 como si fuera
la funcién nula, al hacer esto, estamos estableciendo una relacion binaria de equivalencia
entre dos funciones que son iguales en casi todo punto (p.c.t.p) del conjunto €2, definida asf,

fr~ge— f(t)=g(t) pectp. t€QyVf,gelP(Q).

Veamos que esto es cierto, pues para que la relacion sea de equivalencia, ” ~”debe ser refle-
xiva, simétrica y transitiva. En efecto, veamos que se cumplen.

Reflexividad: Todo elemento de [P(2) se relaciona consigo mismo, es decir que para toda
felP(Q), f~ f, pues f(t) = f(t) Vt € Q.

Simetria: Sean f,g € [P(£2) arbitrarios, se tiene que f ~ g — g ~ f. Por definicién de
TR f o~ g — f(t) = g(t) pct.p. t € Q, luego por la simetria de la relacién 7=" te-

7 7

nemos que ¢(t) = f(t), pero de nuevo, por la definicién de la relacién ”~", se sigue que,
g(t) = f{t) «—= g~ .

Transitividad: Para todos f,g,h € [P(Q2) se cumple que f ~ g,A\,g ~ h — f ~ h; en
efecto, pues por definiciéon de "~ f ~ g, A, g ~ h <— f(t) = g(t), A\, g(t) = h(t) p.c.t.p.
t € Q. Ahora por transitividad de ”=", tenemos que f(t) = h(t), y esto, por definicién de

Y

'~ a su vez implica que f ~ h.

7 2

Luego, la relacion "~ es en efecto una relaciéon de equivalencia que particiona [P(2) en
clases. Esto es, para cualquier f € [P(2), la clase [f] a la que f pertenece se da como:

fl={9€lP(Q):g~f}={g€lP(Q):9(t) = f(t) pctp. t€Q}

El conjunto [P(2)/ ~ formado por estas clases de equivalencia se llama espacio de Lebesque
LP(Q)), para el cual, ||f||, si es una norma en realidad.
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1.6.4. El espacio L>((2)

Al igual que los anteriores espacios, los espacios L>®(2) forman parte de la base para los
espacios de Sébolev; su comportamiento y elementos que lo conforman conllevan caracteris-
ticas favorables para cientos de analisis funcionales.

Dada una funcion real medible f, se dice que estd esencialmente acotada, si existe un nimero
real M tal que

p({z € Q: |f(@)] > M) =0
M se dice cota superior esencial de f. El conjunto
[2(2) ={f:Q — R: f es esencialmente acotada }

es un espacio vectorial. Se define el supremo esencial de f como el infimo de las cotas
superiores esenciales, es decir

Inf{M > 0: p({z € Q: |f(x)] > M}) = 0}

simbolizado como SupFEss(f). Vemos que el SupFEss(f) cumple las propiedades para ser una
norma excepto la primera propiedad cuando se da la igualdad; asi que de nuevo consideramos
las clases binarias de equivalencia como anteriormente lo hicimos. Luego (*(€2)/ ~= L*()
es un Fspacio de Lebesque, y la aplicacion

[T — [[[flllc = SupEss(f)

estd bien definida y es una norma.

Noétese que los espacios de Lebesgue LP(€)) y L*>(€2) son espacios de Banach.

1.7. Espacios de Hilbert

Si X es un espacio con producto interno, podemos inmediatamente definir una norma en
terminos del producto interno. una vez obtenida la norma, obtenemos una métrica en el
espacio. Una importante facultad se obtiene de los espacios que son completos con ésta
métrica. (traducido de [2])

Definicién 1.15 Dados dos vectores x,y € K", se define el producto escalar de x ey como

<my>=Y xy,Vi=1,2..n

i=1
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Tal aplicacion <, >: X x X — K, cumple las siguientes propiedades:
) <autv,y>=a<uy>+<vy>

2) <z,aut+v>=a<zu>+<z,0>

3) <y,r>=< T,y >

4) Siz € X,y x #0, entonces < x,z > 0.

cona € K yvuzyeX. [13]

Definicién 1.16 Llamamos espacios pre-Hilbertiano a un espacio vectorial X dotado con
un producto escalar de la forma <,>: X x X — K.

El espacio vectorial X se convierte en un espacio normado con la norma
1
l|z|| =< z,x >2
donde las propiedades de la norma se satisfacen exitosamente.
Todo espacio pre-Hilbertiano es un espacio normado con la norma asociada a su producto
escalar, ademas si dicho espacio es completo con esta norma, se dice que él es un Espacio de

Hilbert.
Por otro lado, si X es un espacio pre-Hilbertiano, se tiene

) | <x,y>|<]|lz||lly|| (desigualdad de Cauchy-Schwarrtz)

2) |z +yl> + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y||* (igualdad del paralelogramo) [10]

1.7.1. Teorema (Jordan-Von Neuman)

Este teorema es importante, porque como ya sabemos, si tenemos un espacio con producto
interno, podemos inducir una norma en dicho espacio, pero ;podemos obtener un producto
interno de una norma?; pues si la norma cumple la igualdad del paralelogramo puede obte-
nerse el producto interno.

Teorema: Si X es un espacio normado, son equivalentes:

1) X es un espacio pre-Hilbertiano, es decir, existe un producto escalar <,> en X tal que
||z||* =< z,2 >, para todo x € X.

2) La norma de X satisface la igualdad del paralelogramo. [5]
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Lema 1.1 Si en un espacio X con producto interno <,>, x, — & Yy Yo — Yy, entonces
< Xy Y >—3< 2,y >. [5]

1.7.2. Ejemplos

1. Uno de los ejemplos mas representativos de los espacios de Hilbert es el espacio [P
cuando p = 2; es decir:

[e.9]

> ={(xp), C K": Z |z, |? < 00}

n=1

con la norma

)

1

2|l = O lzal?)?
n=1

es un espacio de Hilbert con producto interno

o0

(:L“|y) = Z |xnyn|

n=1

2. Otro clasico ejemplo es el espacio euclideo R™ dotado del producto interno

n
<y >=Y_ my;
i=1

siendo © = (21,9, ...) Yy ¥y = (Y1, Y2, ...) los vectores en la base canénica de R".

3. El espacio de Lebesgue L?(2) con cuadrade integrable,
[2(Q) = {&: Q —> Kz es medible, /Q (t)|2dt < o0}
se obtiene el producto interno por medio de
<zy >= /Qx(t)mdt, donde z,y € L*(Q)

(Para apreciar mejor estos ejemplos, véase [2])



2 Introduccion a las Derivadas Débiles

En éste capitulo se presenta la nocién de derivada débil, la cual esta ligada a la formula de
integracion por partes, ya que asi se define y tiene sentido. Esta seccién es de vital impor-
tancia, ya que los espacios de Sébolev se definen mediante las funciones que se caracterizan
por satisfacer la derivacién débil.

1

loe(€2) se define un funcional lineal de la forma

Comencemos notando que para toda f € L
Af: C5P(2) — R tal que:

Ar() = / f(2)é(x)de

Este mapeo lineal es una distribucion. La expresion anterior esta bien definida para toda
funcion ¢ € C§°(£2), ya que ¢ tiene soporte compacto y esta desaparece fuera de él. Ahora
veamos que este operador es en efecto lineal; dado E C ) compacto, para cada funcion test
¢, tal que Supp(¢) C E, se tiene la estimacién

1A4(6)] = \ [ 1@t

< [ 1@tz mix|6(a)] < Cllolle
donde C' = [, |f(x)|dx

Ahora asumamos que f es continuamente diferenciable, es decir

f’(x) — lim f(él?+h}2*f($)

h—0

es continua, por lo tanto localmente integrable; entonces f’ determina un funcional lineal en

Ce° () definido como:
Ap(6) = / f(@)é(x)dz = — / f(2) (x)da

ademas, si Supp(¢) C E, entonces

Ao < ([ i) il

Y esto se puede aplicar a derivadas de orden superior.

Sea Q) C R" abierto, f € C1(Q) y ¢ € C5°(). Se da por la integracién por partes que
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[ @ = - [ s
Q Q
no hay termino limite, ya que ¢ € C§°(2) y su soporte se anula cerca de 0.

Entonces, sea f € C*(Q), y sea a = (ay,...,a,) € (N* U {0}) un multi-indice tal que el
orden del multi-indice |a| = a3 + ... + a;, es a lo mucho k. Cada multi-indice determina el
operador diferencial parcial de orden |«|

|| [ an,
Daf: ol f _ 0% o]

« i [e] see
Oz t...0zp" ozl Oz

donde la coordenada del multi-indice indica cuantas veces es diferenciable la funcién con
respecto a su variable correspondiente. El orden del multi-indice indica el niimero total de
veces que se deriva parcialmente.

De acuerdo con esto, la sucesiva integracion por partes queda de la forma

/QDafgbdx:(—U'al/QfDaqsdx

Observe que el lado izquierdo tiene sentido bajo el supuesto f € L}, (Q2)

loc

Tenga en cuenta que D f también define un funcional lineal definido de la forma

Aonsld) = (1) [ fla)D"0(a)ds

2.1. Derivada Débil

Definicién 2.1 Asumamos que f € Li, () y sea o € N™ un multi-indice. Entonces si existe
una funcion g € L},.(Q) tal que Apay = A,, es decir

loc
/ g(z)p(x)dr = (—1) / f(z)DYp(x)dx  para toda funcién ¢ € C§ ()
Q Q
decimos que g es la derivada débil (de orden «) de f.[9]

Denotamos D°f = D©0--0) f — . Si |a| = 1, entonces

Df = (D1f7 D2f7 an)
es el gradiente débil de f. Aqui

Djf _ ngj — DO, 1,..,0)f



2.2 Unicidad de la derivada débil 19

(La j-ésima componente es 1).
Notese que las derivadas clasicas se definen como limites puntuales de cocientes de dife-
rencia, pero las derivadas débiles se definen como funciones que satisfacen la féormula de

integracién por partes. [9]

Observaciones:

1) Si f € Ck(Q), entonces las derivadas clasicas hasta el orden k son también las deri-
vadas débiles correspondientes de f. En otras palabras, las derivadas débiles garantizan las
derivadas clasicas.

2) Si f = 0 en casi todo punto de un conjunto abierto, entonces D®f = 0 en casi todo
punto del mismo conjunto.

2.2. Unicidad de la derivada débil

Lema 2.1 Una a-ésima derivada parcial débil de f, si existe, se define de forma inica hasta
un congunto de medida cero. [9]

Demostracién:

1
loc

/QfDangdx: (—1)'al/ﬂv¢d;c: (—1)|a/gzv'gbdx

para cada ¢ € C§°(2). Esto implica

(*) (=1l /Q(v — ) pdz = 0

supongamos que v,v" € L; (€) son ambas a-ésimas derivadas parciales débiles de f, esto es

lo que nos dice que v = v'. En efecto, sea ' C Q (es decir, Q' es abierto y € es compacto
en 2, pues estd acotado por el mismo 2). El espacio C§°(€?') es denso en LP(€)), es decir,
Cee(§Y) = LP(QY), por lo que existird una sucesién de funciones ¢; € C§°(€?') y suponiendo
que ¢; converge a un elemento de LP(€)'), digamos ¢; — Sgn(v — v') cuando i — oo en

casi todo punto de €', donde la funcién Sgn es la funcién signo, la cual es una funcién impar.

La identidad (*) y el teorema de la convergencia dominada, nos dice que:

0= lim [ (v—20)¢idx = / lim (v —v")g; = / (v —0")Sgn(v —v")dx = / |v — v'|dz

1—00 Q Q 1—00

esto implica que v = v’ en casi todo punto de ' para cada ' C Q. Asi v = v/ en casi todo
punto de €.
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Corolario: Si f € L} () satisface / fodx = 0 para cada ¢ € C§°(Q2), entonces f = 0 en

loc
Q
casi todo punto de 2. Esta es una forma integral de decir que una funcién es cero en casi
todo punto. (ver justificacién en [9])



3 Espacios de Sébolev

En este capitulo empezamos con el tema central de este trabajo, los espacios de Sébolev, los
cuales son espacios vectoriales de funciones con derivadas débiles, de la forma como se sigue
a continuacion.

3.1. Definicion:

Dado un € subconjunto abierto de R™. El espacio de Sébolev W#P(Q) consiste de funciones
[ € LP(Q) tal que para cada multi-indice «, con |a| < k, la derivada débil D f existe y
Def € L*(Q). Esto es,

WHhP(Q) = {f € LP(Q) : D*f € LP(Q),|a| < k}

Si f € WkP(Q), definimos las normas

v
[ flwee) = Z/[Do‘f\pd:c ,econ 1 <p< oo
Q

| <k

1 fllwreeiy = Y SupEssq|Df]

o] <k

respectivamente. [11]

Observaciones:

1) De la misma forma que en los espacios LP(), identificamos las funciones en W*P(Q),
las cuales son iguales en casi todo punto.

2) Podemos definir la norma de W*?(Q) de forma distinta. La norma ||.||yesq) es equi-
valente con la norma

> D fller)

la|<k

Y ||-[lw.co ) es equivalente con
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x || D¢ o () -
fg@%“ fllc Q)

3) Para k = 1 usamos la norma

1/p
Hﬂmwm=MM@+wnmJ”=(Aumm+éumwﬂ

[ fllwree) = SupEssq|f| + SupEssq|D f|. [10]

Conclusién:Los espacios de Sébolev W#P(Q) son subespacios de los espacios de funciones
LP(Q2); por lo tanto heredan todas las propiedades de estos.

3.2. El espacio de Sébolev W!'?(T)

Dado I C R un intervalo abierto, y sea p € R con 0 < p < 0o se define el espacio

Whe(l) = {f € LP(I) : 3g € L*(I), con [, f¢' = — [, 9, Vo € Cy(1)}

donde ¢’ es la derivada de la funcién ¢ que esta en dimensién 1.
Proposicién: El espacio WP(I) es reflexivo y separable para 1 < p < oo.

Demostracion: Consideramos el espacio producto
X =TT v = @)
lo| <k
donde M = card{a € N" : |a| < k}. X es un espacio de Banach con la norma (producto):
1/p

|Ullx = Z||fa||m(n) ,con 0 <p<oo

| <k

|U||x = méx || fa||zr(0), con p = oo
lo| <k

donde U = (fa)aj<r € X. Entonces X es reflexivo o separable si, y sélo si, LP(2) es reflexivo
o separable, pero ya sabemos que todo espacio LP(2) es reflexivo y separable y también lo
es el producto cartesiano finito de él con él mismo.

Sea la aplicacion lineal

jWhP(Q) — X J(f) = (D faj<k € X

X es reflexivo y la aplicacién j es una isometria inyectiva. Por tanto j(W'?(Q)) es cerrado
en X, luego j(WP(Q)) es reflexivo, en conclusion W?(Q) es reflexivo.
Usando el mismo razonamiento se dice que W'?(Q) es separable.



4 Espacios de Sébolev como espacios de
Banach y de Hilbert

En este capitulo mostramos dos de los comportamientos mas interesantes de los espacios
de Sébolev WHP(Q), como lo son: su estructura de espacio de Banach, completo con la
norma definida subyacente de los espacios LF(Q2) y L*°(2) respectivamente, y su estructura
de espacio de Hilbert, que es evidente cuando p = 2, el cual se convierte en un espacio de
funciones de cuadrado integrable.

4.1. El espacio de Sébolev W*?(()) como espacio de
Banach

Una de las propiedades mas utiles de los espacios normados es la completitud, y por supuesto
los espacios de Sébolev gozan de esta ventajosa propiedad. Gracias a esto podemos decir que
los espacios de Sébolev son cerrados bajo los limites de sucesiones de cauchy.

Una sucecién (f;); de funciones f; € WHP(Q), con i = 1,2,3, ..., se dice que converge a
la funcién f € WHP(Q) si para todo € > 0 existe i, tal que,
Hfl - fHW’%P(Q) < €, con te <1
o lo que es igual
m |[fi = fllwes@) = 0.
11— 00

De igual forma una sucesién (f;); tiene la propiedad de Cauchy en W"P(Q), si para todo
e > 0 existe i, tal que

I|fi = fillwrr) <€ conic <i,j

Teorema 4.1 El espacio de Sébolev W*P(Q2), con 1 < p < oo, k=1,2,..., es un espacio de
Banach.

Demostracion: Se dice que un espacio es de Banach cuando es completo respecto a la
norma, asi que primero veremos que la norma ||.||yr.r(q) esta bien definida. En efecto, veri-
ficando las propiedades de norma:
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D [|fllwke@ = 0 <= f = 0 en casi todo punto de Q. [|f|[wrr = O implica que
| f|zr@) = 0 y esto implica que f = 0 en casi todo punto de €2, ya que

1/p
0=||fller) = (/|f(:p)|pdx> <:>/|f(x)|pdx:0<:>f:0, cuando 1 < p < oo.
Q Q
y

0 =||fllzr@) = SupEssqa(f) <= f =0, cuando p = oco.

Por otro lado, f = 0 en casi todo punto de §2 implica

/Dafqadx = (1)l / fD%dx =0
Q Q

para toda ¢ € C3°(Q2). Esto, y el 2.3. Corolario implican que D*f = 0 en casi todo punto
de Q y para todo a, con |a| < k.

La desigualdad (la norma es mayor que cero) se sigue de que la aplicacién es positiva, ya
que la norma de W*?(Q) se desprende de la norma de LP(2).

2) |[Mlwrr@y = [ALIfllwre @), se satisface gracias a la norma de LP(2), para todo A € R.

3) La desigualdad del triangulo para 1 < p < oo se sigue de la desigualdad elemental

(a+b)™ < a™+b™ cona,b>0y0<m<1y dela desigualdad de Minkowski, por lo que
se tiene:

1/p
1+ gllwre@) = Z ||Daf+Dag||ip(Q)
|| <k
1/p

<[ S U fllzeey + 1Dl (@)

|| <k

1/p 1/p

< D ID I 0 + [ DDl

<k o<k

[ fllwer) + gllwrr@)-

Ya con esto tenemos claro de que ||.||yr.p(q) cumple todas las propiedades de norma.

Ahora, sea (f;); una sucesién de Cauchy en W*?(Q). Como

1D fi — D fillo) < |1fi = fillwrw(a), con |af <k
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se sigue que (D f;); es una sucesién de Cauchy en LP(Q2) con |a| < k. La completez de LP(£2)
implica que existe f¢ € LP(Q2) tal que D*f; — f@ en LP(Q).

En particular, f; — f00-0 = f € [P(Q), ya que cada funcién en W*?((Q), es una funcién
de LP(2).

Por ultimo debemos ver que la derivada parcial débil a-ésima de f existe y pertenece a
LP(Q), es decir que D*f = f* con |a| < k. Para ello se plantea

/fD"‘qbdx:.h'm /fiDangd:v
QO 1—> 00 Q

del lado derecho de la igualdad, por el Teorema de Beppo Levi(convergencia dominada) y
por la definicién de la derivada débil(ya que cada f; € WHP(Q)), tenemos,

1—>00

lim [ fiD%dx = lim (—1)! / D fidx
Q 1—> 00 Q

= (—1)'“'/ 1im D fipdx
QZ—)OO

=0 [ ot

luego,

/Q fD%pdx = (—1) /Q feodx

Por tanto, f* es la a-ésima derivada parcial débil de f; dicho de otra forma, es cierto que
Do f = f@ asfentonces W¥P(Q) es un espacio de Banach, el cual hereda todas las propiedades
que tienen dichos espacios como por ejemplo, cumplir con el teorema de la aplicacién abierta
y el teorema de Hahn-Banach.

4.2. El espacio de Sébolev W*?2(()) como espacio de
Hilbert

Otro de los tipos de espacios de Sébolev mas importantes sin duda son los de funciones
cuadrado integrables, esto es, los W*2(Q), que serdn denotados H*(Q). Estos espacios son
espacios de Hilbert separables.

Estructura de espacio de Hilbert:

El espacio W*2(0) se define como:
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W2(Q) = {f € L3(Q) : D*f € L*(Q), |a] < k}

donde su norma sera:

1/2

e = | 3 ||D°“fH%2<Q) / D f2de

| <k |a|<k

De donde se puede definir un producto interno de la siguiente forma

< f g >wk, 2Q)= Z < Daf D“ g >r2(Q)

lal<k

donde < D*f, D*g >2(q)= [, D*fD*gdzx.

Observese que

1 fllwre@) = (FL) e
Veamos que la relacion < f, g >yr.2q)= Z < D*f,D%g >12(q) es en realidad un producto

oo <k
interno. En efecto, para ello ndtese que cumple las propiedades de producto interno,

) <au+v,y>= Z/DO‘ au + v)D%dx

la|<k
= Z/ “au + D%)D%ydx
la|<k
=y / aD*uD"y + D*vD"y)dx
la|<k
=a Z /DauDo‘ydx—i- Z /Do‘vDaydx
|| <k la|<k

=a<u,y>-+<vy>

Las propiedades 2) y 3) se verifican de la misma forma. Ahora bien, para la propiedad 4),
como estd definido el producto interno < f, f >yr2@)= ||f HW“ > €s claro que se tiene
< f, [ >wr2(@)> 0, por ser la aplicacién norma posmva

Por lo tanto, la relacién que se definio, es en efecto un producto interno en W*?2(2), con
a € K y para toda u,v,y, f € W*2(Q); y como ya vimos que los espacios de Sébolev son
completos, se concluye que W#2(Q) es un espacio de Hilbert.



5 Conclusiones

1. La derivada distribucional, en la cual se apoya la nocién de derivada débil, permite
el echo de que D® sea un operador lineal, que ventajosamente usamos al probar las
propiedades para confirmar el producto interno en los espacios W"?2(Q).

2. Se puede observar que hay dos estructuras de espacios de Sébolev; una definida sobre
el espacio LP(2) (con 1 < p < o0) y la otra definida sobre el espacio L>(£2). Esto se
da ya que cada uno de los espacios L se definen de forma distinta.

3. Los espacios de Sébolev en genral, es decir W*?(2) (con 1 < p < o0), no garantizan
que sean espacios de Hilbert, ya que para definir el producto interno, neceitamos una
norma que se defina como un cuadrado integrable y ésto solo lo satisface la norma del
espacio particular de Sébolev W*2((Q2).

4. Puesto en palabras y no en lenguaje matematico, los espacios de Sobolev se estructuran
a partir de funciones de los espacios L*(2) y LP(Q2), donde sus derivadas débiles
pertenecen también a estos espacios.

5. Al ser los espacios de Sébolev WkP(Q) espacios de Banach y espacios de Hilbert,
heredan todas las propiedades que conllevan estos espacios, tales como las propiedades

geométricas de los espacios de Hilbert, y cumplir satisfactoriamente el teorema de
Hahn-Banach.
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