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RESUMEN

En este trabajo se realiza un andlisis de la dindamica entre presas y depredadores,
mediante un modelo depredador-presa con respuesta funcional tipo Holling II. De igual
forma se hace un andlisis cualitativo de dicho modelo al agregar un término difusivo,
unidimensional, tanto para las presas como depredadores cuando sus soluciones son
transportadas por medio del metodo de ondas viajeras.

Por ultimo, se determinan patrones cuando el modelo en cuestion presenta términos
difusivos bidimensionales, y mediante una base de datos suministrada por la compania
Hudson Bay, se realiza una simulacion, al ajustar los datos obtenidos al sistema, de tal
forma que se presenta la dindmica del modelo cuando se le agregan términos difusivos
unidimensionales y bidimensionales.



ABSTRACT

In this work it is presented an analysis of the dynamics among prey and predators, by a
predator-prey model with a functional response type Holling II. In addition a qualitative
analysis of this model is carried out by adding a diffusive and one-dimensional term,
both for the prey and predators when their solutions are transported by the traveling
waves method.

Finally, the patterns are determined when the model used, presents the two-dimensional
diffusive terms, and through a database provided by the Hudson Bay company, a
simulation is carried out, to adjust the data to the system. As a result, it leads to
the dynamics of the model when the one-dimensional and two-dimensional diffusive
terms are added.
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INTRODUCCION

En los tltimos anos un tema de gran importancia ha sido el estudio de la dindmica
de poblaciones, pues permiten describir y entender como evoluciona una poblacién con
el paso del tiempo, para ello se utilizan modelos matematicos que son herramientas
cientificas que permiten modelar y comprender el comportamiento de las poblaciones.

La primera contribucién en la dinamica de poblaciones fue hecha por Thomas Matlhus
quien propuso el primer modelo de crecimiento de poblaciones, basado en la hipotesis
de que el crecimiento de la poblacién es proporcional a su tamano, modelo el cual es
apropiado para poblaciones pequenas y se puede escribir mediante la siguiente forma

U = Qu,
con u el tamano de la poblacién de una especie en un tiempo t € Ry a > 0 la tasa de

crecimiento de la poblacién.

Posteriormente, en 1837 el matematico Pierre Verhulst propone una mejora al modelo
de Malthus al agregar un término no lineal al modelo, pues considero el entorno y
la capacidad de carga del ambiente para ajustar el modelo y hacerlo apropiado para
poblaciones grandes, dando lugar al modelo de crecimiento logistico el cual se enuncia

de la siguiente forma
u
| — 1 — —> s
U=« < )

con K > 0 la capacidad de carga de la poblacion.

Mas tarde, Lotka y Volterra proponen un modelo el cual estudia la interaccién entre
dos especies, donde una es el depredador y otra la presa, conocido como el modelo
depredador-presa descrito de la forma

U = au — buv

U = cuv — dv,
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con a,b,c y d constastes positivas, u y v, las poblaciones de las presas y depredadores
respectivamente.

Asimismo con el paso del tiempo, fueron surgiendo modelos de poblacion mas
sofisticados, los cuales consideran diversos aspectos en la dinamica de poblacién, como
la difusién, la respuesta funcional y variedad de caracteristicas que influyen en mejora
y captacién de la realidad de estos modelos de poblacion. Un modelo de este tipo, es el
modelo de Gause, que incorpora respuesta funcional tipo Holling II y difusién espacial,
de la forma

U buv
Ducen(i- ) -
Uy 1Uge + TU i% 1T eu
muv
=D T - )
vt 2v +1+eu v

con 7, b, m, e, d constantes positivas, D1 Au = Diuyy+ D1y, v DaAv = Davyy+ Dovy, €l
operador Laplaciano de espacio bidimensional, D; y Dy son los coeficientes de difusién
de las presas y depredadores respectivamente.

En este trabajo se estudia la estabilidad de un sistema dindamico continuo no lineal
difusivo depredador-presa con respuesta funcional tipo Holling II. Para ello, se presentan
cinco capitulos descritos a continuacion:

En el primer capitulo al seguir los documentos dados en [2], [3] ,[5], [6], se presenta un
estudio de los sistemas dinamicos continuos, mostrandose los lineamientos y conceptos
basicos en la teoria de estos sistemas.

En el segundo capitulo al usar los lineamientos que se presentan en el capitulo anterior
y de [10], se realiza la descripcién y andlisis cualitativo del modelo depredador-presa
tipo Holling II con crecimiento logistico en la presa.

En el tercer capitulo se presenta un analisis del modelo del capitulo anterior, al agregar
un término difusivo unidimensional tanto para las presas como depredadores, cuando
sus soluciones son transportadas a través del método de ondas viajeras.

En el cuarto capitulo al seguir el documento dado en [10], y a partir de algunos
parametros y condiciones dadas, se determinan una serie de patrones cuando el modelo
anterior presenta términos difusivos bidimensionales.

Por tultimo en el quinto capitulo al usar lo presentado en capitulos anteriores, se
elabora una simulacién en Matlab 2014b con una base de datos suministrada por la
compania Hudson Bay en los anos 1900 a 1920; dicha informacion se ajusta al modelo
estudiado y se presenta la dindmica de este, cuando se le agregan términos difusivos
unidimensionales y bidimensionales.



CAPITULO 1

SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS

Un sistema dindmico es una formulacion matematica deterministica o probabilistica, el
cual expresa la dindmica de un fenémeno a medida que avanza a lo largo del tiempo.
Matematicamente un sistema dindmico es una tripla (X, T, ), donde X representa el
espacio de estado o espacio de fases el cual explica el fenémeno, T es el tiempo el en
cual evoluciona y ¢ : X x T — X, es un operador de evolucién el cual cumple las
siguientes condiciones:

i. ¢(x,0) =z, para todo = € X.
. p(z,t+s) = p(e(x,t),s), paratodox € X yt,s € T.
iii. p(e(x,t),—t) = ¢(x,0) = x, para todo x € X y t,€ T.

Para el caso en que T' = R se habla de un sistema dindmico continuo, y cuando7 = N
se denomina un sistema dinamico.

Una ecuacién diferencial de la forma,
X = f(X)

con X C R"yt € R, es un sistema dindmico continuo, con solucién ¢(z,t) caracterizada

1) = Flol, 1)

Por ejemplo, el modelo Gause tipo depredador-presa representado de la siguiente forma

i =xg(r) — yp()
(1.1)

¥ =y(—y +q()),

es un sistema dindmico continuo donde g(z), p(z) y q(z) son funciones de clase C* que
satisfacen las siguientes condiciones:

11
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i) Existe K >0, tal que g(z) >0si0 <z < K, g(K) =0,y g(z) <0siz> K.

i) p(0) =0, p'(z) > 0,
i11) q(0) =0, ¢'(z) > 0.
Definicién 1.1. Un punto xy € X es de equilibrio si f(xg) = 0 para todo t € T.
Definicién 1.2. Una orbita que comienza en xq es un subconjunto ordenado del espacio
de estado X, definido como,
Or(xg) ={z € X : & = p(x0, 1), para todo € T de tal forma que p(zo,t) este definida}

Definicién 1.3. Una orbita homoclinica es una orbita que comienza en un punto de
equilibrio xq € X y termina en xoy como se observa en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Orbita homoclinica.

Definicién 1.4. Una orbita heteroclinica es una orbita que relaciona mds de un punto
de equilibrio, es decir que conecta dos o mas puntos de equilibrio simultdneamente como
lo observado en la Figura 1.2.

i) T
Figura 1.2: Orbita heteroclinica.
Definicién 1.5. Una orbita es periodica cuando existe un Ty > 0 tal que para todo xg,

o(zo,t) = @(xo,t + Ty) para todo t € T.

Definicién 1.6. Una drbita o trayectoria es cerrada si o(xo,t1) = @(xo,t2) para todo
t €T conty #ts.

Definicién 1.7. Un ciclo es una orbita periodica Lg tal que para todo xog € Ly, satisface
o(xo,t) = p(xo,t + Tp) para todo t € T y algin Ty > 0.

Definicion 1.8. Un ciclo limite es un ciclo de un sistema dindmico, en una vecindad
donde no hay otros ciclos.
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Por ejemplo, el sistema (1.1) tiene un ciclo limite si se cumple el siguiente teorema,
cuya demostracién puede consultarse en [5], seccién 4:

Teorema 1.1. El sistema (1.1) con valores iniciales x(0) > 0, y(0) > 0.57

()
pi) |

— Y

4 [ 9@+ () = zg(x)

dz — + q(2)

en0 <z <z*yzr* <x <K, entonces el sistema tiene exactamente un ciclo limite que

es globalmente asintdticamente estable con respecto al conjunto {(x,y)|x > 0;y > 0} \
{E*}, donde E* = (z*,y*) es un equilibrio interior inico del sistema.

1.1. Sistemas Lineales
Un sistema lineal es un conjunto finito de ecuaciones lineales de la forma:
Xl = a1 X1+ apXo+ ... + a1, Xy + by
X2 = a21X1 + CLQQXQ —+ ...+ a2an + bg

)

Xn - aanl + anQXQ + ...+ anan + bn

el cual se puede escribir en notaciéon vectorial de la siguiente manera:

X =AX 4+,
donde
X1
Ae M,(R)ybe Miy,(R), con X = | : |una funcién vectorial, y
Xn
ajp Qi - Q1
a a . e a n
A= ,21 ,22 ) 2 llamada matriz de coeficientes.
ap1 Ap2 -+ App

Sib # 0; el sistema X = AX 4b se denomina sistema de ecuaciones diferenciales lineales
no homogéneo, si b = 0; el sistema

X = AX

se denomina sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo.

El comportamiento cualitativo de estos sistemas es de suma importancia, pues la
descripcion de estos, conduce a un esquema de clasificacion de gran utilidad; pues a
partir de los valores propios y el signo de ellos, los sistemas lineales se clasifican en
diferentes tipos.
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Clasificacion de los sistemas lineales bidimensionales.

El polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por,
det(A — )\[2)

10
01
matriz A, denotada por TrA y ad — bc el determinante de A, el cual se representa por
Det A. Por tanto el polinomio caracteristico de A se reescribe de la forma,

donde I, = y det(A — A\p) = X2 — (a+ d)\ + (ad — be), con a+d la traza de la

A2 — TrAN + Det AN

donde las raices o cero del polinomio son los valores propios de la matriz de A, esto es,

TrA £ /(TrA)2 — 4Det A
2 )

A2 =

de donde se infiere que los valores de A son:
= Reales y distintos si (TrA4)? — 4DetA > 0.

= Complejos conjugados si (TrA)? — 4DetA < 0.

(TrA)?

» Reales repetidos si (TrA)? — 4Det A = 0, de donde se obtiene Det A = 1 que

corresponde a una parabola en el plano TrA — DetA con vértice en el origen (0, 0)
que abre hacia arriba.

La dindmica del sistema lineal a través del punto de equilibrio (0, 0) es representada de
la siguiente forma:

i. Ay < A1 < 0, el punto de equilibrio es un nodo atractor o sumidero real estable,
con TrA negativa.

ii. A\ > Ay > 0, el punto de equilibrio es una fuente real o nodo inestable y la TrA es
positiva.

iii. Ay < 0 < Ay, el punto de equilibrio es un punto silla y es inestable, en este caso la
TrA es cualquier real y DetA es negativo.

iv. Aa < Ay = 0, el punto de equilibrio es un nodo degenerado o nodo impropio, con
TrA negativa y DetA cero, por lo tanto, el equilibrio es estable.

v. 0 = As < Ay, el punto de equilibrio es un nodo impropio, pero la TrA es positiva y
por consiguiente el equilibrio es inestable.

vii A =a=xif, a <0y B # 0, en este caso el punto de equilibrio es un sumidero
espiral o foco atractor, la TrA es negativa y el equilibrio es asintéticamente estable
y también hiperbdlico.
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vii. A\ =a+if, a >0y [ # 0, el punto de equilibrio es una fuente espiral o foco
inestable, con TrA positiva y Det A positivo

viii. A = 418, f # 0, el punto de equilibrio es un centro. El origen (0, 0) es estable pero
no asintGticamente estable, y tampoco es hiperbélico pues Re(\) = 0.

iXx. Ay =X =X <0, A\ =X =\ >0, en este caso el nodo (punto de equilibrio) es
estable si A < 0, es decir, si TrA < 0 e inestable si TrA > 0.

Las condiciones del i al ix se pueden observar en la Figura 1.3

ADetA
|

|
FOCO ESTABLE FOCO INESTABLE

ASINTOTICAMENTE ESTABLE 3 Z ; INESTABLE
4

K NODO LIMITE — K
SUMIDERO ESTABLE\
e

%UENTE INESTABLE
\ QT

A
I
-

PUNTO SILLA PUNTO SILLA

—NODO LIMITE

INESTABLE

Figura 1.3: Plano TrA — DetA, donde (o) denota que el origen es estable y (o), denota
que el equilibrio es inestable.

Clasificacion de los sistemas lineales tridimensionales.

Al igual que en caso bidimensional la naturaleza del sistema se determina de los valores
propios. Por ello, se obtiene el polinomio caracteristico que para este caso es una funcién
ctbica, por lo tanto habré tres valores propios (que pueden no ser todos distintos si hay
raices repetidas). Ademds, siempre se encontrara un valor propio real, y los otros pueden
ser reales o un par de valores propios complejos conjugados. Por consiguiente se tiene,

i. A3 < A2 < Ay < 0, el punto de equilibrio en el origen es un sumidero y todas las
soluciones tienden al origen al incrementar el tiempo.

ii. Ay <0y A3 complejos con parte real negativa, en este caso el punto de equilibrio
es un sumidero espiral y las soluciones son: una solucién de linea recta que tiende
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iii.

1v.

vi.

Vii.

viil.

al origen y un plano de soluciones que se mueve en espiral hacia a dicho punto de
equilibrio como lo observado en la Figura 1.4.

z

X

Figura 1.4: Sumidero espiral.

A3 > Xy > A; > 0, el punto de equilibrio en el origen es una fuente y todas las
soluciones se alejan de él.

A1 > 0y Ag3 complejos con parte real positiva, entonces el punto de equilibrio es
una fuente espiral. Por lo tanto, una solucién de linea recta se alejara del punto de
equilibrio y un plano de soluciones en forma de espiral se alejara de este como se
observa en la Figura 1.5.

X

Figura 1.5: Fuente espiral.

A1 >0y A3 > Ay < 0, el punto de equilibrio es una silla, con una linea recta de
soluciones que se alejan del origen y un plano de soluciones que tienden hacia él.

A1 <0y A3 > XAy > 0, en este caso el punto de equilibrio es una silla, entonces
habrd un plano de soluciones que tiende alejarse del origen y una linea recta de
soluciones que tienden hacia el origen cuando el tiempo aumenta.

A1 < 0y Ay 3 complejos conjugados con parte real positiva. El punto de equilibrio
es una silla con una linea recta de soluciones que tienden al punto de equilibrio
y un plano de soluciones que se alejan de ¢él. Todas las otras soluciones son una
combinacion de estos comportamientos por lo que se mueven en espiral alrededor
de la linea recta de soluciones como se muestra en la Figura 1.6.

A1 > 0y A2 3 complejos conjugados con parte real negativa, en este caso, el punto
de equilibrio es una silla con una linea recta de soluciones que tienden alejarse
del origen y un plano de soluciones que se mueve en espiral hacia esté. Toda otra
solucién se mueve en espiral alrededor de la linea recta de soluciones mientras se
aleja del origen.
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N\
N

Figura 1.6: Punto silla con un valor propio real y un par de valores complejos conjugados.

1.2. Sistemas No Lineales

Un sistema no lineal es de la forma

i = f(x)

donde f es una funcién no lineal con punto de equilibrio hiperbdlico xq € R", esto es,
si la parte real de todos los valores propios de la matriz Jacobiana, es decir la matriz
que linealiza el sistema es distinta de cero (Re\ # 0). La estabilidad de este punto
de equilibrio se puede determinar mediante el siguiente teorema, cuya demostracién se
puede consultar en [4]:

Teorema 1.2. (Hartman Grobman). Sea xy un punto de equilibrio hiperbolico de
la ecuacion diferencial & = f(x), f: W — R"™ de clase C* en un abierto W C R™.
Entonces existe un homeomorfismo H : U — V entre las vecindades U de xoy y V' de
0 € R” tal que:

Hoop(x,t)=eoH

donde A = D f(xo) la matriz Jacobiana.

1.3. Bifurcaciones

Un sistema de la forma,

T = f (l’ ) Oz);
con x € R" y a € R el pardmetro, presenta una bifurcaciéon cuando para un a = q el
sistema resulta no ser topoldgicamente equivalente. Dos sistemas dindmicos (R", ¢) y
(R™,4)) son topolégicamente equivalentes cuando existe un homeomorfismo h : R™ — R"
de tal forma que manda Orbitas del primer sistema en érbitas de segundo sistema
preservandose la orientacion y la direccién del tiempo.

Las bifurcaciones se caracterizan en locales y globales.
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Bifurcaciones Locales

Son aquellas que se analizan a través del comportamiento local del punto de equilibrio.

Por ejemplo,

» Bifuracién Silla-Nodo. Considere el sistema

L L T T

Tl A A A

1
|

2

a—XT

T -
RENR TN

Lo

AR SR (UL
5
i

(¢c) a>0

Figura 1.7: Retrato de fase del sistema 1.2.

Los puntos de equilibrio del sistema 1.2 estdn dados por xy = (y/a,0) y
r1 = (=, 0), tales que: si @ < 0 no existen puntos de equilibrio pues /«
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es un término imaginario, si & = 0 ocurre una variacién dréastica del sistema pues
el punto de equilibrio o = (0,0) es no hiperbdlico siendo este semiestable por la
derecha, y si @ > 0 se presentan 2 puntos de equilibrio, g = (y/a,0) un nodo
asintéticamente estable y 1 = (—+/«,0) un punto silla como lo observado en la
Figura 1.7.

» Bifuracién Transcritica. Para el sistema

i = axr — 2

b ¥ e e e e
i o
o« R ol el —
P
O e
o —
L i e o e
A o
e e e e —
Lot A -
L e =
—Ar A e &
e e e e e
P e =
g ke £ e
— e e

—

3
1
*
1

P =
e e
TR
= = e T
[ S . s
T I
P S e A
[ e =
B S el e e
Sl e ees
& N .,
e el
B e e e
2y e e
ST B S
3 * N
¥ e e
~ e
TP, e S
4 = Rl X~ =

o ¢
v
g e
L 7 A A i
e e
b e e
P
- =
£ e e e e
Y

z - =
St e 5 G
N
. e
HANY wl e
A
AR -~
+- - \X- s i
[BERANG 8 ~
K LN

Figura 1.8: Retrato de fase del sistema 1.3.

El sistema 1.3 presenta dos puntos de equilibrio dados por zy = (0,0) y 21 = (a, 0),
donde su estabilidad depende del parametro o = 0, de forma que: si a < 0 se
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presentan 2 puntos de equilibrio; zo = (0,0) un nodo asintéticamente estable y
1 = (a,0) un punto silla, si & = 0 ocurre un cambio dréstico en la estabilidad
del sistema, pues existe solo un punto de equilibrio g = (a,0) = (0,0) el cual
es no hiperbdlico, y si @ > 0 se presentan 2 puntos de equilibrio; o = (0,0) un
punto silla y 1 = (o, 0) un nodo estable como se muestra en la Figura 1.8.

» Bifuracién de Hopf. Se presentan 2 casos.

e Bifuracion de Hopf Supercritica. Considere el siguiente sistema

T =ar—y—z(x*+y?)

Y=+ oy —y(z®+y?),

NYNNAVN N VLU S
NN WYY Vi bl i v s v vy
15 TN N NN AN b et e gt
N\ NoOMAN [T & G G G s R S
e NN N N AN b 4 4 & PR e
'x\\.\‘\.\.\x.‘;x ,,,,, - e
NN B e A el @ ow e e e i
LT NS RS S e B ] T (S =
O T N 1--.\ - = e -
5 5 o R B R 4 5 Vs & ’
NG e G W Moo e &
- - =% - - T = 78 LI W S ST U G Y
fgE et RS e R R . -] L S
T A L - A TN T . O T O I R
il o T I e R e gt e b S TR L T T T
N S O R Ak N NeR W R B
A A A A ;A A g PR Y AN R RNK N
As| A A A A A A ppp P AR KRN
A A il ol ey O T R
BN el il 0 B A O O T O W SR Nl
2 15 1 05 [] 05 1 15 2
x
(a) <0

Figura 1.9: Retrato de fase del sistema 1.4.

]

P DN VR RN

051

Ny
Ny
N
N
NN
NN
N -
P ]
™ a - o e
A 1 N N W
e R R
SN / T
s 1t g LR R
i s = B fii & VLY

- . et FLE R RGN
B T I PRI ) L SREY. SO T X LN
el A0 ELE g TR R RN
AAALALPRL S E P il O Y
-2 -15 -1 05 L] 05 1 15 2

x
(¢c)a>0

n

(1.4)
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Si o < 0 el sistema 1.4 presenta un punto de equilibrio, el cual es un foco
estable, si a < 0 el punto de equilibrio es no hiperbdlico y si a > 0 se presenta
un punto de equilibrio el cual es un foco inestable, presentandose un ciclo
limite estable como lo observado en la Figura 1.9

e Bifuracion de Hopf Subcritica. Andalogamente para el sistema

parametrizado
i =axr—y+z(z®+y?)
(1.5)
 — 2 2
y=z+ay+yz +y°),
PR RRNSSNSNANT T /A7 AP PTRNRRE NN R A A Z A
TORCRORCRORNGOOR RN N4t g A ORORORORNE ROKRON N p Ao
15 TR T T R S RN N R A p A A AL AL A '/‘/
WL R R W Mty v e opip R RS poAS]
TR ok o e w NN [ pir o MR "/f
B EEPER R a R e VO R A R T P I
_____ E—— A Ay oo f £ ¢ i
051 - ] v S s ededicas he Rl et LRl ¥
' A a i Vig & Lo PR Pt
Yo AR SN B TR ““\\ ¥ Jiil(i LR
A% Ny el b LU U B \ T LR TR @ ¥
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P77 SO S o B A O STy S o W NS S H o
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Figura 1.10: Retrato de fase del sistema 1.5.

Si a < 0 el punto de equilibrio para el sistema 1.5es un foco estable y
se presenta ciclo limite inestable, si &« = 0 es un punto de equilibrio no
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hiperbdlico, y a > 0 el punto de equilibrio es un foco inestable como se
observa en la Figura 1.10

En general, un sistema de ecuaciones diferenciales & = f(z,a), con @ € R y
x € R"™ presenta una bifurcacién de Hopf cuando cumple la hipdtesis del siguiente
teorema, probado [6]:

Teorema 1.3. (Bifurcacion de Hopf.) Considere el sistema parametrizado
&= f(z,p)
con x € R" y n € R. Suponga que existe (o, po) tal que:

i. f(zo, o) =0 (Condicion de equilibrio).

it. Dy f(xo, o) posee un unico par de wvalores propios en el eje imaginario
Mpo) = £if y el resto estan fuera de él (Condicion de bifurcacion).

d
iii. —(Re(A(w)))|y=po # 0 (Condicion de transversalidad o de control).

dp

Entonces existe un ciclo limite en (xq, po) con solucion periddica, con una pequena
. . 27

amplitud de periodo Ty = E

Bifurcaciones Globales

Son aquellas en las que se analiza la presencia de 6rbitas homoclinica o heteroclinicas
en el sistema.

Estas bifurcaciones son:

» Homoclinicas: Estudia la aparicién de una 6rbita homoclinica.

Por ejemplo, considere el sistema parametrizado

t=2(l-2*-y*) —y(l+a+a)
(1.6)
y=2(1+a+z)+y(l—a*—y),

si o < 0, presentan 2 de puntos de equilibrio; un punto silla y un nodo estable, pero
si @ = 0 hay una érbita homoclinica para un punto de equilibrio no hiperbdlico,
y para « > 0 los puntos de equilibrio desaparecen como lo observado en la Figura
1.11



23

1.3. BIFURCACIONES

05

(1.7)

inica.

z

)

(¢c)a>0
ry + a(l — z?

05

t=1—2%—axy

’

o

o o

p 3

g —
’ s 2 PR B 35 R T W
. , = Vil b v re pro SIS S S
- Wik Sty sl el e SR
. B VL e 2 = TSRO |
! bR EELG S S ke R A g R N
: ~— 2 VV gy X P

n ' A / \ G
1] (y,k;\ 3 N,
E vy i [ ARG
’ o i ARIRIT A ox
SHG Y A T
Ny NN ,a AT
,V.,,. N N W 1ot X
IRY g O /3 SN
oy i N BIE

/_ Ll b B e —— \uﬂaazﬂ,
%S oy e ol =
//,z Bl 2 R O (L Ah At I § B L B S (U
X AAZAA A rr EE |2 AN
, AAA T L P YN
o o 3 T o 3
LV A

3

—

=

Estudia la presencia de una érbita heterocl

Figura 1.11: Retrato de fase del sistema 1.6.
puntos silla estan conectados mediante una érbita, es decir que se

presenta una 6rbita heteroclinica como se observa en la Figura 1.12

considere el siguiente sistema

inicas

Y

para o < 0 y a > 0 se presentan 2 puntos de equilibrio los cuales son puntos silla,

Por ejemplo
si a =0 los

s Heterocl
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Figura 1.12: Retrato de fase del sistema 1.7.



CAPITULO 2

LMODELO DEPREDADOR-PRESA TIPO HOLLING II

En este capitulo se realiza un analisis cualitativo del modelo depredador-presa con
respuesta funcional de tipo Holling II.

2.1. Descripcién Del Modelo

Sean u > 0 y v > 0 las poblaciones de presas y depredadores respectivamente, cuya
dindmica de poblacién es representada por

. (1 u) buv
vt=rull——=)—
K 1+ eu

. muv
U= — dv,
1+eu

donde

u . .. .- .
= ru (1 — —> describe el crecimiento logistico de las presas en ausencia de los

depredadores, con r > 0 la tasa de crecimiento intrinseca de las presas y K > 0
la capacidad de carga de las presas.

= disminucién en las presas al interactuar con los depredadores, donde
eu
b > 0 es la tasa de encuentro entre las dos especies y e > 0 la constante de

saturacion de las presas.

= aumento en la poblacion de los depredadores al interactuar con las presas,
eu
donde m > 0 es la tasa de encuentro entre las dos especies.

= —dv decrecimiento de los depredadores en ausencia de las presas con d > 0 la tasa
de muerte de los depredadores.

25
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2.2. Analisis Del Modelo

El sistema (2.1) presenta tres puntos de equilibrio dados por E; = (0,0), Ey = (K,0) y
un punto interior

E. = (us,v4) =

(e ™ )

El cual cumple las siguientes condiciones

m>de y mK>deK+1). (2.2)

La matriz Jacobiana de (2.1) evaluada en el punto de equilibrio E; es dada por

AlBr) = (g —Od)

DetA(El) =—rd <0.

con

Por el Teorema 1.2, el punto E; es localmente un punto silla.

De igual forma, la matriz Jacobiana del sistema (2.1) asociada al punto Es esta dada
por:
—bK
1+eK
A(Ey) = )
mK

1+ekK

con polinomio caracteristico

K mi
N —rt = —d) A+ (= (d— -
( T+1+€K ) +( T( 1+6K)) 0

mK —d(1+eK) o

1+eK m — de
Ay < 0 y por el Teorema 1.2 el punto Es es localmente un nodo estable, y para

K>
m — de

punto silla.

entonces

y valores propios: \y = —r < 0y Ay =

se tiene Ay > 0 entonces, por el Teorema 1.2 el punto E5 es localmente un

Por tltimo, la matriz Jacobiana del modelo (2.1) evaluada en el punto de equilibrio E,
estd dada por:
rd[(eK + 1)(m — de) —2m] —bd
mK (m — de) m

rimK —d(eK + 1)]
bK
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con

rd((eK + 1)(m — de) — 2m) Dot A — rdimK — d(eK + 1))

TrA =
! mK (m — de) ’ mK

s
A = (TrA)? — 4Det A

_ (rd((eK +1)(m — de) — 2m)\? ,rd(mK — d(eK +1))
B ( mK (m — de) ) a mK

De (2.2), el DetA > 0 y por lo tanto E, no es localmente un punto silla. Asimismo de
de +m de +m

v TrA < 0si K <
e

2.2),laTrA > 0si K —_
(2.2), la TrA > 0 si > - (m —ed)

(m — ed)

En consecuencia de esto, se tiene el siguiente Lema:

Lema 2.1. FEl sistema (2.1) siempre tiene dos puntos de equilibrio Ey = (0,0) y
Ey, = (K,0). Si (2.2) se cumple, entonces el modelo (2.1) posee un punto de equilibrio
interior E, = (u.,vy). Por lo tanto se pueden concluir las condiciones de estabilidad
local de estos puntos de equilibrio de la siguiente manera:

» El punto (0,0) es un punto silla.
» El punto (K,0) es:
d

m —de

e Silla; si K >

e Nodo estable; si K <
m — de

w El punto (us,v.) es:

de +m
e(m —ed)
de +m
e(m —ed)

d
Nodo estable; st A=0 ,0, A>0y K < ﬂ.
e(m — ed)

d
e Nodo inestable; si A=0,0, A>0y K > ﬂ.
e(m — ed)

Espiral inestable; st A <0 y K >

Espiral estable; si A <0y K <

Por otro lado el sistema (2.1) presenta un ciclo limite estable cuando FE, es una espiral
inestable como lo enunciado en el siguiente Lema:

. de +m o ‘
Lema 2.2. SiA <0y K > entonces E, es una espiral inestable y existe un
e

(m — ed)
unico ciclo limite globalmente asintdticamente estable para el modelo (2.1) en el primer
cuadrante.
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Demostracion. Por el Lema 2.1, F, es una espiral inestable.

Sea )
ey = - _
g(U)—T K’ g(u) K7 p(U/) 1+€U’
b mu
/ — — fr
p (u) - (1 + 6U)27 ’Y ) Q(u) 1 + eu
con
, P (u) T ( u ) ( u ) 1
_ _Z 1— —) —r(1 -2
o [ e w1 ) (- 8) (s
du — + q(u) - du _ mu
1+ eu
_27”eu2 Tu
_ _i I I reu
du " d
m — de
2reu?  ru e
__d | K 'K
du U — Uy
L 2reu? Adreuu.  ru. .
- K K K
Por el Teorema 1.1 se debe verificar
/
1 [0+ 90— ugw
= P <0. (2.3)

du =7 +q(u) -

2reu®  Areuu,  TU,

X K K

En efecto, (2.3) se mantiene siempre que (— — reu*) <0.

2reu’®  Areuu,  Tus

Sfea H(u) = % + % i reu,, una parabola que abre hacia abajo, con
discriminante
8rleu,
d K -1
Como K > ﬂ se deduce u, < ¢ , entonces 2eu, + 1 —eK < 0, luego
e(m — ed 2e

AH(u) < 0y H(u) tiene como maximo una raiz real, lo que indica que H(u) < 0,
manteniéndose la desigualdad. En consecuencia, para el sistema (2.1) existe al menos

un unico ciclo limite globalmente asintéticamente estable.
O
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2.3. Analisis De Bifurcacion

Debido a que el sistema (2.1) presenta tres puntos de equilibrio y un ciclo limite, se
analiza en que situaciones estos elementos colisionan entre si, para formar bifurcaciones.

En primera instancia, el sistema (2.1) presenta una bifurcacién de Hopf al colisionar el
rd((eK + 1)(m — de) — 2m)

punto E, con el ciclo limite, esto es, cuando TrA = =0,
mK (m — de)
d
equivalente a K = _getm como se observa en el siguiente Lema:
e(m — ed)
‘ de +m . : .
Lema 2.3. 51 K = ﬁ, entonces el sistema (2.1) presenta una bifurcacion de
e(m—e
Hopf con periodo
2
Ty = i .
\/rd(mK —d(eK +1))
mK

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 1.3 se deben garantizar las condiciones:
i. Condicién de equilibrio.

ii. Condicién de bifurcacion.

iii. Condicién de transversalidad o de control.

d m2r

m —de’ b(de +m)(m — de)

sistema (2.1) evaludado en (o, io) es igual a cero (condicién de equilibrio).

En efecto, sea pug = K entonces, xy = ( ), es decir que el

TrA 4+ +/TrA? — 4Det A
Ademds, se sabe que A> — TrA\ 4+ DetA = 0, de donde \; 5 = d VI ot .

2
d
Pero K = ﬂ, entonces TrA = 0 y DetA > 0, por lo tanto,
e(m — ed)
Iy 4rd(mK —d(eK +1))
\ ++/—4Det A ¢ mK L \/rd(mK —d(eK + 1))
1,2 = = =43 .
’ 2 2 mK

Por ende, se presentan un par de valores imaginarios puros (condicién de bifurcacién).

Noétese que Re(A(i)) = TrA, entonces,

d d [rd((eK + 1)(m — de) —2m)
3 (RN o = e (“HE =2
e2(m — de)(dr(de — m) + 2m)

m(de +m)? '




2.3. ANALISIS DE BIFURCACION 30

Luego, como m > de y m,d,e,r > 0 entonces, (condicién de transversalidad)

d
OJ
. d
Por otro lado, al colisionar el punto F, con el punto Fs, esto es, cuando K = Te
m — de
el sistema (2.1) presenta una bifurcacion transcritica.
: . y d
Por lo tanto, el sistema (2.1) presentan 3 curvas de bifurcacién dadas por: K = 7o
m — de
d
K = _getm y A = 0. como lo observado en la Figura 2.1a.
e(m — ed)
de +m .
Se observa que las curvas A = 0 y K = ———— de la Figura 2.1a se encuentran
e(m — ed)
o de +m .
unicamente en el punto (0, 0), puesto que, K = ﬁ equivalente a TrA = 0y como
e(m—e

A = 0 implica DetA = 0 con lo cual E, seria un punto silla, lo que es contradictorio.

Por lo tanto estas dos curvas nunca se cruzan en el primer cuadrante, lo que implica

d de +m .,
y K = ——— no se cruzan en ningin momento.

e(m — ed)

que las curvas K =
m — de

En la Figura 2.1 se observan las curvas de bifurcacién del modelo (2.1) con sus retratos
de fase, el cual en la Region 1 se presenta un nodo estable, y a medida que se aproxima

la curva K = se observa la aparicién de un punto de equilibrio formandose un

m — de
nodo estable como se nota en la Region 2. De igual forma como se ve en la Regién 3 al
aproximarse los parametros a la curva A = 0 aparece un foco estable, y a medida que

de +m . .
se acerca la curva K = ﬁ se presenta un ciclo limite estable como se muestra
e(m—e

en la Regién 4.
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(d) Regién 3. (e) Regidn 4.

Figura 2.1: Curvas de bifurcacién y retratos de fase del modelo (2.1), con pardmetros
fijosr=1,b=1, m =05y e = 0.125, y pardmetros de bifurcacién: (b) K = 1.12 y
d=12;(c) K=3yd=1;(d) K =08y d=0.1; () K =12y d = 0.39, donde
BT=Bifurcaciéon Transcritica y BH=Bifurcaciéon de Hopf.



CAPITULO 3

MODELO DEPREDADOR-PRESA TIPO HOLLING II CON
TERMINO DIFUSIVO UNIDIMENSIONAL

En este capitulo se realiza un anélisis cualitativo del modelo difusivo depredador-presa
tipo Holling II cuando se convierte a ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el
método de ondas viajeras.

3.1. Modelo Con Término Difusivo Para Los
Depredadores

Cuando la poblacién de los depredadores, v(z,t) se distribuye en un determinado
espacio, el modelo (2.1) se modifica de la siguiente manera:

( ] U ) buv
wu=rull——)—
! K 1+eu
(3.1)
muv
=D zz T - )
vt 20 1+eu v
ov ov ., o . e s
conzx € R, vy, = —, v, = I vy Dyv,, la ecuacién unidimensional de difusion, que
x

describe la distribucion de los depredadores, donde Dy > 0 es el coeficiente de difusién

de los depredadores.
b ~ [ d

Del modelo (3.1) se tiene la ecuacién diferencial

Considere,

U buv
—ru(1— —) _ , 33
e =T ( K 1+eu (3:3)

32



3.1. MODELO CON TERMINO DIFUSIVO PARA LOS DEPREDADORES

33

donde,

Al usar (

ou  Ou Ot

Uy =

ot

3.2) y (3.4) en

=i

— (K —u)—

uw

1+ eu

Por otra parte, de (3.1) se tiene

donde,

Luego,

@
ox

Vye =

Al reemplazar (3.7) y

d> d>

— D

p T2 (bD2

wr = w~~+M
EOTT (L + ew)

Uy = DQUxx +

ov ov Ow Ot

V¢ =

ov Ow

ow 0i

0%

oz

a
_4d
b

)+

(3.8) en

d
mu b w d2

ot~ ow Ot ot

d2

T

wi.

_d d ~

o\ Dy
_a a d [d

Y “‘”‘”‘a 3x B o\ D,

%a(>)

sz Wgz-

14+ eu

— —w

b

muv

1+

(3.6) se tiene:

eu

(3.3) la ecuacién se reescribe en:

— dv,

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.8)

(3.9)
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Por lo tanto, de (3.5), (3.9) y al considerar ¢ =t ,y, & = x, el sistema (3.1) se reduce a:

U uw
= (K —u) —
w= g —v -1
(3.10)
wy =W —i—ﬂ—w
t xx d(1+eu) )

Los puntos de equilibrio del sistema (3.10) estan dados por los puntos de equilibrio del
sistema (2.1) los cuales son: Ey = (0,0), By = (K,0) y Ey = (us, vy).

Una forma de analizar la dinamica de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
es convertirlo a sistema ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de ondas viajeras.
Este método se conoce cuando el sistema es reemplazado por

(u(z,t),w(z,t)) = (u(s),w(s)), (3.11)

donde s =z + ct, y ¢ > 0 es la velocidad de onda.

Al usar (3.11) en (3.10) el sistema se convierte en:

cu, = U (K —u) — UwW
1+ eu

T dK
cw, = wey + [ — 1) w
s — SS d(1+eu) )

se reescribe el sistema (3.12) de la

(3.12)

el cual, al cambiar las variables s = co y € = —,
c
siguiente forma

ru UwW
o= (K —u) -
Y dK( u) 1+ eu

i mu 1
Wy = €Wy + | ——— — 1| w
d(1+ eu)

Al tomar € N\, 0 en (3.13), el sistema se reduce a

(3.13)

U uw
o= —u)—
B dK( u) 1+eu
muw
Wy = ——— — W,
d(1+ eu)
. de +m . . . . .,
Si(22)y K > clm—ed) se mantienen, el sistema (2.1) tiene una tnica solucién de
e(m—e

ciclo de lfmite estable con perfodo T. Por lo tanto, al ser ¢? lo suficientemente grande,
(3.12) debe tener una solucién periddica con periodo ¢T'.
Por otro lado, al reescribir el sistema (3.12) como un sistema equivalente en R? se tiene
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ws =2 (3.14)

con puntos de equilibrio_:El = (0,0,0), Ey = (K,0,0) y si (2.2) se cumple, el modelo
tiene un punto interior F, = (uy, wy, 0),

donde
_rm[mK —d(eK + 1)]

T T AR (m — de)?

Obsérvese que E; es localmente un punto silla, pues la matriz Jacobiana del sistema
(3.14) evaluada en el punto de equilibrio F; esta dada por

r

cd 0
A(El) = 0 1 )
0 c

_ o O

de donde se obtiene:

—A3+(£Z+C>A2—<f—1>A_i:0

d cd
, r c+vVet+4 c—Vct+4
con valores propios: A\ = d >0, Ay = — s >0y A3 = — s < 0, pues
c

¢ —+Vc?+4 < 0. Por lo tanto, por el Teorema 1.2 el punto E; es localmente un punto
silla.

De igual forma, el punto E5 es localmente un punto silla puesto que la matriz Jacobiana
del sistema (3.14) evaluada en el punto E estd dada de la siguiente forma

r K
o cd cleK +1)
m
1
0 deK +1)

de la cual se tiene:

r r mK r rmK
—)\3—<——>)\2 -+l | A+ —— ———F= =0,
ad )T\ T di e ) Td T Bt ek
. ctiqy fa( mE 1) —¢2 c—iy 4 2K 1) —¢2
con valores propios: Ay = =5, Ay = (d(d;“) ) y Az = (d(eg“) )
por el Teorema 1.2 el punto E, es un punto silla. Para el punto de equilibrio E, se
tienen los siguientes resultados:

, asi,
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d
Lema 3.1. Si (2.2) y K > _dexm se mantienen, entonces,
e(m — ed)
r m roo/m
M= — | (e+ 2 ) u, — eK] Ni=— (% =) (u - K).
et e y g e (u )

Ademds, si

m \ U, K — 2u,

m N
se cumple, entonces cuando el pardmetro i cruza el lugar de bifurcacion ¢ = M + i
m m _
en algunos d_o en el plano i —c%; el punto de equilibrio E, del sistema (3.14) se somete
0

a una bifurcacion de Hopf a una pequena amplitud de solucion periddica de periodo,

m 2w m Mg
(M) = 2 o(m o m).
d vV—-M - (d do )
Esta solucion periodica corresponde a una pequena amplitud de solucion de ondas de
(3.10).

Demostracion. Sea la matriz Jacobiana del sistema (3.14) en el punto de equilibrio
E_(uw,,0),

e ™Y er] L

_ cmK d cm
r m
(- -)
dK( da © 0«
de donde se obtiene el polinomio caracteristico:
M N
F(\B) ==X\ + (c——) N4+ M- — (3.15)
c c

con 3 = 7. Luego la bifurcacién de Hopf ocurre cuando hay un par de raices imaginarias.
Para esto, al sustituir A = i@ en (3.14) y al reunir términos, se tiene:

N
M — 2
Por lo tanto, existe un par de valores propios imaginarios si los pardametros g y c
satisfacen la condicion:

¢’ =—M, p* =

N
=M+ —. 1
c + 7 (3.16)

Al considerar A = A(f) como una funcién de g y al diferenciar (3.15) implicitamente
con respecto a 3 se obtiene:
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orNE) ., N
9/ B) —3)\2 42 c—M A+ M
oA\ c

M'N? — cM'\+ N’
—3cA2+2 (2= M)+ cM

donde M' = Mgz y N’ = Nz. Ahora, al sustituir A = iy en la ecuacién anterior y al
notar \> = —p? = M, y al usar (3.16), se tiene:

MM —cM'ip+ N’
© —2eM +2(c2 — M)igp

Después, al racionalizar se tiene que,

Ag

—Mec (MM’ — %M’—l—]\f’)

2(Mec)? —2(c2 — M)2M
d

e(ﬂi—teﬂ”;); asi, el signo de Re (\g) es determinado por

el signo de M M'" — MM/ + N’. Por lo tanto se concluye que el signo de Re (Ag) es el

Re (Ag) =

Observé que M < 0 si K >

opuesto de Re (c%) para M < 0.

Al reescribir M y N en funcién de u, se tiene:

r Uy r
N=——[1- «— K M=—_2u,—K)— N
= Ju-K) L (o, - K)

Como M < 0, entonces dLK(Qu* — K) < N <0, lo implica que 2u, — K < 0.

Ahora, al derivar estas dos ecuaciones respecto a u, se tiene:

r (K — Uy T
N, = |1 _ M, =2—— — N,..
- dK{ +(1—|—eu*)2 1—|—eu*] >0 y * dK *
Noétese que
T T
~NM, NuM:—N(2——Nu> N, [—2*—K ~N
N arc N )+ N | e (20 = K

r

d (K K
entonces, si — [ — — 1 ) < ———— se obtiene 2u, — K < 0, asi,
m \ Us K — 2u,
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Q.
=

“a5)
)

r 1 k
— " (1-2) |©2u - Z 1) skl >0
dK( p [(u 5 )+ ]>
(3.17)
Por lo tanto, —NM,, + N, , M > 0.
du, -1 — Uy .
Al usar = = < 0 se tiene:
B (@F-1p B-1
du,
— NMjs + NsM = (=N M, + N, M) d% <0 (3.18)
Por ende de (3.17) se obtiene que
r
* u N T * )
(2u, — K)N,, > 2 >2dK(2u K)
,
de donde N,, < 2%, por lo cual M,, >0y
du,
Mg =N, — < 0. 3.19
8 T (3.19)

Luego, de (3.18) y (3.19) se tiene:

NgM — N Mg
Mz

Asi, Re (Ag) > 0. Esto muestra que un par de raices conjugadas pasan transversalmente

desde la mitad izquierda del plano al medio plano derecho a medida que el parametro

i = Mg+ 0

b= % pasa el lugar de la bifurcacién ¢? = M +M en algin %. Ahora, por el Teorema
0
1.3, el sistema (3.14) se somete a una bifurcaciéon de Hopf a una pequena amplitud de

solucién periodica.

O

De igual forma el sistema (3.14) presenta una bifurcacién transcritica cuando colisiona
d

m —de’

el punto E, con el punto E,, es decir,cuando K =
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300

200

-100

-200
40

(a) Regidn 1. (b) Regidén 2.

Figura 3.1: Retrato de fase del modelo (3.14), con parametros fijos d = 0.32, ¢ = 0.67,
K =15y e=0.125, y pardmetros de bifurcacion m,r: (a) r =1y m =8; (b) r = 10
y m = 28.

En la Figura 3.1 se presentan los retratos de fase del modelo (3.14), donde en la Regién
1 se observa la presencia de un foco estable, pero a medida que los pardmetros aumentan
se forma un ciclo limite estable como se muestra en la Regién 2.

Por tltimo las soluciones positivas del sistema (3.10) que satisfacen las condiciones de
valor limite

lim (u(s),w(s)) = (K,0) , UHm (u(s),w(s)) = (s, vy) (3.20)

§——00 s$—+00

son soluciones de 6rbitas heteroclinicas punto a punto del sistema (3.12) y también son
una solucién, de tipo de ondas viajeras del sistema (3.10) que conecta los puntos de
equilibrio Fy v E,. En consecuencia de esto, se tiene el siguiente Lema:

Lema 3.2. Si ¢ € (0,2 d(emTlil) — 1), entonces no existen las ondas viajeras que
satisfacen (3.20).

Demostracion. Los valores propios de sistema (3.14) para el punto de equilibrio E,
estan dados por

. mK - mK
, C+Z\/4<m—1>—62 C—Z\/4<m—1>—02
A )

S 2 y A= 2

Observé que la 6rbita heteroclinica ¢ de (3.14) que conecta Ey y E,, oscila alrededor
de v = 0, para s negativo con |s| lo suficientemente grande. Suponga que ¢ es una
érbita heteroclinica del sistema (3.14) que cumple las condiciones de (3.20), entonces ¢
satisface

Ws = 2

ZS:CZ—’—(]_—ﬁ)w.'
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En una pequefia vecindad del punto Es, y al usar las coordenas polares w = rsenf y
z = rcosf se tiene que

do 9 n mu ]

— =2z —cvz — =1 |w

ds d(1+ eu)

= cos® —csen - cos § + (% - 1) sen” 6,

eu

como m—K — 1 > 0, para cualquier ¢ € (0, d(emTI-(i-l) — 1), entonces, sea € tan

d(ek + 1) ) ;

pequeno, de modo que 0 < € < (—d( ;?+ 1 — 1) — CZ; y puesto que lim wu(s) = K,

e S——00

se puede elegir s. > 0 tal que

£_1 — <&—1< ﬂ—l + ara todo s < s
d(ck + 1) ©S A1+ eu) d(ck + 1) o P -

Por lo tanto, para s < s. se tiene

K
j—i > cos® —csen@ - cos O + {(h — 1) — e} sen’#

B 2, C)? mK _c_2 N
= (cos 0 2) + [(—d(eK—l—l) 1) 4} sen” 6.

Luego, como (3.21) es una funcién periédica de 6 y distinta de cero, la cual estd limitada

(3.21)

por o > 0, entonces, si s < s. se tiene Ts > 0 > 0 lo que implica que lim # = —occ y
S S——00

v =rsenf, asi, v(s) es negativo para algin s < —s,, lo cual contradice que la solucién
de onda sea positiva.
OJ

3.2. Modelo Con Término Difusivo Para Las Presas
Y Depredadores
Cuando las poblaciones u(x,t) y v(z, t) se distribuyen aleatoriamente en un determinado

espacio, esto es, cuando se propagan en un medio sin ninguna direccién, el modelo (2.1)
se modifica de la siguiente manera:

U buv
D7)
Ut 1Uge + TU K 1+ eu
(3.22)
vy = Dovy, + muw dv,

1+ eu
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ou ou
R, dond = —, u, =
con r € R, donde uy 8t’u p

que describe la dispersion de las presas, con Dy > 0 es el coeficiente de difusién de las
presas.

y Diu,, ecuacion unidimensional de difusion,

Al Usar el método de ondas viajeras, de (3.11) se tiene:

(u(z,t),v(x,t)) = (u(s),v(s)). (3.23)

entonces
Upy = Ugs, Vgp = Vg, Uy = ClUg, Uy = CUs. (3.24)

Al reemplazar (3.23) y (3.24) en (3.22), se tiene el siguiente sistema:

U buv
cus = Diugs (1——)—
ks + T K)  1+eu
(3.25)
cvg = Dovgg + mue dv.
1+ eu
Sea z = f, entonces se tiene:
c
U v U v
U = —, Vg = —,  Ugg = —=,  Vgg = —=. 3.26
c c c? c? ( )
Al sustituir (3.26) (3.25), el sistema se convierte en:
n (1 U ) buv
uzz ru(l — —) —
K 1+eu
(3.27)
2 muv .
1 + eu
al considerar ¢ = —21 yu=2 o entonces:
n (1 U > buv
Uy, = Uy, +1Tu |1l — — | —
K 14 eu
(3.28)
n muv
Vy = EMU,, v,
H 14+ eu

Por lo tanto, al reescribir el modelo (3.28) como un sistema equivalente en R?* se tiene
el siguiente sistema:

(3.29)

e— = —_— —.
( dz g p(lteu) p
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con una perturbacién z = €€ en el modelo (3.29) se tiene:

(d_u_

dé—&ful

%—u —TU<1—£>+ buv

de ! K 1+eu

(3.30)

w

- "

dvy 1y muv dv

—_— = —
( & p p(l+eu) p

para € > 0 los puntos de equilibrio del sistema (3.30) son: E = (0,0,0,0), E, =
~ d K —d(eK +1

(K,0,0,0) y un punto interior F, = (O, — 0, Tm[TZK(m —(iie);_ )]), si (2.2) se

mantiene. Puntos de equilibrio los cuales son independientes de p y €.

Para € = 0 los equilibrios estan dados por la variedad bidimensional,

u buv muv
’ T : (1 K > ’ -
0 { (U Uy, vV 1)1> U1 ru 1 ou (1 1 ou (1’0}

al reducir el sistema (3.27) en M, es decir,

d—u:ru<1—£) bu

dz K _1+eu
dv muuv

- —d

dz 1+4eu Y

cuyo analisis de estabilidad es anédlogo al modelo (2.1).



CAPITULO 4

MODELO DEPREDADOR-PRESA TIPO HOLLING II CON
TERMINO DIFUSIVO BIDIMENSIONAL

En este capitulo se presentan una serie de patrones del modelo difusivo depredador-
presa tipo Holling IT bidimensional.

4.1. Presentacion Del Modelo

Cuando las poblaciones u(z,y,t) y v(z,y,t) se distribuyen con respecto a dos variables
espaciales x,y el modelo (3.22) se reescribe de la siguiente forma:

U buv
— DA (1——)—
e 18U+ TU K 1+ eu
(4.1)
muv
= DyA —d
Vg 5 U+1—|—eu v,

donde, D1 Au = gy +uyy y DoAv = vy, +vy,, son ecuaciones bidimensionales de difusién
conz,y € R

4.2. Solucién Niumerica

Para construir el método de diferencia finita en el espacio de una dimension, se toma

una subdivisién uniforme del intervalo Q = [A,B], con 0 < A < B y puntos de
B—A
cuadricula z; = ih + A, con i = 0,...,.J, e incremento de espacio h = g

Para las aproximaciones bidimencionales, se usa una subdivisién uniforme del cuadrado
) = [A, B] x [A, B] con puntos de cuadricula (z;,y;) = (th+ A, jh+ A), 4,7 =0,..., J.

Considere,

43
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J sid=1

(J+1)*  sid=2,

Jj=J+1

T4 ) . ) J
i=J i
0
) 1 2J+1
j=0
J
d
j=-1
i=—1 i=0 .. i=J 1=J+1

Figura 4.1: Malla bidimensional con nodos (e) y nodos ficticios (O) .

de forma que en ambas dimensiones, se tiene Z(j + 1) incégnitas para resolver y en la
Figura 4.1 se observa la malla para el caso bidimensional.

De igual forma se toma una subdivisién uniforme del intervalo de tiempo [0,7] con
niveles de tiempo t, = nAt, n = 1,..., N, lo que implica que incremento del tiempo
esta dado por At = %

La solucién aproximada @ = (u,v)T de (4.1) en una dimensién en el punto (z;,t,) se

denota U7

punto (z;, Yn, tn)-

— n n\T ; : noo_ n n \T
= (U, V)", y para dos dimensiones se denota U}, = (U}, V)" en el

Por otro lado, los nodos en la malla bidimensional estan numerados de manera natural,
es decir, numerados consecutivamente de izquierda a derecha comenzando con la fila
inferior, desde £k = 0,1, ..., J. La relacion entre la numeracion natural de los nodos y la
indexacién (i,j) esta dada por

Z:ﬁ% donde k =i+ j(J+1) parai,j=0,..,J (4.3)

La indexacién (i, j) de las aproximaciones se usa para expresar el esquema de diferencias
finitas, mientras que la indexacion basada en la numeracién natural de los nodos se usa
en los sistemas lineales resultantes. Estos dos sistemas de indexacién coinciden en el
caso unidimensional. Dos métodos semi-implicitos (en el tiempo) de diferencias finitas
se presentan en el esquema.Estos métodos se denominan semi-implicitos porque en el
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lado derecho del esquema se tienen aproximaciones en el tiempo actual ¢,, y en el tiempo
anterior ¢, 1, y ambos métodos conducen a un sistema escaso, con bandas, lineal de
ecuaciones algebraicas.

Para aproximar el sistema (4.1) con métodos estables de diferencia finita, se reempla
las respuestas funcionales

Ui
h(n) = hi(n) = —— conn=bu
L+ [5n|
por respuestas funcionales modificadas de la forma,
- - x
hz) = h(z) = —,

y también se modifica la expresién de crecimiento logistico a través de

(1-%) = (-[%])
re(l—— re(l—|—=|).
K K
Para simplificar las diferencias directas en el tiempo, la aproximacion de la diferencia

central del laplaciano en una dimensién y la aproximacion de la diferencia central de
cinco puntos del laplaciano en dos dimensiones se usa la siguiente notacion:

n __ ,n—1
o = V)
At
Al - — (@i 1 + Tijo1Zigr; + Tim1j — 42 5)
2,7 - .

h2

El simbolo h se usa para el operador Laplaciano discreto tanto para el caso de una
dimensién como dos dimensiones, puesto que el contexto dejard en claro de cual se esta
hablando.

U buv muuv . . .
— —dv funciones cinéticas discretas.

S - (1—— ) =
ea f(u,v) =ru % 1+€uyg(uv) T+ o

Por otra parte se presenta un esquema lineal unidimensional de forma general como se
muetra a continuacion:

Paran=1,..,Nyi=0,..,J se tiene {U",V"} de forma que:

0.U = N UP + f(U, U1
PSR (4.4)
an‘/in - 5Ah‘/zn + g(Un, Uin )7

)

con aproximaciones iniciales dadas por: U? := u,(x;), V¥ := v,(x;)

Por otro lado se presenta el esquema lineal bidimensional de manera general de siguiente
la forma:

Paran=1,...Nyi,j5=0,...,J se tiene {uzj,v}fj} tal que:
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Z]’

0.V = SALVY + 4(U U” b,

’L_]7

{ 0,U7, = AU + f(T0, U771 (45)

con aproximaciones iniciales dadas por: UY; == u, (4, y5), Vi == vo(xs, ;)

Para ambos casos, también se necesita una serie de condiciones auxiliares que se
aproximan a las condiciones de contorno de flujo cero de las ecuaciones continuas,
como se explica en [7], Apéndice A.

Los esquemas implican una aproximacion de la cinética de reaccién con términos en el

tiempo actual ¢,, y tiempo anterior ¢,,_;. La cinética en una dimensién correspondiente
a 4.4 es:

O, U = (08,0 = U — UP |UP™Y| = VR(UP )
Q(ﬁzn, ﬁz'n_l) = gl(ﬁin7 ﬁf_lmvinh(b(]?_l) —dv;",

y para dos dimensiones, la cinética correspondiente a 4.5 se da analogamente por:

A~

f(Un Un 1) :fl(Un Un 1) — ‘Un 1 _Vn (bUivjzjfl>

Z]7 7,_]7
G(Un, U = g (UF, U7 1mvnh(bU;}j—1) —dvy

0,7 2,7

El esquema se puede expresar como 2(.J 4 1) ecuaciones lineales, con la siguiente forma
de matriz de bloques con 'numeracién natural’ de los nodos:

An_l Bn—l [j‘n . ﬁn—l
< 0 Onl) (V") o (‘771—1> ,1<n<N

0" = Ug,..un" . V= (g, ., VT

donde

con las matriz de coeficientes constantes L y las matrices de coeficientes A,,_1, B,_1y
C,_1, las soluciones en el tiempo ¢, _1, como se explica en [7], Apéndice B.

4.3. Simulacion De Patrones

Los patrones que representan la distribucion de las presas y depredadores del modelo
(4.1) con pardametros: r = 1, K = 1,b = 2.5,e = 2.5,m =5 y d = 0.6, se observan en
las Figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5.
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(b)

Depredador v
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0
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() (f)

Figura 4.2: Densidades de presas y depredadores aproximadas bidimensionalmente en
un tiempo 7' = 150, con condicién inicial u(X,Y,0) =6/35 -2 107" % (X —0.1%Y —
225).%(X —0.1xY —675) , v(X,Y,0) = 116/245—3%107%x (X —450)—1.2%10~*% (Y —150)
y parametros fijos: D1 =1, Dy =10 ,r=1,b=2.5,e =25, m=>5y d= 0.6, con un
incremento At: (a)-(b) At =1/10; (¢)-(d) At =1/24; (e)-(f) At =1/384.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Figura 4.3: Densidades de presas y depredadores aproximadas bidimensionalmente con
pardmetros fijos y condicién inicial como en la Figura 4.2 y un tiempo T: (a)-(b)
T = 1000; (c)-(d) T = 800; (e)-(f) 600.
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Figura 4.4: Densidades de presas y depredadores aproximadas bidimensionalmente con

pardmetros fijos y tiempo 7' como en la Figura 4.2 y condicién inicial u(X,Y,;0) =
6/35 — 2% 1077 % (X —180). % (X —720) — 6% 1077 % (Y —90). * (Y — 210),0(X,Y,0)

116/245 — 3 % 107° % (X — 450) — 6 x 107° % (Y — 135) y un incremento At: (a)-(b)
At =1/10; (c)-(d) At = 1/24; (e)-(f) At = 1/384.
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Presa u 1025 Depredador v 0%

160 170 180 190 200 210 220 230 240 250 160 170 180 190 200 210 220 230 240 250

(a) (b)

Figura 4.5: Densidades de presas y depredadores aproximadas bidimensionalmente con
parametros r = 1, K = 1,b = 1l,e = 1.5,m = 1y d = 5 con tiempo 7" = 110 y
condicién inicial u(X,Y;0) = 1.0, v(X,Y,0) = 0.2 x (((X — 200).2 + (Y — 200).%) <
400) 4 0.01 % (0) >= 400) y un incremento de espacio h = 1/2.

Para los parametros y condiciones dadas en la Figura 4.5 solo se presenta el patron
observado en dicha Figura, puesto que al variar las condiciones de tiempo 7" e incremento
At, entre otras, el sistema (4.1) diverge.



CAPITULO b

SIMULACION

La Tabla 5.1 muestra datos reales de indice de captura de una poblacion de linces y
conejos de un bosque, al norte de Canadéd, obtenidos por la compania Hudson Bay entre
los anos 1900 y 1920.

’ Tiempo \ Conejos \ Linces H Tiempo \ Conejos \ Linces ‘

1900 30 4 1911 40.3 8

1901 47.2 6.1 1912 o7 12.3
1902 70.2 9.8 1913 76.6 19.5
1903 774 35.2 1914 52.3 45.7
1904 36.3 59.4 1915 19.5 51.1
1905 20.6 41.7 1916 11.2 29.7
1906 18.1 19 1917 7.6 15.8
1907 21.4 13 1918 14.6 9.7
1908 22 8.3 1919 16.2 10.1
1909 254 9.1 1920 24.7 8.6
1910 27.1 7.4 - - -

Tabla 5.1: Indice de captura de linces y conejos

Al usar la base de datos de la Tabla 5.1 se estiman los pardmetros del modelo (2.1)
ajustandolos hasta conseguir un comportamiento similar al que se tiene con los datos
reales como se observa en la Figura 5.1.

51
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Conejo real vs simulado Linces real vs simulado
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Figura 5.1: Modelo (2.1) real vs simulado.

Se tiene que los valores de los parametros son:

\ Parametro \ Valor \

0.58
51438
0.036
0.001
0.027

0.82

Q3|0 |

Tabla 5.2: Parametros del modelo (2.1).

con un error relativo

=29.14

Erconejos = 2999 ¥ Eilinces

Al reemplazar los pardmetros establecidos en la Tabla 5.2 en el modelo (3.22), el sistema
se reescribe de la siguiente forma:

u ) 0.036uv

— Dyuy, + 0.58 (1— _
Ut = Y1tz + 0-08U 51438) 1+ 0.001u

(5.1)
0.027uv
= Dyvyy + ————— — 0.820,
vr = Dovas + 7507, — V82

La Figura 5.2 representa la distribuciéon de los conejos y los linces con respecto a una
variable espacial x.
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Figura 5.2: Poblacién de conejos y linces del modelo (5.1) aproximadas
unidimensionalmente en un tiempo 7" = 40, con coeficientes de difusion fijos D; = 1
y Dy = 10, con condiciones iniciales u(x,0) y v(z,0): (a) u(z,0) = 8 y v(z,0) = 4;
(b)u(x,0) = exp(—(x —100).2) /30 y v(z,0) = 29/360; (c)u(x,0) = exp(—(z —100).?)/5
y v(z,0) = 2/5; (d)u(zx,0) = exp(—(z — 100).2)/30 y v(x,0) = exp(—(x — 100).?)/360

De igual forma al usar los pardmetros establecidos en la Tabla 5.2 en el modelo (4.1),
el sistema se convierte en:

0.036
uy = D1 Au + 0.58u (1 __U ) ad

51438/ 1+ 0.001u
(5.2)

0.27uv
— DyAv 4+ — .82
V= A T 001w v

La Figura 5.3 representa la distribucién de los conejos y los linces con respecto a dos
variables espaciales x,y, mostrandose los patrones mas significativos para el modelo
(5.2).
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Figura 5.3: Poblacién de conejos y linces del modelo (5.2) aproximadas
bidimensionalmente con coeficientes de difusion fijos: Dy y Ds, y condicién inicial
u(X,Y,0) =6/35 — 2% 10—7 % (X — 180). x (X — 720) — 6 x 10—7 % (Y — 90). % (Y —
210),v(X,Y,0) = 116/245 — 3% 10—5* (X —450) — 6% 10—5 % (Y — 135) para un tiempo
T: (a)-(b) T = 400; (c)-(d) T = 300.
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ANEXOS

Simulacién Del Modelo (3.1)

r = 1;

m = §;

c = 0.67;

d = 0.32;

K= 1.5;

e = 0.125;

f=@(t,a) [(r/(cxdsK))xa(l)+(K-a(l)) — (a(1)5a(2))/(cx(1+exa(l))); a(3);
cxa(3) + (1— (mxa(l ))/( #(1+exa(1))))*a(2)]; 7

[t,a] = oded45(f,[0 100],[1 1 1]); % Runge—Kutta 4th/5th order ODE
solver

p10t3( (.,1),&( ’ )’a(-73)77b7)

xlabel ('u’),

ylabel ('w’),

zlabel ('z7);

Simulacion Del Modelo Con Término Difusivo
Unidimensional Por El Método De Diferencias
Finitas

AD Metodo de diferencias finitas aplicado al sistema difusivo depredador
Y%presa dado por:

%ut=Duxuxx+ru(l—u/K)—auv/(1+eu)

% t=Dvxvxx+buv/(l4+eu)—cv

HIJEMPLO

Du=1

Dv=10.0

%':1
l%)li
Ye =
(/b*r 0

% =0.6
9%Malla a=0

u"l

35
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%Malla b=500

%=1

9r=40

Ancremento t =1/24

% (x,0)=exp(—(x—100)."2) /5
% (x,0)=2/5

%nsertar parametros

Du = input(’Digite parametro Du = ’);

Dv = input(’Digite parametro Dv v = 7);

r = input(’Digite parametro r = ’);

K = input(’Digite parametro K = ");

d = input(’Digite parametro a = ’);

e = input(’Digite parametro e = 7);

f = input(’Digite parametro b = 7);

¢ = input(’Digite parametro ¢ = ’);

a = input(’Digite a en la malla [a,b]"2 = 7);
b = input(’Digite b en la malla [a,b]"2 = 7);
h = input(’Ingrese incremento de espacio h =
T = input (’Tiempo maximo iterado T = ’);

delt = input(’Digite incremento para el tiempo t
Y%Condiciones iniciales

u0 = input(’Condicion inicial u(x,0)= ’,’s’);
v0 = input (’Condicion inicial v(x,0)= 7,’s’);

YAsignacion de algunas constantes
mu=delt /(h"2);

J=round ((b—-a)/h);

n = J+1;

N=round (T/delt ) ;

Wnicio del metodo

u=zeros (n,1); v=zeros(n,l); F=zeros(n,1); G=zeros(n,l); indexI=zeros(n,l)
yl=zeros(n,1); y2=zeros(n,l); zl=zeros(n,l); z2=zeros(n,l); hhat=zeros(n
x=zeros (n,1); Bl=sparse(n,n); B2=sparse(n,n); L=sparse(n,n); Lowerl=

Lower2=sparse (n,n); Upperl=sparse(n,n); Upper2=sparse(n,n);

1)

sparse (n,n);

YDatos iniciales
indexI=[1:n] ’;
x=(indexI —1)xh+a; %alor de x en la malla

u = eval(u0).+xones(n,1); v = eval(v0).xones(n,1);
Y%Construccion de la matriz L (sin el factor 1/h"2)

L=sparse(1,2,—2,n,n);
I=I+sparse(n,n—1,-2,n,n);
I=I+sparse (2:n—1,3:n,—1,n,n);
L=I+sparse (2:n—1,1:n—2,—1,n,n);
I=I+sparse (l:n,1:n,2 n,n);
Y%Construccion de matrices Bl & B2
Bl=sparse (l:n,1l:n,1,n,n) + DukmuxL;
B2=sparse (1:n,1l:n,1,n,n) + DvsmuxL;
YFactorizacin LU de Bl y B2
[Lowerl, Upperl]=1u(B1);

[Lower2 , Upper2]=1u (B2);
%Procedimiento de paso de tiempo
for nt=1:N

YFuncional Holling
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hhat = u./(1 4 exabs(u));

YSistema sin difusion

F = r.xu — rxu.xabs(u)./K — d.*v.+xhhat;
G = f.xv.xhhat — c.xv;

vyl = u + deltxF;

y2 = v + delt*G;

%Sustitucin directa para resolver Lowerlszl=yl para zl

z1 = Lowerl\yl;

%Sustitucin hacia atrs para resolver Upperlsu=zl para u

u = Upperl\zl;
YSustitucion directa para resolver Lower2xz2=y2 for
z2 = Lower2\y2;

Sustitucin hacia atrs para resolver Upper2xv=z2 para v

v = Upper2\z2;
end
%Solucin en el tiempo T = Nxdelt
plot (x,u,’k’); hold on; plot(x,v,’k—.")

lgd = legend ({ Conejos’, ’Linces’ },’FontSize’,12,  TextColor’, blue’);

Simulacion Del Modelo Con Término Difusivo
Bididimensional Por El Método De Diferencias

Finitas

%D Metodo de diferencias finitas aplicado al sistema difusivo depredador

Ypresa dado por:
Yat=Duxnabla (u)+ru(l—u/K)—auv/(14+eu)
% t=Dvsnabla (v)+buv/(14+eu)—cv

MIJEMPLO
Du=1
Pv=10.0
%=1
%.=2.5

Y% =2.5
%=5.0

% =0.6

%Malla a=0
%Malla b=500
%h=1
9r=150
Ancremento t =1/24
% (X,Y,0)=6/35—2E—7%(X—0.1xY—225) . % (X—0.1xY—675)
% (X,Y,0) =116/245—3E—5%(X—450) — 1.2E—4x(Y—150)
Ansertar parametros
Du = input(’Digite parametro difusivo para u = ’);
Dv = input(’Digite parametro difusivo para v = ’);
= input(’Digite parametro
= input (’Digite parametro
= input(’Digite parametro
input (’Digite parametro
(
(

input (’Digite parametro
= input(’Digite parametro

o o xR
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a = input(’Digite a en la malla [a,b]"2 = 7);

b = input(’Digite b en la malla [a,b]"2 = 7);

h = input(’Ingrese incremento de espacio h = ’);

T = input (’Tiempo maximo iterado T = ’);

delt = input(’Digite incremento para el tiempo t = 7);

Y% ondiciones iniciales

U0 = input(’Digite la condicion inicial u(X,Y,0) = ’,’s’); %see notes
VO = input(’Digite la condicion inicial v(X,Y,0) = ’,’s’); % in text

JAsignacion de algunas constantes
mu=delt /(h"2);
J=round ((b—a)/h);
dimJ=J+1;
n = (dimJ) "2; Y%umero de nodos para cada variable dependiente
N=round (T/delt ) ;
Anicio del metodo
u=zeros (n,1); v=zeros(n,l); F=zeros(n,l); G=zeros(n,1);
yl=zeros(n,1l); y2=zeros(n,l); U_grid=zeros(dimJ,dimJ);
V_grid=zeros (dimJ,dimJ); B=sparse(n,n); L=sparse(n,n);
Datos iniciales
indexI=1:dimJ;
x=(indexI —1)*h+a;
[X,Y]=meshgrid (x,x) ;
U0 = eval (UO).*xones(dimJ,dimJ); VO = eval(V0).xones(dimJ,dimJ);
Y%Cambio de orientacin de los datos iniciales y conversion en vector 1-D
U0=U0"; V0=V0’; u=U0(:); v=V0(:);
YConstruccion de la matriz L (sin factor 1/h"2)
L(1,1)=3; L(1,2)=-3/2; L(J+1,J+1)=6; L(J+1,])=—3;
I=I+sparse (2:J,3:J4+1,—1,n,n);
I=I+sparse(2:J,2:J,4,n,n);
I=I+sparse (2:J,1:J-1,—1,n,n);
L(1,J4+2)=—3/2; L(J+1,2%J+2)=—3;
I=I+sparse (2:J,J+3:2xJ+1,—2 n,n);
L(n—J,n-J)=6; L(n—J,n-J+1)=-3;
L(n,n)=3; L(n,n—1)=-3/2;
I=I+sparse(n—J+1:n—1,n—J+2:n,—1,n,n);
I=I+sparse(n—J4+1:n—1,n—J+1:n—1,4,n,n);
I=I+sparse(n—J+1:n—1,n—J:n—2,—1,n,n);
L(n—J,n—(2%J+1))=-3; L(n,n—dimJ)=-3/2;
I=I+sparse (n—J+1:n—1,n—2xJ :n—(J+2),—2,n,n);
I=I+sparse (J+2:n—dimJ,2%J+3:n,—1,n,n);
I=I+sparse (J+2:n—dimJ ,1:n—2xdimJ,—1,n,n) ;
I=I+sparse (J+2:n—dimJ,J+2:n—dimJ ,4 ,n,n) ;
L=I+sparse (J+2:n—(J+2) ,J+3:n—dimJ,—1,n,n);
L=I+sparse (J+2:dimJ:n—(2+«J+1) ,J+3:dimJ :n—2+J,—1,n,n) ;
I=I+sparse (2xJ+2:dimJ : n—2%dimJ ,2+% J+3:dimJ :n—(2%xJ+1) ,1,n,n) ;
I=I+sparse (J+3:n—dimJ ,J+2:n—(J+2),—1,n,n);
I=I+sparse (2xJ+2:dimJ :n—dimJ ,2x«J+1:dimJ:n—(J+2),—1,n,n);
I=I+4sparse (2« J+3:dimJ :n—(2+«J+1) ,2%J+2:dimJ : n—2+«dimJ ,1 ,n,n) ;
% Construccion de las matrices Bl y B2
Bl=sparse (1:n,1:n,1,n,n)+DusmuxL;
B2=sparse (1:n,1:n,1 ,n,n)+DvsmuxL;
%Procedimiento de paso de tiempo
for nt=1:N

YFuncional Holling

hhat = u./(1 + exabs(u));
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Y%Sistema sin difusion

F =r.xu— r+xu.xabs(u)./K — d.xv.«hhat;
G = f.xv.xhhat — c.xv;

yl = u + deltxF;

y2 = v + delt«G;

9Resuelve u & v usando GMRES

[u, flagu ,relresu ,iteru]=gmres(Bl,y1,[] ,1e—=6,[],[],[],u);

if flagu™=0 flagu ,relresu ,iteru,error (’GMRES no converge’) ,end

[v,flagv ,relresv ,iterv]=gmres(B2,y2,[] ,1e—=6,[],[].[],v);

if flagv™=0 flagv ,relresv ,iterv ,error (’GMRES no converge’) ,end

end

%Reordenar vectores de solucin 1-D en cuadrculas de solucin

V_grid=reshape (v,dimJ,dimJ); U_grid=reshape(u,dimJ,dimJ);
%Cuadrculas de solucin en la entrada ij (matriz)
V_grid=V_grid ’; U_grid=U_grid ’;

Grafica solucion u & v

figure;pcolor(X,Y,U_grid);shading flat;colorbar;axis square xy;title(’

Presa u’)

figure;pcolor (X,Y,V_grid);shading flat;colorbar;axis square xy;title(’

Depredador v’)

Simulacion Modelo RealvsSimulado

install.packages(” deSolve”)
library (deSolve)

#HHHHDATOS REALES TOMADOS LINCES VS CONEJOS
datau<—c (30,

47.2.,70.2,77.4,36.3,20.6 ,18.1,21.4,22,25.4,27.1,40.3,57,76.6,52.3,19.5,11.2.,7.6,

14.6,16.2,24.7)

timeu<—c (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20)

datav<—c

2-D

(4,6.1,9.8,35.2,59.4,41.7,19,13,8.3,9.1,7.4,8,12.3,19.5,45.7,51.1,29.7,

15.8,9.7,10.1,8.6)

timev<—c(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20)

HFHHMODELO DEPREDADOR — PRESA

UV <— function(t, x, parametros){
with (as.list (c(parametros, x)),{
dU <— r+Ux(1-U/K)—axUxV/(1+exU)
dV <— bxUxV/(1+exU)—c*V

derivadas <— ¢ (dU, dV)

return (list (derivadas))})}

#HHDATOS INICIALES

parametros <— c¢(r=0.58, K=51438, a=0.036, ¢=0.001, b=0.027, ¢=0.82)

v_iniciales <— ¢(U=30, V=4)
dt <— seq(0, 20, 1)

simulacion.uv <— as.data.frame(ode(y=v_iniciales , times=dt, func=UV,

parms=parametros))
attach (simulacion .uv)
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H#HHGRAFICA

par (mfrow=c(1,2))

plot (dt, U, type="1", col="blue”, ylim=c (0, max(datau)), xlab="Tiempo (
Aos)”, ylab="Nmero de individuos”)

lines (timeu, datau, type="1", col="red”)

title (” Conejos.”)

legend (1, 8, legend=c(” Simulado”, ”"Real”), col=c(” blue”, "red”), lty=rep
(1, 3))

plot (dt, V, type="1", col="blue”, ylim=c (0, max(datau)), xlab="Tiempo (
Aos)”, ylab="Nmero de individuos”)

lines (timev, datav, type="1", col="red”)

title (” Linces.”)

legend (1, 8, legend=c(” Simulado”, ”"Real”), col=c(” blue”, "red”), lty=rep

(1, 3))
#HERROR
sum (abs (datau—U) "2) /20

sum (abs (datav—V) "2) /20
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