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RESUMEN DEL CONTENIDO: (Máximo 250 palabras) 

En este Trabajo de Grado se calculó, de manera analítica, el espectro de correlación de un resonador 

Nanomecánico acoplado a un qubit en el contexto de la electrodinámica cuántica de cavidades. La dinámica 

del sistema, es descrita a través de un Hamiltoniano tipo Jaynes Cummings con dos términos adicionales que 

corresponden a un agente externo forzante y a una interacción no lineal. Los cálculos analíticos se realizaron, 

en el régimen de forzado débil, usando el enfoque de ecuación maestra en la forma de Lindblad incluyendo 

perdidas por decaimiento del resonador y del qubit. El espectro está caracterizado por dos picos y al 

incrementar la intensidad de forzado ξ no hay un cambio significativo debido a que este es pequeño. Al 

incrementar el valor del parámetro no lineal se observa un corrimiento en la frecuencia central de los dos 

picos hacia valores positivos si la constante de forzamiento tiende a valores menores, sin cambiar su 

separación relativa esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado para caracterizar el 

efecto de división Rabí de vacío. 
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ABSTRACT: (Máximo 250 palabras) 

In this Degree Project, the correlation spectrum of a nanomechanical resonator coupled to a qubit is 

calculated analytically and numerically in the context of the quantum electrodynamics of cavities. The 

dynamics of the system is described through a Jaynes-Cummings type Hamiltonian with two additional terms 

that correspond to a forcing external agent and a nonlinear interaction. Analytical calculations were 

performed, in the weak forcing regime, using the master equation approach in Lindblad form including 

resonator and qubit decay losses. The numerical calculations, performed with the QuTip software package, 

agree quite well with the analytical results. The spectrum is characterized by two peaks and when increasing 

the forcing intensity ξ there is no significant change because it is small. By increasing the value of the nonlinear 

parameter, a shift in the central frequency of the two peaks is observed towards positive values if the forcing 

constant has lower values, without changing its relative separation, this means that we can use this forced 

non-linear model to characterize the effect of Rabi vacuum division. 
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RESUMEN

En este Trabajo de Grado se calculó, de manera anaĺıtica, el espectro de correlación de un
resonador nanomecánico acoplado a un qubit en el contexto de la electrodinámica cuántica
de cavidades. La dinámica del sistema, es descrita a través de un Hamiltoniano tipo Jaynes-
Cummings con dos términos adicionales que corresponden a un agente externo forzante y a una
interacción no lineal. Los cálculos anaĺıticos se realizaron, en el reǵımen de forzado débil, usando
el enfoque de ecuación maestra en la forma de Lindblad incluyendo perdidas por decaimiento del
resonador y del qubit. El espectro está caracterizado por dos picos y al incrementar la intensidad
de forzado ξ no hay un cambio significativo debido a que este es pequeño. Al incrementar el
valor del parámetro no lineal se observa un corrimiento en la frecuencia central de los dos picos
hacia valores positivos si la constante de forzamiento tienede a valores menores, sin cambiar
su separación relativa esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado para
caracterizar el efecto de división Rabi de vaćıo.
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ABSTRACT

In this Degree Project, the correlation spectrum of a nanomechanical resonator coupled to a
qubit is calculated analytically and numerically in the context of the quantum electrodyna-
mics of cavities. The dynamics of the system is described through a Jaynes-Cummings type
Hamiltonian with two additional terms that correspond to a forcing external agent and a non-
linear interaction. Analytical calculations were performed, in the weak forcing regime, using the
master equation approach in Lindblad form including resonator and qubit decay losses. The
numerical calculations, performed with the QuTip software package, agree quite well with the
analytical results. The spectrum is characterized by two peaks and when increasing the forcing
intensity ξ there is no significant change because it is small. By increasing the value of the non-
linear parameter, a shift in the central frequency of the two peaks is observed towards positive
values if the forcing constant has lower values, without changing its relative separation, this
means that we can use this forced non-linear model to characterize the effect of Rabi vacuum
division.
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Índice de Figuras
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En óptica cuántica y en teoŕıa de información cuántica el modelo de Jaynes-Cummings (JCM),
que describe la interacción entre un átomo y un campo electromagnético, ( entre un sistema
cuántico de dos niveles (qubit) y un bosón (resonador)) tiene gran importancia. Este es un
modelo sencillo y totalmente cuántico que se puede solucionar anaĺıticamente. Se utilizó por
primera vez, en 1963 para examinar los aspectos clásicos de la emisión espontánea y revelar
la existencia de oscilaciones de Rab́ı en las probabilidades de excitación atómica para campos
con enerǵıa definida (o número de fotones definido) [1] y se ha empleado para comprender el
efecto conocido como división Rabi de vaćıo (vacuum Rabi splitting) que permite caracterizar
la fuerza de acoplamiento entre un qubit y un resonador [2, 3].

Recientemente, los resonadores nanomecánicos (NAMR) han atraido considerable atención [4],
por ejemplo la espectrometŕıa de part́ıculas en tiempo real en un entorno ĺıquido utilizando
resonadores microflúıdicos-nanomecánicos, donde los resonadores nanomecánicos huecos repre-
sentan una técnica prometedora para la espectrometŕıa de part́ıculas, ya que su diseño permite
la detección de masas de part́ıculas altamente sensibles en entornos ĺıquidos al reunir el buen
comportamiento mecánico de un resonador nanomecánico que vibra en un entorno de vaćıo
o gas con compatibilidad fisiológica de entornos ĺıquidos para aplicaciones biológicas [5]. Los
resonadores nanomecánicos han permitido el nacimiento de un nuevo tipo de espectrometŕıa
de masas de tal forma que se pueden usar para medir la masa y la rigidez de part́ıculas in-
dividuales como pequeñas part́ıculas contaminantes, virus, bacterias o incluso protéınas [6].
Resonadores nanomecánicos con frecuencias de 1 GHz han servido para llevar a cabo pruebas
de los principios básicos de la mecánica cuántica [7]. Además, se han utilizado para probar efec-
tos nanomecánicos sin introducir detectores externos, imitando los efectos de electrodinámica
cuántica de cavidades (QED) en un sistema de resonador nanomecánico-qubit [4].
Cuando se incluyen agentes externos, al aumentar la amplitud de forzado, la respuesta no
lineal del resonador nanomecánico no se puede despreciar [8]. Efectos no lineales intŕınsecos
del sistema se han observado en qubits superconductores y ha permitido probar fluctuaciones
cuánticas del resonador [9], además pueden ser usados para generar estados no clásicos en sis-
temas mecánicos [10, 11].

En este Trabajo de Grado se estudia la dinámica disipativa de un sistema qubit-resonador,
a través del espectro de correlación, usando el enfoque de ecuación maestra y el teorema de
regresión cuántico [12].
El espectro de correlación, descrito en sus inicios por Wiener (1930), fue el origen de una ra-
ma completamente nueva de las matemáticas, llamada análisis armónico generalizado. Wiener
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

consideró una clase amplia de funciones y en su análisis estableció que cuando se trata de
un conjunto estacionario y ergódico de funciones aleatorias, se puede reemplazar la función
de autocorrelación, definida como promedio de temporal por otra función de autocorrelación,
definida como promedio de ensamble. Cuatro años después de la publicación del trabajo de
Wiener, Khintchine (1934) mostró, con la ayuda del teorema de Bochner, que una función de
autocorrelación de un proceso aleatorio estacionario continuo, puede ser expresada en la forma
de una integral de Fourier [13]. Según el teorema de Wiener-Khintchine la función de autoco-
rrelación de un proceso aleatorio estacionario y la densidad espectral (o espectro de potencia)
del proceso forman un par de transformadas de Fourier.

En este Trabajo de Grado se da respuesta a la siguiente pregunta:

¿QUÉ EFECTO TIENE LA VARIACIÓN DE LA INTENSIDAD DE FORZADO Y DEL
PARÁMETRO NO LINEAL SOBRE EL ESPECTRO DE CORRELACIÓN DE UN SISTE-
MA ACOPLADO QUBIT-RESONADOR NO LINEAL?

Se implementarán expresiones anaĺıticas que permitan describir el sistema y aclarar la influencia
del agente forzante y los parámetros de no linealidad en el espectro de correlación.

1.1. Objetivos del Trabajo de Grado

1.1.1. Objetivo General

Calcular el espectro de correlación de un sistema nanomecánico acoplado a un resonador
no lineal en el contexto de la electrodinámica cuántica de cavidades.

1.1.2. Objetivos Espećıficos

Calcular los elementos matriciales del operador densidad.

Calcular las funciones de correlación a dos tiempos.

Calcular el espectro utilizando el teorema de regresión cuántico.

1.2. Estructura del Trabajo de Grado

Se construye el Hamiltoniano del resonador en primera instancia como se muestra en la sección
2.1.1, los cálculos detallados se muestran apéndice A.2.1, se construye el hamiltoniano del cir-
cuito LC y su cuantización como se muestra en el apéndice A.2.2 y A.2.3 ahora se construye
el hamiltoniano de la caja de pares cooper como se muestra en la sección 2.1.2 Los cálculos
detallados se muestran en el apéndice A.3, para formar el hamiltoniano total del sistema (In-
teracción entre el Resonador y la Caja de Pares Cooper) se muestra en el caṕıtulo 2.1.3 ver los
cálculos detallados se muestran en el apéndice A.4.
Una vez se formado se realiza análisis de la equivalencia del Hamiltoniano del sistema resonador-
qubit con el Hamiltoniano Jaynes-Cummings con dos términos adicionales que corresponden
a un agente externo forzante y a una interacción no lineal ver capitulo caṕıtulo (2,2), luego
haciendo la representación matricial y solución de la ecuación maestra previamente encuentra
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de manera anaĺıtica y numérica, el espectro de correlación a dos tiempos del sistema se realiza
el cálculo de las funciones de correlación a dos tiempos y finalmente se realiza el cálculo del
espectro de correlación ver detalles de los calculos en el apendice B Deducćıon de la Expresion
del Espectrode Correlaciones a dos Tiempos usando el teorema de regresión cuántico. Para
comparación de los recultados de hace una solución anaĺıtica y programación computacional
ver seccion (3,0,1) para realizar el nálisis y discusión de los resultados .
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Métodos Teóricos de Solución

2.1. Modelo

El sistema que se va a estudiar se muestra en la figura 2.1. Se supone que el Qubit tiene dos
uniones Josephson idénticas con una sola enerǵıa Josephson EJ y capacitancia CJ . Se aplica
un voltaje de compuertas de control Vg a la caja de pares de Cooper a través del capacitor.
La unión Josephson es una fina capa de óxido aislante que actúa como barrera entre los pares
cooper. La capacitancia distribuida entre el Resonador nanomecanico y la isla superconductora
del qubit se indica con Cn. A la derecha está ubicado un circuito LC con una barra móvil (de
color azul)

Figura 2.1: Diagrama esquemático de circuito de una caja de pares Cooper (a la izquierda)
acoplado capacitivamente a un resonador nanomecánico (a la derecha).

La corriente en el circuito resonador viene dada por

I(t) = I0 sin(ωpt), (2.1)

donde I0 es la correinte máxima y ωp es frecuencia angular.
Teniendo en cuenta la ley de Faraday, la fuerza electromotriz inducida entre los extremos del
NARM se puede escribir como

V = −dΦB

dt
= Bl

dx

dt
= Bl

p

m
, (2.2)

4
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donde l y m representan la longitud y masa del NARM, respectivamente.

La enerǵıa eléctrica estará dada por

Ue = −
∫
Bl
dx

dt
dq = −BlI(t)x, (2.3)

donde I(t) = dq/dt.

2.1.1. Hamiltoniano del Resonador

El resonador nanomecánico (NARM) de nuestro problema corresponde a un circuito LC cuya
enerǵıa total está dada por

HR =
1

2

q2

c
+

1

2

φ2

L
, (2.4)

Donde q2/2C es enerǵıa eléctrica almacenada en el condensador y φ2/2L es la enerǵıa magnética
almacenada en el inductor.

Como se muestra en el Apéndice A la enerǵıa del NARM se puede escribir como la suma de la
enerǵıa cinética, la enerǵıa potencial elástica del oscilador y la enerǵıa potencial eléctrica (2.3),
osea:

ĤNARM =
p̂2

2m
+

1

2
mΩ2x̂2 −BlI(t)x̂, (2.5)

Donde Ω denota la frecuencia de oscilación del NAMR.

La ecuación (2.5) se puede escribir en términos de operadores creación y destrucción de exci-
taciones en el resonador, â† y â respectivamente, como

ĤNARM = Ωâ†â− BlI(t)√
2mΩ

(â+ â†). (2.6)

2.1.2. Hamiltoniano de la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripción de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de la caja de pares
Cooper está dada por

Ĥc = −Ej
2

∑
N

(|N〉〈N + 1|+ |N + 1〉〈N |) (2.7)

Donde N es el numero de pares Cooper (N ∈ N), N̂ es el operador numero y |N〉 representa
los estados número. EJ = ~ωJ es la enerǵıa Josephson (ωJ es la frecuencia Josephson)

El Hamiltoniano (2.7) esta expandido en la base |N〉. Restringiendo el problema a N = 1 la
base estará constituida por los estados |0〉 y |1〉 y (2.7) se convierte en (ver Apéndice A).

Ĥc = −Ej
2
σ̂x, (2.8)

donde σ̂x es el operador de Pauli asociado a la componente x en la teoŕıa de momento angular
1/2.
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2.1.3. Hamiltoniano de Interacción entre el Resonador y la Caja de
Pares de Cooper

Siguiendo la descripción de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de interacción Resona-
dor Nanomecanico con la caja de pares coper, en la base {|N〉}, está dado por

ĤI = −4Ec
∑
N

(N 1̂− η̂g)2|N〉〈N |), (2.9)

donde Ec es la enerǵıa de carga de la unión Josephson,

Ec =
e2

2C∑ (2.10)

e es la carga fundamental C∑ es la capacitancia entre la isla conductora y el resto del circuito,

C∑ = 2CJ + Cg + Cn(x), (2.11)

η̂g es el operador efectivo de número de pares de Cooper,

η̂g =
CgV̂g

2e
, (2.12)

Cg es la capacitancia ente la caja de pares Cooper y el voltaje de puerta polarización. V̂g es el
operador voltaje total aplicado a la caja de pares Cooper que puede ser escrito como

V̂g = V (0)
g 1̂ + V̂ , (2.13)

donde V
(0)
g es un voltaje DC y V̂ es un operador de voltaje del resonador,

V̂ =
q̂

C
. (2.14)

(2.9) se puede reescribir como (ver Apéndice A)

ĤI = 4Ecδη̂gσ̂z, (2.15)

donde σ̂z es el operador de Pauli asociado a la componente z en la teoŕıa de momento angular
1/2 y

η̂g =
Cg
2e

√
~Ω

2C
(â+ â†). (2.16)

2.1.4. Hamiltoniano del Sistema Resonador–Caja de Pares de Cooper

El Hamiltoniano total del sistema es la suma de las ecuaciones (2.6), (2.8), (2.15),

Ĥ = ĤNARM + ĤCPB + ĤI

= ~Ωâ†â−BlI(t)

√
~

2MΩ
(â+ â†)− Ej

2
σ̂x + 4Ecδη̂gσ̂z. (2.17)

Según Wiseman and Milburn[14] haciendo una rotación, alrededor del eje y que convierte σ̂z
en σ̂x y σ̂x en −σ̂z, el Hamiltoniano (2.17) se puede escribir como
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Ĥ = ~Ωâ†â−BlI(t)

√
~

2MΩ
(â+ â†) +

1

2
~ωaσ̂z + ~g(âσ̂+ + â+σ̂−), (2.18)

donde σ̂+ y σ̂− son los operadores creación y destrucción de excitaciones en el qubit (operadores
excitación y desexcitación del qubit), respectivamente.
Para obtener (2.18) se usó la ecuación (2.16) y la aproximación se onda que rota. Además,

g = e
Cg
C∑

√
Ω

2~C
y ωa =

Ej
~
. (2.19)

Considerando I(t) = I0 sin(ωpt), la ecuación (2.18) puede escribirse como

Ĥ =
1

2
~ωaσ̂z + ~Ωâ†â+ ~g(âσ̂+ + â+σ̂−)− ξsen(ωpt)(â+ â†), (2.20)

donde

ξ = BlI0

√
~

2mΩ
. (2.21)

Además, como

σ̂+σ̂− =
1

2
(1̂ + σ̂z) −→ σ̂z = 2σ̂+σ̂− − 1̂, (2.22)

entonces el primer termino de (2.20) se puede escribir de la siguiente manera

1

2
~ωaσ̂z = ~ωaσ̂+σ̂− − ~ωa1̂. (2.23)

Podemos reescalar (2.23) de tal forma que

1

2
~ωaσ̂z = ~ωaσ̂+σ̂−. (2.24)

Por lo tanto (2.20) queda de la forma

Ĥ = ~ωaσ̂+σ̂− + ~Ωâ†â+ ~g(âσ̂+ + â+σ̂−)− ξ sin(ωpt)(â+ â†). (2.25)

La ecuación (2.25) corresponde al modelo de Jaynes-Cummings (JC) forzado por un agente
externo:

Ĥ = Ĥdriven
JC = ~ωaσ̂+σ̂− + ~Ωâ†â+ ~g(âσ̂+ + â+σ̂−)︸ ︷︷ ︸

Jaynes-Cummings

−ξ sin(ωpt)(â+ â†)︸ ︷︷ ︸
Agente externo

. (2.26)

Donde σ+ es el operador excitación y σ− operador desexcitación, a operador creación para el
resonador y â† el operador destrucción, ωa frecuencia del qubit y ωc frecuencia del resonador,ξ
es el agente externo forzado, g es la fuerza de interacción Interacción entre el qubit y el reso-
nador y ωp es la frecuencia de conducción.

Se puede reescribir el hamiltoniano de la ecuación (2.25) de la siguiente forma

Ĥt = ∆aσ̂+σ̂− + ∆câ
†â+ g(âσ+ + â†σ−)− ξ(â+ â†) + χâ†â+ χ(â†â)2, (2.27)

donde se está considerando ~ = 1. La ecuación (2.27) describe la dinámica de un modelo de
Jaynes-Cummings forzado y no lineal. χ es el parámetro que da cuenta del caracter no lineal
del sistema, ∆a = ωa−ωp es la diferencia de frecuencias entre el resonador y el agente externo,
∆c = ωc − ωp es la diferencia de frecuencias entre el qubit y el agente externo, y δ = ∆c −∆a,
es la diferencia de frecuencias entre el resonador y del qubit.
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2.2. Sistemas Cuánticos Abiertos y Ecuación Maestra

La dinámica de un sistema cuántico cerrado (no disipativo) está determinada por el operador
Hamiltoniano. En nuestro caso el Hamiltoniano Ĥt de la ecuación (2.27).
Sin embargo debido a las interacciones con el ambiente, los sistemas de la electrodinámica
cuantica de cavidades y de circuitos, deben ser descritos por una teoŕıa cuantica de sistemas
abiertos que incluya efectos disipativos como, por ejemplo, el decaimiento del qubit y del re-
sonador. Una forma de incluir dichos efectos es a través del enfoque de ecuación maestra de
Lindblad [12, 15, 16]. Para nuestro sistema NARM-CPB, podemos considerar dos fuentes prin-
cipales de pérdidas, (i) decaimiento del qubit a una tasa κ y (ii) decaimiento del resonador a
una tasa γ.
De acuerdo al enfoque de ecuación maestra, la dinámica del sistema acoplado NARM-CPB está
determinada por la ecuación diferencial

dρ̂

dt
= −i[ Ĥt, ρ̂ ] + 2κ L̂[â] + γ L̂[σ̂], (2.28)

donde ρ̂(t) es el operador densidad reducida del sistema NARM-CPB, L̂ es el superoperador de
Lindblad y, como en (2.27), se considera ~ = 1. El efecto de L̂ cuando actúa sobre un operador
Ô está dado por

L̂[Ô] = Ôρ̂Ô† − 1

2
Ô†Ôρ̂− 1

2
ρ̂Ô†Ô. (2.29)

Los términos asociados a decaimeinto del qubit y del resonador se encuentran reemplazando
Ô = â, y σ̂, respectively, en la ecuación (2.29). Aśı, la ecuación (2.28) se puede escribir como

˙̂ρ = −i
[
Ĥt, ρ̂

]
+ κ(2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â) +

γ

2
(2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−) (2.30)

2.3. Espectro de Correlaciones

Según la ecuación (2.2), la fuerza electromotriz inducida entre los extremos del NARM se puede
escribir como

V = Bl
dx

dt
= Bl

p

m
, (2.31)

a la cual se le asocia un operador mecano-cuántico

V̂ =
Bl

m
p̂ = iBl

√
ωc

2M
(a† − a), (2.32)

donde usamos la relación entre el operador p̂ y los operadores â y â†.
El espectro de correlación asociado a V̂ es

SV (ω) =
1

π
Re

∫ ∞
0

dτe−iωτ 〈V (τ)V (0)〉 , (2.33)

donde la función de correlación a dos tiempos
〈
V̂ (τ)V̂ (0)

〉
se escribe como

〈V̂ (τ)V̂ (0)〉 =
I2B2l2ωc

2M
(〈â†(τ)â†(0)〉 − 〈â†(τ)â(0)〉 − 〈â(τ)â†(0)〉+ 〈â(τ)â(0)〉). (2.34)

Utilizando el teorema de regresión cuántico, las funciones de correlación a dos tiempos y calcu-
lando los elementos matriciales del operador densidad de la ecuación maestra de este sistema,
se logrará determinar anaĺıticamente del espectro de correlación.
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RESULTADOS

Utilizando (2.33) se encuentra la siguiente expresión para el espectro de correlaciones

SV (ω) =
I2B2l2ωc

4πM
Re

[
D∗4
D∗5

1

D∗3 − iω
− D∗2
D∗5

1

D∗1 − iω

]
, (3.1)

donde

D1 =
1

2
(α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β) (3.2)

D2 = α +
√
−4g2 + (α− β)2 − β (3.3)

D3 =
1

2
(α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β) (3.4)

D4 =
1

2
(α−

√
−4g2 + (α− β)2 + β) (3.5)

D5 = −α +
√
−4g2 + (α− β)2 + β (3.6)

D6 =
√
−4g2 + (α− β)2 (3.7)

α = i(∆c + 2χ), β = i∆a +
γ

2
(3.8)

La deducción detallada de (3.1) se muestra en el Apéndice B.

Para simplificar al momento de graficar se considera

4MπSV (ω)

I2B2l2ωc
= Re

[
D∗4
D∗5

1

D∗3 − iω
− D∗2
D∗5

1

D∗1 − iω

]
(3.9)

9



10 CAPÍTULO 3. RESULTADOS

Figura 3.1: Epectro de correlacion para valor χ = 0.0 χ = 0.02 y χ = 0.04. para valor δ = 0.0
y valor g = 0.2.

Figura 3.2: Espectro de correlacion para valor δ = 0.0 y valor g = 0.2.
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Figura 3.3: Epectro de correlacion para valor δ = 0.0 y valor g = 0.5.

Figura 3.4: Epectro de correlacion para valorδ = 0.4 y valor g = 0.5.
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Figura 3.5: Epectro de correlacion para valor δ = 0.8 y valor g = 0.2.

Figura 3.6: Epectro de correlacion para valor δ = 0.8 y valor g = 0.5.
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Figura 3.7: Epectro de correlacion para valor δ = 0.2 y valor g = 0.5.

Figura 3.8: Epectro de correlacion para valor δ = 0.4 y valor g = 0.2.
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3.0.1. Análisis de resultados

Utilizando el teorema de la regresión cuántica y el enfoque de la ecuación maestra, se ha estu-
diado el efecto de división de Rab́ı del vaćıo para proporcionar la información del acoplamiento
g y Para probar la validez de nuestros cálculos anaĺıticos obtenidos. Teniendo en cuenta la no
linealidad intŕınseca en el resonador Nanomecánico y utilizando el teorema de regresión cuánti-
ca se aplicó el espectro de correlación SV (ω) a dos tiempos numéricamente como se ve en la
ecuación (3.1). Se calcula anaĺıticamente para aclarar la dependencia del efecto de división Rab́ı
del vaćıo en la fuerza de conducción ξ y el parámetro de no linealidad χ.

Los valores de excitación total n pueden variar, por ejemplo,n = 1, 2, 3. Aqúı en este caso no
se vaŕıan debido a que el valor de excitación n esta fijo, es decir su valor solo puede ser n = 0 o
n = 1, por lo tanto, se usa el valor de n=1 ya que este proporciona el número de valores de la
matriz base de la ecuación maestra, que representa el hamiltoniano Jaynes Cumming. los valo-
res de ξ de condición se consideran muy pequeños y porque además se escoge una base única. Se
grafica el espectro de correlación SV (ω) en función de la frecuencia central ω para tres valores
diferentes de parámetro de no linealidad χ, para valores deχ=0, χ=0.2 y χ=0.4, se modifica la
frecuencia central ω de los dos picos teniendo en cuenta que los valores de desafinación δ = 0,2
y la fuerza de interacción g quedan fijos, la frecuencia de separación de picos es de ω= 2GHz,
esto indica que la separación de estos picos entre mayor sea el valor de χ corren hacia mayores
valores positivos como lo indica en la figura(3.1)

En las figuras (3.3, 3.4, 3.7 y 3.5 ), el espectro SV (ω) en función de la frecuencia ω se traza
para diferentes desafinaciones δ y diferentes valores de fuerza de interacción g con los mismos
parámetros que en la figura (3.1) χ=0, χ=0.2 y χ=0.4, para estos casos en que se vaŕıa los
valores deδ = 0 y g=0.5, δ = 0,4 y g=0.5, δ = 0 y g=0.2, δ = 0,4 y g=0.2, δ = 0,8 y g=0.2 res-
pectivamente a las gráficas mencionadas, la frecuencia de separación de los picos es de ω=1GHz,
Esto significa que para la variación de los valores mencionados de la desafinación (δ ) y la fuerza
de interacción (g) conduce al cambio de la frecuencia central de dos picos dramáticamente y por
ende cambia la distancia entre los centros los picos obviamente el parámetro de no linealidad
estará constante en esta variación de parámetros. en cambio, δ = 0,2 y g=0.5 y δ = 0,8 y g=0.5
la frecuencia central de los picos es de; ω =2 GHz ver figuras (3.6 y 3.5 ), se observa que la
frecuencia central de los picos al hacer variación de parámetros, no vaŕıa con respecto a los
valores de las grafica (3.1). esto significa que podemos utilizar este modelo no lineal forzado
para caracterizar efecto de división Rab́ı de vaćıo Utilizando el teorema de la regresión cuántica
y el enfoque de la ecuación maestra.
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CONCLUSIONES

• En este trabajo, se calcula el espectro de correlación de un sistema Nanomecánico acoplada
un resonador no lineal, Teniendo en cuenta el uso del modelo de Jaynes-Cummings no lineal
impulsado para describir la dinámica del sistema qubit-resonador, este estudio se realizó en
el contexto de la electrodinámica cuántica de cavidades y la dinámica disipativa del sistema
qubit-resonadores resuelve mediante el enfoque de ecuación maestra en el cual se logra Calcular
los elementos matriciales del operador densidad.

• Utilizando el teorema de la regresión cuántica y el enfoque de la ecuación maestra, se ha
estudiado el efecto de división de Rab́ı del vaćıo para proporcionar la información del acopla-
miento g y Para probar la validez de nuestros cálculos anaĺıticos obtenidos. Teniendo en cuenta
la no linealidad intŕınseca en el resonador Nanomecánico y utilizando el teorema de regresión
cuántica se aplicó el espectro de correlación SV (ω) a dos tiempos numéricamente como se ve en
la ecuación (3.1). Se calcula anaĺıticamente para aclarar la dependencia del efecto de división
Rab́ı del vaćıo en la fuerza de conducción ξ con el parámetro de no linealidad χ y la fuerza de
acoplamiento coherente del qubit de carga al NAMR.
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Apéndice A

Hamiltoniano del Problema

A.1. Oscilador Armónico Unidimensional Usando el Méto-

do Algebraico

En esta sección se resuelve el problema de valores y estados propios del oscilador armónico
usando un método basado en algebra de operadores. Este problema es resuelto en la mayoŕıa
de libros de mecánica cuántica, por ejemplo ver las referencias [17, 18].
El operador Hamiltoniano de un oscilador armónico, de masa m y frecuencia Ω, está dado por

Ĥosc =
p̂2

2m
+

1

2
mΩ2 x̂2. (A.1)

Haciendo el cambio

x̂ =

√
~
mΩ

û, (A.2)

p̂ =
√
m~Ω v̂, (A.3)

donde û y v̂ son operadores adimensionales, se obtiene

Ĥosc =
1

2
~Ω
(
v̂2 + û2

)
. (A.4)

Si ahora definimos los operadores

â =
1√
2

(û + iv̂), (A.5)

â† =
1√
2

(û− iv̂), (A.6)

cuyo conmutador está dado por
[â, â†] = 1̂, (A.7)

y a partir de los cuales,

û =
1√
2

(â+ â†), (A.8)

v̂ =
i√
2

(â† − â), (A.9)

16
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podemos escribir Ĥosc de la siguiente forma

Ĥosc =
1

2
~Ω
(
v̂2 + û2

)
=

1

2
~Ω

(
−1

2

{
(â†)2 − â†â− ââ† + â2

}
+

1

2

{
â2 + â†â+ ââ† + (â†)2

})
=

1

2
~Ω
(
â†â+ ââ†

)

Usando el conmutador (A.7), â†â = 1̂ + â†â, se puede escribir

Ĥosc =
1

2
~Ω
(
2â†â+ 1̂

)
= ~Ω

(
â†â+

1

2
1̂

)
. (A.10)

Aśı, el problema de encontrar los valores y estados propios del oscilador armónico es equivalente
a encontrar los valores y estados propios del operador N̂ = â†â y conduce a las expresiones

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, â†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉, (A.11)

donde n es un entero positivo, n = 0, 1, 2, 3, . . . . Ya que â hace que el sistema pase del |n〉
al |n − 1〉, se le denimina operador escalera de descenso. De maera siimilar, a â† se le llama
operador escalera de ascenso. De (A.11) se puede ver que

N̂ |n〉 = â†â|n〉 = n|n〉. (A.12)

Aśı, la ecuación de valores y estados propios del oscilador armónico se convierte en

Ĥosc|n〉 = ~Ω

(
n+

1

2

)
|n〉, (A.13)

o sea que los valores y estados propios del hamiltoniano son

En = ~Ω

(
n+

1

2

)
valores propios,

{|n〉} = {|0〉, |1〉, |2〉, |3〉 . . . } estados propios,

A.2. Hamiltoniano del Resonador

A.2.1. Cuantización del Circuito LC

La enerǵıa total en el resonador, circuito LC de la Figura A.1 está dada por

HR =
1

2

q2

C
+

1

2

φ2

L
. (A.14)
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Figura A.1: Circuito LC correspondiente al resonador nanomecánico.

Para realizar la cuantización del circuito LC, y por tanto encontrar una expresión cuántica para
la enerǵıa (A.14), primero se comprueba que q y φ son dos variables canónicamente conjugadas.
Para ello se usan las ecuaciones de Hamilton, veamos

q̇ =
∂H

∂φ
=
φ

L
= I, (A.15)

φ̇ = −∂H
∂q

= −q
c

= −V. (A.16)

Las ecuaciones (A.15) y (A.16) conducen a las expresiones correctas para la corriente I y la
diferencia de voltaje V , entonces q̇ y φ̇ son variables canónicamente conjugados, por lo tanto
se puede cuantizar convirtiendo q y φ en operadores q̂ y φ̂ que deben satisfacer la relación de
conmutación

[q̂, φ̂] = i~1̂. (A.17)

Las versiones cuánticas de las ecuaciones (A.15), (A.16) y (A.14) son

˙̂q =
φ̂

L
, (A.18)

˙̂
φ = − q̂

c
, (A.19)

ĤR =
1

2

q̂2

C
+

1

2

φ̂2

L

=
L

2
˙̂q2 +

1

2C
q̂2 (A.20)

El operador Hamiltoniano (A.20) corresponde al Hamiltoniano del oscilador armónico, de masa
m y frecuencia Ω, (A.1) siempre que se hagan las equivalencias

q̂ ←→ x̂; ˙̂q ←→ ˙̂x = v̂; φ̂←→ p̂ (A.21)

L←→ m;
1

C
←→ k; Ω←→

√
k

m
=

√
1

LC
, (A.22)

donde k es la constante elástica asociada al oscilador.
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Utilizando el procedimiento de escritura del Hamiltoniano de oscilador armónico en términos
de operadores escalera de la Sección A.1 y las equivalencias (A.21) y (A.22) se puede escribir

â =
1√
2

(û + iv̂) =
1√
2

 x̂√
~
mΩ

+ i
p̂√
~mΩ

←→ â =

 q̂√
2~
√
C

L

+ i
φ̂√

2~
√
L

C


=

q̂

q0

+ i
φ̂

φ0

, (A.23)

donde

q0 =

√
2~
√
C

L
, φ0 =

√
2~
√
L

C
(A.24)

A partir de (A.23) y de la hermiticidad de los operadores q̂ y φ̂ se obtiene

â† =
q̂†

q0

− i φ̂
†

φ0

=
q̂

q0

− i φ̂
φ0

. (A.25)

Entonces el Hamiltoniano (A.20), en términos de â y â†, queda escrito como

ĤR = ~Ω

(
â†â+

1̂

2

)
. (A.26)

Reescalando la enerǵıa se puede escribir como

ĤR = ~Ωâ†â. (A.27)

A.2.2. FEM Inducida en el Circuito LC

Ahora calculamos la FEM inducida en el circuito LC debido al cambio de área expuesta a un
campo magnético constante.
La FEM inducida, se calcula mediante

V = −dΦB

dt
, (A.28)

donde el flujo magnético ΦB está dado por

ΦB =

∫
s

~B · d~a. (A.29)

En nuestro caso
~B = Bez; d~a = daez = dxdyez. (A.30)

Aśı, en la ecuación (A.29),

ΦB =

∫ x

0

∫ 0

l

(Bez) · (dxdy ez) = Blx. (A.31)
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Reemplazando (A.31) en (A.28)

V = −Bldx
dt

= Blv = Bl
p

m
. (A.32)

Aśı, la enerǵıa eléctrica estará dada por

Ue = −
∫
Bl
dx

dt
dq = −Bl

∫
dq

dt
dx = −Bl

∫
I(t)dx = −BlI(t)x, (A.33)

y el operador cuántico Ûe asociado a Ue será

Ûe = −BlI(t)x̂, (A.34)

donde, según las ecuaciones (A.2) y (A.8) de la Sección A.1 el operador x̂ está dado por

x̂ =

√
~

2mΩ
(â+ â†), (A.35)

por tanto,

Ûe = −BlI(t)

√
~

2mΩ
(â+ â†) (A.36)

Entonces, el Hamiltoniano del resonador estáa dado por la suma de las ecuaciones (A.27) y
(A.36)

ĤNARM = ~Ωâ†â−BlI(t)

√
~

2MΩ
(â+ â†) (A.37)

A.3. Hamiltoniano de la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripción de Wiseman and Milburn [14] el Hamiltoniano de la caja de pares
Cooper está dada por

Ĥc = −Ej
2

∑
N

(|N〉〈N + 1|+ |N + 1〉〈N |). (A.38)

Donde N es el número de pares Cooper (N ∈ N), N̂ es el operador número y |N〉 representa los
estados número. EJ = ~ωJ es la enerǵıa Josephson (ωJ es la frecuencia Josephson) Considerando
únicamente los valores de N = 0, 1, la base de estados quedará restringida a {|0〉, |1〉} y (A.38)
se convierte en

Ĥc = −Ej
2

(|0〉〈1|+ |1〉〈0|). (A.39)

La representación matricial de Ĥc es

Ĥc = 0|0〉〈0| − Ej
2
|0〉〈1| − Ej

2
|1〉〈0|+ 0|1〉〈1|

.
=

(
0 −Ej

2

−Ej
2

0

)
.
= −Ej

2

(
0 1
1 0

)
. (A.40)
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Además, recordando la definición del operador σ̂x de la teoŕıa del momento angular 1/2,

σ̂x = |0〉〈1|+ |1〉〈0| .=
(

0 1
1 0

)
, (A.41)

la ecuación (A.40) se puede escribir como

Ĥc = −Ej
2
σ̂x. (A.42)

A.4. Hamiltoniano de Interacción entre el Resonador y

la Caja de Pares Cooper

Siguiendo la descripción del Wiseman and Milburn [14], el Hamiltoniano de interacción NARM-
CPB, en la base |N〉, esá dado por

ĤI = −4Ec
∑
N

(N 1̂− η̂g)2|N〉〈N |, (A.43)

donde Ec es la enerǵıa de carga de la unión Josephson

Ec =
e2

2C∑ , (A.44)

e es la carga fundamental, C∑ es la capacitancia entre la isla conductora y el resto del circuito

C∑ = 2CJ + Cg + Cn(x), (A.45)

η̂g es el operador efectivo de número de pares de Cooper

η̂g =
CgV̂g

2e
, (A.46)

Cg es la capacitancia ente la caja de pares Cooper y el voltaje de puerta polarización, V̂g es el
operador voltaje total aplicado a la caja de pares Cooper, que puede ser escrito como

V̂g = V (0)
g 1̂ + V̂ , (A.47)

donde V
(0)
g es un voltaje DC y V̂ es un operador de voltaje del resonador

V̂ =
q̂

C
. (A.48)

Según las ecuaciones (A.23), (A.24) y (A.25)

q̂ =
q0

2
(â+ â†) =

√
~ΩC

2
(â+ â†). (A.49)

Por tanto la ecuación (A.48) se convierte en

V̂ =

√
~Ω

2C
(â+ â†). (A.50)



22 APÉNDICE A. HAMILTONIANO DEL PROBLEMA

y las ecuaciones (A.47) y (A.46) toman la forma

V̂g = V (0)
g 1̂ +

√
~Ω

2C
(â+ â†), (A.51)

η̂g =
Cg
2e
V (0)
g 1̂ +

Cg
2e

√
~Ω

2C
(â+ â†)

= η̂(0)
g 1̂ + δη̂g, (A.52)

donde

η̂(0)
g =

Cg
2e
V (0)
g 1̂; δη̂g =

Cg
2e

√
~Ω

2C
(â+ â†) (A.53)

Ahora reemplazando (A.52) en la ecuación (A.43)

ĤI = −4Ec
∑
N

(N 1̂− η̂(0)
g 1̂− δη̂g)2|N〉〈N |

= −4Ec
∑
N

(
(N − η̂(0)

g )1̂− δη̂g
)2 |N〉〈N |. (A.54)

Además, considerando η̂
(0)
g = 1

2
y restringiendo los valores de N a N ∈ (0,1), lo cual se justifica

si δη̂g es pequeño, como para que en la CPB nunca exista mas de un par Cooper a la vez, la
ecuación (A.54) se convierte en

ĤI = −4Ec
∑
N

((
N − 1

2

)
1̂− δη̂g

)2

|N〉〈N |

= −4Ec

(
1

2
1̂− δη̂g

)2

|0〉〈0|+ 4Ec

(
1

2
1̂− δη̂g

)2

|1〉〈1|

= −4Ec

(
1

4
1̂ + δη̂g + (δη̂g)

2

)
|0〉〈0|+ 4Ec

(
1

4
1̂ + δη̂g + (δη̂g)

2

)
|1〉〈1|

= Ec1̂ + 4Ecδη̂g σ̂z, (A.55)

donde hemos despreciado los términos (δη̂g)
2 ya que δη̂g es pequeño, además, 1̂ = |0〉〈0|+ |1〉〈1|

y σ̂z = |0〉〈0| − |1〉〈1| es el operador de Pauli σ̂z de la teoŕıa de momento angular 1/2.
Reescalando apropiadamente (A.55) se puede escribir como

ĤI = 4Ecδη̂gσ̂z. (A.56)



Apéndice B

Deducción de la Expresion del Espectro
de Correlaciones a Dos Tiempos

Como se estableció en el Caṕıtulo 2, el espectro de correlación a dos tiempos se calcula con la
expresión

SV (ω) =
1

π
Re

∫ ∞
0

dτe−iωτ 〈V (τ)V (0)〉 , (B.1)

donde

V̂ (τ) = IBl

√
ωc

2M
(a†(τ)− a(τ)), V̂ (0) = IBl

√
ωc

2M
(a†(0)− a(0)), (B.2)

con lo cual

〈V̂ (τ)V̂ (0)〉 =
I2B2l2ωc

2M
(〈â†(τ)â†(0)〉 − 〈â†(τ)â(0)〉 − 〈â(τ)â†(0)〉+ 〈â(τ)â(0)〉). (B.3)

Los términos 〈â†(τ)â†(0)〉, 〈â†(τ)â(0)〉, 〈â(τ)â†(0)〉 y 〈â(τ)â(0)〉 que aparecen en la función
〈V (τ)V (0)〉 se obtiene resolviendo la ecuación maestra.

ˆ̇ρ = −i
[
Ĥt, ρ̂

]
+ κ(âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â) +

γ

2
(2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−), (B.4)

y utilizando el teorema de regresión cuántico.

En este Apéndice mostramos la deducción detallada de la expresión anaĺıtica (3.1).

Usando (2.27) se obtiene,

[Ht, ρ̂] =
[
∆aσ̂+σ̂− + g(âσ̂+ + â†σ̂−) + ∆câ

†â− ξ(â+ â† + χâ†â+ χ(â†a)2), ρ̂
]

= ∆a[σ̂+σ̂−, ρ̂] + g[âσ̂+, ρ̂] + g[â†σ̂−, ρ̂]∆c[â
†â, ρ̂] + ξ[â, ρ̂]− ξ[â†, ρ̂]

+ χ[â†â, ρ̂] + χ[(â†â)2, ρ̂]

= −i∆aσ+σ̂−ρ̂+−i∆aρ̂σ̂+σ̂− − igâσ̂+ρ̂+ igρ̂âσ̂+ − igâ†σ−ρ̂+ igρ̂â†σ̂−

− i∆cρ̂â
†â+ i∆câ

†âρ̂+ iξâρ̂− iξρ̂â+ iξâ†âρ̂− iχâ†âρ̂+ iχρ̂â†â

− iχ(â†â)2ρ̂+ iχρ̂(â†â)2. (B.5)

Aśı la ecuación (B.4) queda de la forma

23
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ˆ̂̇ρ = −i∆âσ̂+σ̂−ρ̂+−i∆âρ̂σ̂+σ̂− − igâσ̂+ρ̂+ igρ̂âσ̂+ − igâ†σ̂−ρ̂+ igρâ†σ− − i∆cρ̂â
†a

+ i∆câ
†âρ̂+ iξâρ̂− iξρ̂â+ iξâ†âρ̂− iχâ†âρ̂+ iχρ̂â†â− iχ(â†â)2ρ̂+ iχρ̂(â†â)2

+ κ(âρ̂â† − a†aρ̂− ρ̂â†â) +
γ

2
(2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−)

=
(
−i∆a +

γ

2

)
σ̂+σ̂−ρ̂+

(
−i∆a −

γ

2

)
ρ̂σ+σ̂− − igâσ̂+ρ̂+ igρâσ̂+ − igâ†σ̂−ρ̂

+ igρ̂â†σ̂− +
(
−i∆c + 2iχ+

κ

2

)
ρâ†â−

(
i∆c + iχ+

κ

2

)
â†âρ̂+ iξâρ̂− iξρ̂â

− iχâ†âρ̂+ iχρ̂â†â+ 2κâρ̂â† + γσ̂−ρ̂σ̂+ (B.6)

Para resolver (B.6)se usará la base de estados {|j, k〉} = {|0, 0〉, |0, 1〉, |1, 0〉} donde j es el ı́ndice
del qubit y k es el ı́ndice del resonador, la representación matricial de ρ̂ en esta base será:

ρ̂ =

〈00|ρ̂|00〉 〈00|ρ̂|01〉 〈00|ρ̂|10〉
〈01|ρ̂|00〉 〈01|ρ̂|01〉 〈01|ρ̂|10〉
〈10|ρ̂|00〉 〈10|ρ̂|01〉 〈10|ρ̂|10〉

 =

ρ̂00,00 ρ̂00,10 ρ̂00,10

ρ̂01,00 ρ̂01,01 ρ̂01,10

ρ̂10,00 ρ̂10,01 ρ̂10,10

 , (B.7)

donde se debe cumplir que Tr(ρ) = 1.

Según (B.6), el elemento matricial ρ00,00 satisface la ecuación diferencial

〈00| ˙̂ρ|00〉 =
dρ00,00

dτ
=
(
−i∆a +

γ

2

)
〈00|σ+σ−ρ|00〉+

(
i∆a −

γ

2

)
〈00|σ+σ−ρ|00〉

− ig〈00|âσ+ρ|00〉+ ig〈00|ρâσ+|00〉 − ig〈00|â†σ−ρ|00〉

+ ig〈00|ρâ†σ−|00〉+
(
−i∆c + 2iχ+

κ

2

)
〈00|ρâ†â|00〉(

i∆c + iχ+
κ

2

)
〈00|â†âρ|00〉+ iξ〈00|âρ|00〉iξ〈00|ρâ|00〉

− iχ〈00|â†âρ|00〉+ iχ〈00|ρâ†â|00〉+ 2κ〈00|âρâ†|00〉
+ γ〈00|σ−ρσ+|00〉
= iξρ01,00 − iξρ00,01 + 2κρ01,01 + γρ10,10 (B.8)

De igual forma

dρ00,01

dτ
= (−i∆c + 2iχ+ 2κ) ρ00,01 + igρ00,10 + iξρ01,01 − iξρ00,00 (B.9)

dρ00,10

dτ
=

(
−i∆a −

iγ

2

)
ρ00,10 + igρ00,01 + iξρ01,01 (B.10)

dρ01,01

dτ
= 2κρ01,01 + igρ01,10 − igρ10,01 + iξρ00,01 − iξρ01,00 (B.11)

dρ01,10

dτ
=
(
−iδ − iχ− κ− γ

2

)
ρ01,10 + igρ01,01 − igρ10,10 + iξρ01,01 (B.12)

dρ10,10

dτ
= −2γρ10,10 + igρ10,01 − igρ01,10 (B.13)

dρ01,00

dτ
= (i∆c − 2iχ+ 2κ) ρ00,01 − igρ00,10 − iξρ01,01 + iξρ00,00 (B.14)

(B.15)
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dρ00,01

dτ
=

(
−i∆a +

iγ

2

)
ρ00,10 − igρ00,01 + iξρ01,01 (B.16)

dρ10,01

dτ
=
(
iδ + iχ− κ− γ

2

)
ρ01,10 − igρ01,01 + igρ10,10 − iξρ01,017 (B.17)

En el ĺımite de tiempo largo, el sistema permanece en un estado estable, tal que podemos tomar
ρ00,00 = 1. Además, asumiendo forzado débil, sólo consideraremos transiciones entre el estado
base |0, 0〉 y los estados excitados |0, 1〉 y |1, 0〉. Por tanto, la ecuación (B.7) se reduce a

ρ̂ =

 1 ρ00,10 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0

 (B.18)

y del sistema (B.8)–(B.17) sólo tenemos que considerar

dρ00,01

dτ
= (−i∆c + 2iχ+ 2κ) ρ00,01 + igρ00,10 − iξ, (B.19)

dρ00,10

dτ
=

(
i∆a −

iγ

2

)
ρ00,10 + igρ00,01, (B.20)

dρ01,00

dτ
= (i∆c − 2iχ+ 2κ) ρ00,01 − igρ00,10 + iξ, (B.21)

dρ00,01

dτ
=

(
−i∆a +

iγ

2

)
ρ00,10 − igρ00,01. (B.22)

Para las cuales se asumirá que el estado inicial es el estado estacionario (ρ̂(0) = ρ̂ss).

Las soluciones del estado estacionario se encuentran haciendo
dρjk,lm
dτ

= 0

(−i∆c + 2iχ+ 2κ) ρss00,01 + igρss00,10 − iξ = 0, (B.23)(
−i∆a −

iγ

2

)
ρss00,10 + igρss00,01 + iξ = 0, (B.24)

(i∆c − 2iχ+ 2κ) ρss00,01 − igρss00,10 + iξ = 0, (B.25)(
−i∆a +

iγ

2

)
ρss00,10 − igρss00,01 + iξ = 0. (B.26)

Usando Mathematica se encuentra

ρss00,01 =
ξ

(∆c + 2χ) + iκ− g2

(∆a+i γ
2

)

, (B.27)

ρss00,10 = − g

(∆a + iγ
2
)
ρss00,01. (B.28)

La solución del sistema de ecuaciones (B.19) y (B.20) se encuentra usando la transformada de
Laplace

L {ρ̇00,01} = αL {ρ00,01}+ igL {ρ00,10} − igL {1}, (B.29)

L {ρ̇00,10} = βL {ρ00,10}+ igL {ρ00,01}, (B.30)



26 APÉNDICE B. DEDUCCIÓN DE LA EXPRESION DEL ESPECTRO

donde α = i(∆c + 2χ) − κ y β = i∆a − γ
2
. Para simplificar términos se hace la sustitución

ρ00,01(τ) = f(τ), ρ00,10(τ) = z(τ), ρ00,01(0) = f(0) y ρ00,10 = z(0). Entonces,

L {ḟ(τ)} = αL {f(τ)}+ igL {z(τ)} − iξL {1}, (B.31)

L {ż(τ)} = βL {z(τ)}+ igL {f(τ)}. (B.32)

Aplicando propiedades de la transformada de Laplace a (B.31) y (B.32) tenemos

sL {f(τ)} − f(0) = αL {f(τ)}+ iξL {z(τ)} − iξ

s
, (B.33)

sL {z(τ)} − z(0) = βL {z(τ)}+ igL {f(τ)}. (B.34)

Si nombramos L {f(τ)} = F (s) y L {z(τ)} = Z(s) entonces queda

sF (s)− f(0) = αF (s) + iξZ(s)− iξ

s
−→ (s− α)F (s) = f(0) + iξZ(s)− iξ

s
(B.35)

sZ(s)− z(0) = βZ(s) + igF (s) −→ (s− β)Z(s) = z(0) + igF (s). (B.36)

Despejando F (s) y Z(s) de las ecuaciones (B.35) y (B.36) se obtiene

F (s) =
−f(0)s2 − igz − f(0)z(0) + f(0)sβ + isξ

s(g2 + s2 − sα− sβ + αβ)
, (B.37)

Z(s) =
−if(0)gs− s2z(0)− sz(0)α + gξ

s(g2 + s2 − sα− sβ + αβ)
. (B.38)

Aplicando transformada inversa de Laplace, en Mathematica, se obtiene

f(τ) =
e
t
2

(
α+
√
−4g2+(α−β)2+β

)
2
√
−4g2 + (α− β)2 (g2 + αβ)

(
2ig3z(0) + 2igz(0)αβ

+
(
α +

√
−4g2 + (α− β)2 − β

)
β(f(0)α− iξ)

+ g2
(
f(0)

(
α +

√
−4g2 + (α− β)2 − β

)
− 2iξ

))
+

e
t
2

(
α−
√
−4g2+(α−β)2+β

)
2
√
−4g2 + (α− β)2 (g2 + αβ)

(
−2ig3z(0)− 2igz(0)αβ

+
(
−α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β

)
β(f(0)α− iξ)

+ g2
(
f(0)

(
−α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β

)
+ 2iξ

))
+

iβξ

g2 + αβ
, (B.39)

z(τ) =
e
t
2

(
α+
√
−4g2+(α−β)2+β

)
2
√
−4g2 + (α− β)2 (g2 + αβ)

(
g2z(0)

(
−α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β

)
+ z(0)αβ

(
−α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β

)
+ 2if(0)

(
g3 + gαβ

)
+ gξ

(
α−

√
−4g2 + (α− β)2 + β

))
+

e
t
2

(
α−
√
−4g2+(α−β)2+β

)
2
√
−4g2 + (α− β)2 (g2 + αβ)

(
g2z(0)

(
α +

√
−4g2 + (α− β)2 − β

)
+ z(0)αβ

(
α +

√
−4g2 + (α− β)2 − β

)
− 2if(0)

(
g3 + gα

)
− gξ

(
α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β

))
+

gξ

g2 + αβ
. (B.40)
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Para simplificar hacemos

D1 =
1

2
(α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β), (B.41)

D2 = α +
√
−4g2 + (α− β)2 − β, (B.42)

D3 =
1

2
(α +

√
−4g2 + (α− β)2 + β), (B.43)

D4 =
1

2
(α−

√
−4g2 + (α− β)2 + β), (B.44)

D5 = −α +
√
−4g2 + (α− β)2 + β, (B.45)

D6 =
√
−4g2 + (α− β)2, (B.46)

con lo cual (B.39) y (B.40) se pueden escribir como

f(τ) = µ(τ)f(0) + ν(τ)z(0)− ic(τ)ξ (B.47)

z(τ) = ν(τ)f(0) + ψ(τ)z(0) + φ(τ)ξ, (B.48)

donde

µ(τ) =
D2

2D5

eD1τ +
D4

2D5

eD3τ , (B.49)

ν(τ) =
ig

D5

eD1τ +
ig

2D5

eD3τ , (B.50)

C(τ) =
1

g2 + αβ

[
1

D5

(
D2β

2
+ g2

)
eD1τ +

1

D5

(
D4β

2
− g2

)
eD3τ

]
, (B.51)

ψ(τ) =
1

2D5

(D4e
D1τ +D2e

D3τ), (B.52)

φ(τ) =
g

(g2 + αβ)

(
D3

D5

eD1τ +
D1

D5

eD3τ + 1

)
. (B.53)

Entonces, recordando que f(τ) = ρ00,01(τ) y z(τ) = ρ00,10(τ), la solución de (B.19) y (B.20) es:

ρ00,01(τ) = µ(τ)ρ00,01 + ν(τ)ρ00,10 − ic(τ)ξ, (B.54)

ρ00,10(τ) = ν(τ)ρ00,01(0) + ψ(τ)ρ00,10(0) + φ(τ)ξ. (B.55)

Ahora se encuentran las expresiones para los valores esperados de los operadores â, â†, σ̂− y σ̂+

en términos de las componentes del operador densidad. Se debe recordar que para un operador
arbitrario Ô

〈Ô(τ)〉 = Tr[Ô(0)ρ̂(τ)], (B.56)

donde ρ̂ está dado por (B.18) y los operadores â(0), â†(0), σ̂−(0) y σ̂+(0) se representan matri-
cialmente como

â(0) =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , â†(0) =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 (B.57)

σ̂−(0) =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , σ̂+(0) =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 (B.58)
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Entonces,

â(0)ρ(τ) =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0

 =

ρ01,00 0 0
0 0 0
0 0 0

 . (B.59)

â†(0)ρ(τ) =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0

 =

0 0 0
1 ρ00,01 ρ00,10

0 0 0

 (B.60)

σ̂−(0)ρ(τ) =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0

 =

ρ10,00 0 0
0 0 0
0 0 0

 (B.61)

σ̂+(0)ρ̂(τ) =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
1 ρ00,01 ρ00,10

 (B.62)

Por tanto, según la ecuación (B.56), las expresiones para 〈â(τ)〉, 〈â†(τ)〉, 〈σ̂−(τ)〉 y 〈σ̂+(τ)〉 en
términos de las componentes del operador densidad son

〈â(τ)〉 = Tr[â(0)ρ(τ)] = ρ01,00(τ), (B.63)

〈â†(τ)〉 = Tr[â†(0)ρ(τ)] = ρ00,01(τ), (B.64)

〈σ̂−(τ)〉 = Tr[σ̂(0)ρ̂(τ)] = ρ10,00(τ), (B.65)

〈σ̂+(τ)〉 = Tr[〈σ̂(0)ρ̂(τ)〉] = ρ00,10(τ). (B.66)

Procedemos ahora a utilizar el teorema de regresión cuántico.
Comparando las ecuaciones (B.64) y (B.66) con (B.9) y (B.10) se puede inferir que 〈â†(τ)〉 y
〈σ̂+(τ)〉 satisfacen el siguiente sistemas de ecuaciones diferenciales

〈 ˙̂a+〉 = α〈â+〉+ 〈σ̂+〉 − iξ (B.67)

〈 ˙̂σ+〉 = β〈σ̂+〉+ ig〈â+〉 (B.68)

con α = i(∆c + 2χ)− κ y β = i∆a − γ
2

y las condiciones inicales dadas por (B.27) y (B.28)

〈â+〉 =
ξ

∆c + 2χ+ iκ− g2

∆a+ iγ
2

, (B.69)

〈σ̂+〉 =
g

∆a + iγ
2

〈â+〉. (B.70)

Siguiendo a Carmichael [12], podemos establecer el teorema de regresión cuántico como el sis-
tema (1.101) del libro Carmichael, ahora se busca llegar a la ecuacion (1.109) del libro, y queda
de la siguiente manera

d

dτ
〈Â(t+ τ)Ô(t)〉 = M〈Â(t+ τ)Ô(t)〉 (B.71)

d

dτ
〈Â(τ)Ô(0)〉 = M〈Â(τ)Ô(0)〉 (B.72)

En nuestro caso, según la ecuación (B.3), debemos encontrar los valores esperados a dos tiempos〈
a†(τ)a†(0)

〉
,
〈
a†(τ)a(0)

〉
,
〈
a(τ)a†(0)

〉
y 〈a(τ)a(0)〉. Determinemos cada una de estas cantidades
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(a) Cálculo de 〈â+(τ)â(0)〉. Si

Â(τ) =

(
â+

σ̂+

)
y Ô(0) =

(
â(0)

σ̂+(0)

)
, (B.73)

el teorema de regresión cuántico permite convertir el sistema (B.67)–(B.68), que involucra
valores esperados a un tiempo, en en un sistema para valores esperados a dos tiempos

d

dτ
〈â+(τ)â(0)〉 = α〈â+(τ)â(0)〉+ 〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉 − iε, (B.74)

d

dτ
〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉 = β〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉+ ig〈â+(τ)â(0)〉, (B.75)

sujeto a las condiciones iniciales

〈â+(0)â(0)〉 = Tr[â+(0)â(0)ρss(0)]

= Tr

0 0 0
1 0 0
0 0 0

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 1 ρss00,01 ρss00,10

ρss01,00 0 0
ρss10,00 0 0


= Tr

 0 0 0
ρss01,00 0 0

0 0 0

 = 0 (B.76)

〈σ̂+(0)σ̂−(0)〉 = Tr[σ̂+(0)σ̂−(0)ρss(0)]

= Tr

0 0 0
0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 1 ρss00,01 ρss00,10

ρss01,00 0 0
ρss10,00 0 0


= Tr

 0 0 0
0 0 0

ρss10,00 0 0

 = 0 (B.77)

El sistema (B.74)–(B.75) tiene la misma estructura matemática que el sistema (B.19)–
(B.20), por tanto su solución tiene la misma estructura de las ecuaciones (B.54) y (B.55).
Aśı, el término que nos interesa es de la forma

〈â+(τ)â(0)〉 = µ(τ)〈â+(τ)â(0)〉+ ν(τ)〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉 − ξ(τ). (B.78)

Al aplicar las condiciones iniciales (B.76) y (B.77) tenemos

〈â+(τ)â(0)〉 = −ξ(τ) (B.79)

(b) Cálculo de 〈â(τ)â+(0)〉. Si

Â(τ) =

(
â

σ̂−

)
y σ̂(0) =

(
â+(0)

σ̂−(0)

)
, (B.80)

el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es



30 APÉNDICE B. DEDUCCIÓN DE LA EXPRESION DEL ESPECTRO

d

dτ
〈â(τ)â+(0)〉 = α∗〈â(τ)â(0)〉+ ig〈σ̂−(τ)σ̂−(0)〉+ iε (B.81)

d

dτ
〈σ̂−(τ)σ−(0)〉 = β∗〈σ̂−(τ)σ̂−(0)〉 − ig〈â(τ)â+(0)〉 (B.82)

cuyas condiciones iniciales son

〈â(0)â+(0)〉 = Tr[â(0)â+(0)ρ̂]

= Tr

0 1 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0


= Tr

1 ρ00,01 ρ00,10

0 0 0
0 0 0

 = 1, (B.83)

〈σ̂−(0)σ̂−(0)〉 = Tr[σ̂−(0)σ̂−(0)ρ̂]

= Tr

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0


= Tr

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0. (B.84)

Como (B.81)–(B.82) tienen la misma estructura matemática de las ecuaciones (B.21) y
(B.22), correspondientes a las conjugas de (B.21) y (B.22), entonces su solución es de la
forma dada en (B.54) y (B.55), pero compleja conjugada. Esto es,

〈â(τ)â+(0)〉 = µ∗(τ)〈â(τ)â+(0)〉+ ν∗(τ)〈σ̂−(τ)σ̂−(0)〉 − ζ∗(τ) (B.85)

y aplicando las condiciones iniciales (B.83) y (B.84) se tiene

〈â(τ)â+(0)〉 = µ∗(τ)− ζ∗(τ) (B.86)

(c) Cálculo de 〈â+(τ)â+(0)〉. Si ahora

Â(τ) =

(
â+

σ̂+

)
y Ô(0) =

(
â+(0)

σ̂−(0)

)
, (B.87)

se obtiene

d

dτ
〈â+(τ)â+(0)〉 = α〈â+(τ)â+(0)〉+ ig〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉 − iε, (B.88)

d

dτ
〈σ̂+(τ)σ̂−(0)〉 = β〈σ̂+(τ)σ̂+(0)〉+ ig〈â+(τ)â+(0)〉. (B.89)
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Con las condiciones iniciales

〈â(0)â+(0)〉 = Tr[â(0)â+(0)ρ̂(0)]

= Tr

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 1 ρ00,01 ρ00,10

ρ01,00 0 0
ρ10,00 0 0


= Tr

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0, (B.90)

y como en la ecuación (B.77)
〈σ̂+(0)σ̂−(0)〉 = 0. (B.91)

La solución de (B.88)–(B.89) tiene la misma estructura matemática que (B.19)–(B.20),
por tanto su solución tiene la misma estructura de (B.54) y (B.55). O sea

〈â+(τ)â+(0)〉 = µ(τ)〈â(τ)â+(0)〉+ ν(τ)〈σ̂−(τ)σ̂−(0)〉 − ζ∗(τ), (B.92)

y aplicando las condiciones iniciales (B.90) y (B.91),

〈â(τ)â+(0)〉 = −ζ(τ). (B.93)

(d) Cálculo de 〈â(τ)â(0)〉. Aplicando un procedimeinto similar al de las casos (a), (b) y (c)
cuando

Â(τ) =

(
â

σ̂−

)
y Ô(0) =

(
â(0)

σ̂−(0)

)
, (B.94)

se obtiene
â(τ)â(0)〉 = −ζ∗(τ). (B.95)

Ahora, reemplazando los valores esperados hallados en las ecuaciónes (B.79), (B.86), (B.93) y
(B.95) en (B.3) obtenemos

〈V̂ (τ)V̂ (0)〉 =
I2B2l2ωc

2M
(−ζ(τ) + ζ(τ)− µ∗(τ) + ζ∗(τ)− ζ∗(τ))

= −I
2B2l2ωc

2M
µ∗(τ) (B.96)

Finalmente, reemplazando (B.96) y (B.49)en (B.1), se encuentra que el espectro de correlaciones
está dado por

SV (ω) =
1

π
Re

∫ ∞
0

dτe−iωτ 〈V̂ (τ)V̂ (0)〉

= − 1

π

I2B2l2ωc
2M

Re

∫ ∞
0

dτe−iωτµ∗(τ)

= − 1

π

I2B2l2ωc
2M

Re

∫ ∞
0

dτe−iωτ
(
D∗2
2D∗5

eD
∗
1τ +

D∗4
2D∗5

eD
∗
3

)
=
I2B2l2ωc

4πM
Re

[
D∗4
D∗5

1

D∗3 − iω
− D∗2
D∗5

1

D∗1 − iω

]
(B.97)
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