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RESUMEN DEL CONTENIDO:

Los cristales fotdnicos son estructuras nanométricas con periodicidad espacial en la
constante dieléctrica. Se caracterizan por controlar la propagacion de las ondas
electromagnéticas en cierta direccién, y por ser de gran importancia para desarrollar
aplicaciones en sistemas opticos. En el presente trabajo de grado usando el método de
expansion en ondas planas, calculamos tedricamente la estructura de bandas foténicas en
un cristal fotdénico unidimensional defectivo cuya constante dieléctrica es funcion de la
temperatura y la presion hidrostatica. Utilizando la técnica de la supercelda la cual
considera una celda unitaria mucho mas grande que la del cristal regular con el defecto
ubicado en el centro y pares de difractores de Bragg alrededor de éste, solucionamos
numericamente la ecuacion de valores propios para determinar la existencia de modos
localizados en el centro de la banda fotonica prohibida. De igual manera, encontramos que
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el efecto de la temperatura y la presion hidrostatica en la constante dieléctrica origina un
corrimiento de los modos localizados.

ABSTRACT:

The photonic crystals are nanometric structures with spatial periodicity in the dielectric
constant. They are characterized by controlling the propagation of electromagnetic waves
in a certain direction, and because they are of great importance for developing applications
in optical systems. In the present dissertation, by using the plane wave expansion method
we calculate theoretically the photonic band structures in a one-dimensional photonic
crystal, whose dielectric constant is a function of temperature and hydrostatic pressure. By
Using the supercell technique that considers a unit cell much larger than the regular crystal
with the defect located in the center and pairs of Bragg diffractors around of it, we solved
numerically the equation of eigenvalues to determine the existence of modes located in the
center of the photonic bandgap. Similarly, we find that the effect of the temperature and
hydrostatic pressure in the dielectric constant causes a shift of the localized modes.

APROBACION DE LA TESIS

Nombre Presidente Jurado: Ana Lilia Bernal Esteban

Firma:

Nombre Jurado: Hernando Gonzéles Sierra

Firma: -ﬂ/gw*gnnja Gck"’“‘ti':lf‘;

Nombre Jurado: Carlos Cuellar Santanilla

e

Firma: (- (’f

Vigilada Mineducacion
La version vigente y controlada de este documento, solo podra ser consultada a través del sitio web Institucional www.usco.edu.co, link
Sistema Gestién de Calidad. La copia o impresion diferente a la publicada, sera considerada como documento no controlado y su uso
indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana.


http://www.usco.edu.co/

UNIVERSIDAD

SURCOLOMBIANA

CALCULO DE LA ESTRUCTURA DE BANDAS FOTONICA POR EL
METODO DE EXPANSION EN ONDAS PLANAS EN UN CRISTAL
FOTONICO UNIDIMENSIONAL DEFECTIVO

Jheison Andres Lizcano Munoz

Universidad Surcolombiana
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Programa de Fisica
Neiva, Colombia
2019






CALCULO DE LA ESTRUCTURA DE BANDAS FOTONICA POR EL
METODO DE EXPANSION EN ONDAS PLANAS EN UN CRISTAL
FOTONICO UNIDIMENSIONAL DEFECTIVO

Jheison Andres Lizcano Munoz

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de:

Fisico

Asesor:

Francis Armando Segovia Chaves

Linea de Investigacién:
()ptica
Grupo de Investigacion:

Fisica Tedrica

Universidad Surcolombiana
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Programa de Fisica
Neiva, Colombia
2019






Dedicatoria

A mi madre Mercedez Munioz y mi padre
Gonzalo Lizcano, quienes con su esfuerzo me

apoyaron incondicionalmente.

A mis hermanos y a mi sobrina Danna

Sophia.






Agradecimientos

Gracias a las personas que de alguna manera colaboraron para la realizacién de este trabajo
de grado. En primer lugar, a mis padres y hermanos, por brindarme el apoyo necesario en esta
etapa de mi vida. A mi asesor Francis Segovia Chaves, por su ensenanza y colaboracién, que
me permitieron fortalecer mis conocimientos y culminar este trabajo de grado. En segundo
lugar, agradezco a cada uno de los profesores y companeros que hicieron parte de este proceso
de formacion, en particular al grupo de semillero Fisica Matematica. Finalmente, agradezco

a las entidades de la Universidad Surcolombiana por su apoyo financiero.






IX

Resumen

Los cristales foténicos (CFs) son estructuras nanométricas con periodicidad espacial en la
constante dieléctrica. Se caracterizan por controlar la propagacion de las ondas electro-
magnéticas en cierta direccién, y por ser de gran importancia para desarrollar aplicaciones
en sistemas 6pticos. En el presente trabajo de grado usando el método de expansién en on-
das planas (MEOP), calculamos tedricamente la estructura de bandas foténicas (EBF) en un
cristal foténico unidimensional (CF-1D) defectivo cuya constante dieléctrica es funcion de la
temperatura y la presiéon hidrostatica. Utilizando la técnica de la supercelda la cual considera
una celda unitaria mucho mas grande que la del cristal regular con el defecto ubicado en
el centro y pares de difractores de Bragg alrededor de éste, solucionamos niimericamente la
ecuacion de valores propios para determinar la existencia de modos localizados en el centro
de la banda foténica prohibida (BFP). De igual manera, encontramos que el efecto de la
temperatura y la presién hidrostéatica en la constante dieléctrica origina un corrimiento de

los modos localizados.

Palabras clave: Cristal foténico, Estructura de bandas, Expansién en ondas planas.

Abstract

The Photonic crystals (PCs) are nanometric structures with spatial periodicity in the die-
lectric constant. They are characterized by controlling the propagation of electromagnetic
waves in a certain direction, and because they are of great importance for developing appli-
cations in optical systems. In the present dissertation, by using the plane wave expansion
method (PWEM) we calculate theoretically the photonic band structures (PBS) in a one-
dimensional photonic crystal (PC-1D), whose dielectric constant is a function of temperature
and hydrostatic pressure. By Using the supercell technique that considers a unit cell much
larger than the regular crystal with the defect located in the center and pairs of Bragg dif-
fractors around of it, we solved numerically the equation of eigenvalues to determine the
existence of modes located in the center of the photonic bandgap (PBG). Similarly, we find
that the effect of the temperature and pressure in the air in the dielectric constant causes a

shift of the localized modes.

Keywords: Photonic crystal, Band structure, Plane wave expansion.
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1. Introducciéon

El progreso de la foténica en los dltimos anos ha permitido controlar propiedades de la luz
en estructuras cristalinas a escala nanométrica. El desarrollo de esta area de la éptica nace
en 1887 con el estudio de Lord Rayleigh sobre la propagacion de las ondas a través de un
medio con estructura periédica unidimensional [1]. En 1987 se da origen a la investigacion
de los cristales foténicos (CFs) con dos trabajos independientes presentados por Eli Yablo-
novitch y Sajeev Jhon [2]. El principal reto de Yablonovitch era inhibir la emisién de luz
espontdnea [3,4], mientras que la idea de Sajeev era utilizar los CFs para la localizacién y
el control de la propagacién de la luz [5].

Los CFs considerados semiconductores de luz con periodicidad espacial en la constante
dieléctrica permiten manipular la propagacion de las ondas electromagnéticas en cierta di-
reccion. La analogia entre la propagacion de la onda electromagnética en cristales peridédicos
y la propagacion de electrones en cristales reales, muestra que también surgen en los CF's
fenémenos como la interferencia destructiva que crean bandas foténicas prohibidas (BFPs),
restringiendo la propagacién de los modos de luz [6]. Sin embargo, la propagacién de los
electrones en la red del cristal real esta regida por la ecuacién de Schrédinger, mientras que
para describir el comportamiento en los CFs es necesario usar las ecuaciones de Maxwell. De
este modo se han propuesto diferentes métodos numéricos para estudiar la estructura de ban-
das foténica (EBF) y el efecto de confinamiento de fotones en los CFs, tales como: MEOP,
diferencias finitas en el dominio de frecuencias, matriz de transferencia, entre otros [7-10].
Los CF's son una nueva clase de medios 6pticos con algunas propiedades peculiares que brin-
dan la oportunidad de implementar varias aplicaciones, y estan constituidos de capas alternas
de Si, GaAs y otros semiconductores [11,12], mediante diferentes tipos de métodos como las
técnicas de grabado: la litografia por holografia con laser, el Spin Coating, el método de
deposicién quimica en fase vapor, el método de deposicién por laser pulsado y el método de
auto ensamblaje [13—-15]. Actualmente se estan empleando algunas especies bioldgicas por la

similitud que tiene su morfologia a la de un CF [16-18].
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La presencia de impurezas o defectos en un CF rompen la periodicidad de su estructura y
dan origen a la presencia de modos localizados en la BFP que permiten localizar o guiar la
luz [19]. En este ambito los CFs son importantes para el desarrollo cientifico y tecnoldgico,
pues es posible fabricar filtros, laseres, diodos emisores de luz, resonadores Fabry Perot y
guias de ondas con bajas pérdidas, que son de gran utilidad para circuitos y dispositivos
optoelectrénicos [20,21], como la fabricacién de biosensores épticos para la deteccién de sus-
tancias bioldgicas empleados en la biomedicina [22]. Tgualmente, la modificacién de la BFP
bajo factores externos adquiere un auge en la investigacién de los CFs [23,24], debido a que
es una herramienta importante para determinar los parametros de la EBF', en particular, el
cambio en la distribucién espacial de la funcién dieléctrica para aplicaciones en filtros épticos
de banda estrecha, demultiplexor de division de longitud de onda, reflector omnidireccional
sintonizable y demads sistemas 6pticos [25, 26].

En este trabajo de grado usamos el MEOP para calcular la EBF tedricamente en un cristal
foténico unidimensional (CF-1D) de GaAs/aire con un defecto de GaAs, bajo los efectos de
la temperatura y la presion hidrostatica. El trabajo se encuentra organizado de la siguiente
forma: En el capitulo 2 se hace una breve revisién sobre la teoria de CF's introduciendo algu-
nas propiedades que tienen este tipo de estructuras cristalinas periédicas como la aparicion
de BFP. También se mencionan algunas aplicaciones con el fin de hacer mas comprensible la
utilidad y vélidez del trabajo realizado. Igualmente, se muestra el fundamento tedrico que
rigen los CFs, de modo que se presentan las ecuaciones mas importantes de la teoria elec-
tromagnética de la luz. En el capitulo 3 se ilustra el MEOP para un CF-1D, determinando
la ecuaciéon de valores propios que describe la propagacion de las ondas electromagnéticas
en dichas estructuras. Similarmente, se obtiene la solucién para un CF-1D defectivo usando
la técnica de la supercelda [27]. En el capitulo 4 se muestran las discusiones y los resultados
obtenidos computacionalmente. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones y

perspectivas del trabajo de grado.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

1.1. Planteamiento del Problema

Estudio de la estructura de bandas foténica en un CF-1D defectivo bajo la influencia de los

efectos de la temperatura y la presién hidrostatica.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Implementar el MEOP para determinar la estructura de bandas foténica en un CF-1D de-

fectivo.

1.2.2. Objetivos Especificos

» Calcular la estructura de bandas foténica en un CF-1D defectivo compuesto de capas

alternadas de GaAs y aire.

= Determinar los efectos de la temperatura sobre la estructura de bandas foténica en un
CF-1D defectivo.

= Analizar los efectos de la presion hidrostatica sobre la estructura de bandas foténica
en un CF-1D defectivo.



2. Cristales Fotonicos

En la teoria del estado sélido un cristal es una distribucién periédica que presenta en su
estructura interna un patron ordenado de atomos, iones o moléculas. Se caracteriza por tener
un potencial periédico que permite la propagacién del electrén, donde las propiedades de
conduccién del cristal dependen de la geometria de la red cristalina. De esta manera, pueden
existir regiones en la estructura de bandas de energia que prohiben la propagacion de los
electrones, y conllevan al estudio sobre la caracterizacion de materiales como conductores,
semiconductores y aislantes [28]. Sin embargo, el CF tiene una estructura cristalina mayor que
un cristal regular, que para nuestro estudio esta compuesto de dos o mas medios dieléctricos
diferentes considerados como lineales e isotropicos. Por lo general, los CFs suelen estar hechos
con semiconductores cuyos materiales tienen una permitividad eléctrica que presenta cierta
periodicidad a lo largo de cada direccién de crecimiento del cristal, y su estructura cristalina
posee una simetria traslacional [29,30]. Las propiedades 6pticas se pueden estudiar en una
pequena regién o celda unitaria que se repite infinitamente sin superponerse o dejar espacios,
de modo que conforman la totalidad del CF en una, dos o tres dimensiones como se muestra
en la figura (2-1).

@0

1D 2D 3D

Figura 2-1: Representacion del CF con periodicidad en la constante dieléctrica.
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Los CFs son dificiles de fabricar debido al tamano de la red peridédica, pero en los ultimos
diez anos se han desarrollado diversas tecnologias para su fabricacién, y actualmente existen
aplicaciones épticas que usan este tipo de cristales. Regularmente se fabrican sobre un sus-
trato hecho de un semiconductor o un aislante con técnicas de grabado [31-33]. Por ejemplo,

la figura (2-2) muestra un CF real captado con la técnica de microscopia electrénica de
barrido (SEM).

Figura 2-2: A): CF-1D de silicio y aire [11]. B): Estructura foténica en la naturaleza [3,34].

La propagacién de las ondas electromagnéticas en un CF surgen a partir de los fenémenos
de interferencia, que ocurren cuando inciden sobre las multiples capas dieléctricas de la
estructura periédica [35,36]. En la figura (2-3) se muestra una representacion del proceso de
la onda electromagnética propagandose sobre un arreglo periddico, en el que son reflejadas
y refractadas en cada material de constantes dieléctricas distintas. Por lo tanto, se pueden
producir procesos de interferencia constructiva y destructiva debido a la superposicion de
ondas reflejadas y transmitidas, las cuales tendran ciertas longitudes que pueden propagarse
a través del material en cualquier direccion por interferencia constructiva; mientras que otras
longitudes de onda no lo haran, debido a la interferencia destructiva, pues las ondas fuera
de fase se cancelaran [37,38]. Para obtener este tipo de fendmenos, se debe tener en cuenta
el tamano de los materiales que componen las capas, por ejemplo, la mayoria de tecnologia
Optica fabricada con CFs funcionan en el espectro visible, en ese sentido, el espesor del

material estard en ese orden de la longitud de onda.
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Figura 2-3: Onda electromagnética incidiendo sobre infinitas capas alternas de diferente material

ordenadas periédicamente [3].

2.1. Red Cristalina

Una estructura cristalina esta determinada por una red de puntos infinitos con disposicién
y orientacién exactamente iguales llamada red de Bravais, la cual le corresponde una base
conformada de atomos, iones o moléculas. Este arreglo de puntos discretos llenan todo el
espacio a través de un conjunto de vectores de posicién llamados vectores primitivos, cuya
eleccién no es unica y definen la forma de la red [39,40]. De manera matemética escribimos
este conjunto de vectores como un vector R llamado vector de red, que puede representar

un vector de traslacion:

ﬁ == nlc_il + ngc_ig + 713(73 (2—1)

donde n1,n9,n3 son mumeros enteros y representan la cantidad de desplazamientos aplicados
sobre el vector de red. Para facilitar el estudio de una red cristalina, se define una zona
llamada celda unitaria construida por el método de Wigner-Seitz como se muestra en la
figura (2-4), caracterizada por ser la regiéon mas pequena y generar sin espacios toda la red
cristalina a partir del vector de traslacion, el cual estd definido por parametros de red como

la magnitud y orientacién de a.
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Figura 2-4: Esquema de una red bidimensional, con su correspondiente celda unitaria definida

por los vectores primitivos @; y dz [28].

2.2. Teorema de Bloch

Para describir algunas propiedades 6pticas en los CF's es necesario definir una red en el espa-
cio de frecuencias, cuya periodicidad esta relacionada directamente con la periodicidad de la
red en el espacio directo. A diferencia de la red de Bravais, que suele definirse con vectores de
posicién llamada red directa, para el espacio de frecuencias se introduce el concepto de red
reciproco definido por el vector reciproco G [41]. Por lo tanto, se introduce la red reciproca
como el espacio de vectores de onda que se construye con un conjunto de vectores de onda

k, los cuales hacen que la onda plana sea periddica:

G = kb + koby + ksbs (2-2)

donde kq,ko,k3 son nimeros enteros y representan la cantidad de desplazamientos aplicados
sobre los vectores primitivos reciprocos gz(z = 1,2, 3). Estos vectores primitivos contienen la
periodicidad de la red reciproca, de manera que el producto del vector de onda de la red
reciproca con el vector de la red directa es un multiplo entero de 2.

La propiedad de periodicidad de una funcién esta relacionada con la periodicidad que tienen
los medios en un CF, es decir, con el patron de repeticion en la constante diléctrica. Ahora
bien, de manera general se define una funcién f(7) periédica con la misma periodicidad de

la red de Bravais tal que:
Taf () = f(r+ R) = f(7) (2-3)

donde 7, representa el operador de traslacion a lo largo del vector R que actia sobre f(7), y

conmuta con el operador de Maxwell (@ 7) ' Esto implica que T} tiene en comun los vectores

Wer Ec. (2-18): O =V x 6(1F)ﬁ><
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propios de O . En el caso de los CFs, la simetria traslacional se entiende como la invariancia

de la constante dieléctrica ante desplazamientos definidos por una distancia d.

- —

e(r+d) = f(d) (2-4)

Dicha simetria se presenta en una secuencia periddica como se muestra en la figura (2-5), con
multiplos del pardmetro de red d. Para una onda plana H(z) = Hy(z)e™® que se propaga en
una direccién z. El operador T, actuando sobre H (x) permite que se traslade a una posicién
d [6,42].

A = — — — —

TdH(l‘) _ Ho(x)eik(xj:nd) _ Ho(x)eikxej:z‘knd _ H(I)eiiknd _ H(a:) (2_5)

etihnd — 1 esto significa que el estado H () permanece invariante bajo el efecto del operador
Ty. Asumiendo k = k, + 2”77”, de manera que al aumentar k, en multiplos enteros del vector

de red reciproco d = 224 no se producen cambios en los valores propios para el estado.
d

d

+——

I
I
| €p L N N J
|
I
I

G-d) €(x)  e(x+d) e(x+2d)

Figura 2-5: Simetria traslacional en la constante diléctrica con periodicidad d.

Los valores k se escriben como una combinacién lineal de la forma u(z) = Y, C,,e=*" con

C,, los coeficientes que determinan los estados degenerados. La Ec. (2-5) puede reescribirse:

— —

H(x) = Hy(x)e ™ Cpetnd (2-6)

H(w) = Ho(w)e" u(x) (2-7)
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El modo H (x) es el resultado de multiplicar una onda plana por una funcion de red pe-
riddica u(x), conocida como funcion de Bloch la cual representa la periodicidad de la red
de Bravais y los modos normales de los cristales periédicos. Este resultado se conoce en el
estado s6lido como el teorema de Bloch, propuesto en 1928 por Félix Bloch para el estudio
de la propagacién de eléctrones en medios periédicos [43]. De manera general la Ec. (2-7) se

puede expresar como:

H () = Hy(7) e u() (2-8)

Las autofunciones de la ecuacion de onda pueden escogerse de tal forma que, asociado a

cada k existe un vector de Bloch perteneciente a la primera zona de Brillouin, tal que
u(F+ R) = u(7).

2.2.1. Primera Zona de Brillouin

Los modos armonicos descritos por el estado de Bloch en la Ec. (2-8) dependen del vector
2T

de onda k, y al aumentar m veces = en el espacio reciproco, la funcién permanece inva-
riante. En consecuencia, es necesario considerar solo aquellos valores de k contenidos en un
intervalo de 27, pues los demés generarian soluciones redundantes. La regién en el espacio
que contiene estos valores se le conoce como zona de Brillouin, que para el origen k, = 0 es
denominado la primera zona de Brillouin o zona irreducible de Brillouin, definida como la
celda primitiva de Wigner-Seitz de la red reciproca [44]. Por lo tanto, con la primera zona de
Brillouin se puede construir la red reciproca completa, pues las diferentes zonas irreducibles
son fisicamente equivalentes, es decir, tienen las mismas frecuencias y estados posibles del

campo electromagnético en un CF infinito.

2.3. Estructura de Bandas Fotdnicas

La estructura de bandas de energia en la fisica del estado sélido, describe propiedades
electronicas y opticas de un material, por ejemplo permite explicar la conduccion de elec-
tricidad en los metales. No obstante, existe una analogia para los CFs, donde la EBF o
diagrama de dispersion determina la existencia de modos electromagnéticos representado
por las frecuencias propias en funcién de sus vectores de onda w(k) [7,45-47]. Igualmente,
que en la estructura de banda electrénica exiten bandas prohibidas, también para los fotones

encontramos BFP o band gap foténico que representa la principal carcteristica de los CF's
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como se muestra en la figura (2-6), donde el lado derecho respresenta la dispersién foténica,
y el lado izquierdo, compartiendo el mismo eje de frecuencia, la dispersion electronica que

muestra las bandas de conduccién y de valencia.

w
|
|
|
|
[a]
% I
o
) |
N
0,; |
i Banda de
| Frecuencia
| Prohibida
Banda de Energia :
Prohibida ~= I
|
|
K -+ | : K
1000 5@
2e®
ey
Estructura de Banda Estructura de Banda
Electrénica Fotdnica

Figura 2-6: Estructura de bandas electrénica y foténica [7].
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La EBF se determina evaluando aquellos vectores de onda k contenidos en la primera zona
de Brillouin del espacio reciproco, donde a los intervalos en el eje de frecuencias para los
cuales ninguin vector de onda tiene un valor posible, se denominan BFP e indican que una
onda con una frecuencia w perteneciente a una banda prohibida no se puede transmitir a
través del CF. En teoria la EBF no tiene una frecuencia maxima, por lo que el conjunto de
modos es infinito. La BFP puede presentar una variacién en su ancho como se muestra en
la figura (2-7), ocasionado por el contraste de indices, es decir, la diferencia de los valores

de las contantes dieléctricas de los materiales que conforman el CF.

0.30 . . . . . , : 0.35 , , ,
o5 | ) 0.30 L .
m Q 025 Banda de Frecuencia Prohibida
0.20 |- .
& o
% g 0.20
3 Banda de Frecuencia Prohibida ~
~ 015 3
s - o
) c
c A g 015F -
S 3
o 010 . ®
o i | i o010 4
L g,=12 .1
0.05 - . 1~
- 0.05 | i
€y 13 82:13
0.00 1 1 L " 1 L 0.00 L 1 L L 1 L
05 03 0.0 0.3 05 05 03 0.0 0.3 05
Vector de onda (kd/2x) Vector de onda (kd/2x)

Figura 2-7: Estructura de bandas de un CF-1D.

2.3.1. Defectos y Dependencia de Factores Externos

La modificacion de la red cristalina mediante la inclusion de impurezas o defectos permite
obtener interesantes propiedades en los CF's, pues influyen similarmente a los dopantes en las
bandas electronicas de los cristales ordinarios. Los defectos originan la presencia de nuevos
modos electromagnéticos en la EBF, que se localizan en la BFP y permiten confinar o
guiar la luz. Estas impurezas intencionadas rompen la simetria periddica del CF, cambiando
los parametros de su estrucutra cristalina original a partir de la introduccién de defectos

puntuales, lineales o superficiales, a través de la variacion del espesor de una capa, insercion
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o eliminacién de otro dieléctrico [48].

La localizacion de la luz en los CFs se produce por ciertos defectos en la estructura cristalina
del CF, donde su modificacién provoca que los fotones se propaguen a través del cristal con
una frecuencia definida que pueden estar restringida en otras regiones [49,50]. La luz con
cierta frecuencia dentro de la BFP se puede distribuir porque se refleja desde las paredes del
defecto, en esta médida, los CF's tienen una gran importancia practica para el desarrollo de
circuitos y dispositivos nanofoténico, por ejemplo la fibra de cristal foténico que se muestra

en la figura (2-8), cuya eficiencia es mayor a una fibra convencional [51].

i

Figura 2-8: A): Representacién de una guia de onda en un CF, donde los cilindros verdes son el

material dieléctrico y la flecha indica la direccién del flujo de luz [52]. B): Imagen real de una

fibra de cristal foténico con nicleo de aire [12].

Por otro lado, la respuesta de los CFs a los cambios en su estructura cristalina por condi-
ciones aplicadas externamente a la constante dieléctrica, tales como la temperatura, campos
magnéticos y eléctricos, presion hidréstatica posibilita la sintonizacion de la EBF [53-56].
Sin embargo, la variacién de estas cantidades depende intrinsicamente del material cuyos
resultados son obtenidos experimentalmente. Para nuestro estudio el comportamiento de la
constante dieléctrica (GaAs) estd bajo los efectos de la temperatura y la presién hidréstati-
ca [57-59] dadas por:

€(P,T) = (o + AeT/T0)e=F (2-9)

Donde ¢ es la constante diléctrica estatica, y a es una cantidad fisica sobre la dependencia
de la constante dieléctrica estatica con la presion hidréstatica P. Asi mismo, el espesor del

dieléctrico es una funcién de la presién dado por:
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d(P) = dy[1 — (S11+2512) P (2-10)

Donde dj es el espesor original , S7; y Si2 son las constantes elasticas. Este tipo de depen-
dencia en la constante dieléctrica atrae la atencién de los investigadores, ya que es posible
modular los modos electromagnéticos a diferentes regiones de frecuencias con el fin de poder
desarrollar filtros 6pticos sintonizables, moduladores épticos sintonizables y demas sistemas
foténicos [60-62].

2.4. Fundamentacion Teorica de los Cristales Fotonicos

2.4.1. Ecuaciones de Maxwell

El estudio de fenémenos electromagnéticos como la propagacion de la luz en CFs, se de-
ben tratar a través de la teoria electromagnética, con las ecuaciones de Maxwell en forma
diferencial para medios materiales, las cuales nos permiten desarrollar el método tedrico
para comprender algunos conceptos 6pticos. Estas ecuaciones relacionan los campos electro-

magnéticos de la siguiente manera:

V-B(Ft) = 0
S o OB(F,t)
E = _
V x E(T,t) Py
VxHF = JFt)+ % (2-11)

Con E(7,t) y H(F,t) los campos eléctrico y magnético, D(7,t) y B(F,t) los campos des-
plazamiento eléctrico e induccion magnética, respectivamente. Las fuentes de los campos se
representan por la distribucion de carga p(7,t) y la densidad de corriente J(7, ¢).

Las Ecs. (2-11) se complementan con las ecuaciones constitutivas para medios lineales, ho-

mogéneos e isétropos mediante:

— —

D(F,t) = eoe(P)E(F,t)  B(F,t) = pop(F)H (7, t) (2-12)

Donde ¢, es la permitividad en el vacio, py la permeabilidad magnética en el vacio, €(7) la

constante dilectrica del material, que depende espacialmente de la estructura cristalina, y
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() la permeabilidad magnética relativa. E1 CF al ser una estructura periédica dieléctrica,
asumimos una regién libre de fuentes con p(7,t) = J(7,t) = 0, y consideramos un medio
no magnético, es decir, la permeabilidad magnética del medio es igual a la del vacio con

() &~ 1. Encontramos que las ecuaciones de Maxwell se pueden reescribir ast:

V-e(PEF ) = 0
V-HFt) = 0
. OH (7,1
E = —yy——"
V X (Tvt) Ko ot
OE(7,1)

Vx HFt) = ee(F) (2-13)

ot

Usando operaciones basicas e identidades vectoriales, obtenemos que los campos E (7, t) y

H(7,t) de las Ecs. (2-13) estan desacoplados de la siguiente forma:

2 1/ =
§ x ¥ x B(.t) = copine() 2 ggz»t) (2-14)
- 1 - O?H (7,1t
V X (ﬁv X H(T,t)) = —EOIUOT (2—15)

Las ecuaciones de Maxwell son ecuaciones lineales, que permiten separar los campos como

una dependencia espacial y temporal expandiendolos en un conjunto de modos arménicos:

—
S

) = E(@e ™
) = H(F)e ™ (2-16)

ol o1
e

!

~ ~

Sustituyendo la Ec. (2-16) en las Ecs. (2-14), (2-15), obtenemos que la ecuaciones de onda
para los campos electromagnéticos en un CF se reducen a las siguientes expresiones:
~ 1 /-
r — (V x
(1) <

@
5|
&
L

I
<

< B(R) = (f)QE(f) (2-17)

¥ x ﬁ(F)) _ (ffﬁ(f} (2-18)
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~

Donde la velocidad de la luz en el vacio se define como ¢ = ﬁ, Oy es un operador

Hermitico llamado operador de Maxwell, mientras que el operador @E no lo es. Las Ecs.

(2-17), (2-18) se conocen en fisica matemédtica como un problema de valores propios, dados

w
c

por las frecuencias £ y de vectores propios correspondientes a los modos electromagnéticos.

En la Ec. (2-18) aplicamos el producto escalar con H (7) e integramos sobre el espacio:
- ~ o 2, -
/H*(F) - HoH (7d*F = / (%) @@ - f (a7 (2-19)

d*r (2-20)

ﬁ(f')deF (2-21)

Usando propiedades vectoriales 2 en el lado izquierdo de la Ec. (2-21) obtenemos:

| vl er= [ (5)

Para materiales dieléctricos y semiconductores en frecuencias épticas tenemos que €(7¥) > 0,
2

V x # (7 i@ e (2-22)

esto implica que el lado izquierdo de la Ec.(2-22) es positivo y w® > 0, es decir, que las

frecuencias propias son reales. Definimos la energia ectromagnética funcional Uy como:

1|9 x A7) @7
_ %fe(r}’v XH(F)’ d°r _ %(“_’)2 (2:29

c
La energia electromagnética funcional destaca la analogia con teoremas variacionales anélo-

Uy

H(7)

2
’ d37

gos en la mecanica cuantica y cldsica que minimiza una energia fisica, conocido como el
teorema variacional electromagnético, el cual indica que los modos tiende a concentrar su
energia en regiones de alta constante dieléctrica [6,63]. Como se habia mencionado anterior-
mente, existe una analogia entre los cristales reales y los CFs, donde sus propiedades 6pticas
son tratadas a partir de la mecanica cudntica y la electrodindmica, respectivamente (Tabla
2-1).

En los cristales reales el potencial V(r) es periédico, mientras que los CFs presentan una

2ﬁ([fx]§):<§xﬁ)~§fﬁ~(ﬁxé),ﬁ:ﬁ*(?)yéz LV x H(7)

e(7)
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periodicidad en su constante dieléctrica €(), donde el operador de traslacién conmuta en
cada caso con el operador Hamiltoniano y el operador de Maxwell. Los estados propios para
este tipo de estructuras periddicas pueden ser descritos como ondas planas moduladas por

una funcién periédica u(7), conocida como funcién de Bloch.

Tabla 2-1: Comparacién entre la mecanica cuantica y electrodinamica.

Mecéanica cuantica Electrodindmica

Simetria traslacional V() = V(7 + R) e(7) = e(F + R)
Ecuacién de valores propios HV = BV @) Hﬁ = (%)QFI
Operador H = —%VQ +V() Oy =V x ﬁﬁx
Relacién de conmutacion [H,Ty =0 O, fd] =0

Teorema de Bloch V() = U(F)eiE~F _]__7(7?) — ﬁ(f*)eiﬁf




3. Meétodo de Expansion en Ondas

Planas

El desarrollo de métodos computacionales ha permitido abarcar problemas imposibles de
solucionar analiticamente, en particular, dreas de la fisica como ecuaciones de la mecani-
ca cuantica, sistemas termodinamicos, dinamica de fluidos, etc. Existen diferentes métodos
apréximados para estudiar los CFs basados en las ecuaciones de Maxwell !, como el método
de la matriz de transferencia, que puede ser usado para calcular el espectro de transmitancia
y reflectancia, los métodos de diferencias finitas en el dominio de frecuencias y expansion en
ondas planas, para obtener la estructura de bandas foténica, el método de diferencias finitas
en el dominio del tiempo, entre otros [64-66]. A continuacién, presentamos el método para
calcular nimericamente la EBF en un CF-1D, usando expansiones en series de Fourier para

obtener la ecuacion de valores propios.

3.1. Ciristal Fotonico Unidimensional

En la figura (3-1) se representa el CF-1D formado por una distribucion periddica de capas
alternas en la direccion x, distribuidas homogéneamente e infinitamente en el plano yz. El
cristal estd compuesto con materiales de constantes dieléctricas €¢; y €1, con espesores L,
y Ly, respectivamente. En la figura (3-2) se muestra la celda unitaria del CF regular de
longitud d = L, + L, con el fin de facilitar el cdlculo de la EBF. Para el estudio propuesto
en este trabajo de grado, consideramos incidencia normal de la onda electromagnética sobre
el CF-1D, donde el vector de onda es paralelo a la direcciéon de la periodicidad del CF, de
tal manera, que la polarizacién transversal eléctrica (TE) y transversal magnética (TM) son

las mismas. En consecuencia, asumimos polarizacion TE paralelo a la interfaz del cristal.

Wer capitulo 2.4
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Ly

-
LR N J
J’L
Z x

Figura 3-1: Esquema del CF-1D con longitud d en la celda unitaria.

=l

A partir del estado de Bloch de la Ec. (2-8), el campo eléctrico se puede expandir como:

E.(z) = 2E,(x)e*e® (3-1)

Donde E,(x) es el campo eléctrico que se propaga en x. Sustituyendo la Ec. (3-1) en la Ec.

(2-17), encontramos que el campo eléctrico satisface la ecuacién de Helmholtz 2:

PR L a)Bula) = 0 32)

En el MEOP el campo eléctrico E,(z) y la funcién dieléctrica e(x), son funciones periddicas

que se pueden expandir en series de Fourier con coeficientes a,, y b,,, respectivamente:
_4;2mn
E,(z) = E ape '"d " (3-3)
n

e(x) =Y bpe (3-4)

2Ver desarrollo apéndice A
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d

3
L J

a I, L, d
2 2 2 2

Figura 3-2: Celda unitaria conformada por dos materiales de constante dieléctrica €1 /es.

27m/

Para determinar b,, multiplicamos la Ec. (3-4) por una funcién ortogonal ¢~ @ * con m/ par,

e integramos sobre la celda unitaria:

d/2 2mm/ d/2 - 2Tm - 2mm/
/ e(x)e'™d ‘”d:v:/ mee_’Txe’ i dx (3-5)
—d/2 —d2

d/2 e d/2 . ,
/ e(z)e'™d “’dac:/ meezT(m_m 2 da; (3-6)

—d/2 —d/2 -
4/2 i 2mm/ d eiﬂ'(m_m/) _ e—iﬂ‘(m—m’)
7 $d — b'rn . 3.7
/—d/2 l)e e e zm: w(m —m’) { 2 (3-7)
Usando la relacién 6(z) ~ 8‘”;(1’) obtenemos:
d/2 - S o,

/ E(x)e’2 d Ty = Z b, en [m(m /m )] (3-8)

—d/2 — m(m —m')

—d/2

/2 o
/ e(x)ed *dr = Z Ve - (3-9)

d/2 - 2T
by, = —/ e(x)e™" " “dx (3-10)
dJ a2



CAPITULO 3. METODO DE EXPANSION EN ONDAS
PLANAS 20

Teniendo en cuenta que e(x) toma valores €; y €5 dependiendo de la regién de integracién en

la celda unitaria, encontramos que b,, esta dado por:
1 —La/2 -27Tm La/2 - 27Tm d/2 -27Tm
by, = = / e d “dx +/ e d “dx +/ e d “dx (3-11)
d|J - —La)2 La)2

Resolvemos la Ec. (3-11) para determinar los coeficientes de la funcién dieléctrica conside-

rando los casos:

m=20
bo _ €9 (d - La) + La€1 (3_12)
d
m # 0
(1 — €2) mmL,
) 1
b — Sen y (3-13)

3.1.1. Ecuacién de Valores Propios

El estudio de la EBF se reduce a encontrar y solucionar un problema de valores propios, por
lo tanto, sustituimos la Ecs. (3-3), (3-4) en la Ec. (3-2).

2
+ % 3 be Y que e < (3-14)

m n

d? 2 § —i2Ny ik
ﬁ z ane d ve ¢
T
n

27Tn 2 -27Tn
[ kx Tt
Y ( i ) c

n

2
P =N abye e (3-15)
C

multiplicamos la Ec. (3-15) por una funcién ortogonal e~ con p par, e integramos sobre

la celda unitaria:

—La/2 9 2 2 p—La/2 Y
/ S a, (ﬂ + k) e = S b F gy (3.16)
—d)2 d c* J a2

m,n
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21m 2 a,d e—i(n+p) _ gi(ntp) w2 apbomd e—ilmtntp) _ gi(m+n+p)
)] Culii 8> -
d m(n+p) 2i c? m(m+n+p) 2i

’ (3-17)

> <27m . k$)2 Senfn(n+p)] _ w2 Sen[n(m +n +p)] (3-18)

Y nbm
7(n +p) c2 w(m+n+p)

m,n

2 2 2
Z (%n + kz) an(sn,p = % Z anbmém-i—n,p (3_19)

n

Finalmente, encontramos que la Ec. (3-19) toma la forma de un problema de valores propios
[67,68]:

2mn 2 w?
(T + km) an =5 ; b (3-20)

La Ec. (3-20) se soluciona computacionalmente para determinar el conjunto de frecuencias
propias frente al vector de onda y obtener la EBF del CF-1D, la cual proporciona la mayor

parte de la informacion necesaria para predecir las propiedades épticas del CF-1D.

3.1.2. Tratamiento del Problema

Para un CF-1D defectivo se tiene en cuenta las mismas consideraciones estudiadas anterior-
mente en un CF-1D regular. Sin embargo, usamos una celda como se muestra en la figura
(3-3), de tamano Ly = 12L;, + 11L, + 2L mucho més grande que la celda unitaria mostrada
en la figura (3-2), donde el defecto introducido consiste en la variacién del espesor L del
material con constante diléctrica €1, para ello es necesario usar la técnica de supercelda con
el defecto ubicado en el centro y los pares de difractores alrededor de este, constituidos por

capas alternas con constantes diléctricas €; y €5 de longitudes L, y Ly, respectivamente.

De este modo, tenemos que la ecuacién de valores propios (3-20) es la misma, pero claramente
notamos que el coeficiente de fourier b, de la Ec. (3-10) no lo es, pues en este caso integramos

sobre la supercelda:

by = — e(x)e "ta “dx (3-21)
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Lq

L

Figura 3-3: Supercelda del CF-1D defectivo.

Como €(x) toma valores constantes en intervalos, podemos dividir la integral de la siguiente

manera
1 —L—6Ly—5Lq , —L—5Ly—5Lq , —L—5Ly—4L, ,
b, = —/ eleldzdaH—/ egezdzd:c—l—/ e d *dx
La|J -1, —L—6Ly—5L, —L—-5Ly—5La
-L Y L Y L+Ly Y
—I—--'—i—/ €e ' d ’”dx+/ €€ d mdx—l—/ e d Tdx
—L—Lp -L L
L+5Ly+5L, L+6Ly+5L, Ld/2
+o 4 —i¥P g —iZ P g —i2e g
cee €16 T + €€ xr + €€ X
L+Ly45L, L+5Ly+5La L+6Ly+5Lq
(3-22)
Resolvemos la Ec. (3-22) considerando los casos:
m=20
€1 Ld - 12Lb + 12Lb€2
by = ( ) (3-23)

Lq
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€ — € 2mmL 2mm 2mm
%[86’”( I, > +sen< T (L—|—5La+5Lb)) —i—sen( T (L+4L, —|—4Lb))

o
sen(L—m(L+3Lb+3L ) ( (L + 2Ly + 2Ly) >+sen( (L+ Lq +Lb))
d
2mm
sen( (L+6Ly,+ 5L, ) ( ) ( >
Lqg
2
sen (z—m(L+4Lb+3L ) ( (L + 3Ly + 2L,) ) (L—m (L + La +2Lb))]
d

(3-24)



4. Resultados y Discusion

Resolvemos la ecuacién de valores propios (3-20) para determinar la EBF en un CF-1D
regular y un CF-1D defectivo bajo factores externos como la temperatura y la presién hi-
drostatica. De tal manera, que en nuestros célculos ntmericos elegimos los parametros de
la tabla (4-1) en la estructura periédica, donde la constante dieléctrica del aire se toma
independiente de la temperatura y la presion hidrostatica, pero la constante dieléctrica del
GaAs se toma como una funcién de estos factores externos dada por las Ecs. (2-9) y (2-10),
con S;; = 1.16 x 107 3kbar~!, Si5 = —3.7 x 107 *kbar=t, A = 0.21125, T, = 240.7K y
a = 0.00173kbar~!, para temperaturas T' = 0K, T = 100K, T = 200K, T = 400K y para
una presién hidrostatica aplicada de P = Okbar, P = 30kbar y P = T0kbar [57-59].

Tabla 4-1: Pardmetros utilizados en el cdlculo de la EBF en un CF-

1D.
Simbolo  Valor normalizado
Parametro de red d 1
Constante dieléctrica del GaAs €1 12.446
Constante dieléctrica del aire €9 1
Grosor de la capa AsGa L, 0.5d
Grosor de la capa aire Ly 0.5d

24
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La Ec. (3-20) se diagonalizé para la primera zona de Brillouin comprendida entre los valores
del intervalo [—, 7], utilizando una expansién en la base de 80 ondas planas suficiente para
una buena convergencia, y con el CF-1D regular compuesto de pares de difractores de Bragg
de longitudes iniciales L, = L;. La figura (4-1a) muestra la EBF para una temperatura
constante 7" = 0K variando la presion con P = Okbar, P = 40kbar y P = 70kbar, donde
el aumento de la presién origina un cambio a altas frecuencias de unidades wd/2mc, debido
a la disminuciéon en la constante dieléctrica de GaAs. Sin embargo, el valor de la constante
dieléctrica aumenta con el incremento de la temperatura en 7" = 100K, pero este valor
disminuye cuando la presién aumenta desde P = Okbar, P = 30kbar y P = 70kbar, con
un cambio a altas frecuencias de la EBF como se muestra en la figura (4-1b). La figura
(4-1c) muestra que para una presién constante P = Okbar y temperaturas T = 0K, T =
200K y T = 300K origina un cambio en la EBF a bajas frecuencias, debido al aumento
en el contraste de indices. Estos resultados estdn de acuerdo con el teorema variacional
electromagnético [6], donde el campo eléctrico de los modos de alta frecuencia tiende a
concentrar una mayor fracciéon de energia (en comparacién con los modos de baja frecuencia)
en regiones donde la constante dieléctrica es méas baja. También se observa la aparicion de
un gap o BFP debido a la diferencia entre la constante dieléctrica del GaAs/aire, con un
ancho entre wy = (0.1522)27¢/d y wy = (0.2584)27¢/d restringiendo la propagacién de ciertos
valores de frecuencias en la EBF .



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 26

wd/2nc
o
N

P=0kbar
P=30kbar P=30kbar
P=70kbar P=70kbar
L R o
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0
K.d Kyd

P=0kbar

wd/2nc

0|||||||||||||||||||||||||||||||

-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0

Figura 4-1: EBF de CF-1D regular para (a) T = 0K y P = Okbar (linea negra), P = 30kbar
(linea roja), P = 70kbar (linea verde), (b) T'= 100K y P = Okbar (linea negra), P = 30kbar (linea
roja), P = 70kbar (linea verde), (c¢) P = Okbar y T = 0K (linea negra), P = 200K (linea roja),
T = 400K (linea verde).

Para un CF-1D con un defecto L de GaAs, cuyo grosor es mayor que las otras capas segun
la figura (3-3), se obtiene la EBF usando un defecto de longitud 1.5d y una expansién en
la base de 120 ondas planas para temperaturas constantes 7' = 0K y T" = 100K como se
muestran en las figuras (4-2a) y (4-2b), respectivamente. Se observa la presencia de estados
o modos defecto que se encuentra en la BFP, donde su ancho permanece inalterado, ademas
hay aparicién de un gran nimero de bandas en la relaciéon de dispersion, con la frecuencia del
primer modo defecto aumentando en wy; = (0.2042)27¢/d (linea negra), we = (0.2115)27¢/d
(linea roja) y ws = (0.2215)27¢/d (linea verde), a medida que se incrementa la presién en

P = 0kbar, P = 30kbar y P = 70kbar, respectivamente, ver figura (4-2a).
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Este hecho se debe a que la zona de Brillouin asociada al cristal de la supercelda es més
pequena que la asociada al cristal normal, lo que hace que las bandas se compriman. La
Figura (4-2c¢) muestra la EBF para una presion de P = Okbar, donde el cambio en el
contraste de indice a través del aumento en la temperatura de T" = 0K, T = 200K y

T = 400K, origina un corrimiento en el modo defecto a baja frecuencias.

Figura 4-2: EBF de CF-1D defectivo para (a) T'= 0K y P = Okbar (linea negra), P = 30kbar
(linea roja), P = 70kbar (linea verde), (b) T'= 100K y P = Okbar (linea negra), P = 30kbar (linea
roja), P = 70kbar (linea verde), (c) P = Okbar y T' = 0K (linea negra), P = 200K (linea roja),
T = 400K (linea verde).
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La figura (4-3) muestra la EBF para un defecto con grosor de 2.5d para una temperatura de
T = 0K y presiones de P = Okbar, P = 30kbar y P = 70kbar. Los modos en la BFP cambian
de posicion, debido a que el aumento del grosor del defecto incrementa el niimero de modos
confinados en la primera banda. Si la energia del modo defecto disminuye, pasa hacer parte
de la banda dieléctrica, mientras que de la banda de aire surge un nuevo modo que toma su

lugar. Por lo tanto, para longitudes mucho mayores que L, la cantidad de modos combinados
dw
Bk
cero, y su energia disminuye a medida que el defecto crece. Esto implica, la posibilidad de

dentro de la primera banda aumenta considerablemente, cuya velocidad de grupo ( ) es

poder tener tantos modos coomo se desee dentro de una misma BFP, mientras la longitud

del defecto sea la adecuada.

Figura 4-3: EBF de CF-1D defectivo con espesor 2.5d para T’ = 0K y presiones de P = 0kbar
(linea negra), P = 30kbar (linea roja) y P = 70kbar (linea verde).



5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

La revision de algunos conceptos sobre estructuras periddicas como los cristales naturales,
permitieron el estudio en los CF's utilizando las propiedades de simetria que poseen dichos
sistemas, de modo que existe una analogia entre los cristales reales y los CFs, pues tienen

similitud en su formalismo matematico e interpretacion en algunos fenémenos épticos.

Mediante el método de expansion en ondas planas se calcula numéricamente la ecuaciéon
de valores propios para determinar la estructura de bandas foténica en un cristal fotonico

unidimensional.

El resultado de incluir un defecto es crear un estado permitido en el interior de la ban-
da de frecuencia prohibida, que posibilita la existencia de un modo localizado alrededor del
defecto. Sin embargo, el efecto de la presién hidrostatica y la temperatura en la constante
dieléctrica origina un corrimiento del modo localizado a altas y bajas frecuencias, respecti-

vamente.

Al aumentar el grosor del defecto hay un incremento de los modos en el interior de la

banda de frecuencia prohibida, mientras que el ancho de la misma permanece inalterado.
Los cristales foténicos son buenos candidatos para el desarrollo de dispositivos optoelectréni-

cos debido al gran control sobre la propagacion de la luz que brinda la periodicidad en su

funcién dieléctrica.

29
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5.2. Recomendaciones

Se recomienda extender el calculo de la estructura de bandas foténica en una estructura
bidimensional y tridimensional, con el fin de obtener bandas de fecuencias prohibidas para
la propagacién de ondas electromagnéticas en dos y tres direcciones, puesto que la mayor
parte de aplicaciones Opticas son posibles con estos sistemas debido a la apariciéon de bandas
prohibidas omnidireccionales. Igualmente, se recomienda abarcar estudios particulares con

el fin de obtener filtros con frecuencias especificas.



A. Ecuacion de Helmholtz para el Cam-
po Eléctrico (CF-1D)

Partiendo de la ecuacion de onda generalizada para el campo eléctrico:

L (6 XV X E(F)) - (5>2E(f) (A-1)

e(7) c

Desarrollando las operaciones vectoriales de la Ec. (A-1) en cooordenadas cartesianas, tal

que:

. 0 0 0
V x E(r) = (%ﬁ + a—y@ + &2) x (Ey2+ Eyg+ E.2)

_ (9E. OE,\ . (0E. OE, - O0E, OE, 5
B dy 9. )" ox 8. )Y ox dy

(A-2)
Aplicando el rotacional a la Ec. (A-2) obtenemos:
. [0 (0E, OFE 0 (0E, OFE.\]
E et _— _y — _33 - r _ _Z o
VXV x E(f) _Gy(ax 8y> (‘92(82 ﬁx)_x
[0 (0B 0N 0 (08 0B,
Oxr \ Ox dy 0z \ Oy 0z Y
N 0 (0B, OE.;\ 0 (0E. O0FE, 5
|0z \ 0z Ox 0z \ Oy 0z
(A-3)
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Sustituyendo la Ec. (A-3) en la Ec. (A-1) encontramos tres ecuaciones para cada una de las

componentes del campo E(7):

_82Ex B O?E, N 0?E, N 0*E,
oy? or?  Ox0dy 0x0z
0*E, 0°E, O0°E, O0O°E,

- - +
ox? 0z2  Oxdy  0Oyoz

0?E, O0*E, 0°E,

0°E,

Ox? Oy? * 0x0z

0yoz

(A-4)
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