UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA
GESTION SERVICIOS BIBLIOTECARIOS

CARTA DE AUTORIZACION

VERSION \— VIGENCIA

cODIGO AP-BIB-FO-06

Neiva, 29 de abril de 2019

Sefiores

CENTRO DE INFORMACION Y DOCUMENTACION
UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA

Ciudad

El (Los) suscrito(s):

Geraldyne Ule Duque, con C.C. No. 1.075.283.748,

autor(es) de la tesis y/o trabajo de grado titulado_Reactividad nuclear usando infinitos numeros de Bernoulli

presentado y aprobado en el afio 2019 como requisito para optar al titulo de Fisico;

Autorizo (amos) al CENTRO DE INFORMACION Y DOCUMENTACION de la Universidad Surcolombiana para
que con fines académicos, muestre al pais y el exterior la produccion intelectual de la Universidad Surcolombiana,
a través de la visibilidad de su contenido de la siguiente manera:

e Los usuarios puedan consultar el contenido de este trabajo de grado en los sitios web que administra la
Universidad, en bases de datos, repositorio digital, catalogos y en otros sitios web, redes y sistemas de
informacion nacionales e internacionales “open access” y en las redes de informacion con las cuales tenga
convenio la Institucion.

e Permita la consulta, la reproduccidn y préstamo a los usuarios interesados en el contenido de este trabajo,
para todos los usos que tengan finalidad académica, ya sea en formato Cd-Rom o digital desde internet,
intranet, etc., y en general para cualquier formato conocido o por conocer, dentro de los términos
establecidos en la Ley 23 de 1982, Ley 44 de 1993, Decision Andina 351 de 1993, Decreto 460 de 1995 y
demas normas generales sobre la materia.

e Contintio conservando los correspondientes derechos sin modificacion o restriccion alguna; puesto que de
acuerdo con la legislacién colombiana aplicable, el presente es un acuerdo juridico que en ningun caso
conlleva la enajenacion del derecho de autor y sus conexos.

De conformidad con lo establecido en el articulo 30 de la Ley 23 de 1982 y el articulo 11 de la Decisién Andina
351 de 1993, “Los derechos morales sobre el trabajo son propiedad de los autores” , los cuales son irrenunciables,
imprescriptibles, inembargables e inalienables.

EL AUTOR/ESTUDIANTE: Geraldyne Ule Duque

Firma:

6@(0\‘0@% Ole D).

Vigilada Mineducacion
La version vigente y controlada de este documento, solo podra ser consultada a través del sitio web Institucional www.usco.edu.co, link
Sistema Gestién de Calidad. La copia o impresion diferente a la publicada, sera considerada como documento no controlado y su uso
indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana.


http://www.usco.edu.co/

UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA
GESTION SERVICIOS BIBLIOTECARIOS
DESCRIPCION DE LA TESIS Y/O TRABAJOS DE GRADO
Ap-BB-FO-07 INEENN : EEEA 2014

fa

 liNet &

CODIGO |

TITULO COMPLETO DEL TRABAJO: Reactividad nuclear usando infinitos numeros de
Bernoulli

AUTOR O AUTORES:

Primero y Segundo Apellido Primero y Segundo Nombre

Ule Duque Geraldyne

DIRECTOR Y CODIRECTOR TESIS:

Primero y Segundo Apellido Primero y Segundo Nombre

Suescun Diaz Daniel

ASESOR (ES):

Primero y Segundo Apellido Primero y Segundo Nombre

Suescun Diaz Daniel

PARA OPTAR AL TITULO DE: Fisico
FACULTAD: Ciencias exactas y naturales

PROGRAMA O POSGRADO: Fisica

CIUDAD: Neiva ANO DE PRESENTACION: 2019 NUMERO DE PAGINAS: 84
TIPO DE ILUSTRACIONES (Marcar con una X):

Diagramas Fotografias Grabaciones en discos llustraciones en general__ X
Grabados Laminas Litografias Mapas Mdasica impresa Planos
Retratos Sin ilustraciones Tablas o Cuadros_X

SOFTWARE requerido y/o especializado para la lectura del documento: No

Vigilada mieducacion
La version vigente y controlada de este documento, solo podra ser consultada a través del sitio web Institucional www.usco.edu.co, link
Sistema Gestion de Calidad. La copia o impresion diferente a la publicada, sera considerada como documento no controlado y su uso
indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana.


http://www.usco.edu.co/

UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA
GESTION SERVICIOS BIBLIOTECARIOS
DESCRIPCION DE LA TESIS Y/O TRABAJOS DE GRADO
Ap-BB-FO-07 NG : EEEN 2014

MATERIAL ANEXO: Ninguno

PREMIO O DISTINCION (En caso de ser LAUREADAS o Meritoria): Ninguno

PALABRAS CLAVES EN ESPANOL E INGLES:

Espaiiol Inglés
1. Ecuacién inversa de la cinética puntual Inverse point kinetics equation
2. Euler-Maclaurin Euler-Maclaurin

3. Historico de la densidad de poblacion de neutrones Neutron population density hisotry
4. Reactividad Reactivity

5. Ndmeros de Bernoulli Bernoulli’'s numbers

RESUMEN DEL CONTENIDO: (M&ximo 250 palabras)

Este trabajo desarrolla una nueva estimacion basada en la férmula de Euler-Maclaurin, con
una aproximacion de infinitos nimeros de Bernoulli, para resolver numéricamente la integral
de la ecuacion inversa de la cinética puntual que aparece al desarrollar las ecuaciones que
modelan la dinamica de un reactor nuclear; esta integral. que es conocida como el histérico
de la densidad de poblacién de neutrones, proporciona todos los puntos de la densidad
nuclear de neutrones para poder calcular la reactividad en cualquier instante de tiempo dado.
Para validar los resultados, la reactividad es calculada para diferentes formas de densidad
de poblacién de neutrones con distintos pasos de tiempo y se compara con resultados
reportados en la literatura.

ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

This work develops a new estimation based on the Euler-Maclaurin formula, with the
approximation of infinite Bernoulli’'s numbers, to solve numerically the integral term in the
inverse point kinetic equation that appears when solving the equation that model the
dynamics of a nuclear reactor; this integral, that is known as the neutron population density
history, gives all the points of nuclear neutron density to calculate the reactivity at any given
time. To validate the results, the reactivity is calculated for different time step and it is
compared with others results in the literature.

Vigilada mieducacion
La version vigente y controlada de este documento, solo podra ser consultada a través del sitio web Institucional www.usco.edu.co, link
Sistema Gestion de Calidad. La copia o impresion diferente a la publicada, sera considerada como documento no controlado y su uso
indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana.


http://www.usco.edu.co/

UNIVERSIDAD SURCOLOMBIANA
GESTION SERVICIOS BIBLIOTECARIOS
DESCRIPCION DE LA TESIS Y/O TRABAJOS DE GRADO
Ap-BB-FO-07 INEENN : EEEA 2014

.
F %,
s &

%

o

CODIGO | PAGINA

APROBACION DE LA TESIS
Nombre Presidente Jurado: Ana Lilia Bernal Esteban

Firma:

Sl

Nombre Jurado: Diego Alejandro Rasero Caucil

Firma:

Diegu 4 Paneso ©.

Nombre Jurado: Carlos Cuellar Santanilla

Firma:

Vigilada mieducacion
La version vigente y controlada de este documento, solo podra ser consultada a través del sitio web Institucional www.usco.edu.co, link
Sistema Gestion de Calidad. La copia o impresion diferente a la publicada, sera considerada como documento no controlado y su uso
indebido no es de responsabilidad de la Universidad Surcolombiana.


http://www.usco.edu.co/

Universidad Surcolombiana
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

UNIVERSIDAD

SURCOLOMBIANA

Reactividad Nuclear Usando Infinitos Niimeros de Bernoulli

Trabajo de grado para optar al titulo profesional de fisica

Autor: Geraldyne Ule Duque

Director: Ph.D. Daniel Suectn Diaz

Neiva, Huila
25 de abril de 2019



DEDICATORIA

A mi familia

Quienes estuvieron presentes en todo el proceso de aprendizaje y fueron testigos de la
superacion de cada reto que se iba presentando a medida que iba avanzando en mi camino de
formacion.



AGRADECIMIENTO

A Dios por darme la vida y la fortaleza para seguir mi camino.

A mi director de tesis por depositar su confianza en mi al asignarme el tema aqui desarrollado,
por su enorme paciencia y por su guianza durante este proceso.

A mis compaiieros de asesoria de tesis por cada una de sus ideas para el desarrollo de este
trabajo.

A todos y cada uno de mis profesores por compartir su conocimiento.



INDICE

Resumen. . . . . . . . . . e
Abstract . . . . . . e
Introduccidn . . . . . . .
1. Fision Nuclear
I.1. Historia . . . . . . . e e e e e
1.2. Procesodefision . . . . . . . . .. ...
2. Marco Teérico
2.1. Ecuacién inversa de lacinéticapuntual . . . . . . . .. ..o oL L
2.2. Método de Euler-Maclaurin para calcular la reactividad . . . . . . .. ... ..
3. Expansion de la formula de Euler-Maclaurin para cinco nimeros de Bernoulli
3.1. Reactividad con el segundo nimero de Bernoulli . . . . ... ... ... ...
3.2. Reactividad con el tercer nimerode Bernoulli . . . . . . ... ... ... ...
3.3. Reactividad con el cuarto nimerode Bernoulli . . . . . .. ... ... .....
3.4. Reactividad con el quinto nimerode Bernoulli . . . . . .. ... ... .. ..
4. Reactividad con infinitos nimeros de Bernoulli
4.1. GeneralizaciOn . . . . . . ...
5. Resultados
5.1. Comparacion del método de generalizacién de los nimeros de Bernoulli con
Euler-Maclaurin y el quinto nimero de Bernoulli . . . . . . . ... ... ...
5.2. Otras comparaCiones . . . . . . . v o v v v v v e e e e e e
5.3. Otras formas de densidad de poblacion de neutrones . . . . . . . . .. ... ..
6. Conclusiones
Referencias
Anexos

A. Funcion generatriz de los nimeros de Bernoulli

B. Teorema del binomio para la reactividad

13
13
16

18
19
22
25
28

32
32

50

50
57
61

66

70

71

72

78



Indice de Tablas

2.1.

5.1
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.

5.10.
5.11.
5.12.
5.13.
5.14.
5.15.
5.16.
5.17.
5.18.
5.19.
5.20.
5.21.
5.22.
5.23.

Primeros nimeros de Bernoulli . . . . . . . . . . .. ... ...

Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(
Diferencia en reactividad para P(

t conw = 0.12353, ty = 300s

P conw = 0.00243, t; = 1000s . . . .
Pconw =0.01046y t; = 800s . . . .
wteonw = 0.02817y t; =600s . . . .
wt conw=0.12353ytf:3003 Cee
Peconw = 100847y t; = 100s . . . .

Peconw =11.6442y t; = 60s

vt conw = 0.00243 y t; = 1000s . . .
wtconw = 0.01046 y t; = 800s . . . .
Peconw =0.02817y ¢ty = 600s . . . .
conw:0.12353ytf:3003 Ce e
Peconw = 100847y t; = 150s . . . .

Peconw =11.6442y t; = 60s

=e" conw = 5280352y t; =10s . . . .
=c+dt*, t;=1000s. ... ... ...

=c+dt,ty=10s
= c+ cosh(kt) caso 1 ,t; =180 s
= ¢+ cosh(kt) caso 2 ,t; =180 s

= c+ sinh(kt) caso 1,t; =10.000 s . . .
= c+ sinh(kt) caso 2,t; = 10.000 s . . .
=c+ sin(kt)caso 1,t; =10s . . ...
=c+sin(kt)caso2,ty =10s . . . ..

=e¥
=e¥
=e¥
=e
=e
=e¥
=e"
=e" conw = 5280352y t; =10s . . . .
=e
=e
=e¥
=e¥
=e¥
=e¥



Indice de Figuras

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacion de
neutrones exponencial con w = 0.12353 sin hacerusodeleps. . . . . . .. ..
Grifica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacién de
neutrones exponencial con w = 11.6442 sin hacerusodeleps. . . . .. .. ..
Griafica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacion de
neutrones exponencial con w = 52.80352 sin hacerusodeleps. . . . . . . . ..
Grifica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacién de
neutrones exponencial con w = 52.80352 sin hacerusodeleps. . . . . . . . ..
Grifica de reactividad en pcm para una forma de densidad de neutrones de la
forma c + dt3 sin hacerusodeleps. . . . . ... ... ... ... ... ...
Graéfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de neutrones seno-
soidal sin hacerusodeleps.. . . . . . . . . ... ... oo



Resumen

Este trabajo desarrolla una nueva estimacion basada en la féormula de Euler-Maclaurin, con
una aproximacion de infinitos nimeros de Bernoulli, para resolver numéricamente la integral de
la ecuacion inversa de la cinética puntual que aparece al desarrollar las ecuaciones que modelan
la dindmica de un reactor; esta integral, que es conocida como el histérico de la densidad de
poblacién de neutrones, proporciona todos los puntos de la densidad nuclear de neutrones para
poder calcular la reactividad en cualquier instante de tiempo dado. Para validar los resultados, la
reactividad es calculada para diferentes formas de densidad nuclear de neutrones con distintos

pasos de tiempo y se compara con resultados reportados en la literatura.



Abstract

This work develop a new estimation based on the Euler-Maclaurin formula, with the apro-
ximation in infinite Bernoulli’s numbers, to solve numerically the integral term in the inverse
point kinetic equation that appears at the time to solve the the equation that model the dymanics
of a nuclear reactor; this integral, that is known as the neutron population density history, gives
all the points of nuclear neutron density to calculate the reactivity at any given time. To validate
the results, the reactivity is calculate for different nuclear neutron density forms with different

time step and it is compared with others results in the literature.



Introduccion

Desde que se crearon las primeras centrales nucleares, la explotacion de la energia que se
libera del proceso de la fision del ndcleo de un 4tomo para generar energia ha ido en ascen-
so. En los ultimos tiempos se ha desarrollado una era en la que la humanidad busca energias
alternativas para combatir el impacto ambiental que dejan las centrales hidroelectricas; entre
las opciones se encuentra la energia nuclear, que lejos de ser un peligro, es una alternativa de

obtencion de energia limpia.

La fisica de reactores nucleares estudia la reaccién en cadena que se lleva a cabo en el
nucleo de un reactor nuclear que depende del transporte y la interaccidon con la materia de
los neutrones de fision. Esta fisica determina el comportamiento dependiente del tiempo de la
distribucién de neutrones y el cambio en el tiempo de la composicion del material fisionable
debido a las interacciones neutrénicas [1]. Debido que la reactividad es uno de los valores més
importantes de un reactor nuclear y a su vez estd directamente relacionada con el control del
nucleo del reactor, se han propuesto diferentes formas para determinar la reactividad y fuentes
de neutrones, disefiando experimentos a través de simulaciones numéricas, teniendo en cuenta
la potencia para condiciones sub-criticas o de baja densidad de neutrones en la ecuacion inversa

de la cinética puntual [2,3].



Los trabajos en el cédlculo de la reactividad en reactores nucleares estdn basados en la discre-
tizacion del término integral que aparece en la ecuacidn inversa de la cinética puntual conocida
como el histérico de la densidad de pobalcion de neutrones; una investigacion realizada en el
2007 propone un método para calcular la reactividad sin la dependencia del histérico de la
densidad de poblacién de neutrones [4], en esa propuesta se usa la reactividad dnicamente en
derivadas de la densidad de poblacion de neutrones. Posteriormente se propuso un método usan-
do la version discreta de la transformada de Laplace [5] que se implementd en una forma no
recursiva lo cual es conocido como filtro FIR. Por otro lado se propuso un método de varios pa-
sos para resolver el problema de la ecuacion inversa de la cinética puntual utilizando el método
polinomial de Lagrange [6] con una precisién de O(h™) y que evita la necesidad del histdrico
de la densidad nuclear de neutrones pero con un alto costo computacional para obtener mejores
resultados. Se desarrollé otro método basado en la formula de Euler-Maclaurin [7] usando co-
mo aproximacion el primer nimero de Bernoulli, esto incrementa la exactitud del célculo de la
reactividad en comparacion con otros métodos que requieren el historico de la densidad nuclear

de neutrones.

Otro filtro conocido como Savitzky-Golay se aplicé con un intervalo de tiempo de hasta
T = 0.01 s el cual permite la reduccion de las fluctuaciones de la reactividad que son encontra-
das en la sefial de densidad nuclear de neutrones [8]; también se propuso un método que evalua
el efecto de considerar la variacion del tiempo en una corriente de densidad de neutrones en el

calculo de la reactividad [9].

En otro trbajo, se considera de nuevo el filtro de Savitzky-Golay, pero esta vez se combin6
con el predictor-corrector generalizado de Adams-Bashforth-Moulton [10] de cuarto orden con
modificadores en el predictor para la solucién numérica de las ecuaciones de la cinética puntual
sin necesitar el histérico de la potencia nuclear y asi dar més precision en la reduccion de dichas
fluctuaciones. En otros trabajos se resolvieron las ecuaciones de la cinética puntual basadas en

la aproximacion de la ecuacion del telegrafo [11,12].



El monitoreo de reactividad on-line juega un papel importante en los andlisis de operacion
y seguridad de los reactores de fision; el método inverso de la cinética, que se basa en un mo-
delo de cinética puntual, es el método mas utilizado para la reconstruccién de reactividad de
reactores PWR (Power Water Reactor) criticos, sin embargo, este método rara vez se aplica a
la reconstruccidn de la reactividad de reactores subcriticos; debido a lo anterior, se realizé un
estudio que utiliz6 el método inverso de la cinética para la reconstruccion de la reactividad de

un reactor en diferentes estados de reactividad inicial [13].

Un nuevo formalismo se presentd para resolver la ecuacién inversa de la cinética puntual
con seis grupos de precursores de neutrones retardados usando la onda Haar y la estimacion
del coeficiente de reactividad de retroalimentacion [14]; 1a onda Haar transforma las ecuaciones
de la cinética puntual en un conjunto de ecuaciones lineales que se pueden resolver facilmente
ayudando a obtener la reactividad para una potencia transitoria e igualmente se puede estimar
la reactividad de retroalimentacion y el coeficiente de temperatura de reactividad implicados en

la potencia transitoria.

Recientemente se publicé un método que utiliza la formulacién matricial [15] para calcular
la reactividad el cual reduce el costo computacional al evitar el cdlculo numérico de los valores

propios, vectores propios o la inversion de una matriz.



Capitulo 1

Fision Nuclear

1.1. Historia

Todo empez6 en el afio 400 A.C cuando el pensador griego Democrito dijo que las cosas
existentes estaban hechas de dtomos (del griego sin division), definiendo el &tomo como un
constituyente bésico de la materia; esto fue algo que hizo eco en los rincones del mundo anti-

guo pero fue una idea que pasaria al olvido rapidamente.

En 1807, el quimico John Dalton retoma la idea del &tomo proponiendo su famosa ley de

las proporciones quimicas:

C+0—CO (1.1)

donde C es el elemento Carbono con 4g y O el elemento Oxigeno con 4¢g, dando como resultado
7g de CO que es monoxido de carbono. Dalton a su vez enuncié que “los dtomos tienen dife-
rentes tamafios segtin donde estén contenidos” pero continua con el concepto de indivisibilidad
del atomo agregando que estos ademds eran macizos.

Luego de aproximadamente noventa afios (1897), en el laboratorio Cavendish de la univer-
sidad de Cambridge, se llevé a cabo un experimento con rayos catédicos producidos en tubos

de Crookes por parte del fisico John Thompson; gracias a este experimento, se pudo comprobar



la existencia del electron como particula que fue teorizado por el fisico irlandés George Stoney,

este descubrimiento rompe con la idea de la indivisibilidad del 4tomo.

Un afio antes, en 1896, el fisico francés Henri Becquerel, quien estudiaba los fenémenos de
fosforescencia, descubre accidentalmente la radiactividad natural al experimentar con sales de
Uranio, aunque, el nombre de radiactividad se lo dio Marie Curie afios més tarde, Becquerel

figura como el descubridor oficial.

Thompson, en 1904, se dio a la tarea de crear un modelo atdmico que diera explicacion de
los electrones que habia descubierto, es asi, como en 1904 plantea el primer modelo atémico
el cual llamo pudin de pasas. En este modelo se propone que el &tomo es macizo y no denso,

cuyos electrones estan incrustados en un nucleo positivo manteniendo asi el 4&tomo neutro.

Es asi como inicia una era de experimentos en el campo de la fisica nuclear dando lugar
a descubrimientos importantes tales como: los neutrones que fueron descubiertos por James
Chadwick, las particulas «, 5y 7 descubiertas por Ernest Rutherford y la fisién nuclear por la

fisica austriaca Lise Meitner y los radio quimicos Alemanes Otto Hahn y Strassman.

1.2. Proceso de fision

En un principio los neutrones que estdn listos para causar fisiéon son los neutrones lentos,
tambien llamados neutrones térmicos, los cuales estan en un rango de energia pequefia (0.025
eV - 1 eV). Estos neutrones térmicos, que son generados por una fuente, son los que bombar-

dean el material fisionable para dar inicio a la fisién nuclear.

Durante la fisién aparecen cuatro tipos de procesos importantes para la fisica nuclear los
cuales son: emision de particulas alpha («), emision de particulas beta (3), emisién de positrén

y la emision de particulas gamma ().
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e Emision de particula o
En la emision de particulas «, la reaccion lleva al decaimiento en dos unidades del elemento

radiactivo original expulsando una particula alpha:

B8 24 Th 44 He (1.2)

e Emision de particula 3
La emision de particula § origina un cambio espontdneo de un neutrén contenido en el
nicleo por un protén y un electrén donde el electrén es la llamada particula 3. Este proceso

lleva al incremento en una unidad en el nimero de protones del elemento radiactivo:

=P+ B+ T (1.3)

Donde el dltimo término representa una antiparticula (antineutrino).

e Emision de particula v
Este proceso se da inmediatemente después de una emision de particulas o o de particulas

B donde la particula v se emite en forma la radiacién de un protén altamente energético.

e Emisi6n de positron 57

En la emision de positron, un proton que estd ubicado en el nucleo se transforma en un
neutron y, aunque este tipo de interaccion tiene menos probabilidades de darse, en este proceso
se emitird un positron que es una particula con la misma masa del electrén pero con carga

contraria a la del electron.

p—=on+ BT+, (1.4)

Donde el ultimo término representa una particula (neutrino).

11



En el proceso de fision se liberan grandes cantidades de energia, aproximadamente 200
MeV, los cuales se distribuyen de la siguiente manera: 165 MeV se llevan los productos de fi-

sién, 5 MeV para los electrones, 8 MeV se llevan los neutrones y de 10 a 20 MeV los neutrinos.

La produccién de energia nuclear se lleva a cabo en un reactor nuclear a partir de una reac-
cién en cadena de materiales pesados como el uranio, comunmente llamado uranio natural. Este
uranio es enriquecido al 2 % para obtener su isétopo (33°U) que es el utilizado en los reactores

nucleares como combustible debido a sus propiedades fisionables.

Los reactores nucleares permiten producir, mantener y controlar la fisién nuclear por medio
del control de la poblacidn de neutrones que se libera de las reacciones en cadena; esto se da
por medio de la barras de control que estan hechas de carburo de boro o de aleaciones de plata,
indio o cadmio que son elementos absorventes de neutrones.

Para poder llevar a cabo la fision, se debe aplicar al 23°U una energia de activacion de 6.2
MeV, la cual se produce al bombardear el elemento con fotones, permite al elemento superar
235

2

una barrera de potencial de 247 MeV, y debido a que la energia que necesita el §;°U para causar

fision es de 6.54 MeV, es posible causar la fisién de su nicleo.

Cuando se da la fisién nuclear, el nimero de neutrones que se producen es de aproxima-
damente 2.45, estos neutrones son llamados neutrones instantaneos o de fisién, mientras que
el nimero promedio de neutrones retardados es de 0.02; estos neutrones retardados son los

encargados que la reaccidn en cadena continue al golpear los productos de fision originales.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Ecuacion inversa de la cinética puntual

Las ecuaciones que modelan la dindmica de un reactor nuclear son llamadas ecuaciones de

la cinética puntual, las cuales pueden ser obtenidas de la ecuacién de difusion de neutrones [1],

describen la evolucion en el tiempo de la distribucion de neutrones y la concentracién de pre-

cursores de neutrones retardados donde la reactividad es un parametro dependiente del tiempo.

dC;(t g
Cilt) _ Bi py — ncut)
dt
Con condiciones iniciales :
Bi
Cz(t = 0) = A)\ o

13
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Donde C; es la concentracién del ¢ — esimo grupo de precursores de neutrones retardados,
P(t) es la poblacion de neutrones, p(t) es la reactividad, A es el tiempo de generacion de neu-
trones, (3 es la fraccidn total efectiva de neutrones retardados y A; es la constante de decaimiento

del ¢ — esimo grupo de precursores de neutrones retardados.

Es posible escribir la ecuacion (2.2) de la siguiente forma:

dGit) o 2 Bi
20 ncule) = S 2.5)

Resolviendo (2.5) por factor integrante, haciendo e/ 904 — ¢J Xidt ge tiene:

eAﬂg%%?Q—keAﬂAxk(ﬂ:=6A”§%FTQ (2.6)

Resolviendo la ecuacidn (2.6) se encuentra una expresion para la concentracion de

precursores:

t /
Q@:K[A %+Ad*ﬁ—UHmM] 2.7)

o) = 4 — 220 A) > ACi0 2.8)

14



Remplazando la ecuacion (2.7) en la ecuacién (2.8) se obtiene:

A

- ap(t) _ (F) - At RN : =i (t=t") P 34!
p(t)—6+P(t) 7 —P(t);@-e A _W;/o XNifie NN Pdr (2.9)

La ecuacidn (2.9) representa la ecuacion inversa de la cinética puntual y es la base funda-
mental para la construccion de medidores de reactividad digital en tiempo real; esta ecuacion
no se usa directamente en el célculo de la reactividad debido a que presenta dificultades para

hacer mediciones en tiempo real.
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2.2. Meétodo de Euler-Maclaurin para calcular la reactividad

Para resolver la integral que aparece en la ecuacion (2.9) se utiliza la férmula de Euler-

Maclaurin [7]:

3 Fll = /0 P — SF(0)+ Flal) + S [FOf] — FO[0]

1 3 3 5 5 (2.10)
A O] - PO 4 L (PO - PO
- mm” [n] — FOL]] + ... + (—1)?1%[1?(2“)[71] — F=D[0]]

Donde B, son los niimeros de Bernoulli, los cuales se presentan en la Tabla 2.1.

B, =1/6 | Bs=5/66 By = 43 867/798

Bs = 1/30 | Bg = 691/2730 | By = 174 611/330

By =1/42 | B; = 7/6 By, =854 513/138

B, =1/30 | Bs =3 617/510 | By, = 236 364 091,/2730

Tabla 2.1: Primeros nimeros de Bernoulli

Remplazando algunos nimeros de Bernoulli de la Tabla 2.1 en el dltimo término de la

ecuacion (2.10), es posible escribirla de la siguiente forma:

Bp
(2p)!

[F@r=Y[p)— FE=Y[0]] (2.11)

L / R LF0) - Fln))+ 3 (-1

Despejando la integral en la ecuacion (2.11) se tiene:

[ Py = X i SFO+ F) - Y (-1 Sl = P 12)
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Donde,

Analizando para caso en el que p = 1, la ecuacién (2.12) se puede escribir como:

| e =€) P (e = 3 il = mlPlor) = 5{hlol PO] + hi0] o]

(2.14)
1
= o3 01P ] + 1a[0] P[] — 17 0] P(0] — hi[n] PO (0]
Donde,
F(t') = hi(t —t)P(t")
Para pasar del tiempo continuo al tiempo discreto de utiliza:
t=nT
donde 7" es el Time Step o Tamafio de Paso.
Luego, la reactividad es descrita como:
POt (R §
t)=B+A — el
P =B+ A5y = By ;Be
T 6 n
_ % ; 2 hiln — m]P[m] — =[h;[n] P[0] + h;[0] P[n]] (2.17)
L r > [h“)[o]P[n] + hi0]PDO[n] — bV [n] P[0] — h-[n]P(l)[O]}
12P(t) ’ '

(2.13)

(2.15)

(2.16)

Donde los primeros cuatro términos del lado derecho son pertenecientes al filtro Finite Im-

pulse Response -filtro FIR- [6] los cuales fueron encontrados utilizando la transformada Z. El

término (F,) es el promedio de la densidad de poblacién de neutrones que existe inicialmente

y , el exponente en el término 7 se encuentra empleando la funcién generatriz de los nimeros

de Bernoulli (Anexo A).
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Capitulo 3

Expansion de la formula de
Euler-Maclaurin para cinco nameros de

Bernoulli

En este capitulo se realizan los célculos de la reactividad para distintos valores de p, que
para este trabajo se hace hasta p = 5, con el fin de encontrar un comportamiento repetitivo
que permita deducir una férmula para la reactividad que contenga en ella varios nimeros de

Bernoulli.

En las siguientes subsecciones se calcula la reactividad siguiendo el mismo razonamiento
que se hizo anteriormente en la publicaciéon de Euler-Maclaurin [7]. Encontrando expresiones
en términos de las derivadas de la densidad de poblacién de neutrones P(t) y de las derivadas

de la respuesta del sistema a una funcién de impulso £/;.
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3.1. Reactividad con el segundo namero de Bernoulli
De la ecuacion (2.12), haciendo p = 2 se tiene:

/On F(t')dt' = F[m]+%[F[O]+F[n]]—%[F(”[n]—F(l)[O]]+%[F(3) [n]—F®[0] 3.1)

Es posible simplificar el integrando de la ecuacion (2.9) haciendo la siguiente sustitucion:

hi(t —t') = Nifie ™ 3.2)

La ecuacion (3.2) representa la respuesta continua del sistema a una funcién de impulso
unitario [5], con el producto de esta respuesta del sistema y la densidad de la poblacién de neu-
trones en el integrando de la ecuacion (2.9) se puede obtener una version discreta simplificada
de la siguiente forma:

Fm] = hi[n — m|P[m)| (3.3)

Es posible escribir la version continua de la ecuacion (3.3) de la forma:

F(t') = hi(t —t')P(t") (3.4)

Como el término con el segundo nimero de Bernoulli requiere de tercera derivada, se deriva

tres veces la ecuacion (3.3) teniendo:

FOum] = 8 — m|Plm] + 3 <h§2> n— m]P<1>[m])
(3.5)
+3@@m—mP®mD+mm—mﬂ%m
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Usando la ecuacion (3.3) es posible obtener:

Remplazando la ecuacion (3.6) en la ecuacion (3.5) se tiene:

FO ] = nP0]Pln] + 3 (P01 ] ) +3 (A" 0] PE[]) + hifo] PO

i

Ahora, remplazando la ecuacién (3.7) en la ecuacién (3.5) se obtiene:

FO] = h[n] P0] + 3 (h§2> [n]P(l)[O]) +3 (h“)[n]P@) [0]) + hi[n] PO0]

i

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9

De este modo, es posible reescribir las derivadas del dltimo término de la ecuacién (3.1) de

la forma:

PP 101P[] + 3 (A0 PO[R]) + 3 (V0] P ]

+h;[0]P®)[n]

3 [n] — F® (0] =

Ahora, remplazando el segundo nimero de Bernoulli de la Tabla 2.1, se tiene:

By 1

4720

20

- > (3.10)

(3.11)



Remplazando la ecuacion (3.6) y la ecuacion (3.7) junto con la ecuacion (3.10) en la ecua-

cién (3.1) se tiene:

/0 " bt — )Pt — Z_: hiln — m] P[m] + %[hi[n]P[O] + (0] P[]

1
12

Remplazando la ecuacién (3.12) en la ecuacion (2.9) se obtiene una version discreta de la

reactividad de la forma:

6

pln] =B+ %P(I) [n] — % Zﬂie—)\mT
- % D |2 hiln = mlPlm] = S{haln} P(0] + hi[0] P[]

(3.13)

La ecuacion (3.13) representa la reactividad con dos ndmeros de Bernoulli.
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3.2. Reactividad con el tercer numero de Bernoulli

De la ecuacion (2.12), haciendo p = 3, entonces se tiene:

[ Rt = Y Pl + 51700+ Pl - SHFO ) - FOp]
0 m=1 ' (314)
+ 2 [FO] — FOO)] - ZFO] - FO]

Como el término con el tercer nimero de Bernoulli requiere de quinta derivada, se deriva

cinco veces la ecuacién (3.3) teniendo:

FOm] = & [n — m)Pm] + 5 (a1 — m}PD[m]) +10 (b [0 — m] PO m)) s
15)

410 (h§2> [n — m]P® [m]) +5 (h§1>[n — m]P® [m]) + hi[n — m]PO[m]

Remplazando la ecuacion (3.6) en la ecuacion (3.15) se puede mostrar que:

FO] = h70Pln] +5 (V0] [n]) + 10 (n 0] P2} )
(3.16)

+10 (P[] PO [n]) +5 (AP [0} PD[n] ) + a0} PO ]
Asi mismo, remplazando la ecuacién (3.7) en la ecuacién (3.15) se obtiene:

FO] = hDn] P[] + 5 <h§4> [n]P<1>[0]) 410 <h§3> (] P [0])
(3.17)

De este modo, es posible rescribir las derivadas del dltimo término de la ecuacién (3.14) de

la forma:
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W 0)Pln] + 5 (AP 0] PO ]) 10 (0P >[n]) _
G)] — PO —
e [Ho( [n) ( 0] P [n])+h O] .
| +5(h§4 [n]PO[0 ])+1o GRIDIEEI) |
+10 (h(2 [0) +5( 0]) + hiln] PO[0]

Ahora, remplazando el tercer nimero de Bernoulli de la Tabla 2.1, se tiene:

B3 1
= — 1
6! 30240 (3.19)

Remplazando la ecuacion (3.6) y la ecuacion (3.7) junto con las ecuaciones (3.18 - 3.19) en

la ecuacién (3.14) se tiene:

(3.20)

] | )
30240y P ] Plo] - 5 (n? [n]P<1>[0]) =10 (nVn] O]
|10 (+h§2> 0] P® [0]) _5 (h§1>[n]P<4> [0]) — h[n] PO0] |
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Remplazando la ecuacion (3.20) en la ecuacion (2.9) se tiene una version discreta de la

reactividad de la forma:

pln] = B+ %P(l)[n] - fj{?} Z Bie= T
- % ; 2 hiln —m]P[m] — %[hi{n]P[O] + ;[0 P[n]]

P01 P[n] + 3[A7[0]PD ()] + 3[1{" 0] PP [n]

——31—23 +h;[0]P® [n] — BV [n] P[0] — 3[h{ [n] PO0]]
~3[n" [n] P@[0]] — hy[n] PO[0]

(3.21)

[ 1O 01 P[] + 5P 0] PO )] + 10 [0] PO ]

76 5| +10[h?[0]P®) [n]] + 5[AV[0]PD[n]] + hs[0]PO[n]
+:~30240P[7~L]; e

%

[n]P(0] = 5[1;" [n] PO[0]] = 10[ [n] P2[0]]

| 1002 [ PO 0] - 5[ (] PO[O] — k] PO [0]

La ecuacioén (3.21) representa la reactividad con tres ndmeros de Bernoulli.
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3.3. Reactividad con el cuarto numero de Bernoulli

De la ecuacion (2.12), haciendo p = 4, entonces se tiene:

/n F(tdt' = X_: F[m] + %[F[O] Fn]] - 2—'1[F(1)[n] F(l)[O]]
O - (3.22)
+ 2] = FO] - Z2FOla] - POl + ZHFO ] — FOfo]

Como el término con el cuarto nimero de Bernoulli requiere de séptima derivada, se deriva

siete veces la ecuacion (3.3) teniendo:

ﬂmm:hpm—mmm+7@@m—mpmmg+m@ﬁm—mw®mm
+35 (h§4> [n — m] P® [m]) +35 (h?’ [n — m] PW [m]> 421 <h§2> [n — m] P® [m]> (3.23)

+7 (hgl)[n — m]P© [m]) + hiln — m] PO [m]

Remplazando la ecuacion (3.6) en la ecuacion (3.23) se puede mostrar que:

FOln] = hP[0]Pln] + 7 (h§6> [0]P<1>[n]) 121 (h§5> 0] P [n])
+35 (h§4) 0] P [n]) +35 (h§3) 0] P [n]) 121 <h§2> 0] P©) [n]) (3.24)

+7 (h§1>[o]P<6> m) + h[0] P71

Asi mismo, remplazando la ecuacién (3.7) en la ecuacién (3.23) se tiene:

FO] = h O P[] + 7 (h§.6> (n] PO [o]) 421 (h§.5> 0] P [o])
+35 (B[ PO[0]) +35 (b [a] PO(0]) + 21 (K[ PO0]) - (3:25)

+7 (h§1>[n]P<6> [0]) + hy[n] PO[0]
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De este modo, es posible escribir las derivadas del dltimo término de la ecuacion (3.22) de

la forma:

FO ]l FO[g] = lhl@ [0]P[n] +7 <h(6 )n]) + 21 <h(5) > + 35 <+h§.4) (0] P®) [n]> ]

]
+35 BV 0)PW[n]) +21 (hﬁ” 0[P n]) +7 <h§1>[0]P<6> [n]) -+ haf0] PO

R[] P[0] + 7 <h§.6) [n]P<1>[0]) 421 <h§5 0] P [0]) +35 <h§4 0] P®) [0]) 520
+35 (h§3> (0] P [0]) 421 (hﬁ?) (0] P® [0]) +7 (hg”[n]P@ [0]) PO

Ahora, remplazando el cuarto nimero de Bernoulli de la Tabla 2.1 se tiene:

By 1
e 3.27
8! 1209600 (3-27)

Remplazando la ecuacién (3.6) y la ecuacion (3.7) junto con las ecuaciones (3.26 - 3.27) en

la ecuacion (3.22) se obtiene:

| e = €)P()a = S hfn = m)Ppn] = {0l PL0] + Ai0]Pla]

_E[

12
" T4 [h§3) [0]P[n] + 3 (hl(?) [O]P(l)[n]> +3 (h(l)[O]P(Q) [n]> + hi[O]P(g) In]
720 _hz(?’) [n] P[0] — 3 <h@) [n]P(l)[0]> _3 (hz(l)[ ]P(Z) [0]> . hi[n]P(?’) 0]

A 101PIn] + 0] PO = P[] PI0] — haln] PO[0]

(2 (3

6

gl
%( [www) [MW<>%@MPM—5@@MH%®

30240 [
10 ( ) ( 2 ) — 5 (hV[01P® [n}) — W[0]PO)n]
[ W70} P(n] + 7 (B0 ) +21 (hP[0]P (n)) + 35 (1[0} P 1]
(
* 1209600 )1 P2 [OD .

T | 435 <h(3) 0] PW [n]) 121 <h<2> [0] P©) [n}) +7 (h§”[0]P<6> n)) + By [0]PDn]
h{® P<1>[0) 21
o) - 1o

-7
)

( 40]
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Remplazando la ecuacion (3.28) en la ecuacidn (2.9), se obtiene una version discreta de la

reactividad de la forma:

T i) W0 P[n] + 3[A7 [0]PD[n]] + 3[RV [0] PO [n]] + hi0] PO[n]
~hP[n] P[0] — 3[h [n] PO[0]] — 3[h{V [n] PP[0]] — hi[n] PP0)

W [0 P[n] + 5[A 7 0] PO [n]] + 10[a{ [0} PP [n]] + 10[h? [0]PE)[n]
+ 5o |+ PO + hif0}POn] — b [0]Pln] — 5[k [0] P ]
T —10® 0] PO )] — 102 [0 PO ] — 5[4V 0)PD ] — hi[0] P[]

[ 1O (01P[] + 7RO [0LPD ] + 21[hP[0] PO [n]] + 35[+ k0 [0] P ] |

1PO[R]] + T [0LPO 1] + haf0] PO ]
0] — 21[h® [n] P [0]] - 35[hY [n] PO[0]
nlPO0]] — 7[hV [n] PO[0]] — hyfn) PO0]

78 6 | +35[P[0]P@D[n]] + 21[P[0

d
B 1209600 P[n| zzl —h§7) [n] P[0] — 7[ [ ]p(l)[
[

| —35[h" [n] PO[0] — 21[n?
(3.29)

La ecuacién (3.29) describe la reactividad con cuatro nimeros de Bernoulli.

27



3.4. Reactividad con el quinto niimero de Bernoulli

De la ecuacion (2.12) haciendo p = 5, se tiene:

+ %[F@)[ | — FO[0]] %[F(B) [n] — FO[0] + %[F(n n] — FO[0] (3.30)
Bs . .
= 1o F ] = FO0]]

Como el término con el quinto nimero de Bernoulli requiere de novena derivada, se deriva

nueve veces la ecuacion (3.3) teniendo:

FOm] = b n — m]Pm] + 9 ([ — m] PV m]) + 36 (170 — m] P[]

484 (h§6> n — m] P® [m]) 4126 (h§5> n — m] PW [m])

(3.31)
+126 (hg‘*) [ — m]P®) [m]) + 84 (AP [n — m]P©® [m])
+36 (h§2> (n — m] P [m]) +9 <h§1>[n — m]P® [m]) + hiln — m]Pm)]
Remplazando la ecuacion (3.6) en la ecuacion (3.31) se obtiene:
FO ] = hP[0]P[n] + 9 (h¥ 10}V [n]) + 36 (17 [0}P2 5]
+84 (h§6> 0] P [n]) +126 (h§5>[o]P<4> [n]) 4126 (hg‘” 0] P®) [n]) (3.32)

st (210) 2 (7070) 5 (570 1) 0
Asi mismo, remplazando la ecuacion (3.7) en la ecuacidn (3.31) es posible obtener:
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FO0) = n”[m]Pl0] + 9 (n® [ PY10]) + 36 (5 [n] P[0])

+ 84 (hO[n) PP0])

+ 84 (n[n] PO[0])

+126 <h§5) 0] P [0]) 1126 (h§4> (0] P® [0]> (3.33)

+36 (n® [0 PO10]) +9 (A [0 PO[0]) + haln] PO[0)

De este modo, es posible escribir las derivadas del dltino término de la ecuacién (3.30) de

la forma:

F© [n] — 7O [0] =

h9 ] P[0

+84 (th> 0] P®

+84 (hﬁ?’) [n] P(6

L 0] P[] + 9 <h§8> 0] PO [n]) 436 (h§7> 0] P@ [n})
+84 (th> 0]P® [n]) +126 (h§5> 0] P [n]> +126 (h§4> 0]PO)[n
+84 (hg?’) 0] P© [n]) +36 (h§2> 0] P [n]) +9 (hg” 0] P® [n])
0] PO [n]
149 (A PO]) + 36 (A7 ] P [ ])
0]) +126 (7 [a] PO[O]) + 12
>[0}) + 36 (h§2>[n]P >[0]) +9

+h;[n] PO)0]

Ahora, remplazando el quinto nimero de Bernoulli de la Tabla 2.1, se tiene:

Bs 1

- 3
10! 47900160 (

)

(3.34)

.35)

Remplazando la ecuaicén (3.6) y la ecuacion (3.7) junto con la ecuacion (3.34 - 3.35) en la

ecuacion (3.30) se tiene:
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1| A201PI] + 3 (hP[0]PO[R)) + 3 (AV[0]PO[n]) + hilo] PO[n]
P[] P[] - 3 (b [n]Pﬂ)[O]) =3 (AP PA(0])  hiln] PO[0]
[ 1010Pln] + 5 (h[0]PO[R)) + 10 (AP0} PPn]) |
1 |+ (P 101POm)) +5 (h(l) 0)PO[]) + b P<5>[n
0N hP10Pln] - 5 (A 0/PV ] ) = 10 (A0} P )

(

)
10 (h0]P@ [ J)—5(h§>[0JP n)) - []P“)[n]

AP O1P[] + 7 (RO0] PO n]) + 21 (R [0] PR [n])
+35 (h(4 01P®[n]) +35 (AP 0] PO ) +21 <h(2 0P [n])
1 ( 0] PO 1] ) + R0 P[] — K7 [n] P[]
0900 7 (nO ) P[0]) — 21 (AP} [0) (h§4) [n]PO[0])
35 <h§.3> 0] P@ [0]) ~ 921 (h§2> 0] P©) [o]) —7 (h§1>[n]P<6> [o])

—h;[n] PD[0]

(3.36)
_l’_

L0 Pln] + 9 (h§8> 0] PO [n]) + 36 (h§7> 0] P [n])
+84 (n®[0] P [n]) +126 (h(5) 01PO[]) +126 (b 0] POn))
+84 (h(?’)[ 1P [n]> +36( [0] P n]> +9 (h [0]P<8>[n])

g
1 ]~ Wl P W] POO])
1

47900160 H [ (
(h”) o]) (h(6) ])— 26 (h§5)[n]P(4)[O]>
126( ) PO0]) - ( 'l PO0]) - 36 (1 [n] PO[0])
9 <h i ) [ PO0]

PO

Remplazando la ecuacion (3.36) en la ecuacion (2.9) se tiene:
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pln] =B+ P/[\n] PO Zﬂ et
I 6 h 1 h;n|P P
f%ﬁ%?%% n— — 5] PLO] + Rf01 Pl
+1£%ﬂz;h9MP[LHMmP[M—hPMMWLJMumM}
T4 53 W10 P[n] + 3[07 (0] PO [n]] + 3[RV [0] P [n]] + hi0] P[]
~ T20PI] S O plo] — B[ (0] PO[0]] — 36D ] PO[O]] — o[ P[0
[ KO [0)P] + 5[AP 0] PO ] + 10(P 0] PO 0] |
LT ﬁi-um [0]P®[n]] + 5[hV[0] PO [n]] + Ay [0] PO ]
S020PLn] 1 1P (0] Pln] — 5[ 0] PO ] — 10[7 0] P[]
| —10[n{[0]P®)[n]] — 5[ [0] PO [n]] — hi[0] PO [n]
0] Pn] + 7[h{¥[0] PO ] + 21[h [0 PP [n]
+35[hy" [0 P®) []]%—35U#3WOIP‘)[]]4—21[h (0P [n]]
T8 6
‘iﬂ@ﬁ&%qg;—meMPwmn+hMP [n] = B[] P[0] = 71 [n] P[]
—aHMWMPwmn—3ah[]P@[n 35[h\") [n] P™[0]
—21[h{? [ PO[0]] — 7[R [n] PO 0] — hi[n]PD[0]
h 0] P[n] + 9[ALY [0 PO ] + 36[1" [0] PP [n]
+84[19[0]P®) [n]] + 126[n7 (0] P@[n]] + 126[L\V[0] PO [n]]
+84[hP 0] PO [n]] + 36[nL [0] PD[n]] + 9" [0] PO [n]
TlO 6
" 000160 [n] 2 +1{0)PO[n] = 1y [n] PI0] = 91, [n] P [0]
—36[1{" [n] P®|[0]] — 84[1” [n] PO[0]] — 126[1{") [n] PW 0]
~126[h{ [n] PO[0]] — 84[h [n] PO[0]] — 36[1(*) [n] PD[0]
—9[n" [n] PO[0]] — hy[n] PO[0]

La ecuacién (3.37) representa la reactividad con cinco nimeros de Bernoulli
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Capitulo 4

Reactividad con infinitos naumeros de

Bernoulli

En esta seccion se busca generalizar las ecuaciones de la reactividad (2.17), (3.13), (3.21),

(3.29) y (3.37) para poder calcular la reactividad con infinitos nimeros de Bernoulli.

En las ecuaciones de la reactividad anteriores es posible ver una relacién de los coeficientes

con el triangulo de pascal que a su vez esta realacionado con el teorema del binomio.
Para encontrar un método que permita calcular la reactividad con cualquier nimero de Ber-

noulli se hace uso del teorema del Binomio de donde se puede obtener cualquier orden para las

derivadas de h; y P asi como los coeficientes nimericos.

4.1. Generalizacion

Para la generalizacion se plantea la siguiente formula de reactividad:
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P[TL] Lm=0
2p—1 _ 4.1)
0N I P

6 00
1 TP B k=0 k

o [

o I k. ) Qi_l 2p—1 (2p-1 k)[ ] (k)[ ]
— h; P10

Donde (2p — 1 — k) y (k) son los ordenes de las derivadas de h; y P.
Es posible ver que al expandir la dltima sumatoria contenida en la ecuacién (4.1) se puede

calcular la reactividad para cualquier niimero de Bernoulli (Anexo B).

Expandiendo la primera sumatoria sobre £ del tltimo término de la ecuacién (4.1), se obtie-

ne.
p i p _
R P01 PR ) = L D[0]PO ]
k=0 k 0
2p—1 _ 2p —1 -
+ R 20] PD [n] + W01 PO [n]
1 2
2p—1 _ , 2p — 1 -
+ WP 10| PO n] + W01 P[] 4.2)
3 4
2p—1 2p— 1
T RO PO ] e [T | 2D g pleay
) 2p — 2
n 2p—1 h?p_(Qp—l)—ll:O]P(Qp_l) [n]
2p — 1
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Donde el dltimo término de los pares en la ecuacion (4.2) es:

2]9 -1 th_(Zp—2)—1 [O}P(QP_Q) [n] _

)

2p — 2 2p — 2

V(0] P2 [n]

Y a su vez, el dltimo término de los impares en la ecuacion (4.2) es:

2p—1 h?p*(2p71)71[O}P@p—l)[n] _ 2p—1

)

2p—1 2p —1

R [0] PP~ [n]

2

4.3)

4.4)

Separando los términos pares de los impares de la ecuacion (4.2), tomando O como par:

2p—1 2p — 1
L PO+ [T | R 0P
0 2
4.5)
2p—1 2p — 1
T I e VT CIDRR I PRl
4 2p — 2

Luego, sumando los términos pares en la ecuacion (4.5), los cuales empiezan en 0, se tiene

que:

Pl fop—1
ST aer o peo )
k=0 2k

Ahora, tomando los términos impares de la ecuacién (4.2) se tiene:

2p—1 B 2p — 1 -~ )
P 0 PO ) + n 0 PO
1 3
4.7)
2p — 1 B 2p—1
i h1(2p 6) [O]P(5) ]+ + hz('O) [O]P(Qp—l)[n]
) 2p—1
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Luego, sumando los términos impares en la ecuacién (4.7), los cuales empiezan en 1, se

tiene que:
Po2p—1
R~ 0] PR Dp) (4.8)
k=1 \ 2k — 1

De manera andloga se expande para la segunda sumatoria sobre £ del dltimo término de la

ecuacion (4.1) con dependencias h;[n] y P[0], obteniendo:

P e P _
> B0 P[] = B[] PO
k=0 k 0
2p—1 _ 2p — 1 -
+ R ] PU0] + R ] PR0]
1 2
2p—1 _ 2p — 1 _
+ =[] PE0] + P [n] PO0] (4.9)
3 4
2p—1 2p — 1
4 P h£2p76) [n]P(5) [O] 4y p h?p7(2p72)71[n]P(2p72) [0]
5 2p — 2
N 2p—1 h?p,@pq)—l[n]P(zpq)[O]
2p — 1

Donde el dltimo término de los pares en la ecuacion (4.9) es:

2]9 -1 h2p7(2p72)71[n]P(2p—2) [0] _

)

2p — 2 2p — 2

RV [n] PP=2)[0] (4.10)

Y a su vez, el dltimo término de los impares en la ecuacion (4.9) es:
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2p—1 2p—1

h2P B ) P 0] =

)

2p—1 2p—1

h\9 [n] PP~ D]0] 4.11)

1

Separando los términos pares de los impares de la ecuacion (4.9), tomando 0 como par:

2p — 1 _ 2p — 1
WP V) PO0] + hP ) P?|0]
0 2
(4.12)
2p — 1 B 2p—1
+ R ] PD[0] + - - - + h{D [n] PP=2)0]
4 2p — 2

Luego, sumando los términos pares en la ecuacion (4.12), los cuales empiezan en 0, se tiene

que:
Pl 2p—1
ST | aEt penyg) 4.13)
k=0 2k

Ahora, tomando los términos impares de la ecuacién (4.9) se tiene:

2p—1 2p — 1
! @D p0yo] 4 | =) P o]
1 3
(4.14)
2p —1 B 2p—1
+ hl@p 6) [n]P(5) [O] 4+ (0) [n]P(Qp—l) [0]
) 2p—1

Luego, sumando los términos impares en la ecuacion (4.14), los cuales empiezan en 1, se

tiene que:
Po2p—1
R~ [n] PEED]0] (4.15)
k=1 \ 2k — 1
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Asi, la ultima sumatoria contenida en la ecuacién (4.1) se puede escribir como:

21 o) Jeri > [2p-1

-
[e=]

k ' =\

p—1

2p (2p—2k—1) k 4
> hi” 0] PEFn] +>

L (2p-1
R0 PH D) (@4.16)
k=0 2k k=1 \ 2k —1

p—1 _ p _
_ Z 2p—1 h§2p*2k*1)[n]P(2k)[o]+ 2p—1

h(QP*2k) [n} P(Qk—l) [O]
k=0 2k k=1 \ 2k — 1

)

La ecuacién (4.16) muestra que la tltima sumatoria contenida en la ecuacion (4.1) se puede

escribir como una suma de términos pares y términos impares.

Remplazando la expresion (4.16) en la ecuacion (4.1) se tiene:

=2}

pln] =B+ %P > Bie T
_ % ST hiln — m)Plm] — < [hu[n] P[0] + hy[0] P[n]
= 2p 1, (2p—2k) 0] p(2k) ]
. p 2]9 —1 2p 2k) [O]P(Zkfl)[n} (4.17)
k=1 \ 2k — 1

p—1 _
(2p et

+ h(2p 2k)[n]P(2k 1)[0]
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Como h; = \;f;e i, las derivadas de h; se pueden escribir de la siguiente forma:

hgl) — )\?ﬁief)\mT :)\i()\iﬁiei/\mT)
hZ(Q) — /\?ﬁief)\mT :)\? (Aiﬁiei)\mT)

hz@ _ /\?Bief)\mT :)\?<)\iﬁieiAinT)

RS
Remplazando la expresion (4.18) en la ecuacion (4.17) se obtiene:

6

P[n] =p+ %p(l)[n] _ g}?} Zﬁieﬂ\mT
- % > |22 hiln = mlPm] = S uln] P(0] + hi[0] P[]

p—1 .
2p AZP=2E=L g 1] PR
k=0 2k
p I —
91 I P ACTES
k=1 \ 2k — 1
 [— T2 B - i
+ ()P
Pln] Z (2p)! Z .
P~ —
P e
k=0 2k
P [2p—1
% I RS Ol
k=1 \ 2k —1

Sacando factor comiin 2[0] y h[n] en la ecuacién (4.19) se obtiene:

38

(4.18)

(4.19)



bS]

(4.20)

hi[0]
2p —
+
k=1 \ 2k — 1

(2}? /\12p72k71P(2k) [0}

n 2p — \2P—2k p(2k—1) 0]

k=1 \ 2k — 1

Las derivadas de la potencia de la ecuacion (4.20) se pueden reducir usando s6lo dos deri-

vadas [5] haciendo:

Para derivadas impares:

(2) n—1
Para derivadas pares:
2 "
P (t) = P(t) {PP (t()t >] (4.22)
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Las ecuaciones (4.21) y (4.22) se pueden escribir como:

P(Qn—l)(t) — P(l)(t)CLQ(n—l)

Donde a estd dado por:

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Lo anterior se hace con la intencién de evitar realizar “infinitas"derivadas de la potencia.

Haciendo este cambio, sélo se requiere hacer dos derivadas.

Remplazando las expresiones (4.23) y (4.24) en la ecuacion (4.20) se tiene:

pln] =B+ PLP(I)[TL] — 53]?23] ; Be~MinT

AZP=2h=142k po)

)\?prkGZ(kfl)P(l) [0]

6 n
T 1
v > 1D hiln —m)P[m] - §[hz[n]P[0] + hi[0] P[n]]
=1 Lm=0
i 2p-1
k=0 2k
hi[0]
P [2p—1
_|_
k=1 \ 2k — 1
1 & T*B, O -
+ ==Y (-1 L
Pn] pz:; (2p)! z; a
l2p-1
k=0 2k
—hi[n]
Po(2p—1
+
k=1 \ 2k — 1

(4.26)



De las 4 sumatorias de la ecuacién (4.26) se obtiene:

e Suma 1

6 p—1 _ 6 p—1 _
Z hi[0] 2p—1 (2p—2k)—1p[n]a(2k) = Pln] Z hs[0] 2p—1 /\(QP—Qk)—l (2k)

i=1 k=0 2k i=1 k=0 2k

4.27)

e Suma 2

6 2 o 1 6 p _
Z hi[0) Z 2p—1 )\Ezprk)Pu)[n]a(qu) _ PWn] Z hil0] Z 2p—1 A§2p72k)a(2k71)
i=1 k=1 \ 2k — 1 " k=1 \ 2k — 1

(4.28)

Andlogo a la suma 1 esté la suma 3

e Suma 3

6 p—1 _ 6 p—1 .
Z - 2p—1 >\(2p—2k)—lp[0]a(2k) — P[] Z haln] 2p—1 \(2=2k)=1  (2k)
i=1 k=0 2k i=1 k=0 2k

Andlogo a la suma 2 estd la suma 4

e Suma 4

0 L 1 6 P .
Z hz[n] 2 )\E2p_2k)P(1)[0]a2(k—l) _ Pl )[n} Z h; [0] 2p—1 )\E2p—2k)a(2k_1)
=1 k=t \2k -1 o = a2k

(4.30)
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Remplazando las ecuaciones (4.27 - 4.30) en la ecuacion (4.26) se obtiene:

6

A (Py) Y
— _P(l) _ U7 ’ AinT
T | 1
— h;ln — m|P|m| — =|h;|n|P|0| + h;|0|P|n
P[”D;mo[ [Plm] = 5[hi[n] P[0] + hi[0] P[n]
_ 6 il f2p—1
P[n] Z hi[0] p )\?pf%fla%
i=1 k=0 2k
1 6 P —
+P( )[n] ZMO] 2p—1 )\Zzpf%az(kq)
T k=1 \ 2k — 1
1 < B, | -
=) (=12
Pln] pz; 2p)! |
6 el f2p—1
P|0] Z hi[n] p )\1210—21%1 a2k
i=1 k=0 2k
1 6 P —
JrP( )[0] haln)] 2p—1 A2 2051
a =1 k=1 \ 2k —1
Ahora, partiendo de la definicion del binomio:
(a+X)"=> | | A tat

k=0 \ k

Haciendo, n = 2p — 1 en la ecuacién (4.32), esta puede ser escrita como:
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Al igual que en la ecuacion (4.16) es posible escribir el lado derecho de la ecuacion (4.33)

como una suma de términos pares e impares:

2p—1 _ p—1 P _
Z 2p—1 )\(219 1=k, Z 2p — )\Z(2p—2k)—1a(2k)+z 2p—1 )\§2p—2k)a(2k_1)
k=0 k =0 k=1 \ 2k — 1
(4.34)

Igualando las ecuaciones (4.33) y (4.34) se obtiene:

p—1 P _

(a4 A% = 2p — 2p 2%)-1,(2k) 2p—1 )\Egp—%)a(gkq) (4.35)
k=0 k=1 \ 2k — 1

Ahora, se calculan las covergencias de las series en la expresion (4.35) para asi poder eli-
minar los términos con sumatorias sobre £ y hacer mds sencillo el cdlculo de la reactividad
al momento de la programacion. Asi, la convergencia de la serie para términos impares en la

expresion (4.35) es:

~ (21 \@p-20) 2k-1 _ ola— AP+ Xila — X)® +ala + X)* — Ni(a + \)*

2
k=1 \ 2k — 1 2a% — 2]
(4.36)
Factorizando términos en la ecuacién (4.36) se obtiene:
—~[2r—1 P20 g2k-1 (a+ )@ = X)* + (a = \i)(a + \)*
> a? =l = (4.37)
k=1 Qk 2(@ — /\J(CL + >\z)
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Factorizando un poco mds la ecuacion (4.37) se tiene:

i 2p —1 )\(.21)72]6)@2]671 _ (CL — /\l)(a + )\Z)(CL — )\i)2p—1 + (CL + /\1)(a — /\J((l + /\i)Zp—l
! 2(a? — \2)
k=1 2k —1 7

(4.38)

Factorizando ain mas la ecuacion (4.38) finalmente se obtiene una expresion para la con-

vergencia de sumatoria de los términos impares:

—~(2p—1 (2p—2k) 2k—1 _ (a—X)P 14 (a4 X)> !

Al (4.39)
k=1 \ 2k — 1 2

Remplazando la ecuacion (4.39) en la ecuacion (4.35) es posible calcular la convergencia

de la sumatoria para términos pares:

1

p— _ 2p—1 2p—1
(a _I_ )\i>2p_1 _ 2p ]- A§2p_2k)_la(2k) + (CL — >\l) P + (a + )\Z) P (4'40)
2
k=0 2k
Despejando la sumatoria de términos pares de la ecuaicén (4.40) se tiene:
p—1 _ _ _
2p—1 \2p=2k)=1 (2k) _ (a+ )\i>2p—1 _ (@ =) — (a4 A)* 4.41)
k=0 2k 2
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Luego, la convergencia de la sumatoria de términos pares sera:

p—1 (a_i_)\i)?p*l _

2

2p — 2p 2K) -1 (2%) _ (a —X)>!

(4.42)

k=0

Remplazando las expresiones (4.39) y (4.42) en la ecuacidn (4.35) se tiene:

6

6
Sacando factor comiin Z h;[0]

=1

y Z hi[n] en la ecuacién (4.43) es posible obtener:

i=1
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I Z >~ hiln — m]P[m] - 1[hi[n]P[O] + h;[0]P[n]]

2
(a4 XN)P1 — (a—\)%! ] -
)

0 P[n] 5
1 hi[o] +P(1) [n] <(a — )\i)2p71 + (a + )\i)2p71
2

a

PRl & el et
6 Pl ((am) ~(a= ) >
_;hi[n] +P(1)[0] ((a . >\i>2p71 + (a + )\i)2p1)
L a 2

(4.44)

Multiplicando término a término en la ecuacion (4.44) esta se puede reescribir como:
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Es posible simplificar atin mds la ecuacion (4.45) agrupando términos:

P
T < i 1
] 2; [2_:0 hi[n — m]P[m] — —[hi[n] P[0] + h;[0] P[n]]
(P[ ]+ P(Z[n]> 1212(51—&)])\1) p:1( 1)p—1%[T(a+/\i)]2p
PO <m0 & 1 B, N
- (P[n] R ) ; 2(a — \i) Z} 1) ( p)|[T(a i)
1
0

(4.46)

Ahora, se hace una sustitucion de variable en la ecuacién (4.48) con el fin de encontrar una

convergencia para las sumatorias sobre p, sean:

Z = [T(a+ \)]”

Zz'zgp = [T'(a— )\z‘)]2p
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Remplazando las expresiones (4.47) y (4.48) en la ecuacion (4.46) se obtiene:

ol = B+ ez POl = 58 3 e
Ty Y h P L h;\n|P h;|0] P
_W; 2 iln —m]Pm] = S[hi[n] P[0] + hi[0] P[n]]
[ PWn 0 hz[o] G p—1 Bp 2p ]
<P[ ] a[ ]>;2(a+>\z) pz;(_ ) (2p)' i,1
PORN <~ 0] =, 1 By o (4.49)
_ (P[n] - a ) ; 2(0, >\z) p;(_ ) (2 )| i,2
1
TP o
(PO1+758) X ey 0
B PO hiln] & B, o

Las ultimas cuatro sumatorias sobre p representan una expansion en serie de Laurent [16]

de la forma:

. B z z
> (=1y 1(25!2«217 =———l+5 pwa [z <2r (4.50)

Remplazado la ecuacién (4.50) en la ecuacién (4.49) se tiene:
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— 2(a — N;) \e#2 — 1 2

La ecuacion (4.51) representa la reactividad con infinitos nimeros de Bernoulli.

En el siguiente capitulo se presentan los resultados del método propuesto, usando dos, tres,

cuatro, cinco e infinitos nimeros de Bernoulli.
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Capitulo 5

Resultados

En esta seccidn se muestran los resultados del método propuesto de la reactividad con la
generalizacion de los nimeros de Bernoulli. Para abreviar la nomenclatura de los métodos, al
método de la reactividad con el quinto nimero de Bernoulli se le llamard B,—5 y al método

propuesto se le llamard General.

Debido a un problema que presentaba inicialmente la férmula general de la reactividad para
una forma de densidad de poblacién de neutrones lineal, se hizo necesario requerir al eps de
Matlab (definicién del cero en el programa). Este problema se presentaba por una indetermina-
cién que presentaba el término # donde a puede tomar el valor de cero en situaciones de la

vida real; a los resultados mostrados haciendo uso del eps se la llamard General eps.

5.1. Comparacion del método de generalizacion de los nidme-
ros de Bernoulli con Euler-Maclaurin y el quinto niimero

de Bernoulli
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La Tabla 5.1 muestra una comparacion entre el método de Euler-Maclaurin [7] y los nime-
ros dos, tres, y cuatro de Bernoulli. Es posible observar que a medida que se van incrementando

los nimeros de Bernoulli, la aproximacién en el calculo de la reactividad mejora.

En la Tabla 5.2 a la Tabla 5.8 se compara el método de la reactividad con la generalizacién
de los nimeros de Bernoulli, la reactividad con la férmula de Euler-Maclaurin [7] y la reactivi-

dad con el quinto ndmero de Bernoulli.

Se puede observar que el método de la generalizacion de los nimeros de Bernoulli mues-
tra una mejor aproximacion para un valor pequefio de w respecto a la publicacién con Euler-
Maclaurin; al comparar la generalizacion con respecto al quinto nimero de Bernoulli se observa
que el método de la generalizacion empieza a tener un mejor resultado a partir de un tamafio de
pasode T' = 0.2 s, esto es debido a que en la generalizacion se utilizé la aproximacién de las

derivadas [4] mientras que el quinto nimero de Bernoulli se desarroll6 sin aproximaciones.

A medida que el valor de w incrementa, se puede ver que el método de la generalizaci6n
de los nimeros de Benoulli mejora considerablemente en el orden de magnitud de los errores
para diferentes tamaifios de paso en comparacién con los método de Euler-Maclaurin y el quinto

namero de Bernoull.

Para un valor de w = 11.6442 y w = 52.80352 es claro que el método de Euler-Maclaurin
y el quinto nimero de Bernoulli dismunuyen su precision cuando se va aumentando el tamafio
de paso 1" mientras que el método de la generalizacién muestra unos errores que mejora para

tamafos de pasos grandes.
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T [s] | Euler-Maclaurin B,— B, Bp—4 B,—s
0.01 6.88 x 1078 3.06 x 10712 [ 1.02 x 1072 | 1.02 x 107" | 1.02 x 102
0.05 428 x 107 375 x107® [ 378 x 107" [ 1.14 x 107" | 1.08 x 1072
0.1 6.83 x 1074 239 x 107°% | 942 x 107 | 3.89 x 10~ | 1.70 x 102
0.2 1.08 x 10~* 151 x107% | 238 x107°% | 3.83 x 107® | 6.20 x 10~
0.5 3.39 x 107! 341 x 1072 | 336 x 1072 | 3.37 x10~* | 340 x 107
1 5.13 x 10° 1.72 x 10° 6.70 x 10! | 270 x 10~* | 1.10 x 107!

Tabla 5.1: Diferencia en reactividad para P(t) = €™ con w = 0.12353, ¢t; = 300s

Al hacer las simulaciones empleando el eps de Matlab, se puede ver que los errores siguen

manteniendo el mismo orden de magnitud comparado con el método sin emplear el eps, hacien-

do del método ideal para aplicar en eventos de tiempo real donde no importard si el término

pueda presentar una valor de a = 0.

Tabla 5.2: Diferencia en reactividad para P(t) = e** con w = 0.00243, ¢t; = 1000s

T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 6.20 x 1078 429 x 107" | 750 x 107 | 7.64 x 10~
0.05 3.85 x 107 1.71 x 107 [ 1.86 x 10~ | 2.12 x 10711
0.1 6.14 x 1074 143 x 107" | 1.55 x 1071 | 1.45 x 10~
0.2 9.73 x 1073 441 x 107191 1.05 x 107 | 1.11 x 1071
0.5 3.60 x 1071 244 x 107° | 540 x 1072 | 5,62 x 10712

1 4.67 x 109 7.92 x 1072 | 4.06 x 1072 | 4.09 x 102
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T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 6.24 x 1078 1.80 x 1072 | 344 x 10712 | 454 x 10712
0.05 3.88 x 107 227 x 10712 | 351 x 10712 | 5,79 x 102
0.1 6.19 x 1074 225 x 1072 | 375 x 1072 | 2.22 x 1072
0.2 9.80 x 1073 454 x 1071 1 399 x 1072 | 4.61 x 1072
0.5 3.60 x 10° 249 x 107° [ 329 x 1072 | 3.06 x 1072

1 4.70 x 10° 8.09 x 1072 | 3.55 x 10712 | 3.46 x 1012

Tabla 5.3: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ con w = 0.01046 y ¢; = 800s

T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 6.33 x 1078 128 x 1072 [ 3.13 x 1072 | 4.10 x 10712
0.05 3.93 x 107° 1.88 x 10712 [ 349 x 107"% | 5.21 x 10712
0.1 6.28 x 10~* 2.07 x 10712 | 219 x 10712 | 2.59 x 10~ '2
0.2 9.96 x 1073 476 x 1071° | 313 x 1072 | 2.13 x 1072
0.5 3.60 x 1071 2.62 x 107> [ 2.81 x 10712 [ 3.12 x 10712

1 4.76 x 10° 849 x 1072 | 216 x 1072 | 2.04 x 102

Tabla 5.4: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢“* con w = 0.02817 y t; = 600s

T [s] | Euler-Maclaurin B,—s5 General General eps
0.01 6.88 x 1078 1.02 x 1072 [ 6.33 x 107" | 7.10 x 1072
0.05 428 x 107 1.08 x 1072 {205 x 10712 | 2.04 x 1072
0.1 6.83 x 1074 1.70 x 1072 | 1.88 x 107'% | 1.98 x 10~12
0.2 1.08 x 1072 6.20 x 10710 | 1.42 x 1072 | 1.47 x 102
0.5 3.90 x 107! 3.40 x 107 | 2.67 x 1072 | 2.50 x 1012

1 5.13 x 10° 1.1x 1071 [ 1.99 x 10712 | 2.10 x 10712

Tabla 5.5: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢“* con w = 0.12353 y t; = 300s

53




La Figura 5.1 muestra una forma de densidad de poblacion de neutrones exponencial para
el caso w = 0.12353. Se aprecia su cercania al método de referencia debido a los odenes de
magnitud de los errores. El método de referencia se obtuvo al resolver la integral del histérico

en la ecuacion (2.9) de la densidad de poblacién de neutrones de manera anélitica.

299,9930

299,9925

299,9920 /

20009154 | —=— Método de referencia

+— Generalizacion de los numeros de Bernoulli
1 Tamafio de paso=0.1s
29999104 | Max. Dif=1.88*10"" en t=54.3s.
1/ P=exp(wt) , w=0.12353

Reactividad [pcm]

299,9905 +

299,9900 -+

T T
200 250

Tiempo [s]

T T
100 150 300

Figura 5.1: Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacion de neutrones
exponencial con w = 0.12353 sin hacer uso del eps.

T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 1.41 x 1077 284 x 10713 | 398 x 10713 | 341 x 10~
0.05 8.81 x 107° 455 x 1071 | 341 x 1071 | 454 x 10~
0.1 1.40 x 1073 1.80 x 1072 | 341 x 10713 | 1.02 x 10712
0.2 222 x 1072 555 x 107 | 6.82 x 10713 | 1.02 x 102
0.5 7.9 x 1071 294 x107* | 568 x 1071 | 7.95 x 10~

1 9.76 x 10° 870 x 107" [ 6.82x 1071 | 1.25 x 1072

Tabla 5.6: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ con w = 1.00847 y t; = 100s
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T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 1.00 x 10~° 227 x 10713 | 250 x 1072 | 2.21 x 10713
0.05 6.23 x 1073 152x 1070 [ 182 x 107" | 1.13 x 10713
0.1 9.64 x 1072 596 x 1077 | 1.59 x 10~ | 2.27 x 10~
0.2 1.37 x 10° 211 x 1072 [ 682x 10718 [ 1.13 x 1071
0.5 3.04 x 10! 6.47 x 101 | 1.14 x 1073 | 6.82 x 10713

1 2.06 x 10? 9.76 x 10* | 1.14 x 107" | 2.04 x 10~*2

Tabla 5.7: Diferencia en reactividad para P(t) = e con w = 11.6442 y t; = 60s

La Figura 5.2 muestra una forma de densidad de poblacién de neutrones exponencial para el
caso w = 11.6442. Se aprecia su cercania al método de referencia que se obtuvo al resolver la
integral del historico en la ecuacion (2.9) de la densidad de poblacion de neutrones de manera

analitica.

700,00
699,95 —
e
8 699,90
E —=— Método de referencia
k] —e— Generalizacién de los numeros de Bernoulli
> 699,85 — = _
5 Tamario de paso=0.1s.
§ Max. Dif=1.59*10™ en t=44.8s.
699,80 P=exp(wt) , w=11.6442
699,75
PNt T T T T T T T

Tiempo [s]

Figura 5.2: Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacién de neutrones
exponencial con w = 11.6442 sin hacer uso del eps.
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T [s] | Euler-Maclaurin By—s General General eps
0.01 6.77 x 1074 238 x 10712 | 227 x 10713 | 227 x 10~
0.05 3.60 x 107! 420 x 107* | 1.14 x 1072 | 1.13 x 10713
0.1 4.04 x 109 1.16 1.14 x 1072 | 1.13 x 10713
0.2 3.04 x 10! 208 x10° | 1.14x 1078|113 x 10713
0.5 2.75 x 10? 251 x 107 | 1.14 x 107 | 227 x 10713

1 1.23 x 103 2.67 x 101 0 568 x 10713

Tabla 5.8: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ con w = 52.80352y t; = 10s

La Figura 5.3 muestra una forma de densidad de poblacion de neutrones exponencial para el
caso w = 52.80352. Se aprecia su cercania al método de referencia que se obtuvo al resolver la

integral del histérico en la ecuacion (2.9) de la densidad de poblacion de neutrones de manera

analitica.

Figura 5.3: Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacion de neutrones
exponencial con w = 52.80352 sin hacer uso del eps.
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5.2. Otras comparaciones

En esta seccidn se compara con otros métodos reportados en la literatura como lo son Ma-
trix Formulation (MF) [15], Hamming [17], Lagrange 5 puntos (Lagrange 5-pts) [6] y Adams-
Bashforth-Moulton (ABM V) [18] y el método de Derivadas [4].

Al igual que en la seccion anterior, se incluyen los resultados de la formula original y los
resultados utilizando el eps de Matlab con el fin de demostrar la eficacia del método propuesto.
se puede apreciar que los resultados obtenidos originalmente y los resultados obtenidos con la

tecnica computacional empleada no influyen en la exactitud del método.

En la Tabla 5.9 a la Tabla 5.15 se observa que el método de la generalizacién compite
muy bien para una forma exponencial de la densidad de poblacién de neutrones con el método
formulacion matricial [15] que fue recientemente publicado y aunque para tamafos de paso
pequeiios y valores peuqueiios de w el método MF [15] tiene mejor aproximacién, el método
de la generalizacion de los nimeros de Bernoulli mejora a partir de w = 1.00847 obteniendo

mejor aproximacion para tamafios de paso crecientes.

Con respecto a los métodos de Hamming [17], ABM V [18] y Derivadas [4] se evidencia
claramente que el método de la generalizacién de los nimeros de Bernoullli tiene mejor apro-

ximacion para todos los tamafios de paso, especificamente para valores mayores a7’ = 0.5 s.

Al emplear el eps, se verifica que el método de la generalizacion de los ndmeros de Bernoulli
sigue siendo bien comportado para todos los valores de w con tamafios de paso de 7' = 0.01 s
a T'= 1 s sin afectar su precision; esto confirma que la utilizacién del método aqui presentado

puede hacerse incluso cuando se tiene un valor de a = 0.
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T[s] | Hamming ABM V MF General General eps
0.01 [ 209 x 107" | 248 x 107 | 494 x 107 | 750 x 1071 | 7.64 x 1071
0.05 | 566 x 107 | 566 x 107% | 1.37 x 107 | 1.86 x 107! | 2.12 x 10~
0.1 | 1.22x107% | 1.25x107° | 6.16 x 10712 | 1.55 x 107!+ | 1.45 x 10~*
0.2 | 347x 107> | 540 x 107° | 347 x 10712 | 1.05 x 107" | 1.11 x 107!
0.5 | 9.07 x 10%° | 248 x 10°"" | 2.00 x 1072 | 540 x 107'? | 5.62 x 10~

1 Infinito No reportado | No reportado | 4.06 x 10712 | 4.09 x 10712

Tabla 5.9: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ con w = 0.00243 y ¢; = 1000s

T [s] | Hamming ABM V Lagrange 5 pts MF General General eps
0.01 | 9.05x 107 | 1.06 x 107 | 237 x 107> | 5.65 x 107 | 344 x 10712 | 454 x 10712
0.05 | 157 x 1077 | 243 x 107" | 398 x 107* | 4.80 x 107 | 351 x 10712 | 5,79 x 10712
0.1 | 472x107% | 537 x 107° 1.14x 1072 | 1.35 x 107 | 3.75 x 10712 | 2.22 x 10712
0.2 | 1.47x107% | 230 x 10~* | Noreportado | 1.34 x 107! | 3.99 x 10712 | 4.61 x 10712
0.5 | 1.30 x 10%°% | 328 x 10°% | 1.04 x 1072 | 1.04 x 1072 | 3.29 x 10712 | 3.06 x 10712

1 Infinito No reportado | 1.83 x 1072 | No reportado | 3.55 x 1072 | 3.46 x 10712

Tabla 5.10: Diferencia en reactividad para P(t) = "' con w = 0.01046 y t; = 800s

T [s] | Hamming ABM V Lagrange 5 pts MF General General eps
0.01 | 237 x 10719 [ 288 x 1071 | 638 x 107> | 813 x 107 | 3.13 x 10712 | 410 x 10712
0.05 | 419 x 1077 | 6.56 x 107 1.06 x 1072 | 8.01 x 107 | 349 x 10712 | 5.21 x 10712
0.1 | 1.25x 107 | 1.43 x107° 3.05x 1073 | 213 x 10711 | 219 x 107 | 2.59 x 10712
0.2 | 3.86x 107* | 6.06 x 10=* | Noreportado | 2.10 x 107 | 3.13 x 10712 | 2.13 x 10712
0.5 | 444 x 102 | 117 x 1031 | 265 x 1072 | 9.66 x 1071 | 2.81 x 10712 | 3.12 x 10712

1 Infinito No reportado | 4.36 x 1072 | No reportado | 2.16 x 1072 | 2.04 x 10~12

Tabla 5.11: Diferencia en reactividad para P(t) = "' con w = 0.02817 y t; = 600s
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T [s] | Hamming ABM V Derivadas MF General General eps
0.01 | 1.27x 1077 | 1.07 x 1077 [ 2.0954 x 107° [ 1.14 x 107'° [ 6.33 x 1072 | 7.10 x 102
0.05 | 2.88x 107% | 1.76 x 107® | Noreportado | 2.90 x 10~ | 2.05 x 10712 | 2.04 x 10712
0.1 6.24 x 107° | 6.24 x 107 | 5.3247 x 107" | 3.02 x 10~** | 1.88 x 107!? | 1.98 x 1072
0.2 | 1.46 x 1072 | 2.36 x 10~® | Noreportado | 824 x 1071 | 1.42 x 10712 | 1.47 x 10712
0.5 | 3.30 x 10™ | 2.49 x 10 | Noreportado | 1.48 x 107 | 2.67 x 10712 | 250 x 10712

1 | 1.25 x 10%** | No reportado | No reportado | No reportado | 1.99 x 1072 | 2.10 x 1072

3 | No reportado | No reportado | 4.2428 x 10~ | No reportado | 1.08 x 107'2 | 2.38 x 102

Tabla 5.12: Diferencia en reactividad para P(t) = " con w = 0.12353 y ty = 300s

T [s] | Hamming ABM V Lagrange 5 pts MF General General eps
001 [ 1.11x107°| 976 x 10® | 211 x107® [ 4.89 x 107" | 3.98 x 107" | 3.41 x 10~ "
0.05 243 x107° | 1.12 x 107° 259 x 1072 | 6.25 x 10712 | 341 x 10713 | 4.54 x 10713
0.1 [515x107*| 1.89 x 1074 503 x 1072 | 6.48 x 10712 | 341 x 10713 [ 1.02 x 10712
0.2 [994x 1073 | 3.87x 1073 | Noreportado | 1.71 x 10712 | 6.82 x 1075 | 1.02 x 102
0.5 | 780 x 1071 | 1.74 x 10'° 553 x 1071 | 7.96 x 10713 | 5,68 x 10713 | 7.95 x 10713

1 | 7.69 x 10* | Noreportado | 4.40 x 10° | No reportado | 6.82 x 10713 | 1.25 x 10712

Tabla 5.13: Diferencia en reactividad para P(t) = e** con w = 1.00847 y t; = 150s

T [s] | Hamming ABM V Derivadas MF General General eps
0.01 | 741 x 107% | 426 x 107° | 1.4294 x 107% | 5.34 x 10712 | 250 x 10712 | 2.21 x 10713
0.05 | 1.65 x 1072 | 1.10 x 10~2 | Noreportado | 2.16 x 107 | 1.82 x 1072 | 1.13 x 10~
0.1 | 32x107! [ 240 x 107! | 3.620 x 107! | 7.96 x 107 | 1.59 x 1071% | 2.27 x 10~
0.2 | 354 x10° | 310 x 10° | Noreportado | 9.09 x 107 | 6.82 x 1071% | 1.13 x 10713
0.5 | 298 x 10" | 280 x 10! | Noreportado | 3.41 x 10713 | 1.14 x 10713 | 6.82 x 10713

1 8.25 x 10! | No reportado | No reportado | No reportado | 1.14 x 10713 | 2.04 x 10712

Tabla 5.14: Diferencia en reactividad para P(t) = " conw = 11.6442 y ¢t; = 60s
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T[s] ABM V Derivadas MF General General eps
0.01 | 1.36 x 1073 | 27238 x 1071 | 1.36 x 10712 | 227 x 10713 | 227 x 10713
0.05 | 8.60 x 107! | Noreportado | 3.41 x 10713 | 1.14 x 1075 | 1.13 x 10713
0.1 | 480 x 10" | Noreportado | 3.41 x 10713 | 1.14 x 10713 | 1.13 x 10713
0.2 | 148 x 10" | Noreportado | 3.41 x 10713 | 1.14 x 1071 | 1.13 x 10713
0.5 | 4.35x 10" | No reportado 0 1.14x 10718 [ 227 x 10713

I | Noreportado | No reportado | No reportado 0 5.68 x 10713

Tabla 5.15: Diferencia en reactividad para P(t) = e** con w = 52.80352 y t; = 10s

La Figura 5.4 muestra una forma de densidad de poblacion de neutrones exponencial para el
caso w = 52.80352. Se aprecia su cercania al método de referencia que se obtuvo al resolver la

integral del histérico en la ecuacion (2.9) de la densidad de poblacién de neutrones de manera

andlitica y se compara con el método de Férmulacién Matricial [15].

Figura 5.4: Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de poblacién de neutrones
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exponencial con w = 52.80352 sin hacer uso del eps.
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5.3. Otras formas de densidad de poblacion de neutrones

En esta seccion se presentan tablas de resultados para otras formas de densidad de poblacién
de neutrones comumente reportadas en la literatura. En la Tabla 5.16 a la Tabla 5.23 se imple-
mentaron los tamafios de paso no reportados en los articulos originales con el fin de analizar
la precision del método propuesto; en estos resultados se puede observar que el método de la
generalizacion de los nimeros de Bernoulli tiene un orden de precision mayor al método de

formulacién matricial [15] recientemete publicado y al método de Derivadas [4].

En la Tabla 5.16 se muestra una forma de densidad de poblacién de neutrones cubica; se
observa que el método de la generalizacion de los nimeros de Bernoulli supera al método de
derivadas en 7" = (.1 s para los diferentes valores de d; aunque el método desarrollado supera
al método de formulacién matricial [15] en todos los valores de d, su exactitud se evidencia para

0.0127)5

una valor de d = 5 superandolo por seis ordenes de magnitud.

TI[s] | c d Derivadas MF General General eps
11| QO 1389 % 1073 | 1.42 x 107 | 7.61 x 107" | 7.61 x 10!
1| 1] @O [ 690 % 1072 [ 957 x 1075 | 1.35x 10° | 1.35 x 1077
1| 1] QO [ 691 % 107! [ 438 x 1074 | 135 x 10° | 1.35 x 10~

Tabla 5.16: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + dt* , t; = 1000 s

La Figura 5.5 muestra la grafica para una forma de densidad de poblacion de neutrones

c+dt3conc:1ydzw

; el método de referencia se obtiene al resolver la integral de
la ecuacion (2.9). Aqui se evidencia la exactitud del método respecto a la solucion exacta y al
método de formulacion matricial [15]. La grafica se hizo hasta un tiempo final de t; = 4000 s

con el fin de mostrar claramente la forma de la reactividad.
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Figura 5.5: Gréfica de reactividad en pcm para una forma de densidad de neutrones de la forma
¢ + dt? sin hacer uso del eps.

Para el caso de una forma de densidad de poblacion de neutrones lineal, como el mostrado

en la Tabla 5.17, se ve como el método de la generalizacién de los nimeros de Bernoulli diverge

debido al término #, ya que a puede llegar a ser cero, pero al momendo de hacer el arreglo
computacional, incertando el esp de Matlab (cero del programa), es posible obtener una conver-
gencia para esta forma de densidad de poblacion de neutrones; los resultados para esta forma
de densidad de poblacion de neutrones mejoran a partir de 7" = (.55 respecto a formulacion

matricial [15].

T[s]|c|d MF General | General eps
0.1 [1|1]512x1072| NaN |542x1072
05 [1|1] 1.24x10° | NaN |271x 1072
1 1|1] 508x10° NaN | 5.43 x 1072
11| 446 x 10! NaN 1.26 x 10~

Tabla 5.17: Diferencia en reactividad para P(t) = c+dt ,t; =10 s
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Las Tablas para caso 2 de la densidad de poblacién de neutrones se implementaron compu-
tacionalmente para un valor de ¢ = 100 y se hizo las simulaciones respectivas debido a que no

estan reportados en la literatura.

En la Tabla 5.18 a la Tabla 5.21 se evidencia que para formas de densidad de poblacién
de neutrones hiperbdlicas el método de la generalizacion de los numeros de Bernoulli supera
contundentemente al método de formulacién matricial [15]. Para el caso 1, para una forma
desensidad de poblacion de neutrones de coseno hiperbdlico, se ve que el método de la genera-
lizacion de los nimeros de Bernoulli muestra mejores aproximaciones para todos los tamafos
de paso cuando ¢ = (. En el caso 2 del seno y coseno hiperbdlico se puede ver que el método
de la generalizacion de los nimeros de Bernoulli es superior en 7' = 0.1 s al método de formu-
lacion matricial cuando ¢ = 100. Es posible ver que al hacer uso del eps de Matlab no se afecta

la eficacia del método propuesto.

T[s]|c| k Derivadas MF General General eps
0.1 10| 1% 3.16 x 10713 1.35 x 107% | 5.03 x 1072 | 1.72 x 10712
05 |0 % 2.60 x 10713 3.40 x 1073 | 1.87 x 10712 | 1.00 x 10712
1 0 55 241 x 10713 134 x 1072119 x 107" | 1.12 x 107 *2
0 | 755 | 2.00 x 10~* (reportado) | 3.04 x 107" | 1.04 x 10~'* | 1.12 x 10~ "

Tabla 5.18: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + cosh(kt) caso 1 , ty = 180 s

T[s]| c k | Derivadas MF General General eps
0.1 | 100 | 155 | 4.66 X 10° | 1.43 x 107° | 5.21 x 10713 | 2.43 x 10~ 1!
0.5 | 100 | 55 | 4.66 % 10° | 3.56 x 107* | 3.77 x 107% | 1.04 x 1078
1 100 | 155 | 4.66 X 100 | 140 x 1073 | 1.12x 107" | 1.12x 10~
100 | 155 | 4.66 X 10° [ 331 x 1072 | 1.75x 107 | 1.75 x 107

Tabla 5.19: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + cosh(kt) caso2,ty =180 s
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TIs] | c k Derivadas MF General General eps
0.1 |1]127x1073]1.02x10°| 756 x 107" | 848 x 1071V | 8.28 x 1071V
05 | 1]127x1072{1.02x10°|1.88x 107> | 3.89x 107" | 3.89 x 10~
1 1]1127x1072 [ 1.02 x10° | 747 x 107 | 4.06 x 107° | 4.05 x 107
5 11127x1072[1.02x10° | 1.70 x 1073 | 347 x 10~* | 3.47 x 1074
20 [ 1[127x1073[1.02x10°]212x1072| 1.02x 1072 | 1.02 x 1072

Tabla 5.20: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + sinh(kt) caso 1, t; = 10.000 s

T[s]| ¢ k Derivadas MF General General eps
0.1 [ 100|127 x 1073 1.02 x 10° 233 x 1077 | 259 x 107 | 6.93 x 10~1°
0.5 [ 100 | 1.27 x 1073 1.02 x 10° 581 x107°% ] 263 x 10710 ] 338 x 10~
1 100 | 1.27 x 1073 1.02 x 10° 231 x107° | 585 x 1072 | 3.76 x 107°
100 | 1.27 x 1073 1.02 x 10° 533 x 107* [ 284 x 1079 | 335 x 1074

20 | 100 | 1.27 x 1073 | 3.40 x 10~2 (reportado) | 6.68 x 1073 | 1.02 x 10~% | 1.02 x 1073

Tabla 5.21: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + sinh(kt) caso 2, t; = 10.000 s

En la Tabla 5.22 y la Tabla 5.23 se muesta una forma de densidad de neutrones senosoi-

dal. Se observa que el método de la generalizacién de los niimeros de Bernoulli es superior al

método de formulacién matricial [15] incluso para un tamafo de paso de 7' = 5 s. Al igual

que en el caso de densidad de poblacién de neutrones hiperbolica, se hicieron las simulaciones

computacionales para el caso 2 donde ¢ = 100. En el caso 1 se observa que el método de la

generalizacion haciendo uso del eps de Matlab no varia; para el caso 2, se eviencia que para

T = 0.1 s, el método de la generalizacion de los numeros de Bernoulli tiene mejor aproxima-

cién que al hacer uso del eps, pero, después de 7' = 0.5 s toman los mismos valores en la Tabla

5.23.

T[s]|c| k MF General General eps
0.1 | 1]{5]422x 1072 1.14 x 107% | 1.14 x 10°°
05 | 1% ] 1.05x10° [594x 10" |594x10™*
1 1] 5| 415X 10° | 7.62x 1072 | 7.62 x 1073

1] 5| 855x10" | 1.46 x 10° | 1.46 x 10°

Tabla 5.22: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + sin(kt) caso 1,y = 10 s
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TI[s]| c k MF General General eps
0.1 [100 | 5] 319 x 1074 [ 1.63 x 1078 | 3.86 x 10~
0.5 | 100 | {5 | 8.00 x 1073 [ 8.61 x 107% | 8.61 x 107°
1 100 | 5 | 3.16 x 10721 1.02 x 107* | 1.02 x 107
5 100 | f5 | 6.02 x 107! [ 1.46 x 1072 | 1.46 x 10~*

Tabla 5.23: Diferencia en reactividad para P(t) = ¢ + sin(kt) caso 2,ty =10 s

La Figura 5.6 muestra la grifica para una forma de densidad de poblacién de neutrones
c+sin(kt) conc = 1y k = {; para un tamafio de paso 7" = 0.1 s hasta un tiempo final £ = 10 s.
El método de referencia se obtiene al resolver la integral de la ecuacién (2.9) y se compara con
el método de formulacion matricial [15]. Se puede observar que el método de formulacion
matricial estd por encima del método de referencia mientras que la diferencia entre el método

de la generalizacion de los nimeros de Bernoulli y la solucién exacta es imperceptible.
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Figura 5.6: Grafica de reactividad en pcm para una forma de densidad de neutrones senosoidal
sin hacer uso del eps.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se presentd una nueva aproximacion para el clculo de la reactividad nuclear
con infinitos nimeros de Bernoulli. La ecuacion de la reactividad resultante utiliza ademds una
aproximacioén de la densidad de poblacién de neutrones que reducen el cdlculo de infinitas de-
rivadas a solamente dos derivadas, lo cual hace mds sencillo la implementacién del método

computacionalmente.

La exactitud del método presentado supera en precisiéon a otros métodos que utilizan el
histérico de la densidad de poblacién de neutrones y que han sido publicados en la literatura;
ademas, al comparar con el método formulacién matricial, que es el método mas reciente repor-
tado, para una forma exponencial de la densidad de poblacion de neutrones, se puede ver que el
método de la generalizacién de los nimeros de Bernoulli lo supera cuando se trata de tamafios
de paso menores a 7' = 0.2 s cuando w = 0.01046 y w = 0.02817; tambien se evidencia que
para valores de w que son superiores a w = 0.12353, el método aqui desarrollado presenta una

reduccion significativa en el orden de magnitud de los errores.
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Para diferentes formas de densidad de poblacién de neutrones se evidencia que la genera-
lizacién de los ndimeros de Bernoulli reduce el error drasticamente para cualquier tamafio de
paso con distintos valores de densidad de poblacion de neutrones inicial. Para una densidad de
poblacién de neutrones de la forma c + dt, el método de la generalizacién de los nimeros de
Bernoulli present6 inicialmente una indeterminacién debido a que el coeficiente a se hacia cero
en la ecuacion (4.45), esto se solucioné empleando la definicién de cero de Matlab (eps); este
arreglo computacional no signific una caida en la precision del método, demostrando que su

utilizacién es 100 % viable.

Aunque la generalizacién de los ndmeros tiene una dependencia del histérico de la densi-
dad de poblacién de neutrones y su término dominante es el filtro FIR, presenta un bajo costo
computacional comparado con la formulacién matricial, lo cual lo hace ideal para su implemen-

tacion en tiempo real.
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Anexos A

Funcion generatriz de los nameros de

Bernoulli

tet tk
= Z B,% (A. 1)

el —
k>0

Desarrollando la sumatoria de la ecuacién (A. 1) en serie de potencia:

2 3 4 5 t6 7 t8

t
t — — — — — — — —
e —l=t+otgt gttt tgt (A.2)

. 2 td t4 t5 t6 t7 t8
—l=t+—4+—-—4+—4+—+ — A.3
¢ Tyt s 21T 120 T 720 T 5040 T 0320 T (A.3)
Factorizando t en la ecuacién (A. 3):
t 2 t to 16 t7
=t (1l +-+—+—+ —+ — A. 4
¢ <+2+6+24+120+720+5040+40320+ ) (&4
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Luego, la ecuacion (A. 1) serd de la férma:

t 1
= (A.5)
2 3 4 5 6 7
e—1 1+i+e+ o+ +5+ 250+ 000+ -
Abhora, para calcular la ecuacion (A. 5) se hace uso de la siguiente férmula:
1
=1—f()+ f(&)° = F() + F(O)' = F@O)° + fF(O)° = ()" + ... (A.6)
1+ f(¢)
Doénde el término f(¢) en la ecuacion (A. 6) sera:
t 2 ¢ o t6 t7
Nty 2 v A.7
fO) =5+ 5+ 120 720 T 5000 T 10320 (A7)
e Calculando f2(t) ; f2(t) = f(t) = f(t)
2t = t+t2+t3+ £ + a + & + d +
S \2 6 24 120 720 5040 @ 40320 7
t 2 ¢ 1o t6 t7
-t — 4+ — 4+ — -] (A.8
(2+ 6 +24+120+720+5040+40320+ ) (A-8)
) 2t t6 t7 VAR A t6 t7
H=—4+—+ —+ — e —F —F — F —F —— + ...
@ 4 +12+48+240+1440+10080+ +12+36+144+720+4320+
t4 t5 t6 t7 t5 tﬁ t7 t6 7 t7
Tas a1 T576 T2ss0 Tt 2a0 720 Tasso T Taa0 Taz20 T To0s0 T
(A.9)
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Sumando términos semejantes en la ecuacion (A. 9) se obtiene:

2 3 5t 5 178 41t7

)=+ =+ —+ — A. 10
FO=7+5" % %5 3830 ' 30010 (4. 10)
e Calculando f3(t) ;  f3(t) = f2(t) = f(t)
() = t? N t? N 5t N t° N 17 N A1t7 N
- \4 6 72 45 2880 30240 7
t 2 t o t6 t7
S — 4 — 4 —— .. (A 11
(2+ 6 24 120 720 5040 40320 ) @11
fg(t)_t3+t4+t4+ £ N ¢ N +t4+t5+ £ N ¢ N +5t5+5t6+ 5t7 N
8 24 96 480 2880 12 36 144 720 7 144 432 1728 7
¢ T’
— . A. 12
to0 a0 T T Eme0 ( )
Sumando términos semejantes en la ecuacién (A. 12) se obtiene:
Bt TS 1378 13t7
3t)=—+ — 4+ — A. 13
PO =35+5+% T30 T T (A-13)
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e Calculando f*(t) ; f4(t) = f3(t) = f(t)

() = £ N t* N 7t° N 1371 N 137 N
~\8 8 96 4320 1152 7

t+t2+t3+t4+t5+t6+ v + (A. 14)
2 6 24 120 720 5040 40320 '
() = t4+t5+ 0 N t’ N +t5+t6+ t7 N +7t6+7t7_|_ +137t7+
16 48 192 960 16 48 192 7192 576 7 8640
(A. 15)
Sumando términos semejantes en la ecuaci6 (A. 15) se obtiene:
tt 5 5 3’
= —=+—=+— A. 16
1 16+12+16+108OJr ( )
e Calculando f>(t) ; f5(t) = f4(t) = f(t)
thtv 5 3T
==+ —=4+—
PO={G+ 12 % 1080 )"
t 2 8t t5 16 t7
-t =4+ —+ — + = A. 17
(2+6jL24+120+720+5040+40320Jr ) ( )

5 £ £ ¢ £ ¢ t
)y = = — — — — — .. (A.18
F) 32 "o o3 T Tt T Tt ( )
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Sumando términos semejantes en la ecuacion (A. 18) se tiene:

> 5t6  55¢7
5
)= — + —
F(®) 32+96+1152Jr

e Calculando fo(t) ;  fO(t) = f5(¢) = f(t)

5() = t5+5t6+55t7+ § t+t2+t3+t4+t5+ 0
S \32 0 96 1152 7 2 6 24 120 720 5040

16 7 5t7
6
)= — + — 4+ — + ...
F(®) 64+192+192jL

Sumando términos semejantes en la ecuacion (A. 21) se tiene:

e Calculando f7(t) ; f7(t) = fo(t) = f(t)

£ = t6+t7+ . t+t2+t3+t4+t5+ ¢
o\64 32 T

t7

(A. 19)

t7
TR )

(A. 20)

(A.21)

(A.22)

2 6 24 120 720 5040 * 40320 * )

(A. 23)

(A.24)



Abhora, de la ecuacion (A. 6), se tiene que:

t _1_t_t2_t3_t4_t5_t6_ o
et —1 2 6 24 120 720 5040 40320
2t 5t 5 178 417 Bt T 135 13t7

16 T2 T T oss0 T3020 T T8 T % T 96 4320 1152

tt N i N 16 N 37t7 N t° 5t 557 6 47 7
16 12 16 1080 ~ 32 96 1152 64 32 128

Sumando términos semejantes en la ecuacion (A. 25) se obtiene:

t t ¢ 6
l— -+ —+0%— —+ 0"+

_ 7
et —1 2 12 720 30240+0t te

7

ettt -+ ..

(A.25)

(A. 26)



Anexos B

Teorema del binomio para la reactividad

Se propuso como férmula general de la reactividad la siguiente ecuacion:

[ o 11 ®.1
QPZI (2p _ 1) w00 POln) oD
2

Donde la dltima sumatoria de la ecuacion (B. 1) representa el teorema del binomio.
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Es posible calcular la reactividad con cualquier nimero de Bernoulli con la ecuacion (B.

1) espandiendo la dltima sumatoria. Para mostrar su validez, se calcula la reactividad para el

primer nimero de Bernoulli.
e Calculando la reactividad para el primer nimero de Bernolli (p=1):

Remplazando p = 1 en el tercer término de la ecuacién (B. 1) se tiene:

Lp(l)[n] _ ;]?23] Z B,e~rinT

P[n]

_ % ST hiln — m)Plm] — < [hu[n] P[0] + hy[0] P[n]

| 2611 [ o ;— 1 52*1_1_1{:) [O]P(k) in] (B.2)

1 o8] 1_1T2*1B1 k=0

+mz Z(_l) (2*1)! 2%1—1

= | = x 2x1—-1 1

B Z h§2*1 1-k) [n}P(k) [0]
k=0 k

Haciendo las respectivas multiplicaciones en el tercer término de la ecuacion (B. 2) se ob-

tiene:
o A 1 <PO> : —\;nT
pln] —B‘i‘mp( )[ ] — Pln] ;6’
_ % SIS huln — m]Plm] — S [hi[n) P[0] + hi[0] P[n]
i 1 hgl_k) [O]P(k) [n] (B.3)
k=0 \ k
1 0 = OTQBl
+m; ;(_1) (2)!
_ 21: ) BB P
k=0 \ k
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Expandiendo el término binomial de la ecuacién (B. 3) se tiene:

A (Po) =~ . _,
— _P(l) . = nT
Pl =5 + g Pl = oy D e
T L[ 1
T hiln — m]Pm] — S[hi[n] P[0] + h;[0] P[n]]
PIn| ; = 2
—~ (1), a0y poo L aengg pa
> hy ' 01POn] + hy ' [01PMn]
k=0 \ O 1
A e T?B,
+ 5= (—1)°
Pl 2 | 20"
~ (1), 00 ey
- hy ] PO0] — hy [ PYo]
k=0 \ 0 1
(B. 4)
Desarrolando las combinatorias de la ecuacion (B. 4) se obtiene:
! I 1 (B.5)
of ua-or ‘
! I 1 (B. 6)
] ra-nr '

Remplazando las ecuaciones (B. 7) y B. 6 y el valor del primer nimero de Bernoulli dado por

la Tabla 2.1 en la ecuacion (B. 4) se obtiene la reactividad con el primer nimero de Bernoulli:
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